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 المسألة الأولى :
أي  𝑶ثلاثي الزواية القائمة رأسه  𝑶𝑨𝑩𝑪لدينا رباعي الوجوه 

متعامدة مثنى  (𝑶𝑪)و  (𝑶𝑩)و  (𝑶𝑨)أن المستقيمات 
𝑶𝑪مثنى. و بفرض أن  = 𝑶𝑩و  𝟏 = 𝑶𝑨و  𝟐 = 𝟑. 

;𝑶)ولنختر معلماً متجانساً 
𝟏

𝟑
𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,

𝟏

𝟐
𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑶𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) :والمطلوب 

 .(𝑨𝑩𝑪)عادلة للمستوي اكتب م ①
على المستوي  𝑶المسقط القائم للنقطة  𝑯بفرض النقطة  ②

(𝑨𝑩𝑪)  أعطِ تمثيلًا وسيطياً للمستقيم(𝑶𝑯)  واستنتج
 .𝑯إحداثيات 

. 𝑪𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗احسب  ③ 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗   و𝑩𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ نقطة تلاقي  𝑯واستنتج أن  ⃗ 
 .𝑨𝑩𝑪ارتفاعات المثلث 

 (𝑨𝑩𝑪)عن  𝑶احسب بعد  ④
ثم استنتج مساحة  𝑶𝑨𝑩𝑪ثم احسب حجم رباعي الوجوه 

𝑨𝑩𝑪 

 
 𝐶(0,0,1)و  𝐵(0,2,0)و  𝐴(3,0,0) ①: الحل

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  (3,2,0−)⃗   ⃗(−3,0,1) 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض  𝑏, 𝑐)  شعاعاً ناظماً للمستوي (𝐴𝐵𝐶)  بشرط𝑎, 𝑏, 𝑐 

 فيكون ليست جميعها أصفار

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑛⃗ = 0 ⇒ −3𝑎 + 2𝑏 = 0  

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑛⃗ = 0 ⇒ −3𝑎 + 𝑐 = 0 

𝑏بفرض  = 𝑎نجد أن  3 = 𝑐وبالتالي  2 =   𝑛⃗ (2,3,6)و منه  6

2𝑥 + 3𝑦 + 6𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐴(3,0,0) ⟹ 6 + 0 + 0 + 𝑑 = 0 ⟹ 𝑑 = −6 
(𝐴𝐵𝐶): 2𝑥 + 3𝑦 + 6𝑧 − 6 = 0 

= 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗: نلاحظ أن (𝑂𝐻)إيجاد معادلات ② 𝑢⃗ = 𝑛⃗ = و  (2,3,6)

 : نكتب التمثيل الوسيطي له 𝑂(0,0,0)المستقيم يمر من 

(𝑂𝐻): {
𝑥 = 2𝑡
𝑦 = 3𝑡
𝑧 = 6𝑡   

            ; 𝑡 ∈ ℝ 

 :(𝐴𝐵𝐶)في معادلة المستوي  𝑂𝐻نعوض معادلات   𝐻لإيجاد 

2(2𝑡) + 3(3𝑡) + 6(6𝑡) − 6 = 0 ⟹ 𝑡 =
6

49
 

𝑥: نعوض =
12

49
𝑦و   =

18

49
𝑧و   =

36

49
𝐻وبالتالي   (

12

49
,
18

49
,
36

49
) 

③ 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
12

49
,
18

49
,
−13

49
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و  (   :ومنه  (3,2,0−)⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−3) (
12

49
) + (2) (

18

49
) + (0) (

−13

49
) = 0 

(𝐴𝐵)ومنه  ⊥ (𝐶𝐻) ...............(𝐼) 

𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
12

49
,
−80

49
,
36

49
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و  (  :ومنه  (3,0,1−)⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−3) (
12

49
) + (0) (

−80

49
) + (1) (

36

49
) = 0 

(𝐴𝐶)ومنه  ⊥ (𝐵𝐻)... ............(𝐼𝐼) 

 .𝐴𝐵𝐶هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝐻نستنتج أن  (𝐼𝐼)و  (𝐼)من 
④ 

𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝑂, 𝐴𝐵𝐶) =
‖0 + 0 + 0 − 6‖

√4 + 9 + 36
=

6

√49
=
6

7
 

𝑉𝐶−𝑂𝐴𝐵 =
1

3
 𝑆𝑂𝐴𝐵 . ℎ 

𝑆𝑂𝐴𝐵 =
1

2
𝑂𝐴. 𝑂𝐵 =

1

2
. 3.2 = 3 

ℎ = 𝑂𝐶 = 1 
⇒ 𝑉𝐶−𝑂𝐴𝐵 =

1

3
. 3. (1) = 1 

𝑉𝐶−𝑂𝐴𝐵 = 𝑉𝑂−𝐴𝐵𝐶 
1 =

1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶  . ℎ 

1 =
1

3
. 𝑆𝐴𝐵𝐶 .

6

7
⟹ 𝑆𝐴𝐵𝐶 =

7

2
 

 المسألة الثانية:

;𝒐)نتأمل في معلم متجانس   𝒊 , 𝒋 , 𝒌⃗⃗ ):النقاط 

𝑫(𝟑, 𝟑, −𝟑),    𝑪(𝟏,−𝟏, 𝟏)  ,   𝑩(𝟒,−𝟐, 𝟑) 

   , 𝑨(𝟐, 𝟒, 𝟑) 

, 𝑪أثبت أن النقاط  ① 𝑩 , 𝑨  ليست واقعة على استقامة

 واحدة .

على  𝑫للنقطة  𝑫̀عين إحداثيات المسقط القائم  ②

 . (𝑨𝑩𝑪)المستوي 

,𝑭(𝟎لتكن النقطة  ③ 𝟔,  التي تحقق 𝒃و  𝒂أوجد  (𝟐

𝑨𝑭⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒂𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
,𝑨,𝑩ثم استنتج أن النقاط  𝑪, 𝑭 تقع في مستوٍ واحد  

 𝑴يكارتية التي تمثلها مجموعة النقاط أوجد المعادلة الد ④

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗التي تحقق العلاقة   ⃗.𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ثم أثبت أنها تمثل معادلة  𝟎

 𝑨𝑩كرة قطرها 
 :الحل

①       𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗    و   (2−,5−,1−)⃗   ⃗(2, −6,0)  

(
2

−1
≠
−6

−5
≠

0

−2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗فالشعاعين  ( 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و    ⃗  غير مرتبطين  ⃗ 

 فالنقاط 
ً
, 𝐶خطيا 𝐵 , 𝐴 .ليست على استقامة واحدة 

𝑧 

𝑦 

𝑥 

𝑜 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

𝑖  𝑗  

𝑘⃗  
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,𝑛⃗ (𝑎 بفرض ② 𝑏, 𝑐)     على 
ً
 ناظما

ً
 (𝐴𝐵𝐶)شعاعا

𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⟹ 2𝑎 − 6𝑏 = 0  … (1)  

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⟹ −𝑎 − 5𝑏 − 2𝑐 = 0  … (2)  

𝑏نفرض  = 2𝑎:  (1)نعوض في  1 = 6 ⇒ 𝑎 = 3  

3−:  (2)نعوض في  − 5 − 2𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −4 

𝑛⃗ (3,1, −4) 
(𝐴𝐵𝐶): 3(𝑥 − 1) + 1(𝑦 + 1) − 4(𝑧 − 1) = 0 

(𝐴𝐵𝐶): 3𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 + 2 = 0 
 (𝐴𝐵𝐶)و العمودي على  𝐷المستقيم المار من  𝑑ليكن 

𝑢𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑛⃗  

𝑑: {
𝑥 = 3𝑡 + 3  
𝑦 =  𝑡 + 3    
𝑧 = −4𝑡 − 3

      ;   𝑡 ∈  ℝ 

 𝑃في  𝑑نعوض المعادلات الوسيطية لـ 

9𝑡 + 9 + 𝑡 + 3 + 16𝑡 + 12 + 2 = 0 
26𝑡 + 26 = 0 ⇒ 𝑡 = −1 

𝐷′(0,2,1) 

③           𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗    +  𝑏   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   

(
−2
2
−1
) = 𝑎 (

2
−6
0
) + 𝑏 (

−1
−5
−2
) 

(
−2
2
−1
) =   (

2𝑎 − 𝑏
−6𝑎 − 5𝑏
0 − 2𝑏

)          

2𝑎 − 𝑏 = −2     ① 
−6𝑎 − 5𝑏 = 2    ② 
           −2𝑏 = −1    ③ 

𝑏 ③من  =
1

2
2𝑎: ①نعوض في   −

1

2
= −2  

2𝑎 = −
3

2
⇒ 𝑎 = −

3

4
 

−)6−: ②نتحقق في 
3

4
) − 5 (

1

2
)
?
=2  

2  محققة = 2  

            
ً
ذا

ّ
𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗إ  ⃗ = −

3

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗الأشعة  (4)و منه  حسب مبرهنة   ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  
ً
 مرتبطة خطيا

,𝐴و منه  𝐵, 𝐶, 𝐹  تقع في مستوٍ واحد 

,𝑀(𝑥 بفرض  ④ 𝑦, 𝑧) نعوض في العلاقة 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

(
2 − 𝑥
4 − 𝑦
3 − 𝑧

) . (
4 − 𝑥
2 − 𝑦
3 − 𝑧

) = 0 

(2 − 𝑥)(4 − 𝑥) + (4 − 𝑦)(−2 − 𝑦) + (3 − 𝑧)2 = 0 

8 − 2𝑥 − 4𝑥 + 𝑥2 − 8 − 4𝑦 + 2𝑦 + 𝑦2

+ (𝑧 − 3)2 = 0 
𝑥2 − 6𝑥 + 𝑦2 − 2𝑦 + (𝑧 − 3)2 = 0 

𝑥2 − 6𝑥 + 9⏟        − 9 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1⏟        − 1 + (𝑧 − 3)2 = 0 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 3)2 = 10 

   10√و نصف قطرها  (3,1,3)المعادلة تمثل كرة مركزها 

𝐴𝐵نلاحظ أن:   = √4 + 36 + 0 = √40 = 2√10 =

2𝑅  

𝐼هو  𝐴𝐵منتصف  = (
4+2

2
,
4−2

2
,
3+3

2
) = (3,1,3)      

 الكرة السابقة قطرها  
ً
 𝐴𝐵إذا

  

 المسألة الثالثة : 

,𝑶)في المعلم المتجانس  𝒊 , 𝒋 , 𝒌⃗⃗ ) ةلدينا النقط  :

𝑨(𝟔, 𝟏, والمستويان : (𝟏
𝑷𝟏: 𝒙 − 𝟐𝒚 = 𝟓 
𝑷𝟐: 𝒚 + 𝒛 = 𝟒

 

 اثبت ان المستويين متقاطعين  -1

 𝒅جد تمثيلاً وسيطياً للفصل المشترك لهما  -2

 يعامد و 𝑨المار من النقطة  𝑸اكتب معادلة  المستوي  -3

 𝒅الفصل المشترك 

مع  𝑸نقطة تقاطع المستوي  𝑩اوجد إحداثيات النقطة  -4

 𝒅الفصل المشترك 

  𝒅الفصل المشترك عن  𝑨احسب بعد  -5

 ❶الحل: 

𝑛⃗ 1(1 , −2 , 0) ,𝑛⃗ 2(0 , 1 ,  متقاطعان  𝑃1  , 𝑃2غير مرتبطان خطياً ومنه  (1
   من  :𝑥 = 2𝑦 + 5         

  :𝑧من        = −𝑦 + 4         
  بفرض𝑦 = 𝑡  : 

𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 + 5

𝑦 = 𝑡                  
𝑧 = −𝑡 + 4        

    ; 𝑡 ∈ 𝑅 

 𝑄   يعامد  ⇐      d 𝑛⃗ 𝑄 = 𝑢⃗ 𝑑(2 , 1 , −1)   
, 𝐴(6مار من  1 , 1 )   

𝑄 ∶ 2(𝑥 − 6) + (𝑦 − 1) − (𝑧 − 1) = 0   
𝑄 ∶ 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 12 = 0               

 𝐵  تقاطع 𝑄 مع d : 
  نعوض معادلاتd  في𝑄 : 

4𝑡 + 10 + 𝑡 + 𝑡 − 4 − 12 = 0           
6𝑡 = 6 ⇒ 𝑡 = 1                         

  نعوض فيd : 
𝑥 = 2 + 5 = 7                                              
𝑦 = 1                             ⇒  𝐵(7 , 1 ,3)        
𝑧 = −1 + 4 = 3                                           

  إن بعد𝐴  عنd  هو نفسه بعد𝐴  عن𝐵  
𝐴𝐵ومنه البعد المطلوب :  = √1 + 0 + 4 = √5     
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  :المسألة الرابعة
 𝑬𝑨𝑩𝑪𝑫  هرم قاعدته مربع ورأسه𝑬 ,[𝑬𝑨]  عمودي على

;𝑨)في معلم متجانس  (𝑨𝑩𝑪𝑫)المستوي  𝒊  , 𝒋  , 𝒌⃗⃗  )     لدينا

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟑𝒊   و𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟑𝒋   و𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝟑𝒌⃗⃗  :والمطلوب  
1) W  جد إحداثيات النقاط𝑨,𝑩, 𝑪,𝑫, 𝑬 

 𝑬𝑫𝑩مركز ثقل المثلث  𝑮جد إحداثيات النقطة  (2

𝑨𝑮⃗⃗احسب  (3 ⃗⃗  ⃗. 𝑬𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗   و𝑨𝑮⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝑮𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ماذا نستنتج ؟ 

 (𝑬𝑮𝑫)جد معادلة المستوي  (4

 (𝑬𝑪)اعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  (5

𝑬𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗نقطة تحقق  𝑴بفرض  (6  ⃗ =
𝟐

𝟑
𝑬𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗  

   (𝑨𝑩𝑪𝑫)على  𝑴مسقط 𝑷و لتكن 

   (𝑨𝑩)على  𝑷مسقط 𝑯و لتكن 

 𝑴𝑯احسب طول  

 
 

 

 

 

 

 

𝐴(0 , 0 , 0), 𝐵(3 , 0 ,0), 𝐷(0 , 3 , 0), 𝐸(0 , 0 , 3), 𝐶(3 , 3 , 0)   

𝐺(1 , 1 , 1)        
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(1 , 1 , 1), 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(−1 , 2 , −1), 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(0 , 3 , −3)    

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −1 + 2 − 1 = 0            
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 + 3 − 3 = 0                

    (𝐸𝐷)و  (𝐺𝐷)امد يع  (𝐴𝐺)ومنه 
 .  (𝐸𝐺𝐷) المستوي يعامد (𝐴𝐺)وبالتالي 
 𝐷(0 , 3 ,0)  , 𝑛⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(1 , 1 , 1)         

(𝑥 − 0) + (y − 3) + (z − 0) = 0          
(𝐸𝐺𝐷)  ∶  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0             

 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(3 , 3, −3)                 

𝑑: {
𝑥 = 3𝑡 + 3
𝑦 = 3𝑡 + 3
𝑧 = −3𝑡     

    ; 𝑡 ∈ 𝑅 

,𝑀(𝑥بفرض  -6 𝑦, 𝑧) 

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
2

3
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(
𝑥 − 0
𝑦 − 0
𝑧 − 3

) =
2

3
(
3
3
−3
)⇒

𝑥 = 2  
𝑦 = 2  
𝑧 = −1

} ⇒ 𝑀(2,2, −1) 

 𝑃مسقط𝑀  لى ع(𝐴; 𝑖, 𝑗)  و منه𝑃(2,2,0) 

𝐻 مسقط𝑀  لى ع(𝐴; 𝑖)  و منه𝐻(2,0,0) 

𝐻𝑀 = √0 + 4 + 1 = √5 
 

  :المسألة الخامسة

𝑨𝑩𝑪𝑫𝑬𝑭𝑮𝑯  فيه  2مكعب طول ضلعه𝑰, 𝑱, 𝑲  منتصفات

[𝑨𝑫], [𝑪𝑫], [𝑫𝑯]  بالترتيب و𝑴  نقطة تقاطع[𝑫𝑭]  مع

(𝑰𝑱𝑲) :والمطلوب 

;𝑫)باختيار المعلم  (1
𝟏

𝟐
𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,

𝟏

𝟐
𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,

𝟏

𝟐
𝑫𝑯⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ احسب إحداثيات  ( 

𝑰, 𝑱, 𝑲. 

 (𝑰𝑱𝑲)ثم أكتب معادلة المستوي  (𝑰𝑱𝑲)يعامد  (𝑫𝑭)أثبت أن  (2

 .𝑴أوجد إحداثيات  (3

 ؟𝑰𝑱𝑲نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝑴أتكون  (4

 وماذا تستنتج؟ 𝑰𝑱𝑲مركز ثقل المثلث  𝑴 أن أثبت (5

 𝑫𝑰𝑱𝑲احسب حجم رباعي الوجوه  (6

 

 الحل:

1)  𝐼(1,0,0), 𝐽(0,1,0), 𝐾(0,0,1) 

2) 𝐹(2,2,2), 𝐷(0,0,0) 

 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,2,2) , 𝐼𝐽⃗⃗⃗  (−1,1,0), 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ (−1,0,1) 

 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = −2 + 2 + 0 = 0 

  𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ = −2 + 0 + 2 = 0  

 (𝐼𝐽𝐾)يعامد  (𝐷𝐹)إذاً 

𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  :(𝐼𝐽𝐾)ناظم على المستوي  ⃗ 

 2(𝑥 − 1) + 2(𝑦 − 0) + 2(𝑧 − 0) = 0 

:(𝐼𝐽𝐾)ومنه  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0       

 :(𝐷𝐹)المعادلات الوسيطية لـ  (3

 (𝐷𝐹) ∶  {
𝑥 = 2𝑡
𝑦 = 2𝑡
𝑧 = 2𝑡

               ; 𝑡 ∈ ℝ       

 :(𝐼𝐽𝐾)نعوض في 

 2𝑡 + 2𝑡 + 2𝑡 − 1 = 0 ⟹ 𝑡 =
1

6
 

 :(𝐷𝐹)نعوض في 

 

𝑥 =
1

3

𝑦 =
1

3

𝑧 =
1

3}
 
 

 
 

⟹ 𝑀(
1

3
,
1

3
,
1

3
)          

4) 𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1

3
,
1

3
, −

2

3
) , 𝐼𝐽⃗⃗⃗  (−1,1,0) 

 𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = −
1

3
+
1

3
+ 0 = 0 

(𝐼𝐽)ومنه  ⊥ (𝐾𝑀) 

A B 

C D 

E 

𝒊  

𝒋  𝒌⃗⃗  

M 

P 

H 
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𝐽𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1

3
,−
2

3
,
1

3
) , 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ (−1,0,1)  

 𝐽𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ = −
1

3
+ 0 +

1

3
= 0 

(𝐼𝐾)ومنه  ⊥ (𝐽𝑀) 

 .𝐼𝐽𝐾نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝑀وبالتالي 

 :𝐼𝐽𝐾مركز ثقل  (5

 (
1+0+0

3
,
0+1+0

3
,
0+0+1

3
) = (

1

3
,
1

3
,
1

3
)              

يضاً وبما أنها نقطة تلاقي الارتفاعات أ 𝐼𝐽𝐾مركز ثقل المثلث  𝑀إذاً 

 متساوي الأضلاع 𝐼𝐽𝐾فالمثلث 

 مثلث متساوي الأضلاع مساحتها  𝐼𝐽𝐾القاعدة  (6

𝑠 =
√3

4
𝑎2 =

√3

4
. (√2)

2
=
√3

2
 

𝑎)بحيث   = ‖𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ ‖ = √1 + 0 + 1 = √2 ) 

 ويكون ارتفاع الهرم هو :

ℎ = 𝑑𝑖𝑠𝑡 (𝐷, 𝐼𝐽𝐾) =
‖0 + 0 + 0 − 1‖

√1 + 1 + 1
=
1

√3
 

⇒ 𝑉 =
1

3
 𝑆 . ℎ =

1

3
.
√3

2
.
1

√3
=
1

6
 

 درجة( 100) المسألة السادسة:

;𝑶)في معلم متجانس  𝒊 , 𝒋 , 𝒌⃗⃗ )  لدينا النقاط𝑨(𝟐,−𝟐, و  (𝟑

𝑩(𝟒,−𝟑,−𝟏)  و𝑪(𝟎,−
𝟏

𝟐
, الذي  𝓟والمستوي  (𝟑−

𝟐𝒙معادلته  − 𝒚 + 𝟑𝒛 − 𝟒 =  :والمطلوب 𝟎

م أعط معادلة ث. 𝓟ليس عمودياً على  (𝑨𝑩)تحقق أن المستقيم  (1

 𝑩و  𝑨والمار بالنقطتين  𝓟العمودي على  𝓠للمستوي 

 .𝓟وتمس المستوي  𝑩أكتب معادلة للكرة التي مركزها النقطة  (2

 .(𝑨𝑩]أعط تمثيلاً وسيطياً لنصف المستقيم  (3

,𝑨)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝑮ليكن  (4 و  (𝑩,−𝟏)و  (𝟏

(𝑪, ,𝟏−)هي  𝑮أثبت أن إحداثيات النقطة  (𝟐 𝟎, −𝟏). 

 :مجموعة نقاط الفراغ التي تحقق المساواة 𝑴بين أن  (5

‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝟐𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = عين مركزها  𝓢تمثل كرة  𝟏𝟐

عين . 𝓢يقطع الكرة  𝓟ثم أثبت أن المستوي . واحسب نصف قطرها

 .نصف قطر الدائرة المقطع

 :الحل

1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, ,𝑛⃗ 𝒫(2و  (4−,1− −1,3) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗لشعاعين نلاحظ أن ا غير مرتبطين خطياً لأن مركباتهما  𝑛⃗ 𝒫و  ⃗ 

)غير متناسبة 
2

2
≠

3

−4
 𝒫لايعامد المستوي  (𝐴𝐵)فالمستقيم  (

,𝑛⃗ (𝑎بفرض  𝒬إيجاد معادلة المستوي  𝑏, 𝑐)  شعاع ناظم على

⊥ 𝑛⃗فيكون  𝒬المستوي  𝑛⃗ 𝒫  ومنه𝑛⃗ . 𝑛⃗ 𝒫 =  وبالتالي 0

 𝟐𝒂 − 𝒃 + 𝟑𝒄 = 𝟎  

⊥ 𝑛⃗و   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ . 𝑛⃗ومنه  ⃗  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  وبالتالي 0

 𝟐𝒂 − 𝒃 − 𝟒𝒄 = 𝟎 

𝑎بفرض  = –فيكون  1 𝑏 + 3𝑐 = 𝑏−و  2− − 4𝑐 = −2 

𝑐بالطرح نجد  = 𝑏نعوض نجد  0 =  𝑛⃗ (1,2,0)وبالتالي  2

 :هي 𝒬فمعادلة المستوي 

1(𝑥 − 2) + 2(𝑦 + 2) + 0(𝑧 − 3) = 0 

𝑥 + 2𝑦 + 2 = 0 
2)   

𝑅 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵,𝒫) =
|2(4) − (−3) + 3(−1) − 4|

√22 + (−1)2 + 32
=

4

√14
 

𝑥) : فمعادلة الكرة هي − 4)2 + (𝑦 + 3)2 + (𝑧 + 1)2 =
16

14
 

3)   

[𝐴𝐵): {
𝑥 = 2𝑡 + 2  

𝑦 = −𝑡 − 2  

𝑧 = −4𝑡 + 3

                   ; 𝑡 ∈ [0, +∞[ 

4)   

𝑥𝐺 =
𝑥𝐴 − 𝑥𝐵 + 2𝑥𝐶

2
=
2 − 4 + 0

2
= −1 

𝑦𝐺 =
𝑦𝐴 − 𝑦𝐵 + 2𝑦𝐶

2
=
−2 + 3 − 1

2
= 0 

𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 2𝑧𝐶

2
=
3 + 1 − 6

2
= −1    

 𝐺(−1,0,−1)ومنه 

5) ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 12 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  𝐺بما أن  و  (𝐵,−1)و  (1

(𝐶, 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ فإن :   (2 ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

2𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗‖ومنه  ⃗⃗  ‖ = 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗‖أي  12 ⃗⃗  ‖ = 6 

  6ونصف قطرها  𝐺(−1,0,−1)تمثل كرة مركزها  𝑀فمجموعة النقاط 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺, 𝒫) =
|2(−1) − (0) + 3(−1) − 4|

√22 + (−1)2 + 32
=

9

√14
< 𝑅 = 6 

 .𝒮يقطع الكرة  𝒫فالمستوي 

 : نصف قطر الدائرة المقطع فيكون 𝑟بفرض 

𝑟2 = 36 −
81

14
=
423

14
⟹ 𝑟 = √

423

14
 

 

 

 

  

 

 

 

  :السابعةالمسألة 

𝑨𝑩𝑪𝑬𝑭𝑫 موشور قائم قاعدته𝑨𝑩𝑪  مثلث قائم في𝑨  النقطة ,𝑱  

  [𝑬𝑫]منتصف 

,𝑨)معلم المتجانس نتأمل في ال 𝒊  , 𝒋  , 𝒌⃗⃗  )  : بحيث 

 ,𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟑𝒊   ,𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝟒𝒋    ,𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝟒𝑲⃗⃗⃗  

,𝑩,𝑪,𝑫جد إحداثيات النقاط  -1 𝑬, 𝑭, 𝑱 

 (𝑱𝑩𝑪)جد معادلة للمستوي  -2

 (𝑱𝑪)اكتب تمثيلاً وسيطياً للمستقيم  -3

 (𝑱𝑩𝑪)عن المستوي  𝑬احسب بعد النقطة  -4

 مركز الابعاد المتناسبة للنقاط المثقلة 𝑲عين  -5

 (𝑱, 𝟐), (𝑩, 𝟏), (𝑪, 𝟐) 

 الحل:

𝑟 

𝑅 

𝐺بعد  عن   𝒫 

𝑟 

𝐹 

𝐵 

𝐷 

𝐸 

𝐴 

𝐽 

𝑐 
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1) 𝐴(0,0,0), 𝐵(3,0,0), 𝐶(0,4,0) 

𝐸(0,0,4), 𝐹(3,0,4), 𝐷(0,4,4) 

 𝐽(0,2,4): فإن [𝐸𝐷]منتصف  𝐽وبما أن 

,𝑛⃗ (𝑎نفرض  (2 𝑏, 𝑐) ناظم على المستوي بشرط 𝑎, 𝑏, 𝑐   ليست

 .جميعها أصفاراً 

𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ = (3,−2,−4) 

𝑛⃗ . 𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0 ⟹ 3𝑎 − 2𝑏 − 4𝑐 = 0        ① 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3,4,0) 

𝑛⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⟹ −3𝑎 + 4𝑏 = 0             ② 

𝑏نفرض  = 𝑎 فنجد ② نعوض في 3 =  نجد ①نعوض في  4

12 − 6 − 4𝑐 = 0 ⟹ 𝑐 =
6

4
⟹ 𝑐 =

3

2
 

𝑛⃗ (4,3,
3

2
)
(×2)
⇒  𝑛⃗ (8,6,3) 

(𝐽𝐵𝐶): 8(𝑥 − 3) + 6(𝑦 − 0) + 3(𝑧 − 0) = 0 

(𝐽𝐵𝐶): 8𝑥 + 6𝑦 + 3𝑧 − 24 = 0  

3)  

𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ (0,2, −4)     ,   𝐶(0,4,0) 

(𝐽𝐶) {
𝑥 = 0         
𝑦 = 2𝑡 + 4
𝑧 = −4𝑡    

     ; 𝑡 ∈ ℝ 

4)   

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐸, 𝐽𝐵𝐶) =
|0 + 0 + 12 − 24|

√64 + 36 + 9
=

12

√109
 

5)   

𝑥𝐾 =
𝛼𝑥𝐶 + 𝛽𝑥𝐵 + 𝛾𝑥𝐽
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

=
(2)(0) + (1)(3) + (2)(0)

2 + 1 + 2
=
3

5
 

𝑦𝐾 =
𝛼𝑦𝐶 + 𝛽𝑦𝐵 + 𝛾𝑦𝐽
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

 =
(2)(4) + (1)(0) + (2)(2)

2 + 1 + 2
=
12

5
 

𝑧𝐾 =
𝛼𝑧𝐶 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐽
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

 =
(2)(0) + (1)(0) + (2)(4)

2 + 1 + 2
=
8

5
 

𝐾 (
3

5
,
12

5
,
8

5
) 

   :المسألة العاشرة

,𝑨(𝟏نتأمل النقطتين  𝟏, ,𝑩(𝟑و  (𝟏 𝟐, في الفراغ المنسوب إلى (𝟎

شعاعاً   𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ويقبل  𝑩المستوي المار بالنقطة  𝓟معلم متجانس ليكن 

 .ناظماً 

𝒙الذي معادلته  𝓠وليكن المستوي  − 𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟒 = وأخيراً  𝟎

𝓢  الكرة التي مركزها𝑨  ونصف قطرها يساوي𝑨𝑩 والمطلوب: 

𝟐𝒙أثبت أن  (1 + 𝒚 − 𝒛 − 𝟖 =  .𝓟هي معادلة المستوي  𝟎

 .𝓢جد معادلة الكرة  (2

 .𝓢مستوي مماس للكرة  𝓠أثبت أن المستوي  (3

متقاطعان ثم أعطِ تمثيلاً وسيطياً  𝓠و  𝓟تيقن أن المستويين  (4

محتوى في المستوي  𝒅ثم أثبت أن المستقيم  𝒅لفصلهما المشترك 

,𝑪(𝟎حيث  [𝑩𝑪]المحوري للقطعة المستقيمة  𝟐, −𝟏). 

 :الحل

1) 𝐵(3,2,0)  و𝑛⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,1, −1) 

2(𝑥 − 3) + 1(𝑦 − 2) − 1(𝑧 − 0) = 0 

𝑃: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 8 = 0 

2) 𝐴(1,1,1)   و𝑅 = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √22 + 12 + (−1)2 = √6 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 6 
3)   

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴, 𝒬) =
|1 − 1 + 2 + 4|

√1 + 1 + 4
=
6

√6
= √6 = 𝑅 

 .𝒮يمس  𝒬إذاً 

4)   

𝑛⃗ 𝒬(1, −1,2), 𝑛⃗ 𝒫(2,1, −1) 

غير مرتبطين خطياً لأن مركباتهما غير  𝑛⃗ 𝒬و  𝑛⃗ 𝒫نلاحظ أن الشعاعين 

)متناسبة 
1

2
≠
−1

1
 .فالمستويان متقاطعان (

{
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 4 = 0             (1)
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 8 = 0              (2)

 

3𝑥بالجمع  + 𝑧 − 4 = 𝑧ومنه  0 = −3𝑥 + 4  

𝑦: فنجد( 2) نعوض في = −5𝑥 + 12 

𝑥بفرض  = 𝑡 نحصل على التمثيل وسيطي للفصل المشترك: 

𝑑: {
𝑥 = 𝑡              
𝑦 = −5𝑡 + 12
𝑧 = −3𝑡 + 4

                ; 𝑡 ∈ ℝ 

 [𝐵𝐶]لنوجد معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة 

 :طريقة أولى

ولتكن  [𝐵𝐶]المستوي المحوري يمر بمنتصف القطعة المستقيمة 

𝐼 (
3

2
, 2,

−1

2
= 𝑛⃗وشعاع ناظمه  ( 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,0, فمعادلة  (1−

𝑥)3−: المستوي المحوري هي −
3

2
) − 1 (𝑧 +

1

2
) = ومنه  0

−3𝑥 − 𝑧 + 4 = 0 

في معادلة المستوي المحوري  𝑑نعوض المعادلات الوسيطية للمستقيم 

(𝑡)3−: فنجد − (−3𝑡 + 4) + 4 = 0 

0 =  .محتوى في المستوي المحوري 𝑑فالمستقيم  0

 


