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  𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗كيف نجد مركبات شعاع   1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ الطريقة  ⃗ =   ( 𝑋𝐵 − 𝑋𝐴 , 𝑌𝐵 − 𝑌𝐴 , 𝑍𝐵 − 𝑍𝐴)  

 مثال

B ( 0 , 3 , -1 )  ,  A ( 1 ,2 ,3 )  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ( 0 − 1 , 3 − 2 , −1 − 3 ) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ( −1 , 1 , −4 ) 

 

 كيف نجد طويلة شعاع  2

 الطريقة

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 𝐴𝐵 = √( 𝑋𝐵 − 𝑋𝐴 )
2 + ( 𝑌𝐵 − 𝑌𝐴 )

2 + ( 𝑍𝐵 − 𝑍𝐴 )
2 

 و اذا كان 

  𝒰⃗  ( 𝑋, 𝑌 , 𝑍 )          فإن‖𝒰⃗ ‖ = √𝑋2 + 𝑌2 + 𝑍2     

 

 مثال

A ( 1 , +1 , 0 )   B ( 1 , -3 , 2 )  

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 𝐴𝐵 = √(1 − 1 )2 + (−3 − 1 )2 + ( 2 − 0 )2 

     = √02 + 16 + 4  

              =   √20 = √4 ×  5 = 2 √5  

       𝒰⃗ = ( 3, 0 , 2 ) 

‖𝒰⃗ ‖ = √32 + 02 + 22 

            = 5     

 

  ازي شعاعين لأي مرتبطين خطياً كيف يتم اثبات تو 3

ليكن  الطريقة
𝒰⃗  ( 𝑋1 , 𝑌1 , 𝑍1 ) 

𝒱⃗  ( 𝑋2, 𝑌2 , 𝑍2 )
شرط التوازي      

𝑋1

𝑋2
=

𝑌1

𝑌2
=

𝑍1

𝑍2
    

 مثال
𝒰⃗ =  (−1  , 3 , 2 ) 

𝒱⃗  ( 2, −6,−4 )
 الشرط 

1

2
=

3

−6
=

2

−4
 محقق  -   

⃗⃗ 𝒱      اذاً        ⃗// 𝒰⃗       

 أي الشعاعين مرتبطين خطياً 

 

 

B 

A 
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 ستقامة واحدة   على ا  A , B , Cكيف نثبت ثلاث نقاط  4

 الطريقة
    نثبت أن أي شعاعين متشكلين من النقاط الثلاث مرتبطين خطياً 

 مثال

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−1 , −1 , 1 ) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ( 2 , 2 , −2 )
 

 نلاحظ أن مركباتهما متناسبة 

−1

2
=  
−1

2
=

1

−2
 

{ 

    

 الشعاعين مرتبطين خطياً ف

 ة على استقامة واحد  A , B , Cو النقاط 

 

 كيف نثبت ثلاث نقاط تعين مستوي 5

 ( 4نثبت أنها لا تقع على استقامة واحدة كالسؤال الرابع )  الطريقة

 مثال

  C ( -1,-3,2 )و   B ( 0,1,4 )و    A ( 1,2,3 )أثبت أن النقاط 

 تعين مستوي 

 الحل :

نجد  
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−1 , −1 , 1 ) 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ( −2 , −5 , −1 )
 

{ 

 نلاحظ أن  
−1

−2
 = 
− 1

−5
    

 فالشعاعين غير مرتبطين خطياً 

 فالنقاط لا تقع على استقامة واحدة و النقاط تعين مستوي 
 

 كيف نجد الجداء السلمي لشعاعين     6

 الطريقة

𝒰⃗ . 𝒱⃗ =  𝒳1. 𝒳2 + 𝒴1. 𝒴2 + 𝒵1. 𝒵2 

=  ‖𝒰⃗ ‖ . ‖𝒱⃗ ‖. cos ℴ 

 مثال

 ‖𝒰‖⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 3      ‖𝒱‖⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2    ℴ =  
π

4
 

𝒰⃗ . 𝒱⃗ = 3×2× cos
𝜋

4
 

           = 6 
√2

2
= 3 

√2

2
 

 مثال
 فإن     𝒰⃗ ( 2,3,1 )      𝒱⃗ (−1,0,5 )  إذا كان 

𝒰⃗ . 𝒱⃗ =  −1×2 + 0×3 + 5×1 = 3 
 

A 

B 

C 
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 كيف يتم حساب الجداء السلمي بالمسقط العمودي للشعاع  7

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ الطريقة  ⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 𝐴𝐶̀⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 على  Cالمسقط العمودي لـ      𝐶̀حيث  

 (  Pالمستوي )  

   aمكعب طول حرفه  مثال  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب الجداء السلمي لـ   (1  ⃗ . 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗  

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐷𝐵 احسب الجداء السلمي لـ  (2  ⃗. 𝐺𝐶 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 الحل : 

1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= −𝑎 . 𝑎 =  −𝑎2 

𝐶 𝐴⃗⃗      حيث  :   ⃗⃗ ⃗⃗  على المستوي .  GEمسقط    

 𝐵𝐴 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  .    AB   على    CA   مسقط  

2)    𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0   

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗لأن الشعاعين    𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗ و ⃗   متعامدان .  ⃗ 

 

 كيف نثبت تعامد شعاعين 8

 نثبت أن الجداء السلمي لهما صفراً  الطريقة

 مثال

.  𝒰⃗أثبت أن الشعاعين  𝒱⃗  متعامدين 

, 𝒰⃗  ( 1حيث           2 , −5)        𝒱⃗  ( 1 , 2 ,1)  

𝒰⃗  . 𝒱⃗ = 1×1 + 2 ×2 + 1× −5  

= 1 + 4 − 5 = 0 

 متعامدين    𝒱⃗ و  𝒰⃗إذا 

 

A 

E 

C 

G 

B 

D 

F 

H 

a 
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 إحداثيات النقط ايجاد 9

 الطريقة

,  𝐴 )في معلم  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ) 

A ( 0 , 0 ,0 ) 

B ( a , 0 , 0 )  
D ( 0 , a , 0 )  

C ( a , a ,0 )  

F ( a , 0 , a ) 
H ( 0 , a, a ) 
G ( a , a ,a ) 

 

 مثال

 . 1إذا كان المكعب طول حرفه 

A( 0,0,0 ) , B( 1,0,0 ) , D( 0,1,0 ) , E( 0,0,1 ) , E( 0,0,1 ) , C( 1,1,0 ) 

I ( 1 ,
1

2
 , 0 )   ,     J ( 

1

2
 , 1 , 1 ) 

 

, 𝓤⃗⃗⃗ث أشعة إثبات الارتباط الخطي لثلا 10 𝓥⃗⃗ ,  𝓦⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 الطريقة

 ) مثلا ً ( غير مرتبطين .   𝒱⃗ و ⃗⃗⃗⃗ 𝒰نثبت أن  (1

 يحققان : a, bنثبت أنه يوجد عددين حقيقين  (2

𝒲⃗⃗⃗ = 𝑎𝒰⃗ + 𝑏𝒱⃗  

 مثال

 ) 𝒲⃗⃗⃗لتكن الأشعة  
1

2
 , 0 , −1 ) , 𝒱⃗ ( 

−1

2
 , 1 ,1 ) ,   𝒰⃗ ( 

1

2
 , 1 , −1 ) 

 أثبت أنها مرتبطة خطياً .

الحل : نلاحظ أن  
−
1

2
1

2

 ≠
1

+1
 غير مرتبطين خطياً .   𝒱⃗ و  𝒰⃗فالشعاعين       

= 𝒲⃗⃗⃗يحققان        a , bالآن لنثبت وجود عددين حقيقين  𝑎 𝒰⃗ + 𝑏𝒱⃗      

( 
1

2
 , 0 , −1 ) = 𝑎 ( −

1

2
 , 1 , 1 ) + b( 

1

2
, 1 , −1 ) 

𝒲⃗⃗⃗ = −𝒰⃗ +
1

2
𝒱⃗  ⟹ 

 

} 
1

2
= −

1

2
𝑎 +

1

2
𝑏 

0= a + b 

-1 = a - b 

{ 
 

 وبالتالي

a = -1 

b = 
1

2
 

{ 
وفيه 

الأشعة 

مرتبطة 

 خطياً 

 

A 
F 

X 

B 

I 

E 

Z 

H 

D 

J 

C 

Y 

G 
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 كيف نجد معادلة المستوي  11

 الطريقة

 اذا كان 

, P       n⃗  (aمعلوم شعاع الناظم للمستوي  - b , c ) 

, 𝓍0 )نقطة يمر منها المستوي  - 𝓎0 , 𝓏0 ) 

 ويتكون معادلة المست -

       a ( 𝒳 − 𝒳0) + 𝑏 ( 𝒴 − 𝒴0) +  𝒸 ( 𝓏 − 𝓏0) = 0 

 مثال

 و شعاع الناظم له   A( 1 , 3 , -3 )المار من النقطة   Pاكتب معادلة المستوي 

n⃗ ( 2 ,3 , 5) 

– 𝓍 ) 2الحل: المعادلة هي   1 )  +  3( 𝓎 − 3 )  +  5(𝓏 + 2 )  =  0 

                            2𝓍 +  3𝓎 +  5𝓏 −  1 = 0 

 

 معلومة   C, B , Aإيجاد معادلة مستوي مار من ثلاث نقاط  12

 الأولى الطريقة

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗نثبت أن    -1 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و ⃗   غير مرتبطين خطياً في تعيين مستوي .   ⃗ 

 التي تحقق   M( x , y , z ) حسب تعريف المستوي هو مجموعة النقاط  -2

AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 مثال

 المار من النقاط  P مستوي أوجد معادلة ال

C( 4,3,5 )  , B( 10,4,3 )  , A( 1,5,4 ) 

 الحل نلاحظ أن الشعاعين 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗( 9, −1 , −1 ) , AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ( 3,  غير مرتبطين خطياً   ( 2,1−

= AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗نضع   𝑎 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

[
𝓍 − 1
𝓎 − 5
𝓏 − 4

] = 𝑎 [
9
−1
−1
] + 𝑏 [

3
−2
1
] = [

9𝑎 + 3𝑏
−𝑎 − 2𝑏
−𝑎 + 𝑏

]  

1-     𝓍 − 1 = 9a + 3𝑏…… 

2- 𝓎 − 5 = −𝑎 − 2𝑏…… 

3- 𝓏 − 4 =  −𝑎 + 𝑏……. 

 (  1نعوض في ) 

𝓍 − 1 = 9(  ) + 3 (  ) 

 ومنه معادلة المستوي 

𝓍 + 4𝓎 + 5𝓏 − 41 = 0 

– 𝑦نجد :  2من  3نطرح                   𝑧 − 1 =  −3 𝑏    

          𝑎 =  
−𝑦 −2𝑧+ 13

3
                    𝑏 =  

𝑦 +𝑧 +1

3
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12 
 انية الطريقة الث

 A ,B , C لايجاد معادلة مستوي مار من ثلاث نقاط 

 الطريقة

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نثبت أن    -1  ⃗  ,  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطين خطياً .     ⃗⃗

 نكتب معادلة المستوي : -2

    𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = ,𝑛⃗ ( 𝑎ناظمة   0 𝑏, 𝑐 ) 

⃗⃗ 𝐴𝐵 و الناظم عمودي على شعاعي توجيه  ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   

.  𝑛⃗نضع       -3 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  0  

     𝑛⃗  .  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =  0                 

  a,b,cنحل معادلتين بثلاث مجاهيل و نجد  -4

 ثلاً .م  A باعتبار المستوي مار من   dثم نحسب  -5

 مثال

   A( 1,5,4 )       B( 10,4,3 )       C( 4,3,5 )  

 الحل :

   {
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ( 9, −1,−1)

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗( 3, −2 , 1 )
 غير مرتبطين خطياً   

  ( ABC) ناظم المستوي   𝑛⃗ ( a,b,c )فرض  ب

𝑛⃗  . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  = 0 ⟹ 9𝑎 − 𝑏 − 𝑐 = 0  

𝑛⃗  . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  0 ⟹   3𝑎 –  2𝑏 + 𝑐 = 0  

}ومنه      C=1نفرض  
9𝑎 − 𝑏−=  +1 
3𝑎 − 2𝑏 = 1 

𝑎بحل المعادلتين نجد     =
1 

5
, 𝑏 =  

4

5
 

) 𝑛⃗ومنه الناظم  
1

5
,
4

5
,  و بالتالي :    ( 1

 
1

5
𝑥 + 

4

5
 𝑦 + 𝑧 +  𝑑 = 0  

 نعوض :  A( 1,5,4 )( مار من النقطة   ABCوبما أن المستوي ) 
1

5
 (1 )  + 

4

5
 ( 5 )  +  1 ( 4 )  +  𝑑 = 𝑑ومنه       0 =  

41

5
  

 وبالتالي :     
1

5
 𝑥 +  

4

5
 𝑦 +  𝑧 −

41

5
 = 0  

+ 𝑋اذاً معادلة المستوي :    4𝑦 + 5𝑧 –  41 =  0 
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12  
الطريقة  

 الثالثة
 لايجاد معادلة مستوي مار من ثلاث نقاط .

 الطريقة

𝑎𝑥نكتب معادلة المستوي  -1 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

 في المعادلة.  C , B , Aنعوض إحداثيات النقاط  -2

 نحصل على ثلاث معادلات بأربع مجاهيل . -3

 .  c, b , aمثلاً و نحل ثلاث معادلات و نجد   d=1نضع  -4

 مثال

 (   ABCدلة المستوي ) أوجد معا

A( -1 , 0 , 1 )  , B( 1 , 2 , -1 ) , C ( 0 , 3 , 1 ) 

 الحل :

𝑎𝑥المعادلة     + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

A( -1 , 0 , 1 )  :        −𝑎𝑥 + 𝑐 + 𝑑 = 0 

B( 1 , 2 , -1 ) :    𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 0 

C ( 0 , 3 , 1 ) :          3𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0  

 :  d=1نضع 

           1)     −𝑎 + 𝑐 + 1 = 0 

           2)      𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 + 1 = 0 

           3)       3𝑏 + 𝑐 + 1 = 0  

 :  2و  1بجمع 

2𝑏 + 2 = 0        𝑏 = −1 

  C = 2فنجد :        3نعوض في 

 a = 3فنجد :         1نعوض في 

 تتكون معادلة المستوي :

3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0  
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, 𝓿⃗⃗لم شعاعي توجيه له إيجاد معادلة مستوي يمر من نقطة و ع   13 𝓾⃗⃗  

 الطريقة

,𝑛⃗ (𝑎بفرض شعاع الناظم للمستوي   -1 𝑏, 𝑐 )  

.  n⃗نضع :   -2 u⃗  =  0  

             n⃗  . v⃗  = 0  

  a,b,c و نحسب 

,n⃗ (aو ناظمه    Aنكتب معادلة المستوي المار من  -3 b, c )   11كما في السؤال 

 مثال

  A(1,0,1 )لنقطة  المار من  ا  P أوجد معادلة المستوي 

,v⃗ (1و   u⃗ (2,1,1)والشعاعين       شعاعي توجيه له .  (2−,1−

,n⃗ (aالحل : بفرض الناظم  b, c )    

        { 𝑛. 𝑢⃗ = 0 ⟶  2𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 
𝑛. 𝑣 = 0  ⟶   𝑎 − 𝑏 + 2𝑐 = 0 

cنضع       =  نجد :     1

2a +  b + 1 = 0  

a − b + 2 =  0  

   3a + 3 = 𝑎ومنه      0 = 𝑏نه  وم          1−  = 3 

 Aو بالتالي معادلة المستوي المار من النقطة       n⃗ (1,3,1 )فيكون الناظم   

 هي :   n⃗و ناظمه 

1 ( 𝑥 − 1 )  +  3(𝑦 − 0 )  + (𝑧 + 1)  = 0  

𝑃 ∶  𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 − 2 = 0  
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 كيف نجد معادلة مستوي يحوي مستقيمين متقاطعين  14

 الطريقة

 .  Aتعيين نقطة التقاطع  -1

, v⃗ نجد  -2  u⃗⃗⃗  شعاعين توجيه هذين المستقيمين .   

,n⃗ (aتعيين الناظم   -3 b, c )  : للمستوي الذي يحققه 

      𝑛⃗ . 𝑢⃗  =  0  

𝑛⃗ . 𝑣  =  0         

 ناظمه .  n⃗و   Aنكتب معادلة المستوي المار من   -4

 مثال

 ليكن المستقيمين 

𝑑́  {
𝑥 = 3𝑡

𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡 + 2

             𝑑 {
𝑥 = 𝑡 − 4 
𝑦 =  −𝑡 + 3 

𝑧 = 𝑡 
          𝑡 ∈ 𝑅 

 

   A( 0,1,2 ) المتقاطعة في 

 الحل : 

,𝑢⃗ (1نجد                 𝑑شعاع توجيه   ( 1,1−

                     𝑉⃗ (3 , 2 ,  𝑑́شعاع توجيه   ( 1−

,n⃗ ( aوليكن الناظم   b, c )   للمستوي P   الذي يحويd́, d  : فهو يحقق 

 

𝑛⃗ . 𝑣  =  0  

𝑛⃗ . 𝑢⃗  =  0 

  13ونكمل كما في السؤال  

 

 

 

 

 

 

 

𝑢1 𝑑1 

𝑑́ 

𝑣1 
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 A,B,C,Dكيف نثبت أن أربع نقاط تقع في مستوي واحد  15

 الطريقة

 . 5نثبت أن ثلاث منها تعيين مستوي كما سبق بالسؤال  -1طريقة 

 ثم نثبت أن النقطة الرابعة تنتمي لهذا المستوي .             

 النقاط مركز أبعاد متناسبة للنقاط الثلاثة الباقية .نثبت أن إحدى  -2طريقة 

AD⃗⃗⃗⃗نثبت أن الأشعة  -3طريقة   ⃗ , AB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AC⃗⃗⃗⃗   10مرتبطة خطيا كما في السؤال   ⃗ 

 مثال

  A( 1,5,4 )       B( 10,4,3 )       C( 4,3,2 )لتكن النقاط    

D( 0,4,5 )    . أثبت أنها تقع في مستو واحد 

 الحل :

           نجد  :        

 AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ , AC⃗⃗⃗⃗   نلاحظ أن الشعاعين ⃗ 

غير مرتبطين خطياً 

لأن مركباتهما غير  متناسبة

,𝐴 مستو تعيين 𝐵, 𝐶 اذاً  النقاط
 

{

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ( 9, −1,−1 )

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ( 3, −2,1 )

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ( −1,−1,1)

 

 يحققان  a,bاذا وفقط اذا وجد عددان حقيقيان   ( ABC )من المستوي   Dتكون النقطة 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =  𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(−1,−1,1)  =  𝑎(9, −1, −1) + 𝑏( 3, −2,1 )  

                        =  9𝑎 + 3𝑏, −𝑎 − 2𝑏  , −𝑎 + 𝑏  

ومنه :           

(1
(2
(3

         {
9𝑎 + 3𝑏 = −1
−𝑎 − 2𝑏 = −1 
– 𝑎 + 𝑏 = 1 

 

 نجد أن : 3و  2من المعادلتين 

    𝑎 =  − 
1

3
 , 𝑏 =  

2

3
 

 −)9فنجد :   1نعوضها في المعادلة 
1

3
 )  + 3 (

2

3
)  =  أنها محققة .   1− 

=  AD⃗⃗إذا    −
1

3
 AB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +  

2

3
 AC⃗⃗⃗⃗  ⃗  

AD⃗⃗⃗⃗فالاشعة :   ⃗, AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ , AC⃗⃗⃗⃗  مرتبطة خطياً .  ⃗ 

 تقع في مستو واحد .  A,B,C,Dفالنقاط 
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 . إيجاد تمثيل وسيطي لمستقيم مار من نقطة و معلوم شعاع توجيه له 16

 الطريقة

,𝐴( 𝑥0النقطة   𝑦0, 𝑧0 ) 

,𝓋⃗⃗ (𝑎      شعاع التوجيه   𝑏, 𝑐 )   يوازي المستقيمd 

 :  dمعادلة المستقيم 

𝑋 = 𝑎𝑡 + 𝑥𝑜                  

𝑌 =  𝑏𝑡 + 𝑦𝑜      𝑡 ∈ 𝑅        

𝑍 =  𝑐𝑡 + 𝑧𝑜                 

 مثال

  A( 1,2,3 )مار من النقطة    dم اكتب تمثيل وسيطي لمستقي

 شعاع توجيه له .  u( 5,3,-2 )و الشعاع 

 الحل : نعوض مباشر بالمعادلات :

             

         {

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥𝑜
𝑦 = 𝑏𝑡 + 𝑦𝑜
𝑧 = 𝑐𝑡 + 𝑧𝑜

   ⟸  { 
1+𝑡5=𝑥                 
2+𝑡3 =𝑦                  
 3+2t= 𝑧    𝑡 ∈𝑅  

 

 

   ( AB )إيجاد تمثيل وسيطي لمستقيم  17

 الطريقة

 .  Bأو  A نختار نقطة من أحد النقطتين  •

= u⃗    نجد شعاع التوجيه  •  AB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

 نعوض بالمعادلات الوسيطية . •

 مثال

 B( 0,1,4 )و    A( 1,2,3 )حيث     (AB)اكتب تمثيل وسيطي للمستقيم 

  A(1,2,3)نختار النقطة   

= 𝑢⃗التوجيه نجد شعاع  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  ( 0 − 1,1 − 2,4 − 1)  

                                      =  (-1,-1,3 )                                    

∋t      ونكتب المعادلات  𝑅       {
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 =  −𝑡 + 2
𝑧 = 𝑡 + 3

 

 

 

A 

d

A 
𝓋⃗⃗  
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 Q و   pالناتج من تقاطع مستويين   dكيف نجد شعاع توجيه المستقيم  18

 الطريقة

𝓃2⃗⃗⃗⃗نجد   -1  ⃗  ,   𝓃1⃗⃗⃗⃗  على الترتيب :  Q و   P شعاعين ناظمي        ⃗ 

  شعاع توجيه المستقيم  𝒰⃗  (  a , b , cبفرض )  -2

𝒰⃗ . 𝓃1⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝒰⃗ . 𝓃2⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

 (  12كما سبق بالسؤال )   a ,b , cونعين 

 مثال

 ليكن المستويين :

𝒫: 𝓍 + 2𝓎 − 3𝓏 + 1 = 0 

𝒬: 𝓍 + 𝓎 + 𝓏 + 1 = 0  

 أوجد شعاع توجيه له . ∆يتقاطع المستويين وفق مستقيم 

 الحل :

,𝓃1غير متوازيين    𝓃2  أن نلاحظ {
𝒫 ناظم 𝓃⃗ 1(1,2. −3)

𝒬 ناظم 𝓃⃗ 2(1,1,1)
 

,𝒰⃗ (𝑎وليكن   𝑏. 𝑐)   شعاع توجيه∆ 

𝒰⃗ . 𝓃⃗ 1 = 0 

𝒰⃗ . 𝓃⃗ 2 = 0 

 a + 2b - 3c =0ومنه :                          

                                    a + b + c =0 

 c=1   ←   a + 2b =3نضع 

                      a + b =-1 

 لحل هاتين المعادلتين نجد أن :

                                a = 5 , b = 4 

 وبالتالي :

,𝒰⃗ ( 4   شعاع  توجيه   لـ ∆ −5, 1 ) 
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,𝒐 )اصة      مستويات خ 19 𝓲  , 𝓳 , 𝓴⃗⃗  ) 

 الطريقة

,𝑜 )معادلة المستوي :  • 𝒾  ,  𝒿⃗⃗  )  هي𝒵 = 0 

,𝑜 ) معادلة المستوي : • 𝒾  ,  𝓀⃗⃗ 𝓎هي  ( ⃗  = 0 

,𝑜 ) معادلة المستوي : •  𝒿⃗⃗  , 𝓀⃗  )  هي𝓍 = 0 

   مستوي يوازي:معادلة  •

  معادلة مستوي يوازي: •

  معادلة مستوي يوازي: •

ثابت     a   {

𝒵 = 𝒶 ,𝑜 ) هي 𝒾  ,  𝒿⃗⃗  )

𝓎 = 𝒶 ,𝑜 ) هي  𝒾⃗⃗  , 𝓀⃗  )

𝓍 = 𝒶 ,𝑜 ) هي 𝒿  , 𝓀⃗  )

  

 𝑜𝓍معادلة مستوي يوازي :  •

 𝑜𝓎معادلة مستوي يوازي :

 𝑜𝓏معادلة مستوي يوازي :

𝑏𝓎 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

𝑎𝑥 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0  

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑑 = 0 

 

 و معلومة معادلته .كيف نجد احداثيات نقطة من مست 20

 الطريقة

 نعطي قيمتين لمتغيرين ونجد قيمة المتغير الثالث . •

و اذا كانت المعادلة فيها فقط نتغير نجد قيمة هذا المتغير و يكون قيمة المتغير الثاني و الثالث  •

 كيفي .

 يفي .اذا كانت المعادلة فيها متغيرين نعطي لإحدهما قيمة و نجد الآخر و يكون قيمة الثالث ك •

 مثال

 بالحالات التالية :  P أوجد إحداثيات نقطة من المستوي 

P   :3𝑥 معادلة  -1 + 𝑦 + 𝑧 + 2 = 0 

𝑥نعطي   = 0 , 𝑦 = 𝑧فنجد   2 =  . ( 4-,0,2 )فتكون النقطة   4−

P  𝑥معادلة  -2 + 𝑦 − 2 = 𝑥نعطي لـ    0 = 𝑦فنجد   3 = −1 

𝑧و نختار  =   (1,1-,3 )فتكون النقطة   1

P   :3𝑦معادلة  -3 − 4 = 0 

𝑦د نج = 𝑥ونختار   2 = 𝑧و   1 = 3  

 .( 1,2,3 )فتكون النقطة 
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لم تمثيل وسيطي له . كيف نجد  21  إحداثيات نقطة من مستقيم ع 

 الطريقة

 .  Rأي قيمة من   tنعطي للوسيط  •

, 𝓍ونجد  𝓎 , 𝓏 

 وإذا كان أحدهم ثابت نأخذه كما هو 

 مثال

 .  d أوجد إحداثيات نقطة من المستقيم 

 {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = −𝑡 + 4 
𝑧 = 3

فنجد أن :   t=1قيمة   tنعطي لـ       
𝑥 = 1
𝑦 = 3
𝑧 = 3

 

 ( 1, 3, 3فتكون النقطة ) 

 

 على مستقيم .  Aالمسقط العمودي لنقطة  كيف نعين   22

 الطريقة

  dأي شعاع توجيه   d وعمودي على   Aالذي يمر من   P نكتب معادلة المستوي  (1

 . ∆= ناظم لـ 

 .  Hولتكن   dو المستقيم   Pة تقاطع المستوي نعين نقط (2

 .  d على   Aهي المسقط العمودي لـ   Hإن 

 مثال

}:     dليكن المستقيم 
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡

 

 .  dعلى   𝐴(2,0,1)أوجد المسقط القائم لـ   

,𝒰⃗ (1,2الحل :   .  dشعاع توجيه لـ  (1−

,𝑢⃗ (1,2وناظمه   𝐴(2,0,1)نكتب معادلة المستوي المار من  • −1)  

1(𝑥 − 2) + 2(𝑦 − 0) − 1(𝑧 − 1) = 0 

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 1 = 0 

 نجد أن :  Pو  d بالحل المشترك لمعادلتي  •

𝑡 + 2(2𝑡 + 1) + 𝑡 − 1 = 0 

𝑡 + 4𝑡 + 2 + 𝑡 − 1 = 0 ⟹ 5𝑡 = −1 ⟹ 𝑡 = −
1

3
 

{
 
 

 
 𝑥 = −

1

5

𝑦 =
3

5

𝑧 =
1

5

 

−)d      𝐻على  ∆المسقط القائم لـ   Hومنه تكون 
1

5
,
3

5
,
1

5
)     
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 .  Pعلى مستوي  Aكيف نعين المسقط العمودي لنقطة   23

 الطريقة

 . Aو الذي يمر من   dنكتب معادلة المستقيم  -1

 .  P شعاع توجيهه هو ناظم  -2

  dعلى  Aهي المسقط العمودي لـ   Hإن   H و لتكن   dو   Pنعين نقطة تقاطع  -3

 مثال

   A ( 2 , -1 , 1 )أوجد إحداثيات المسقط العمودي للنقطة 

:𝑃على المستوي        𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

 الحل :

  dوهو شعاع توجيه لـ   Pناظم  𝓃⃗  (1,1,1)نجد 

 :   dإذا معادلة 

𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = 𝑡 − 1 
𝑧 = 𝑡 + 1

          t ∈ R                 

 : فنجد   Pبمعادلة  dنعوض تمثيل 

𝑡 + 2 + 𝑡 − 1 + 𝑡 + 1 = 0 

3𝑡 = −2 ⟹ 𝑡 = −
2

3
 

 :فنجد   dنعوض في معادلة ومنه 

𝑥 =  −
2

3
+ 2 =

4

3
 

𝑦 = −
2

3
− 1 = −

5

3
  

𝑧 = −
2

3
+ 1 =

1

3
 

 إحداثيات المسقط إذاً 

𝐻(  
4

3
  , −

5

3
  ,
1

 3
 ) 
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 .  Pعن مستوي  ∆كيف نجد بعد نقطة  24

 الطريقة

ثم نجد   Pعلى المستوي   ∆للنقطة   H: تعين المسقط العمودي 1طريقة 

 . Pالبعد عن المستوي  فتكون هي  H∆ المسافة 

 :  Pعن المستوي  ∆: حسب قانون بعد نقطة 2طريقة 

𝑑( ∆ , 𝑝 ) =
|𝑎 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

 مثال

 عن المستوي :  A( 2,1,1)احسب بعد النقطة 

𝑃: 2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 − 2 = 0 

 الحل : 

𝑑(𝐴 , 𝑝 ) =
|4−1−4−1|

√4+4+1
=

2

3
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25 

ABCDEFGH  متوازي مستطيلات 
 BC = GC = 1و   AB = 2فيه     
   [𝐴𝐵]منتصف  Iولتكن النقطة  

 . ( 𝐼𝐻 )   عن المستقيم   𝐺احسب بعد 
 

 الطريقة

 : أولىطريقة 

𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗…  (*)وبالتالي(𝐼𝐻 ) على المستقيم  𝐺المسقط القائم للنقطة  𝑀بفرض ⃗⃗ . 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ =  0  

 فهي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين  : (𝐼𝐻) على تقع   Mوبما أن 

     ( 𝐼, 1 − 𝑡)   و( 𝐻. 𝑡 )   حيث𝑡   : عدد حقيقي و بالتالي𝑀(1 − 𝑡, 1 − 𝑡)   

𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ومنه   𝐼𝐻(-1,1,1)أصبح لدينا   ⃗⃗ ( −1 − 𝑡, 𝑡 − 1, 𝑡 − 𝐼 ) 

𝑡 :وحسب ) * (  =
1

3
1    ومنه   + 𝑡 + 𝑡 − 1 + 𝑡 − 1 = 0  

 )𝑀إذن   
2

3
,
1

3
,
1

3
𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗و بالتالي     (  ⃗⃗ ( −

4

3
 , −

2

3
 , −

2

3
 ) 

,𝑑𝑖𝑠𝑡 ( 𝐺أخيراً :  (𝐼𝐻)) = ‖𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

3
 √16 + 4 + 4 =

2√6

3
 

 

 : ثانيةطريقة 

 (𝐼𝐻)على   𝐺المسقط القائم للنقطة  𝑀بفرض

,𝑁(𝐼وبالتالي  [𝐺𝐻]منتصف  𝑁و بفرض  𝐼, 𝐼)   

,𝐼𝑁⃗⃗⃗⃗ (0لدينا  𝐼, 𝐼 )  و𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ( −2,0,0 ) 

. 𝐼𝑁⃗⃗⃗⃗ و بالتالي :   𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ⊥ 𝐼𝑁⃗⃗⃗⃗و منه   0  𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

GIH   :𝑆إذا مساحة المثلث  =
1

2
 𝐼𝐻 . 𝐺𝑀 =

1

2
 𝐺𝑀 . 𝐼𝑁 )*(....... 

,𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ (−1,1,1لدينا  ‖ 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗‖و بالتالي   ( =  √1 + 1 + 1 =  √3 

‖ 𝐼𝑁⃗⃗⃗⃗‖و لدينا  = √0 + 1 + 1 = √ 2  

𝐺𝑀  √3د نعوض في * فنج  = 2  √2  

  =GMومنه البعد المطلوب 
2 √6 

3
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 كيف نثبت توازي مستقيمين  26

 نثبت أن شعاعي توجيههما متوازيين أي مرتبطين خطياً . الطريقة

 مثال

 : المعرفين كما يلي d̀و    dأثبت أن المستقيمين 

𝑑̀ {
𝑥 = 2𝑡 + 3
𝑦 = 6𝑡 − 1
𝑧 = −4𝑡 + 1

             𝑑 {
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 3𝑡 + 2
𝑧 =  −2𝑡 + 3

 

,𝑑1     :𝑢⃗  ( 1,3لدينا شعاع توجيه   الحل :  −2 ) 

,𝑑̀1    :𝑣  ( 2,6و شعاع توجيه               −4)   

 نلاحظ أن مركباتتها متناسبة أي الشعاعين مرتبطين خطياً فالمستقيمان متوازيان .

 

 كيف نثبت توازي مستويين  27

 نثبت أن شعاعي ناظميهما متوازيان  طريقةال

 مثال

 متوازيين   Qو   Pبين أن المستويين 

𝑃: − 𝑥 − 2𝑦 +
1

2
 𝑧 − 1 = 0  

𝑄: 2𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 = 0  

,𝑛⃗ (2,4 الحل : لدينا   Qناظم  ( 1−

              𝑛⃗ ( −1, −2,
1

2
 Pناظم  (

 نلاحظ مركباتهما متناسبة 
2

1
=

4

−2
=

−1
1

2

 

 ن متوازيان .فالمستويا
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 كيف نثبت تعامد مستويين  28

 نثبت ناظميهما متعامدين  الطريقة

 مثال

 أثبت أن المستويين :

                         𝑃: 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 1 = 0 

                            𝑄: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0  

 متعامدين .

,𝑛1⃗⃗⃗⃗ (1,2الحل : لدينا     Pناظم   ( 3−

               𝑛2⃗⃗⃗⃗ (1,1,1)      ناظم Q 

 و نلاحظ أن جداءهما السلمي يساوي الصفر 

𝑛⃗ 1. 𝑛⃗ 2 = 1×1 + 2×1 − 3×1 = 0 

 متعامدان . Qو  Pومنه 

 

 كيف نثبت أن مستقيم يوازي مستوي . 29

 نثبت أن شعاع توجيه المستقيم يعامد شعاع ناظم المستوي . الطريقة

 مثال

d   :𝑥ليكن المستقيم  = −4𝑡 + 𝑡  

𝑦 = 3 + 𝑡 

𝑧 = 𝑡 

 معادلته Pو ليكن المستوي 

𝑝: 𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 + 1 = 0  

 متوازيان   Pو   dأثبت أن 

,𝑛⃗ (1,2الحل : لدينا   Pشعاع ناظم   (3−

                𝑣 ( 1,1,1)  شعاع توجيهd 

 نلاحظ أن جداؤهما السلمي يساوي صفراً .

. 𝑛⃗أي  𝑣 = 1×1 + 2×1 − 3×1 = ⊥ 𝑛⃗إذاً     0 𝑣  

 متوازيان .  dو  Pومنه 
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 كيف ندرس الوضع النسبي لمستقيمين  30    

 الطريقة

 نجد شعاعي توجيه المستقيمين  -1

 أ( إذا كان متوازيان كان المستقيمان متوازيان .   -2

 ب( إذ لم يكونا متوازيان فهما :  إما متقاطعين       

 مستوٍ واحد أو ليسا في                                           

جـ( لمعرفة الوضع : نساوي المركبات لهذين المستقيمين مع بعضهما نحصل      

 : sو  tعلى ثلاث معادلات بمجهولين 

نختار معادلتين ونحلهما و نعين المجهولين ثم نعوض بالثالثة فإذا تحققت  •

 فهما متقاطعين و إذا لم تتحقق فهما ليسا في مستوٍ واحد .

 مثال

 قيمين :ليكن المست

𝑑̀  {
𝑥 = 3𝑡      
𝑦 = 2𝑡 + 1
𝑧 = −𝑡 + 2

            𝑑 {
𝑥 = 2𝑡 − 4
𝑦 = −𝑡 + 3
𝑧 = 𝑡          

 

 ادرس الوضع النسبي لهما .

,d  :𝑢⃗ ( 2الحل : لدينا شعاع توجيه  −1,1)    

                            𝑑̀  :𝑣 ( 3,2, −1) 

 إذاً المستقيمان غير متوازيان 

 3s=2t-4  (1:          لذا نضع

               2)   2s+1=-t+3  

                   3)   -s +2 =t  

  s = 0 نجد أن بالجمع :      3و  2نحل 

  t = 2فنجد  3و منه نعوض في                       

  4- ( 2 ) 2=0                  1نعوض بـ 

اً للمعادلات حل فالمستقيمان متقاطعان و نقطة محققة إذ   0 = 0                       

  ( 0,1,2 )    تقاطعهما :   

 

 

 

 ا غير متناسبةمركباتهم
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 كيف ندرس الوضع النسبي لمستويين . 31

 الطريقة

,𝑛⃗ 1نعين شعاعي ناظمي المستويين  (1 𝑛⃗ 2   

,𝑛⃗ 1إذا كان  (2 𝑛⃗ 2    . مرتبطين خطياً كانا المستويين متوازيين 

,𝑛⃗ 1إذا كان  (3 𝑛⃗ 2  . غير مرتبطين خطياً كانا المستويين متقاطعين 

    26السؤال  مثال

 

 كيف ندرس الوضع النسبي لمستقيم مع مستوي . 32

 الطريقة

 .  tينتج معادلة بمجهول واحد P بمعادلة المستوي  dنعوض معادلة المستقيم  (1

 نحل هذه المعادلة ونميز الحالات : (2

∝  ) إذا كان لها حل وحيد  (أ 𝑡 = 𝛽  ). كان المستقيم قاطع للمستوي 

 بمعادلة المستقيم .  tو نجد إحداثيات نقطة التقاطع بتعويض قيمة 

𝑂𝑡 )إذا كان للمعادلة عدد غير منتهٍ من الحلول (ب = كان المستقيم ( 0

 محتوى بالمستوي .

0𝑡 ) جـ( إذا كان ليس للمعادلة حل = 𝑏     ) كان المستقيم يوازي

 المستوي.

 مثال

 :  P مع المستوي  dدرس الوضع النسبي للمستقيم ا

𝑃 ∶   𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1                     𝑑: {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 𝑡             
𝑧 = −3𝑡 + 1

 

 فنجد :  Pبمعادلة   dالحل نعوض معادلة 

2𝑡 − 1 − 𝑡3 −  𝑡 + 1 = 1 

𝑡و منه نجد     = −
1

2
 .  Pقاطع للمستو   d) حل وحيد (  إذاً المستقيم        
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 كيف ندرس الوضعيات النسبيىة لثلاث مستويات . 33

 الطريقة

 نحل جملة ثلاث معادلات بثلاث مجاهيل . (1

 إذا كان لها حل وحيد كانت المستقيمات تشترك بنقطة واحدة . (2

 إذا كان لها عدد غير منته من الحلول كانت المستويات تشترك بمستقيم . (3

 ترك معاً بأي نقطة .إذا لم تكن لها أي حل فإنها لا تش (4

 ملاحظة : يتم حل جملة ثلاث معادلات بطريقة غاوس أو أي طريقة أخرى .

 مثال

 ادرس الوضع النسبي للمستويات الثلاث :

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1           ….  L1 

 2𝑥 + 13𝑦 − 7𝑧 = −1  ….  L2 

5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −5      … ..    L3 

 الحل :

 نقوم بالاجرائين :

L2 − 5L1 → L̀2 

L3 − 2L1  → L̀3 

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1 

3𝑦 − 2𝑧 = −5 

15𝑦 − 9𝑧 = −3 

 نقوم بالإجراء :

L̀3 − 5L2 → L3̀
̀  𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1 

3𝑦 − 2𝑧 = −5 

𝑧 = 22 

𝑦            :𝑦ومنه نحسب  = 13 

𝑥نعوض بالأولى فتكون     = −8 

  (8,13,22-)و بالتالي المستويات الثلاث تشترك بنقطة واحدة هي 
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 [𝑨𝑩]كيف نجد معادلة المستوي المحوري لقطعة مستقمة  34

 الطريقة

 [𝐴𝐵]منتصف  𝛪نجد إحداثيات  (1

= 𝑛⃗نجد  (2 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ناظم المستوي . ⃗ 

 ( .11نكتب معادلة المستوي كما بالسؤال ) (3

 مثال

   A( 1,2,3)حيث  [𝐴𝐵]أوجد معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة  

 B(3,-2,1)   . 

 الحل :

 [𝐴𝐵]منتصف  𝛪نجد إحداثيات  •

                    𝛪 ( 2 , 0 , 2 ) 

 نجد مركبات شعاع الناظم  •

   𝑛⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3 − 1,−2 − 2,1 − 3 ) 

 نكتب المعادلة : •

2(𝑥 − 2) − 4(𝑦 − 0) − 2(𝑧 − 2) = 0 

2𝑥 − 4𝑦 − 2𝑧 = 0 

 

لِمَ مركزها و نصف قطرها . 35  كيف نجد معادلة كرة ع 

 الطريقة

Ω(𝑥𝑜ن مركزها إذا كا , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜)  و نصف قطرهاr  

𝑥)نبدل بالمعادلة  − 𝑥𝑜)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑜)

2 + (𝑧 − 𝑧𝑜)
2 = 𝑟2 

 مثال

 و نصف قطرها . ( 2-,2,1 )اكتب معادلة كرة مركزها 

 الحل :

𝑥)المعادلة :   − 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 + 2)2 = 25 
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لمِت معادلتها .كيف نجد مركز  36  ونصف قطر كرة ع 

 الطريقة

 نتمم إلى مربع كامل . -

 حتى تكتب المعادلة بالشكل : -

   (𝑥 − 𝑥𝑜)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑜)

2 + (𝑧 − 𝑧𝑜)
2 = 𝑟2 

𝑥𝑜)ثم نستنتج المركز  - , 𝑦𝑜 , 𝑧𝑜)   ونصف قطرهاr . 

 مثال

 أوجد مركز نصف قطر الكرة التي معادلتها :

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 + 2𝑦 − 4𝑧 − 3 = 0 

 الحل : نتمم إلى مربع كامل :

𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 1 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 − 1 + 𝑧2 − 4𝑧 + 4 − 4 − 3 = 0 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 2)2 = 9 

,1)ومنه المركز    r=3ونصف القطر      (1,2−

 

 كيف نثبت أن مستوي يمس كرة . 37

 الطريقة
 مستوي .نجد بعد مركز الدائرة عن ال -

 فإذا كان البعد = نصف قطر الكرة فكان المستوي يمس الكرة . -

 مثال

 :معادلته   Pأثبت أن المستوي 

𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 =  :مماس للكرة التي معادلتها      5

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 + (𝑧 + 3)2 =
4

14
 

𝐴(2,−2,3)   𝑟الحل : نجد أن مركز الكرة  =
2

√14
 

 :توي نجد بعد المركز عن المس

𝑑(∆, 𝑃) =
|2 − 4 + 9 − 5|

1 + 4 + 9
=

2

√14
= r 

 المستوي يمس الكرة   ⟸ 
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 كيف يتم حساب حجم رباعي الوجوه . 38

 الطريقة

القانون : حجم رباعي الوجوه =  -
1

3
 الارتفاع × مساحة القاعدة ×  

𝑣 =
1

3
𝑠. ℎ 

 القاعدة قد تكون مثلث أو مربع أو ........

 رأس الرباعي عن مستوي القاعدة .الارتفاع هو غالباً بعد 

 مثال

,𝐷(−4,2,1)      𝐶(3,1لتكن النقاط  −2)     𝐵(2,2,3)   𝐴(1,0, −1)  

 قائم و احسب مساحته .  ABCأثبت أن المثلث  (1

2𝑥:   (ABC)برض معادلة المستوي  (2 − 3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

  . (ABC)عن   Dاحسب بعد النقطة        

   DABCاحسب حجم رباعي الوجوه  (3

 حل :ال

 نجد  (1

   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,2,4) 

                         𝐴𝐶(⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗2,1, −1)   

 نلاحظ أن جداؤهما السلمي :

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 + 2 − 4 = 0 

  Aقائم في  ABCفهما متعامدين فالمثلث 

 لحساب مساحته :

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =  √1 + 4 + 16 = √21  

‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =  √4 + 1 + 1 = √6 

𝑆 =
√21×√6

2
=
3

2
√14 

 (ABC)المستوي عن   Dبعد  (2

𝑑 =
|−8 − 6 + 1 − 1|

√4 + 9 + 1

= √14 

 حساب الحجم : (3

 

𝑣 =
1

3
𝑠. ℎ =

1

3
× 

3

2
 √14. √14  =7 

 

  

 

 

 

√6 
√𝑣 

𝐴 

𝐵 
𝐶  
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 قواعد إيجاد طبيعة مجموعة نقاط بالفراغ . 39

 

 Mطبيعة مجموعة النقاط  العلاقة 

r   ثابت ==  MA  هي كرة مركزهاA   ونصف قطرهاr 

MA=MB ري للقطعة هي المستوي المحو[𝐴𝐵] 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =  [𝐴𝐵]هي كرة قطرها  0

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 
BC⃗⃗⃗⃗هي مستوي شعاع ناظمه  و يمر من  ⃗ 

 .  Aالنقطة 

 

 ملاحظات :

 من الفراغ فإن :  Mمهما تكن النقطة  (1

( ∗∗)       𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛿𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝛼 + 𝛽 + 𝛿)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 اط المثقلة مركز الأبعاد المتناسبة للنق  Gحيث 

( 𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛿) 

𝛼وحيث  + 𝛽 + 𝛿 ≠ 0  

𝛼إذا كان  (2 + 𝛽 + 𝛿 =  فإن الشعاع :   0

 𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛿𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   شعاع ثابت مستقل عنM . 

3) 𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛿𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗        ) * ( 

 .  ABCمركز ثقل المثلث  Gحيث 
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 حقق .التي ت Mأوجد طبيعة النقاط  40

 مثال :  

𝐺̀و    ABCمركز ثقل المثلث    G(2,1,0)لتكن   (
4

3
, −

1

3
,
−2

3
مركز الأبعاد   (

,𝐴)}المتناسبة للجملة :  3), (𝐵, −1), (𝐶, 1)} 

 1حالة 

 :التي تحقق   Mعين مجموعة النقاط 

∕∕ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∕∕= 6 
 فإن : 39بالسؤال   (**)لاقة و حسب الع  ABCمركز ثقل المثلث   Gالحل :  بما أن 

∕∕ (1 + 1 + 1)𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∕∕=  MG=2ومنه       3MG=6إذن  6

 .  2و نصف قطرها  Gهي كرة مركزها   Mإن مجموعة النقاط 

 

  2حالة 

∥ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ∥=∥ 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥ 
هي مركز الأبعاد المتناسبة حسب   Gو   ABCهي مركز ثقل المثلث   Gالحل بما أن 

∥فإن  (*) 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥=∥ 3𝑀𝐺̀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥ 

 𝑀𝐺 = 𝑀𝐺̀ 

 [𝐺𝐺̀]  للقطعةالتي هي المستوي المحوري   Mإذن مجموعة النقاط 

 3حالة  

∥ MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥=∥ 2MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∥ 
 الحل :

 فإن :  ABCمركز ثقل المثلث   Gبما أن 

  MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 + 1 + 1)MG⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3MG⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .) * ( حسب 
 : منل في الطرف الأيوبما أن مجموعة الأمثا

 2-1-1=0 

2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗فإن الشعاع  ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗     مستقل عن M 
 أي ثابت لنرى ما هو : 

2MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = +MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= −AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

= −(AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) − (AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

= −AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ − AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= −(AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + AC⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

= −2AF⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

∥  ومنه :      BCمنصف    Fحيث  3MG ∥⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =∥ −2AF⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 
3MG = 𝟐𝐀𝐅 

𝑀𝐺 =
2

3
𝐴𝐹 

K   = ثابت =  
2

3
𝐴𝐹 =𝑀𝐴  

ونصف قطرها  Gمجموعة النقاط كرة مركزها  إذن
2

3
𝐴𝐹  .  

 A 

F 

B 

D C 
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  4حالة 

(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). (3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ) = 0 

 الحل : 

   ABCمركز ثقل المثلث  Gبما أن 

  A,B,Cلـِ مركز الأبعاد المتناسبة    𝐺̀ و 

3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗                                     فإن   ⃗⃗ . 3𝑀𝐺̀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =  حسب ) * (  0

9𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝐺̀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

 𝐺𝐺̀النقاط كرة قطرها  ةإن مجموع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. 
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 .  ABCكيف نجد إحداثيات مركز ثقل المثلث  41

 الطريقة

 حسب القانون :

𝐺 (
𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 + 𝑋𝐶

3
,
𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 + 𝑌𝐶

3
,
𝑍𝐴 + 𝑍𝐵 + 𝑍𝐶

3
) 

 مثال

  ABCمركز ثقل المثلث  Gاحسب إحداثيات 

      A(1,-1,1)   B( 2,0,1)    C(3,-2,1) 

 الحل :

𝐺(
1 + 2 + 3

3
,
−1 + 0 − 2

3
,
1 + 1 + 1

3
) 

G( 2,-1,1) 

 

 .كيف نجد إحداثيات مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط   42

 الطريقة

 مركز الابعاد المتناسبة للنقاط المثقلة :   Gإذا كان  -

  (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽), (𝐶, 𝛿) 

 فإن :  A,B,Cوكان معلوم إحداثيات 

𝑋𝐺 =
𝛼×𝑋𝐴 + β×X𝐵 + δ×X𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛿
 

𝑌𝐺 =
𝛼×𝑌𝐴 + β×Y𝐵 + δ×Y𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛿
 

𝑍𝐺 =
𝛼×𝑍𝐴 + β×Z𝐵 + δ×Z𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛿
 

 مثال

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة : Gاحسب إحداثيات 

 (A,1)    , ( B,-2 )   ,(C , 3 ) 

    A(1,1,-1)          B(0,2,1)   C(-1,0,0)وحيث 

 الحل :

𝑋𝐺 =
1×1 − 2×0 + 3×−1

1 − 2 + 3
=  
−2

2
= −1 

𝑌𝐺 =
1×1 − 2×2 + 3×0

2
=  
3

2
 

𝑍𝐺 =
1×−1 − 2×1 + 3×0

2
=  
−3

2
 

                                    ⟹   𝐺(−1,
−3

2
,
−3

2
) 
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43 
كيف نثبت أن ثلاث نقاط تقع على استقامة واحدة اعتماداً على مركز الأبعاد 

 . تناسبةالم

 كز الأبعاد المتناسبة للنقطتين الباقيتين .رنثبت أن إحدى هذه النقاط هو م الطريقة

AK⃗⃗⃗⃗تحقق   [AB]من  Kي وجوه القطعة رباع  ABCDلتكن  مثال  ⃗ =
1

3
AB⃗⃗⃗⃗ نقطة   Lو   ⃗ 

= CL⃗⃗⃗⃗تحقق   [CD] من 
2

3
CD⃗⃗⃗⃗   [BC] منتصف   J و  [AD]منتصف  Iوأخيراً   ⃗ 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط :  Gونعرف 

(A, 2) (B, 1)(C, 1)(D, 2)                                   

 .قامة و احدة على است Jو  Iو G أثبت أن النقاط  -1

 على استقامة واحدة . L,K,G  أثبت  -2

  BCمنتصف   Jالحل : لدينا فرضاً 

  (B,2 ), (C,1 ) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  (J,2)فيكون 

 ( D,2 ) , (A ,2)مركز أبعاد   (I,4)فيكون   ADمنتصف  Iولدينا فرضا  

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط الأربع    Gولدينا فرضاً  

( A,2)     (D,2)     (C,1)    (B,1 ) 

 وحسب الخاصة التجميعية :

 (J,2) , ( I,4)مركز أبعاد المتناسبة للنقطيتن   ( G,6 )فإن  

 تقع على استقامة و احدة .  Gو   J و   Iومنه 

 بالمثل يحل . -2 

 

 

 

 

 

 

 

D 
G 

L 

I K 

J 

A 

C 

B 

 

 

 

 

 

 

تم التحميل من موقع علوم للجميع 

https://www.3lom4all.com 



 

 

 أين تقع وتحقق علاقة شعاعية   Mكيف نحدد نقطة  44

 باستخدام علاقة شال . الطريقة

 مثال

DEFGH    ABC  مكعبJ  نتصف م 𝐹𝐺 

 : التي تحقق   Mحدد موقع النقطة 

AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + AE⃗⃗⃗⃗  ⃗ + FJ⃗⃗  ⃗ 

}الحل 
AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  AF ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + FJ⃗⃗  ⃗   

AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AJ⃗⃗  ⃗              
 حسب شال   

 .  Jتقع عند   Mإذاً 

 

 .A,Bمركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين  Mلتكون  𝛂   𝛃كيف نجد  45

 الطريقة
α 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗نكتب العلاقة بالشكل  ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗   

, αونستنتج  𝛽  . 

 مثال

,𝐵 )مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   Mلتكون  α  𝛽أعط  𝛽), (𝐴, 𝛼) 

+ 2AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗إذا كان  AB ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⃗⃗⃗   

 الحل :

2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝑀 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

3𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

−3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 

,𝐴)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   Mإذاً  −3), (𝐵, 1) 
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 علاقة ارتباط لثلاث أشعة .نكتب  كيف 46

 الطريقة

,𝐶)مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط   Mإذا كان  𝛿), (𝐵, 𝛽), (𝐴, 𝛼) 

= 𝑜نكتب العلاقة  (1 𝛼𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛽𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛿𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 A=Mحسب الخاصة التجميعية نضع  (2

 فنكتب العلاقة بالشكل :

AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  xAB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + yAC⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 مثال

 اسبة للنقاط مركز الأبعاد المتن  Mإذا كانت 

(C , 1 )    ,     ( B , 1 )    ,  ( A , -1 )          

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗بحيث   x,yحسب ا ⃗⃗  = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  +  𝑦𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 الحل :

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗−الأبعاد المتناسبة للنقاط فإن مركز   Mبما أن  ⃗⃗  + 𝑀𝐵 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐶 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 M=Aو حسب الخاصة التجميعية نختار 

−𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1 + 1 + 1)𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

 
 
 
} ⟹

𝑥 = 1
𝑦 = 1
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 هي مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط . Kكيف نثبت أن نقطة  47

 الطريقة

 .  Kالمعطيات علاقة شعاعية تحققها النقطة 

  : باستخدام علاقة شال نثبت أن العلاقة تكتب بالشكل  1طريقة 

𝛼𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝛿𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

 مركز الأبعاد المتناسبة و نستنتج الأثقال .  Kنستنتج أن 

𝐴𝐾⃗⃗ : نثبت أن  2طريقة  ⃗⃗  ⃗ = 𝑎𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط   Kتقع في مستو واحد وبالتالي   K ,C,B,Aنستنتج أن 

( A,1-a-b) ,  ( B , a )   , ( C , b  ) 

 مثال

 مكعب  ABCDEFGHليكن 

 المعرفة بالعلاقة  Kأثبت أن النقطة 

2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  + 3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 

  ( 𝐶 , 𝛿 ), ( 𝐵 , 𝛽 ), ( 𝐺 , 𝛼 )   يطلب ايجادα    ,   𝛽  ,   𝛿 

 الحل :

 لدينا 

2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  + 3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

= 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

=  2𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗  + 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  = 0⃗   

1وبما أن  − 2 + 3 ≠  مركز الأبعاد المتناسبة :  K فإن    0 

 للنقاط :

( G , 3 )   ( C , -2 )  ( B , 1 ) 
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  B , A مار من نقطتين  Pعمودي على مستوي  Qكيف نجد معادلة مستوي  48

 طريقةال

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نجد  (1 : 𝑛⃗و ناظم المستوي   ⃗  𝑃  . و نثبت أنهما غير مرتبطين 

Q   :𝑎𝑥نكتب معادلة  (2 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

 نحصل على معادلتين .  A,B ونعوض النقطتين 

 نحصل على المعادلة   Pو ناظم  Qو من تعامد ناظم  (3

,𝑎 بحل المعادلات نجد  (4 𝑏, 𝑐, 𝑑  

 مثال

  B,Aو مار من النقطتين   pعمودي على المستوي ال qاكتب معادلة المستوي 

:𝑄حيث  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = , 𝐴( 1و   0 0 , , 𝐵 ( 0و    ( 0 1, 1 )  

 الحل :

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗نجد أن  np⃗⃗و     ( 1,1,1− ) ⃗  ⃗⃗ ( 1 , 1 ,  غير مرتبطين خطيا ً ( 1

a فنجد       A(1,0,0)نعوض  + d = 0  

, B( 0نعوض  bفنجد   ( 1, 1 + c + d =  0  

𝑛𝑝⃗⃗  ومن تعامد  ⃗⃗ 𝑛𝑞⃗⃗ مع     (1,1,1 )   ⃗⃗  (𝑎 , 𝑏 , 𝑐 )   نجد𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 

 بحل المعادلات الثلاث نجد أن :

𝐴 = 𝑑 = = 𝑏و  0 −𝑐   نعطي𝑐 = 𝑏فيكون    1− = 1   

 

Q    𝑦فيكون معادلة  − 𝑧 = 0  
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لِمَ معادلته . 49  إثبات أن ثلاث نقاط تعين مستوي ع 

 ط الثلاث تحقق معادلة المستوي.نتحقق من أن النقا الطريقة

 مثال

    A(+1 ,1,0 )   B(2 , 1 , +1 )     C( -1 , 2 ,-1 ) تحقق من أن النقاط 

xتعين مستوياً معادلته :   + y − z − 2 = 0 

 محققة   0=2-0-1+1+فنجد  Pبمعادلة    A( +1 , 1 , 0 )الحل : نعوض 

 محققة   0=2-1- 1+ 2 فنجد   Pبمعادلة  B( 2 , 1 , +1 ) نعوض         

 محققة  0= 2- 1+ 2 + 1- فنجد   Pبمعادلة  C( -1 , 2  , -1 ) نعوض         

 . Pتعين المستوي   A , B , C إذن  النقاط 

 

 كيف نثبت أن مستقيم يقطع سطح كرة في نقطتين . 50

 الطريقة

 نعوض معادلة المستقيم بمعادلة الكرة :

 . tمجهول فيها ينتج معادلة من الدرجة الثانية ال

 نثبت أن لها حلان و نجد الحلين .

 مثال

 :  dليكن التمثيل الوسيطي لمستقيم 

{
𝑥 = 0    
𝑦 = −𝑡  
𝑧 = 1 + 𝑡

∋ 𝑡حيث     𝑅  

𝑋)معادلتها :   Sو لتكن الكرة  + 1)2 + 𝑌2 + (𝑍 + 2)2 = 6 

 في نقطتين .  Sيقطع الكرة   dبين أن المستقيم 

 فنجد :  Dبمعادلة  dالحل : نبدل معادلات 

1 + 𝑡2 + ( 𝑡 + 3)2 = 6 

𝑡2ومنه    + 3𝑡 + 2 = 0  

=∆ و بما أن  1 >  tفإن المستقيم قاطع للكرة في نقطتين لايجاد إحداثياتها نحسب  0

 و نعوض بمعادلة المستقيم .
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