
 

 

 

 هذا الملف 

 هو نتاج عمل دام عامين او اكثر يحتوي على 

 وحدات المنهاج  أفكارخلاصات لكافة  -1

ب وحدات المنهاج الدورات بطريفة مبوبة حس أسئلةحل النماذج الوزارية و   -2

 2021حتى  -2017منذ 
 

 مادي بأسلوببالمطلق و يمنع استخدامه  غير تجاريمجاني و

 كون لهم معينا و رافدا للكتاب المدرسيلي الأعزاءمقدم بالكامل لطلابنا 

 

 والله الموفق
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 المدرس : عمــــــار قدوري    المتتاليات العددية و نهاية متتالية
                                           المتتاليات العددية و نهاية متتالية 

:أولاً : اطراد متتالية 
 ادراسة اطراد متتالية معطاة بصيغة حدها العام نتبع احدى الطرق التالية : 

المتتالية متناقصة المتتالية متزايدة الطريقة الأولى 
 تاليات المجاميع الجزئيةتتستخدم هذه الطريقة لدراسة اطراد جميع المتتاليات و خاصة م

 الطريقة الثانية 
المتتالية متناقصة المتتالية متزايدة

 تستخدم هذه الطريقة لدراسة اطراد المتتاليات ذات الحدود الموجبة فقط

المتتالية متناقصةمتناقص ف اذن المتتالية متزايدةمتزايد ف اذن  الطريقة الثالثة
تستخدم هذه الطريقة لدراسة اطراد جميع المتتاليات عدا متتاليات  المجاميع الجزئية  

  من الشكل  :ثانياً : دراسة محدودية متتالية 
 نثبت ان :  نثبت ان :  الطريقة الأولى
  ندرس اطراد المتتالية على المجال  الطريقة الثانية

 مبرهنات و نتائج في محدودية متتالية 
  متناقصة   متزايدة  

  متناقصة   متزايدة  
   متناقصة    متزايدة  

 نقول عن متتالية انها متقاربة اذا كانت مطردة و محدودة
 و نستخدم جميع مبرهنات النهايات هي   نهاية متتالية ثالثاً:

 : : هما متتاليتين تحققان  رابعاً : المتتاليتان المتجاورتان
احداهما متزايدة و الأخرى متناقصة .)1
 نهاية الفرق بينهما صفر)2

 خامساً : متى نستخدم الاثبات بالتدريج :
 لاثبات او نفي صحة علاقة او متراجحة رياضية )1
دراسة اطراد متتالية تدريجية من النمط )2
  .متتالية تدريجية  محدوديةدراسة )3

 
 سادسا ً : مقارنة بين المتتالية الحسابية و الهندسية :

 المتتالية الهمدسية  المتتالية الحسابية  مجال المقارنة
 التعريف 
 الحد العام

 المجموع

 

�



 

�



 المدرس : عمـــــار قدوري           الثالث الثانوي العلمي         العددية و نهاياتها          المتتاليات
١   

 النموذج الأول :

   المتتالية المعطاة وفق لتكن 
 عرّف  ن و 

 أثبت أنّ  بالعلاقة 
 . واحسب بدلالة متتالية هندسيةّ. واكتب 

 

-----------------------------------------------  
النموذج الثاني :

 المتتالية المعطاة وفق  لتكن 
 و

ثمّ ادرس اطّراد  احسب  
 المتتالية.

 بالعلاقة  نعرّف  
 متتالية هندسيةّ. أثبت أنّ 

 ثمّ احسب بدلالة    اكتب 

بدلالة قوّة   
للعدد:

------------------------------------ 

 

 النموذج الثالث :
فة بالعلاقة المعرّ  متتالية ال لتكن

  و  التدريجيةّ

 أياًّ كان  أثبت أنّ 

  حيث: نعرّف    
 

 نتج واست متتالية هندسيةّ أثبت أنّ 
 بدلالة 

واحسب بدلالة  اكتب  
  

 

------------------------------------------------------- 

 

 النموذج الرابع :

  المعرّفة تدريجياً بالشكل لتكن المتتالية 

  وو  
 متتالية معرّفة بالشكل 

 والمطلوب:  
أنّ وعينّأثبت .و هندسيةّ

 .بدلالة  ثمّ استنتج  بدلالة  اكتب  
  أثبت أنّ: 

-------------------------------------- 
النموذج الخامس : 

لتكن  -

-------------------
موذج

-

---
ال ج

لتك

ب
--
لخ

كن

---
خامس

 

ن:
------
: س

-----

أثبت أنّ المتتالية  
 حسابيةّ عينّ أساسها واحسب:

 
 و لتكن المتتاليتين   -

 : المعرّفتين وفق
و   

وووو

وووو

كنك  
م

ننتينتياليتمتتالمال ان نننينيي
:: نننيييننفررفررررّّرعررّعععععمعع ييت تتف

  
ققففققووفوو

  

 و المتتاليتين  أثبت أنّ 
 متجاورتان.

---------------------------------------  
 النموذج السادس :

ي:ي :المعرّفة كما يأتي لتكن المتتالية 

:ادس س

أتييتيت أأيأتا ااما كممككممكمك كةة ةفةةةةة ةةفةرفرّ ررعررر ععم رممل

و

ال

س :

و

النمو

لتكن

وذج

 ال

ج الس

تتا ل

سا

ة ال

ادس

ة

س

 ةاليةلمتتاال

 

.أثبت أنّ  
 متزايدة. أثبت أنّ  

 واحسب نهايتها. عللّ تقارب  

-------------------------------------------------  
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 المدرس : عمـــــار قدوري           الثالث الثانوي العلمي         العددية و نهاياتها          المتتاليات
٢ 

 

 اولى ٢٠١٧دورة عام 
0nلتكن المتتالية n(U ) المعرفة وفق :  ��

1 0
1 2 1
3

n nU U , U� � � �  

0nن المتتالية  ولتك n(V ) المعرفة وفق  ��
3n nV U�� � 

0nأثبت أن  1) n(V ) متتالية هندسية ، وأوجد  ��
 أساسها . 

 nU، ثم عبارة  nبدلالة  nVاكتب عبارة   2)
 nبدلالة 

 n :) ليكن في حالة عدد طبيعي 3
10n nS V V ........... V�� � �  nS، عبر عن  �

0nواستنتج نهاية المتتالية  nبدلالة  n(S ) ��   
 

 ثانية ٢٠١٧م دورة عا
0nلتكن المتتالية n(U ) المعرفة وفق ما يأتي :  ��

nU n n1� � �  
0nأثبت أن المتتالية   1) n(U )  متناقصة  ��
nU0أثبت أن   2) 1�� واستنتج أنها متقاربة  �

 واحسب نهايتها
 اولى ٢٠١٨دورة عام 

0nلتكن المتتاليتان  n(U ) 0nو  �� n(V ) المعرفتان  ��

nوفق :  nV , Un n2
1 15 5� � � �  

0nأثبت أن  )١ n(U )  المتتالية متزايدة ��
0nأثبت أن المتتالية  )٢ n(V )  متناقصة ��
0nهل المتتاليتان  )٣ n(U ) 0nو  �� n(V ) �� 

 متجاورتان ؟ علل ذلك
 ثانية ٢٠١٨دورة عام 

  q=2متتالية هندسية فيها     
 ثم أحسب المجموع  احسب  

 
 اولى ٢٠١٩دورة عام 

nلتكن المتتالية n(S ) المعرفة وفق :   ��0

n nS .......2 3 4
1 1 1 1 11
3 3 3 3 3

� � � � � � �  

 والمطلوب :
nأثبت أن المتتالية 1) n(S )  متزايدة تماماً  ��0

 تكتب بالشكل  nSأثبت أن   2)
n nS ( )1 13

2 3
� � ، ثم استنتج عنصراً راجحاً  �

n على المتتالية  n(S )  وبين أنها متقاربة ��0
 ثانية ٢٠١٩دورة عام 

0nلتكن المتتالية n(U ) المعرفة وفق :  ��

n
nU n

2 1
1

��
�

 والمطلوب : 

0nادرس اطراد المتتالية   1) n(U ) �� 
0nى راجح عل 2أثبت أنّ العدد   2) n(U ) ��  
nاحسب  3)

n
lim U
� � �

nثم جد عدداً طبيعياً  يحقق  0

nأياً كان n0		  كانnU  في المجال. , .1 9 2 1]] [ 
 اولى ٢٠٢٠دورة عام 

0n نتأمل المتتالية  n(U ) المعرفة بالعلاقة  ��

nnالتدريجية :
n

UU , UU1 0
2 3

2
� � � عند كل  �

n  والمطلوب  ��0

Xتابع أثبت أن ال -�
X

X
( ) 2

2
� �f  ًمتزايد تماما

2,على  �� �] [  
nأثبت بالتدريج أنّ  -� nU U12 ��� أياً كان  �

 nالعدد الطبيعي 
 استنتج أن المتتالية متقاربة واحسب نهايتها -�
 

 ثانية ٢٠٢٠دورة عام 
1nلتكن المتتالية n(U ) المعرفة وفق :   ��

n n
nU .......e e e e e2 3 4

1 2 3 4� � � � � والمطلوب   �

: 
2أثبت أنّ  �

nn مهما كان العدد الطبيعي ��
n 1��  
eاستنتج أن  �

2
2�

عنصر راجح على المتتالية  
1n n(U ) �� 

1nأثبت أن المتتالية  � n(U )  متقاربة ��
 اولى ٢٠٢١دورة عام 

0nلتكن لدينا المتتالية  n(U ) المعرفة بالعلاقة  ��

1التدريجية :  0
1 3 2
2

n nU U , U� � � �  

F



 المدرس : عمـــــار قدوري           الثالث الثانوي العلمي         العددية و نهاياتها          المتتاليات
0nولنعرف المتتالية        ٣ n(V ) وفق :  ��

6n nV U��  والمطلوب :     �
0n) أثبت أنّ المتتالية 1 n(V ) هندسية عين  ��

بدلالة  nV، ثم احسب عبارة  0Vأساسها واحسب 
n 
n) لنعرف المتتالية 2 n(W ) nوفق :  ��0 nW lnV��  

nأثبت أنّ المتتالية  n(W )  0Wحسابية واحسب  ��0
ثم احسب المجموع :     

S W W W W W W3 4 5210�� � � � � � 
 ثانية ٢٠٢١دورة عام 

0nلتكن المتتالية n(U ) 0المعرفة وفق :  ��
5
2

U � 

 : nوأياً كان العدد الطبيعي
 2

1 2 2n nU (U )�� � �  والمطلوب :  �
2أثبت أنّ  � 3nU��  nأياً كان العدد الطبيعي  �
0nأثبت أن المتتالية  � n(U )  متناقصة  ��
0nاستنتج تقارب المتتالية   � n(U ) وجد  ��

n
n
lim U
� � �

 

 

 تمارين متممة
 

المتتالية المعرفة كما يلي :   لتكن
 

 المعرفة كمايلي  لتكن  المتتالية -١
                

a(  هندسية يطُلب  أثبت أن المتتالية
 أساسها وحدها الأول . إيجاد

b(  واستنتج عبارة  بدلالة أوجد عبارة
 .واحسب نهايتها  بدلالة 

 احسب المجموع -٢
 

 

  المعرّفة عند   المتتاليةلتكن  
 وفق :

 

ددندع  ددندعننع ننع ةةفةعععممعع ةةفةةةةررعرّ ةةةةر مملمم ا ةةيييةاليةا
: :
تا اللتكن ل تتتمتتملمن
قققققققق فقفقففففففوو

 

  (1
ور ر   

 أنّ : اثبت مستعملا" البرهان بالتدريج 
  

يالعلميي

  
 

م
 الث

 

يالعلمييثانوي يييي    ييي 
م ت ثببتثا))1

أستنتج أنّ العدد  

: رس :المدرس
ممسستتعملا" البرهان بال

راجح على المتتالية   

تعملا

دعدد ععلل

ت مم ممسستتعثببتثا))1

االل
. 

 

أأأنننّّ تتنتججتججج ننت تتسسسس ججأأ
..

أثبت  أنّ المتتالية  

تاليةة  علعلى المتترددد علىعلىعلى المراجح ددعدد

تتت تتم

د

تتت

ددد

ةةيةااتتتا ييللل ةةيةا

راجح علعلر

 متقاربة . 

 المعرفة وفق :    لتكن المتتالية
     

متزايد تماماً   أثبت أن التابع )١١

 واستنتج أن  
 متناقصة تماماً . أثبت أن المتتالية )٢٢
٣

(
متقاربة  ستنتج أن المتتالية ا)٣٣

 واحسب نهايتها .

لتكن المتتالية 

.ب  ه ي ه ه .ب  ي ه

 المعرفة بالشكل : 
 

: شكل من الملتكن
 و المطلوب :  

احسب --١١١

ببالششش مععععرررففةةة ااتتاتتتت مت

احححح

ملممال ةلااليةلية

  سسسسسسحس
حة اثبت صحة المتراج--٢٢٢

طلمطلولووب
شكل :ملممالمعع

الو الللمللم
عععرررففةةة ببالششش

من اجل  
أي عدد طبيعي 

سسب
تت

ثم استنتج عنصراً راجحاً    يي
على المتتالية 

 ببببب
الةةحححححح ةةةةةحةحةح تت

ددد
تتتت

ططط ط
تتمتتم

طططط
تتتت

ص ص
ططططططططططططط
تاتتات

صصصصصص
يبيبططببيبيبيبيطبطبطب
ليةالليةيال

حصحصصحص
يييييعيعيعييي
ةيةةيةي

ححححححححححححح
ييييييعععيعععيي
 

حةحةح احةةحةح
يييييييييييييي

  
٣

ى
٣٣-

ييي ىى
اثبت ان المتتالية -

نننن
ا
ننممنن

ًًاً
ترت اال ةةةةةاالمتمتم ررررراتررترراترررتر

ثث
ةةةةةةةةة ححححةةححححةةححححةةةةةججحححححةةحججاجج ججججججححححججج
ا
جاجج
ا
ا

يي ي

متزايدة تماماً ثم  تتتتمتت نن
استنتج تقاربها و احسب 

ررررررااججحححججحححح

ااماا ممتت دديدةةةة التا
احاحا ا

رررااا ررررصصررررررثثثث نعععنن جتجتججججج تننن ننتتتتتتتت عععننننعععععننننصصصصننصصصصصصصصصصاااا جججججججتتتتتجججججججججججججججججججججججججججججججججممممثثثثممممممممممممثثثثثثثث تتتتتتتنننننننننن نننننننتتتتتتتتتتتتتت ااااااااسسسسسستتتتتتتتتتتتسسسسسسسسسس جججججججججججمممممممم

ززززززتتتتتززززايي تتمم يييةلية
حححح
 ةة
 ببببببببسببسحححسح

ييي ززز
 

----------------------------------------------  

 

 
 

 

 

 

 

L



 

M



 المدرس : عمـــــار قدوري              حل أسئلة الدورات المتتاليات العددية و نهاياتها               
١   

 ٢٠١٧الدورة الأولى 
0nل�
	 ال���ال�ة n(U ) 1ال�ع�فة وف� :  �� 0

1 2 1
3

n nU U , U� � � �� 
0nول�
	 ال���ال�ة   n(V ) 3nال�ع�فة وف�  �� nV U�� � 

0nأث�� أن  1) n(V )  م��ال�ة ه��س�ة ، وأوج� أساسها .  ��
�ا  2)��ارة nب�لالة  nVرة اك�� � nب�لالة  nU، ث& 
n 10n :ل�-	 في حالة ع�د (��عي ) 3 nS V V ........... V�� � �   nب�لالة  nS، ع�� ع	  �
0nواس���ج نها/ة ال���ال�ة     n(S ) ��   

 ال�ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل : 
1 1

1 1 1 13 2 3 1 3
3 3 3 3

n n n n n nV U U U (U ) V� �� � � � � � � � � � 

0nأ2 أن  n(V ) 1م��ال�ة ه��س�ة أساسها  ��
3

q 0وح�ها الأول  � 0 3 1 3 4V U�� � � � 14و6-5ن  �
3

n
nV ( )� 

3nل�ي�ا  nV U�� �83n-5ن : � nU V�� 14و;ال�الي ن�9 :  � 3
3

n
nU ( )� �  

10n nS V V ........... V�� � � � 
0ع�د ال>�ود : 1 1n n�� � � 1 والأساس   �

3
q 0 وال>� الأول � 4V  و;ال�الي : ��

1
1 1

111 134 6 1
1 1 31

3

n
n n

n n
( )qS a S . ( )q

�
� �

� 
 ��� � � � �
 �� � ��
 

 116 1 6 1 0 6
3

n
n

n n
lim S lim ( ) ( )�

� � � � � �


 �� � � � �
 �� �
 

 ٢٠١٧ ثانيةلاالدورة 
0nل�
	 ال���ال�ة n(U ) nUال�ع�فة وف� ما /أتي :  �� n n1� � �� 

0nأث�� أن ال���ال�ة   1) n(U )  م��اق@ة  ��
nU0أث�� أن   2) 1��  واس���ج أنها م�قار;ة واحB� نهاي�ها �

 ال�ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل : 
0nال���ال�ة   n(U ) Xمع�فة IE-ل ص�6ح ل�راسة ا(�ادها ن�رس ا(�اد ال�اEع  �� X X( ) 1� � �f  على ال�9ال

,0 ���] [

 X
X X

( ) 1 1 0
2 1 2

� � �
�

�f  لأن Lوذل

X X X X X
X X X X

, : 1 1 1 10 1 1 0
2 1 2 2 1 2

� � �� � 	 � � 	 � � � � �
� �

] [ 

0nوال�اEع م��اقO وم�ه ال���ال�ة  n(U )  م��اق@ة ��
 

N



 المدرس : عمـــــار قدوري              حل أسئلة الدورات المتتاليات العددية و نهاياتها               
 (�6قة ثان�ة :  ٢

  Nn :n n n n n n1 1 1 0� � � � � � � � � �  و;ال�الي ح�ود ال���ال�ة م5ج�ة ت�اماً  �

n
n

n n n
n

( n n )( n n )
( n n ) ( n n )U n n

U n n ( n n)( n n)
( n n)( n n)

( n n)U U UU ( n n )

1

1
1

2 1 2 1 1
2 1 2 12 1

11 1 1
11

1 1
2 1

�

�
�

� � � � � �

� � � � � �� � �� � � �
� � � � � �

� �� �
� �

� � � �
� � �

 أ2 أن ال���ال�ة م��اق@ة
 (�6قة ثالQة :

n

n

n n

n n n n

( n n)( n n)U n n
( n n) ( n n)
( n n )( n n )U n n

( n n ) ( n n )
( n n) ( n n )U U

( n n ) ( n n) ( n n )( n n)
n nU U U U

( n n )( n n)

1

1

1 1

1 1 11
1 1
2 1 2 1 12 1

2 1 2 1
1 2 11 1

2 1 1 2 1 1
2 0

2 1 1

�

�

� �

� � � �
� � � � �

� � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � �

� � � � � � � � � �
� �� � � � �

� � � � �

 

 أ2 أن ال���ال�ة م��اق@ة
 
 Nn :n n n n n n1 1 1 0� � � � � � � � � �  و;ال�الي ال���ال�ة م>�ودة م	 الأدنى �

n
( n n)( n n) n nU n n

( n n) ( n n) ( n n)
1 1 1 11 1

1 1 1
� � � � � �� � � � � � �

� � � � � �
 

n وذلL لأن n1 1� � nU0، م�ا س�� ن�9 أن :  الأعلىم	 م>�ودة و;ال�الي ال���ال�ة  � 1�� �  
 م��اق@ة وم>�ودة م	 الأدنى فهي م�قار;ة �Eا ال���ال�ة

n
n n n n

n
n n

( n n)( n n) n nlim U lim ( n n) lim lim
( n n) ( n n)

lim U lim
( n n)

1 1 11
1 1

1 0
1

� � � � � � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � �� � � � � �
� � � �

� �
� �

 

 ٢٠١٨الدورة الأولى 
0nل�
	 ال���ال�Rان  n(U ) 0nو  �� n(V ) nال�ع�ف�ان وف� :  �� nV , Un n2

1 15 5� � � �� 

0nأث�� أن  )١ n(U )  ال���ال�ة م�Tاي�ة ��
0nأث�� أن ال���ال�ة  )٢ n(V )  م��اق@ة ��
0nهل ال���ال�Rان  )٣ n(U ) 0nو  �� n(V ) �� Lم�9اورتان ؟ علل ذل 

 
 

O
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 ال>ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل :  ٣

n

n

n n

U n
U n
U U ( ) ( ) (n n )n n n n n n

1

1

15

15
1

1 1 1 1 1 15 5 0 1
1 1 1

�

�

� �

� �
�

� � � � � � � 	 � � � 	
� � �

 

0nأ2 أن ال���ال�ة  n(U )  م�Tاي�ة ت�اماً  ��

n

n

n n

V n
V (n )
V V ( ) ( )(n ) n (n ) n

(n n n (n ) )n (n )

2

1 2

1 2 2 2 2

2 2
2 2

15

15
1

1 1 1 15 5 0
1 1

1 11 1
1

�

�

� �

� �
�

� � � � � � � �
� �

� � � � � � 	
�

 

 
0nأ2 أن ال���ال�ة  n(V )  ت�اماً  �اق@ةم� ��

n n
n n n
lim (V U ) lim ( ) ( ) limn n n n2 2

1 1 1 15 5 0
�� � �� � �� �


 � 
 �
� � � � � � � �
 � 
 �

� � � �
 

0nفال���ال�Rان  n(U ) 0nو  �� n(V )  م�9اورتان ��
 (�6قة ثان�ة :

n n
n nU U ( ) ( )n n n n n(n ) n(n )1

1 1 1 1 1 15 5 0
1 1 1 1�

� �� � � � � � � � � 	
� � � �

 

0nأ2 أن ال���ال�ة  n(U )  م�Tاي�ة ت�اماً  ��

n n

n n

n (n ) n n nV V ( ) ( )(n ) n (n ) n n (n ) n (n )
nV V n (n )

2 2 2 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2

11 1 1 1 2 15 5
1 1 1 1

2 1 0
1

�

�

� � � � �� � � � � � � � �
� � � �

�� � � � �
�

 

0nأ2 أن ال���ال�ة  n(V )  ت�اماً  �اق@ةم� ��

n n
n n n
lim (V U ) lim ( ) ( ) limn n n n2 2

1 1 1 15 5 0
�� � �� � �� �


 � 
 �
� � � � � � � �
 � 
 �

� � � �
 

0nفال���ال�Rان  n(U ) 0nو  �� n(V )  م�9اورتان ��
 ٢٠١٨ لثانية االدورة 

 ثم أحسب المجموع  احسب       q=2متتالية هندسية فيها     

 
:الحل 

55

3 4 5 6 7 3
1 21 8 8 1 32 248

1 1 2
n

( )qu u u u u u S .q
�� 
 �� � � � � � � � � � �� �� �

 

P
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 ٢٠١٩الدورة الأولى  ٤

nل�
	 ال���ال�ة n(S ) n ال�ع�فة وف� :  ��0 nS .......2 3 4
1 1 1 1 11
3 3 3 3 3

� � � � � �  وال�Zل5ب : ��

nال���ال�ةأث�� أن  1) n(S )   م�Tاي�ة ت�اماً  ��0

nت
�� EالI-ل  nSأث�� أن   2) nS ( )1 13
2 3

� � n �اً راج>اً على ال���ال�ة ، ث& اس���ج ع�@  � n(S ) و;R	 أنها  ��0

 م�قار;ة
 ال>ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل : 

n n n nn

n n n

S S ( ....... ) ( ....... )

S S

1 2 23 1 34 4

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 0
3

� �

� �

� � � � � � � � � � � � � � � � �

� � 	
 

 وال���ال�ة م�Tاي�ة ت�اماً 
nqوال�Zف الQاني م	 الI-ل  q q q q ....... q1 2 30 4�� � � � � �

1ه5 م5�9ع م��ال�ة ه��س�ة أساسها  nS نلاح\ أن 
3

nوع�د ح�ودها  1وح�ها الأول       ون�9 ��1
n

n n
n n

( )
S ....... ( ) ( )

1

1
2 3 4

111 1 1 1 1 3 1 1 1 331 1 1 1 3
3 3 3 3 3 1 2 3 2 3 21

3

�

�
� 
 � 
 �

� � � � � � � � � � � � � � �
 � 
 �
� � � ��

 

3م>�ودة م	 الأعلى Eالع�د  nSأ2 ال���ال�ة
2

3و;ال�الي الع�د  
2

nح�اً راج>اً على ال���ال�ة   n(S ) 0�� 

 ال���ال�ة م�Tاي�ة وم>�ودة م	 الأعلى فهي م�قار;ة
 
 

 ٢٠١٩ لثانية االدورة 
0nل�
	 ال���ال�ة n(U ) nال�ع�فة وف� :  ��

nU n
2 1

1
��
�

 وال�Zل5ب : 
0nادرس ا(�اد ال���ال�ة   1) n(U ) �� 
0nراجح على  2 الع�د أنّ أث��   2) n(U ) ��  
(3  �Bاحn

n
lim U
� � �

nث& ج� ع�داً (��`�اً  n/>ق� أ/اً aان 0 n0		  انanU  في ال�9ال. , .1 9 2 1]] [ 

 ال>ــــــــــــــــــــــــــــــــــــل :

n n
(n ) n n n n nU U (n ) n n n n n
n n n ( n n n ) n n

(n )(n ) (n )(n ) (n )(n )

1

2 2

2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 1 2 1 2 1

2 2 1 2 4 2 3 1 3 2 3 0
2 1 2 1 2 1

�
� � � � � � � �� � � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � � � � �� � � 	

� � � � � �

 

0nأ2 أن ال���ال�ة  n(U )  م�Tاي�ة ت�اماً  ��

n n n
n n nU U Un n n n

2 1 2 1 2 2 32 2 0 2 0 2
1 1 1 1

� � �� � � � � � � � � � � � �
� � � �

 

0nح�اً راج>اً على ال���ال�ة  2و;ال�الي الع�د  2أ2 ال���ال�ة م>�ودة م	 الأعلى Eالع�د  n(U ) �� 
�Q
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٥ n

n n
nlim U lim n

2 1 2
1��� ���

�� �
�

 

 

| | | | | |

| | | |

n n n

n n

U . , . . U . . U .
n n n. U . U . . .n n n

n n . . .n n n n
n n n n0

1 9 2 1 1 9 2 1 1 9 2 2 2 1 2
2 1 2 1 2 20 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 0 1

1 1 1
32 1 2 2 3 3 10 1 0 1 0 1

1 1 1 1 10
1 10 1 30 29 29

3 1

� � � � � � � � � � �
� � �

� � � � � � � � � � � � �
� � �

�� � �
� � � � � � � �

� � � �
�

	 � � 	 � 	 � �

] [

 

 ٢٠٢٠الدورة الأولى 
0nن�أمل ال���ال�ة  n(U ) nnال�ع�فة Eالعلاقة ال��ر�96ة : ��

n

UU , UU1 0
2 3

2
� � � nع�� aل  � وال�Zل5ب : ��0

�XاEع ال أث�� أن -�
X

X
( ) 2

2
� �f اي� ت�اماً علىT2, م� �� �] [  

nأنّ  Eال��ر6ج أث�� -� nU U12 ���  anان الع�د ال��Zعي  أ/اً  �

 ل���ال�ة م�قار;ة واحB� نهاي�هااس���ج أن ا -�
 ال>ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل : 

 إث�ات تTاي� ال�اEع : ��
2,مع�ف وم���B واش�قاقي على  fال�اEع  �� �] [ 

X X
X

X X X X
( )

2 2

2 2 2 2
1 2 4 4 0
2 2 2 2

�
� � � � � 	�f  اي� ت�اماً على ال�9الTع م�E2,فال�ا �� �] [  

 الإث�ات Eال��ر6ج : �
n nE(n) : U U12 ��� � 
)0Eالق�gة  Uم>ققة وض5حاً لأن  ( U U1 1 0

3 2 9 4 13 2
2 3 6 6 6

� � � � � � � �

nم>ققة أ2 نف�ض ص>ة العلاقة  E(n)ل�ف�ض أن الق�gة  nU U12 ��� � 
1E(n	 أن الق�gة ول���ه nم>ققة أ2 ل���ه	 ص>ة العلاقة  ��( nU U 122 �� �� � 

nل�ي�ا     nU U12 ��� 2, م�Tاي� ت�اماً على ال�9ال fو ال�اEع  � �� �]   ون�9 : ]

nn n n n n( ) (U ) (U ) U U U U1 1 12 2
2 22 2
2 2

� � � � �� � � � � � � � �f f f  

1E(n والق�gة n أ2 أن : م>ققة ��( nU U12 ���  n مه�ا aان الع�د ال��Zعي �

  : اس���اج أن ال���ال�ة م�قار;ة وحBاب نهاي�ها �
�Enا أن  � nU U12 �� 0nفإن ال���ال�ة   � n(U ) حmR   ��اق@ة وم>�ودة م	 الأدنى فهي م�قار;ة م	 م �

,2 � �� ,2 � ��] [ 

�EXا أن ال���ال�ة م�قار;ة وال�اEع   �
X

X
( ) 2

2
� �f  على ال�9ال ���B2,م � �] [  

  ���Bع��فه5 م��  : n و6-5ن
n
lim U
� � �

�  mRه5 حل ال�عادلة   حX X( ) �f 

��
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٦ X XX X X X

X X
( ) 22 2 4

2 2
� � � � � � � ��f 

Xم�ف5ض 2�� �      
             X 2��   

nو;ال�الي :  
n
lim U 2
�� � �

� 
 

 ٢٠٢٠ لثانية االدورة 
�1
	 ال���ال�ةلn n(U ) nال�ع�فة وف� :   �� n

nU .......e e e e e2 3 4
1 2 3 4� � � � �  وال�Zل5ب : ��

2 أنّ أث��  ��
nn nمه�ا aان الع�د ال��Zعي  �� 1��  

eاس���ج أن  �
2

2�
1nع�@� راجح على ال���ال�ة   n(U ) �� 

1nأث�� أن ال���ال�ة  � n(U )  م�قار;ة ��
 ال>ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل : 

2 نف�ض الق�gة
nE(n) : n �� 

)Eالق�gة  � 1م>ققة وض5حاً لأن  1(
1 2 2�� � 

nnم>ققة أ2 نف�ض ص>ة العلاقة  E(n)ل�ف�ض أن الق�gة  � 2�� 
E(nول���ه	 أن الق�gة  � nnم>ققة أ2 ل���ه	 ص>ة العلاقة  ��1( 1

1 2
��

� � 
nnل�ي�ا  nن�9 :  2ن�gب (�في ال���اج>ة Eالع�د  ��2 nn n 1

2 2 2 2 2
��

� � � � 
nnونعل& أن  n n n n 11 1 2 2 ��� � � � � � nn أ2 � 11 2 ��� � 

E(n والق�gة  2 أ2 أن : م>ققة ��1(
nn  nمه�ا aان الع�د ال��Zعي  ��

n: ل�ي�ا � n
nU .......e e e e e2 3 4

1 2 3 4� � � � � 2و;الاس�فادة م	 أن   �
nn  /-5ن : nمه�ا aان الع�د ال��Zعي  ��

n
n nU .......e e e e e

1 2 3 4

21 3 4
2 2 2 2 2� � � � � nأ2  �

nU ( ) ( ) ( ) ( ) ....... ( )e e e e e
1 2 3 42 2 2 2 2� � � � � � 

1وال�Zف الQاني م	 الI-ل  2 3 4 nq q q q ....... q�� � � � eأ2 ه5 م5�9ع م��ال�ة ه��س�ة أساسها  �
وح�ها الأول  2

e
 ون�9 2

n
n nn

n

n

( ) eeU ( ) ( ) ( ) ( ) ....... ( ) ( ) ( )e e e e e e e e e e e
e

U e

1 2 3 4

212 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1
2 1 11

2
1

� 
 � 
 �
� � � � � � � � � � � � � �
 � 
 �� �� � � ��

�
�

 

eأ2 ال���ال�ة م>�ودة م	 الأعلى Eالع�د 
2

1�
eو;ال�الي الع�د  

2
1�

1nح�اً راج>اً على ال���ال�ة   n(U ) �� 

� n n n n n
n n nU U ....... ( ....... )e e e e e e e e e e e1 1 12 23 34 4

1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 0� � �
� �� � � � � � � � � � � � � � 	

 فال���ال�ة م�Tاي�ة ت�اماً  

��
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 �Eا أن ال���ال�ة م�Tاي�ة وم>�ودة م	 الأعلى فهي م�قار;ة ٧

 ٢٠٢١الدورة الأولى 
0nل�
	 ل�ي�ا ال���ال�ة  n(U ) 1ال�ع�فة Eالعلاقة ال��ر�96ة :  �� 0

1 3 2
2

n nU U , U� � � �  

0nول�ع�ف ال���ال�ة        n(V ) 6n:  وف� �� nV U��  وال�Zل5ب :     �
0nال���ال�ة أنّ) أث��1 n(V ) �ارة 0VاحB� أساسها و عR	ه��س�ة ��� �Bث& اح ،nV ب�لالةn
n) ل�ع�ف ال���ال�ة 2 n(W ) nف� : و  ��0 nW lnV��   أث�� أنّ ال���ال�ةn n(W )  0WواحB�  حBاب�ة ��0

Sث& احB� ال�5�9ع :      W W W W W W3 4 5210�� � � � � � 
 ال>ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل : 

1 1
1 1 1 16 3 6 3 6
2 2 2 2

n n n n n nV U U U (U ) V� �� � � � � � � � � � 

0nأ2 أن  n(V ) 1م��ال�ة ه��س�ة أساسها  ��
2

0وح�ها الأول   0 06 2 6 8V U V�� � � � � 18و6-5ن  �
2

n
nV ( )� 

1

1
1

181 1 128 8 2
2 2 1 28

2

n
n n

n n n

( )
W W ln ( ) ln ( ) ln ) ln ln r

( )

�

�
� � � � � � � � � 

nأ2 أنّ  n(W )  وح�ها الأول : ��2lnأساسها  حBاب�ةم��ال�ة  ��0
00 0 6 2 6 8 3 2W lnV ln(U ) ln( ) ln ln�� � � � � � � 

8و6-5ن : 2nW ln nln�� �  
5 8 5 2 3 2 5 2 2 2W ln ln ln ln ln�� � � � � � 

S W W W W W W ( ln ln ) ln3 4 5210
6 3 2 2 2 3 2
2

� � � � � � � � � 

3و  6 حmR ع�د ال>�ود : 2a ln��  2و 2ln� � 2 2l� � 
 ٢٠٢١ لثانية االدورة 

0nل�
	 ال���ال�ة n(U ) 0ل�ع�فة وف� : ا ��
5
2

U n : 2وأ/اً aان الع�د ال��Zعي �
1 2 2n nU (U )�� � �   وال�Zل5ب :  �

2 أنّ أث��  �� 3nU��   anان الع�د ال��Zعي  أ/اً  �

0nأث�� أن ال���ال�ة  � n(U )  م��اق@ة  ��

0nاس���ج تقارب ال���ال�ة   � n(U ) nوج�  ��
n
lim U
� � �

 

 ال>ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل : 

�� 2 3nE(n) : U�� � 

)0Eالق�gة  � Uم>ققة وض5حاً لأن  ( U00
5 2 3
2

� � � � 
nU2م>ققة أ2 نف�ض ص>ة العلاقة  E(n)ل�ف�ض أن الق�gة  � 3� � 
1E(nول���ه	 أن الق�gة  � nUم>ققة أ2 ل���ه	 ص>ة العلاقة  �( 12 3�� � 

�4
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٨ 

2

2 2
1

2 3 2 2 2 3 2 0 2 1 0 2 1
0 2 2 2 1 2 2 2 2 3 2 3

n n n n

n n n

U U U (U )
(U ) (U ) U �

� � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �
 

1E(n والق�gة nU2 أ2 أن : م>ققة ��( 3��  anان الع�د ال��Zعي  أ/اً  �

0nإث�ات أن ال���ال�ة  � n(U )  :م��اق@ة  ��

nلإث�ات أن ال���ال�ة  n(U ) nم��اق@ة ن��ه	 أن  ��0 nU U1 0�� � � 
n n n n n n n n n n nU U (U ) U U U U U U (U )(U )2 22

1 2 2 4 4 2 5 6 2 3 0�� � � � � � � � � � � � � � � � � � 
nوذلL لأن n(U ) , (U )2 0 3�� � � 2,على ال�9ال  � 3[[ ] 

nأ2 أن ال���ال�ة  n(U )  م��اق@ة ��0

و6-5ن م�قار;ة فهي الأعلى م	 وم>�ود م�Tاي�ة ال���ال�ة أن �E5ا
4

n
n
lim U
�� �

�

  اس���اج تقارب ال���ال�ة : �

0nن ال���ال�ة  �Eا أ � n(U ) ,حmR   م��اق@ة وم>�ودة م	 الأدنى فهي م�قار;ة م	  � 52
2

� , 52
2

�[ ] 

�EXا أن ال���ال�ة م�قار;ة وال�اEع   � X( ) ( )22 2� � �f  على ال�9ال ���Bم, 52
2

[ ]  
  ���Bو6-5ن :   ��ع��فه5 مn

n
lim U
� � �

�  mRه5 حل ال�عادلة   حX X( ) �f 

X X X X X X X X X X X( ) ( )( )( ) 2 222 2 4 4 2 5 6 0 3 2 0� � � � � � � � � � � � � � � � ��f 
X م�ف5ض 3�      

     X 2�   
nو;ال�الي :  

n
lim U 2
� � �

� 
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   المدرس : عمــــار قدوري                      النهايات 

 1تعريف 
 

 مقارب افقي موازي لمحور الفواصل    

 2تعريف 
 

 مقارب افقي موازي لمحور الفواصل   
 مقارب شاقولي يوازي مجور التراتيب     3ف تعري

 نقطة مقاربة .    4تعريف 

 5تعريف 
 مقارب مائل    

 و  
 حالات عدم

∞   التعيين    

   نهايات مميزة

  الاستمرار

 ثلثات الشهيرة قوانين الم

   

   
  

   

ل 
وي

تح
 ال

تير
سا

د
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 متطابقات شهيرة 

   تربيعية
 

 تكعيبية
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 المدرس عمــــار قدوري علميالثالث الثانوي ال مراجعات للتوابع العددية
 

 المقاربـــــــــات
 مقارب شاقولي    

 مقارب افقي   

 
 مقارب مائل    

 
 

 الوسطى مبرهنة القيمة
حيث  حلا وحيدا  للمعادلة 

  
 يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة  

تابع مستمر و مطرد تماما على   -١
  المجال 

٢-  
حيث  حلا وحيدا  للمعادلة 

  
 دة في نقطة وحي يقطع   

تابع مستمر و مطرد تماما على   -١
  المجال 

٢-  
 اسات ـــــــالمم

  عند  معادلة المماس للمنحني 

 معادلة مستقم مار من نقطتين 
 

 

  متماسين في  و  

 اظرـــــــــالتن

  مركز تناظر لـ 

 
  فردي ) : (     تناظر لـمركز  

  محور تناظر لـ  
  زوجي ) : (    محور تناظر لـ  

 استنتاج الخطوط البيانية 
 بانسحاب قدره   ينتج عن    
 -بانسحاب قدره   ينتج عن    

 بالنسبة لمحور الفواصل نظير    
 بالنسبة لمحورالتراتيب نظير    
 بالنسبة للمبدأ  نظير    
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 المدرس عمــــار قدوري علميالثالث الثانوي ال مراجعات للتوابع العددية
 الاشتقاق

  عند نقطة  قابلية الاشتقاق  

 
 معادلته    يقبل نصف عند  

    

ويوجد نصفي  غير قابل للاشتقاق عند  
ميليهما  مماسين لـ 

ة عن التابع ويمكن من خلاله معرفة مجالات تزايد التابع ومجالات تناقصه والقيم الحدية البياني للتابع المشتق معلومات هاميوفر الخط 
 إن وجدت . مع الانتباه إلى النقاط التالية :

 الجزء الواقع فوق محور الفواصل يكون فيه المشتق موجب و يقابل مجال تزايد التابع . �

 لب و يقابل مجال تناقص التابع .الجزء الواقع تحت محور الفواصل يكون فيه المشتق سا  �

 نقاط التقاطع مع محور الفواصل تُمثل انعدام المشتق ويجب أن نميز حالتين : �

إذا وقع الخط البياني في جوار نقطة التقاطع مع محور الفواصل فوق وتحت المحور فإن هذه النقطة تُمثل قيمة  
 حدية.

 لفواصل فهي لا تمُثل قيمة حدية  .إذا كان الخط البياني بجهة واحدة بالنسبة لمحور ا 

مستقيم  كان للخط البياني للتابع المشتق  مقارب مائل في جوار اللانهاية معادلته  اذا كان للخط   �
 مقارب افقي في نفس الجوار معادلته 

 قطة .هذا ويمكن من خلال معرفة صورة أي نقطة معرفة قيمة ميل المماس عند هذه الن �

مستقيم مقارب شاقولي في نفس  كان للخط البياني للتابع المشتق  مماس شاقولي عند  اذا كان للخط  �
 الجوار معادلته 
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 المدرس عمــــار قدوري علميالثالث الثانوي ال مراجعات للتوابع العددية
 توابع مرجعية شهيرة أمثلة و 

 الخط البياني للتابع المشتق الخط البيــــــاني التابــــع
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 المدرس عمــــار قدوري علميالثالث الثانوي ال مراجعات للتوابع العددية
 مثال نموذجي 

 الخط البياني للتابع المشتق  ليكن    
 والمطلوب :

 .أوجد مجالات اطراد التابع  -١
 أوجد فواصل النقاط التي تقبل مماس أفقي تجده . -٢
أوجد القيم الحدية  إن وجدت مبيناً نوعها مع التعليل  -٣
 اعتمادا على ما وجدته سابفا نظم جدولا بتغيرات التابع  -٤

  متزايد تماماً على  التابع   -١
 ومتناقص تماماً على :  

  ومماس أفقي عند  يوجد مماس أفقي عند   -٢
 والتابع المشتق يغير إشارته من الموجب إلى السالب عندها  . قيمة حدية كبرُى لأن     -٣

 والتابع المشتق يغير إشارته من السالب إلى الموجب . قيمة حدية صغرى لأن   
  جدول تغيرات التابع  -٤
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 قدوري ـارمراجعات للثالث الثانوي العلمي                                 المدرس : عمــــــ 
 

 مرجعية نهايات 

 حالات عدم التعيين :

∞      

 نهايات التابع اللوغاريتمي : 

   

   

   

  

 نهايات التابع الاسي : 

   

   

   

   

 نهايات مثلثية مرجعية :
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 ـار قدوريحل أسئلة الدورات               المدرس : عمــــ              و التكامل النهايات و الاشتقاق
 ٢٠١٧الدورة الأولى  ١

Xوفق العلاقة : R المعرف على  f  لتكن التابع 
X X
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� �

�
f  خطها البياني C . 
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Xyومنه  1��   ���عند مستقيم مقارب �
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Xأيا كان  R�� : فإنX X
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3Rالمعرف على  fالخط البياني التابع Cليكن  { }D \�� وفق :  �
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X X
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1
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X: وفق العلاقة  Rالتابع المعرف على  fليكن 
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( ) coc
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3
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�
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  fمحدودية التابع أثبت   1 )
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   وفق:    للتابع المعرف على  يكن ل 

 ونظم جدولاً بها على المجال  ادرس تغيرات  -١
 تقبل حلاً وحيداً  لمعادلة أثبت أن ا -٢
  3في النقطة التي فاصلتها  أكتب معادلة  المماس للخط   -٣
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eالمعرف على  fالتابع ليكن  ,1��
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 وفق : Rالمعرف على  fلتابع ا ليكن
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  عند الصفر fجد نهاية التابع  �
 مستمراً عن الصفر fليكون  mعين قيم العدد �
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)0عند  مستمراً  fحتى يكون للتابع  يجب أن يتحقق : (
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mإذاً  2�� 
 ٢٠٢٠الدورة الأولى 

Xوفق :  Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع Cليكن X X( ) E( )�� �f.  
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X  وفق : R  المعرف على fليكن التابع  X
X
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�f 

X اشتقاقي عند f أثبت أن -� 0��  
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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــل : الحـــــــــ
X اشتقاقي عند f  إثبات أن �� 0�� : 
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I,المعرف على  fللتابعالخط البياني  Cليكن  0�� �] XX  :  وفق العلاقة ] X
X

( ) ln4
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I,تابع متزايد تماماً على  fأثبت أن )1 0�� �] ) واستنتج ] )If 

Xyالذي معادلته   dأثبت أن المستقيم )2      4��  ���في جوار  Cمقارب للخط   �

 d والمستقيم C ادرس الوضع النسبي بين الخط )     3
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 dتحت  C وبالتالي :
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   المدرس : عمــــار قدوري                      التـــــــابع اللوغاريتمي

  تعريف : 
 

 خواص 

  

    

   

   الاشتقاق

 النهايات

  
  
  

  

  

  

حل 
و   المعادلات

 المتراجحات

 
 
 

 تصنيف مسائل الوحدة
 ارقام المسائل فكرة التمرين

 )5و 4و  3: (154تدرب  تعريف التابع اللوغاريتمي و خواصه 1
 ) 8و  7(  158تدرب  خواص اللوغاريتم  2
 ) 3و  2(  162تدرب  صفات التابع اللوغاريتمي  3
 ) 4و  2(  165تدرب  مشتق التابع اللوغاريتمي و نهاياتع  4

النشاط الأول وضع الخط البياني للتابع  5
 )2( 168تطبيق  اللوغاريتمي بالنسبة لمماساته 

 170تطبيق  النشاط الثاني : التابع اللوغاريتمي بالأساس  6
  أمثال اعتمادا على معطياتتعيين  7
  تطبيقات المماس 8
  حل معادلات و متراجحات  9

  حل معادلتين 10
11 ً   لنتعلم البحث معا
  تطبيق على النهايات 12
  دراسة تغيرات13
  دراسة تغيرات + الوضع النسبي للمقارب المائل 14
  توظيف المشتق الثاني في دراسة التغيرات 15
  مسائل عامة 16

   -دمشق  –اعداد المدرس عمــــــــار قدوري 
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 المدرس : عمــــار قدوري                     التـــــــابع الاسي 

 تعريف : 

 
 

 
 

اق
شتق

الا
 

 
 

 
 

ت 
ايا

نه
ال

 

  
  

  

  

  

 

المعادلات و 
 المتراجحات 

 حل المعادلات و المتراجحات : �
 المعادلات من النمط  :   

 
 خطوات الحل : �
  تؤول المعادلة السابقة إلى حل المعادلة  �

 مجموعة تعريف   نوجد  �

 . مجموعة تعريف   نوجد  �

هي المجموعة التي تقُبل فيها حلول المعادلة  فتكون  �
  

 المعادلات من النمط  : 
 

 نكون أمام حالتين :
 المعادلة مستحيلة الحل  �

�    

 معادلات خاصة من النمط : �
 

 فتؤول المعادلة إل الشكل   تحل بفرض متحول جديد
  وتقبل الحلول التي تحقق 

 فإذا كانت من النمط

44



  
 ونتابع كما السابق فنحصل على  نضرب ب 

 
 

 المتراجحات  من النمط   : 
 
 
 
 

 مجموعة تعريف   نوجد  �

 . مجموعة تعريف   نوجد  �

 .  نوجد  �
 المجال الذي يحقق المتراجحة . الموافقة ونوجد  نحل المتراجحة �
  يكون المجال المقبول هو  �

 

المعادلات 
 التفاضلية

 
 حيث  : 

 تصنيف مسائل الوحدة
 ارقام المسائل فكرة التمرين

 3رقم  186تدرب  و خواصه الاسيتعريف التابع  1
 15و 14مسائل الوحدة 

 5و4و3رقم  190تدرب   خواص الاسي النيبري  2

  دراسة التابع الاسي و نهاياته 3
 2رقم  194تدرب 

 3و  2رقم  199تدرب 
 8و6و4و2مسائل الوحدة 

 8و6و5و4و3و2رقم  203تدرب  دراسة توابع من النمط  4
 205تدرب   التفاضلية البسيطةالمعادلات  5
 2و1حساب مشتق تابع اسي  6
 4و3 تحويلات هندسية على الخط البياني لتابع اسي 7
 6و5 مقاربات مائلة  8
 23-21-20-19-18-11-17-10-9-8-7  دراسة تغيرات تابع اسي  9

 12  مماسات مشتركة 10
 27-26-25 معادلات تفاضلية11
 208تطبيق  باستعمال متتاليات  eاحاطة العدد  : 1نشاط 12
 25و23و16و 24و 22 مسائل عامة 12

   -دمشق  –اعداد المدرس عمــــــــار قدوري 
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 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 1الصفحة 
 

 مسائل تغيرات شاملة

الخط البياني  ليكن  :وزاري المسألة

 بالصيغة: المعرف على  للتابع 

 . 

, و عند  عند  أحسب نهاية التابع  

ونظم جدولاً  , أدرس اطراد التابع أحسب 

 .بتغيراته وعين قيمته الحدية ثم أرسم 

 أحسب مساحة السطح المحصور بين  

 .و  والمستقيمين اللذين معادلتاهما 

من المجال  بين أنه في حالة عدد حقيقي  

حلين  تقبل المعادلة  

 مختلفين.

المعرفة تدريجياً كما  لتكن المتتالية  

 .و يأتي:

وذلك مهما كان العدد  أثبت أن  

 .الطبيعي 

متناقصة, ثم بين  أثبت أن المتتالية  

 تقاربها وأحسب نهايتها.      

  : الحل

 

 .مقارب منطبق على  

 

  

 .من إشارة  إشارة 

  

  

      

      

        

 

 قيمة كبرى محلية للتابع. 

ومنه  يعطي  : مساعدة نقط

. 

ومنه  يعطي  

 . 

 : الرسم

 

 

 

 

 

 

 

 المساحة 
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 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 2الصفحة 
 

 

 باستعمال التكامل بالتجزئة نجد 

  

 . 

 مستمر ومتزايد تماماً على المجال  

 .فهو مستمر ومتزايد تماماً على المجال 

  

  

حل وحيد في المجال  ومنه للمعادلة 

. 

مستمر ومتناقص تماماً على المجال  التابع 

 و 

  

حل وحيد في المجال  ومنه للمعادلة 

 . 

حلين مختلفين أحدهما  إذن للمعادلة 

 .والآخر في المجال  في المجال 

 : عن طريق الرسم.2ط

 : عن طريق الإثبات بالتدريج.1ط  

 و متزايد تماماً على المجال  : 2ط

  

 فجميع حدود المتتالية تنتمي إلى  وبما أن 

 إذن القضية 

 .محققة مهما كان العدد الطبيعي  

 : عن طريق الإثبات بالتدريج. 1ط 

: مما سبق نستنتج أن حدود المتتالية موجبة 2ط

 تماماً. لدينا 

  

 متناقصة تماماً. وبالتالي المتتالية 

بما أن المتتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى  -

 المحقق للمعادلة  فهي متقاربة من 

  

  

 إذن 

 

 ليكن التابع  :وزاري المسألة 

وفق:  المعرف على 

 .خطه البياني  

وادرس  أوجد معادلة المقارب المائل للخط  

 بالنسبة إلى هذا المقارب. الوضع النسبي للخط 

ونظم جدولاً بها. وبين أنه  ادرس تغيرات  

 يبلغ قيمة حدية محلية عينها وبين نوعها.
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 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 3الصفحة 
 

جذرين أحدهما  استنتج أن للمعادلة  

. أثبت أن يساوي الصفر والآخر نرمزه بالرمز 

. 

, وأحسب أرسم المقارب المائل ثم أرسم  

 والمستقيمات مساحة السطح المحصور بين 

و و

  

 .نضع  : الحل

  

 

 

 الذي معادلته  وبالتالي المستقيم 

 .في جوار  مستقيم مقارب مائل لـِ 

 : الوضع النسبي -

  

 .من  آياً كانت 

 .يقع دوماً فوق المقارب  نستنتج أن 

 .معرف ومستمر واشتقاقي على   

 

 

 .لة عدم تعيين من الشكل حا

  

 ولما كانت

و  

 فإن

 

 

  

  

  

      

      

        

 

من الجدول نستنتج أن للتابع قيمة صغرى محلية 

 .يبلغها عندما  تساوي 

مستمر ومتناقص تماماً على المجال  لدينا  
 و  

  

جذر وحيد في المجال  إذن للمعادلة 
. 

مستمر ومتزايد تماماً على المجال  لدينا 
 و  

 

جذر وحيد في المجال  إذن للمعادلة 
. 

جذرين مختلفين  نستنتج أن للمعادلة 
 . في 
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 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 4الصفحة 
 

 نلاحظ أن 

  

من  هو أحد الجذرين والآخر  ومنه  
 .المجال 

  

  

  

 .أي 

 :الرسم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : ليكن التابع أولاً  :وزاري المسألة

 .وفق:  المعرف على 

واستنتج مجموعة حلول  أدرس اطراد التابع 

 .المتراجحة 

المعرف على  الخط البياني للتابع  : ليكن ثانياً 

 .وفق  

 .أثبت أن  

تقبل حلاً وحيداً  بين أن المعادلة  

. 

مقارب مائل للخط  أثبت أن المستقيم  

 وادرس الوضع النسبي. في جوار  

, واحسب مساحة السطح وارسم  ارسم  

و  والمستقيمين  و  المحصور بين 

       . 

 ومشتقه اشتقاقي على  : أولاً : الحل

  

  

  

 

      

      

        

 

آياً كانت  من الجدول نستنتج أن 

 .من  
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 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 5الصفحة 
 

  : ثانياً 

  

  

  

  

وبما أن  تماثل إشارة  إشارة  

 من  آياً كانت  فإن  

مستمر ومتزايد تماماً على المجال  ومنه فالتابع 

. 

  

  

إذن للمعادلة  ومنه 

 .حل وحيد  

  

  

  

 

في جوار  مقارب مائل للخط  إذن 

. 

 .تماثل إشارة المقدار  إشارة تابع الفرق 

  

      

      

الوضع  تحت    فوق  

 النسبي

 

 .بالنقطة  مع  ويشترك 

 : الرسم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

فوق لأن

 

 

 بعد استعمال التكامل بالتجزئة نحصل على: 
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 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 6الصفحة 
 

  

الخط البياني  ليكن  :وزاري المسألة

 .المعرف على  للتابع 

أدرس نهايات التابع عند أطراف مجموعة  

التعريف وبين إذا كانت له نهاية حقيقية عند 

. 

 أوجد معادلة مقارب أفقي للخط البياني  

 .وأدرس الوضع النسبي لهذا المقارب مع 

وعين  ونظم جدولاً بتغيرات  أحسب  

 ما له من قيم حدية محلية.

التي  في النقطة من أوجد معادلة المماس  

 .فاصلتها 

وأحسب مساحة السطح المحصور بين  ارسم  

والمستقيم  محوري الإحداثيات والمنحني 

     . 

   : الحل

 

 

 

 ومنه

 

 ""ليس للتابع نهاية حقيقية عند 

 .مقارب أفقي للخط   

  

  

      

      

الوضع تحت    فوق  

 النسبي

 

 .بالنقطة  مع  يشترك 

 اشتقاقي على كل من المجالين   

 ومشتقه و 

  

  

 ومنه

  إما

أو   مرفوض
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 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 7الصفحة 
 

        

        

         

 

ويبلغها  للتابع قيمة صغرى محلية تساوي 

 .عند 

 .نقطة التماس  

  

 معادلة المماس هي:

  

 : الرسم 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

يقع فوق محور الفواصل على المجال  الخط 

. 

  

 

  

 ليكن التابع  :وزاري المسألة

 .وفق:  المعرف على 

عند أطراف مجموعة  أوجد نهايات التابع  

 التعريف.

 ونظم جدولاً بها. أدرس اطراد التابع  

. وأرسم خطه بين القيم الحدية المحلية للتابع  

 .البياني 

 .استنتج عدد حلول المعادلة  

 أحسب مساحة السطح المحصور بين  

 .   ومحور الفواصل والمستقيم 

: بإيجاد النهايات ودراسة الاطراد و  : الحل

 نصل إلى الجدول:
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 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 8الصفحة 
 

        

        

         

 

 قيمة صغرى محلياً.  

 .قيمة كبرى محلياً  

لنفرض  و  : لأننا أخذنا قبل تنويه

 من أجل نقطة مساعدة جديدة). أن 

  

 :الرسم

 

 

 

 

 

 

 

  

  

بنقطة واحدة فقط  يقطع الخط  نلاحظ أن 

 .ومنه للمعادلة المفروضة حل وحيد في 

يقع فوق محور الفواصل على المجال  الخط  

. 

 

 بعد استعمال التكامل بالتجزئة مرتين نحصل على

   

أول المسألة فصل  –أولاً  :امتحان

وفق العلاقة:  المعرف على  ليكن التابع 

. 

يقبل قيمة  علماً أن التابع  و  جد العددين 

 .قيمتها تساوي  حدية محلياً عند 

وفق  المعرف على  بفرض التابع  – ثانياً 

 .خطه البياني  العلاقة 

 الذي معادلته  أثبت أن المستقيم  

 .مقارب للخط 

عند حدود مجموعة  أوجد نهايات التابع  

 تعريفه.

ونظم جدولاً بها, واستنتج من  أدرس تغيرات  

حل  جدول التغيرات أن للمعادلة 

 .   ينتمي إلى المجال  حقيقي وحيد 

 .ومنه ينتج أن  : أولاً : الحل
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وكون لدينا   نجد أن  من 

 .  فإن  

 نكتب  : ثانياً 

  

 ثم 

 

 .في جوار  مقارب مائل للخط  ومنه 

  

 

 

 

 

  

  

  

  

  إما

  أو

 

 

         
         

          

 

 .تماماً على المجال   مستمر ومتزايد 

  

  

  

من  حل وحيد  نستنتج أن للمعادلة 

   .  المجال 

أولى المسألة دورة  ليكن  :أمتحان

 المعرف على  الخط البياني للتابع 

 .وفق: 

 أحسب  

و  

 واستنتج معادلة المقارب الأفقي والشاقولي.

, ونظم جدولاً بها, ثم ادرس تغيرات التابع  

 دل على القيمة الحدية محلياً.

من الخط  في النقطة  جد معادلة المماس  

 .التي فاصلتها  

, ثم أرسم كل مقارب وجدته, وارسم المماس  

 .ارسم 
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 مساحة السطح المحصور بين  أحسب  

 .  والمستقيم  والمحور 

 : الحل

 

مقارب أفقي للخط  المستقيم الذي معادلته 

 .  في جوار 

 

 

مقارب شاقولي  المستقيم الذي معادلته 

 .للخط 

 ومشتقه: اشتقاقي على  التابع  

  

 المقام موجب على مجموعة التعريف.

 مماثلة لإشارة البسط.إشارة المشتق 

  

  

  

      
      
 
 

       

 

 معادلة المماس  

  

 : الرسم 

 

 

 

 

 

 

  

 المساحة: 

 

 نطبق التكامل بالتجزئة فنحصل على 

  

ثانية المسألة دورة  ليكن  :أمتحان

 المعرف على  الخط البياني للتابع 

 المطلوب: وفق: 

عند أطراف مجموعة  جد نهاية التابع  

 تعريفه.

 ونظم جدولاً بها. ادرس تغيرات التابع  

في  للخط البياني  أكتب معادلة المماس  

 .نقطة منه فاصلتها 
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والخط  في معلم متجانس ارسم المماس  

 .البياني 

 أحسب مساحة السطح المحصور بين  

 .و  ومحور الفواصل والمستقيمين 

حيث:  نعرف المتتالية  

 أثبت أن المتتالية  

 متزايدة.

  : الحل

 

 

 .حالة عدم تعيين من الشكل 

  

 

  

  

مرفوضو  عندما  ينعدم 

. 

      

      
 
 

       

 

ومنه تكون  و   

 معادلة المماس بالشكل:

  

 :الرسم 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 نوجد التكامل 

 

 عن طريق التجزئة فنحصل على 

  

 . 

   
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

¥¦§¨© ¦ª««««««¬­ ®¦¨¬¯°  ±²ª³ ´°¦µ¶³ ·¸°¦¨ ¹ºª¸¬

FL



 أ. عبدالعزيز لكترونية لاالرياضيات ا مدرسة 

 12الصفحة 
 

مستمر  من جدول التغيرات نلاحظ أن التابع 

بالتالي هو متزايد  ومتزايد على المجال 

 متزايدة. ومنه  على المجال 

الخط البياني  ليكن  :وزاري المسألة

 المعرف على  للتابع 

 وفق:

الخط البياني للتابع  وليكن  

 على المجال  مقصور التابع  

 المطلوب:

تابع فردي و استنتج الصفة  أثبت أن  

 .التناظرية للخط 

ونظم جدولاً بها وأكتب  ادرس تغيرات التابع  

 .ل مقارب للخط معادلة ك

ثم استنتج  أرسم كل مقارب وجدته وأرسم  

 .رسم 

 أحسب مساحة السطح المحصور بين  

ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتهما 

 .    و     

 .فإن  آياً كان  : الحل

  

  

متناظر بالنسبة  تابع فردي خطه البياني  ومنه 

 لمبدأ الإحداثيات.

  

 

 

 و   مقارب أفقي في جوار 

 .مقارب شاقولي عند 

  

 متناقص تماماً.  ومنه 

      
      
         

 

  :الرسم 
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 نكامل بالتجزئة فنحصل على:

 

 

  

أولى المسألة الخط  ليكن  :دورة

وفق:  المعرف على  البياني للتابع 

 والمطلوب: 

عند أطراف مجموعة تعريفه  جد نهاية التابع  

 وأكتب معادلة كل مقارب وجدته.

 ونظم جدولاً بها. أدرس تغيرات التابع  

عند  للخط البياني  جد معادلة للمماس  

 .و  وادرس الوضع النسبي لـِ  النقطة 

في معلم متجانس ارسم كل مقارب وجدته ثم  

 .والخط البياني  ارسم المماس 

المعرف على  الخط البياني للتابع  ليكن  

 الخط البياني . استنتج وفق  

 .   للتابع 

  : الحل

 

 مقارب أفقي. 

 

 مقارب أفقي. 

  

  

      
      
         

  

  

 .: معادلة 

 : نشكل تابع الفرقالوضع النسبي

  

   

      

      

الوضع تحت    فوق  

 النسبي

 

 : الرسم 
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 : 1ط 

  

 ومنه 

  

 بالنسبة لمحور التراتيب. نظير  إذن 

 : 2ط

  

وفق تناظر لمحور الفواصل ينتج عن  أي أن 

 على محور التراتيب. ثم انسحاب شعاعه 

 

 

 

 

 

 

ثانية المسألة الخط  ليكن  :دورة

وفق:  المعرف على  البياني للتابع 

 والمطلوب: 

عند أطراف مجموعة  جد نهايات التابع  

 تعريفه وأكتب معادلة المقارب الأفقي.

 .أدرس تغيرات التابع  

 . في معلم متجانس ارسم الخط  

 أحسب مساحة السطح المحصور بين الخط  

 . لإحداثيات والمستقيم ومحوري ا

وفق:  للتابع  استنتج رسم الخط  

  . 

هو حل للمعادلة التفاضلية:  أثبت أن  

. 

  : الحل

 

 مقارب أفقي. 
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 :الرسم 

 

 

 

 

 

 

  

 

 بتطبيق التكامل بالتجزئة نحصل على

  

  

  

  

 بالنسبة لمبدأ الإحداثيات. نظير  أي أن 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

هو حل للمعادلة  أي أن 

 التفاضلية: 

 : المعادلة التفاضلية 2ط

  

 ومنه نضع 

  

نعوض في الطرف الأيسر من المعادلة فنحصل 

 على
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هو  وهو مساوٍ للطرف الأيمن وبالتالي 

 حل المعادلة التفاضلية.

الخط  ليكن  :وزاري المسألة

وفق  المعرف على  البياني للتابع 

 . والمطلوب:

 ونظم جدولاً بها. أدرس تغيرات  

 الذي معادلته  أثبت أن المستقيم  

 , ثم أدرس الوضع النسبي.مقارب مائل للخط 

  .حل المعادلة  

متتالية معرفة تدريجياً بالشكل  لتكن  

 عند كل  و  

 والمطلوب:

 .و  أحسب  

على المجال  استنتج من تزايد التابع  

صحة الخاصة  

 .وذلك من أجل كل  

متقاربة, وأحسب  استنتج أن المتتالية  

 نهايتها.

 وأرسم المستقيم  أرسم مقاربات  

ومثل الحدود الأولى للمتتالية  ثم أرسم 

 على الرسم نفسه.   

 بعد دراسة التغيرات نصل إلى الجدول : الحل

 

      
      
 
 

       

 

  

  

 

 .في جوار  مقارب مائل للخط  ومنه 

 : الوضع النسبي

  

 .فوق  ومنه  ضمن المجال 

  

  

  

إما   مقبول

أو   مرفوض

  : 

  ,. 

 : عن طريق الإثبات بالتدريج.

 يكون  : حسب الطلب 
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 فالمتتالية متناقصة ولدينا 

  

 بالتالي المتتالية محدودة من الأدنى. أي 

 نستنتج أن المتتالية متقاربة.

 : المتتالية من الشكل حساب نهايتها

  

 إذن 

 

بشرط أن  هو حل المعادلة  حيث 

 .مستمر عند  يكون التابع 

(بحسب الطلب  هو  لدينا حل 

 إذن  مستمر عند  والتابع  ) ومنه 

 

 : الرسم:  

 

  

  

  

 

 

 

 
  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

الخط البياني للتابع  ليكن  :وزاري المسألة

 وفق: المعرف على  

  

ونظم جدولاً بها.  أدرس تغيرات التابع  

واستنتج المقارب الموازي لمحور الفواصل وأدرس 

 بالنسبة إليه. وضع 

 .أرسم كل مقارب وجدته, وارسم  

وأن  حل وحيد  بين أن للمعادلة  

واستنتج  هذا الحل ينتمي إلى المجال 

 تحقق المعادلة  أن 
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 أحسب مساحة السطح المحصور بين  

  و  ومحور الفواصل والمستقيمين 

. 

 استنتج مجموعة تعريف التابع  

ثم حل المعادلة  

. 

  بعد دراسة التغيرات نصل إلى   :الحل

        

        

         

 

 .مقارب أفقي في جوار  

 : الوضع النسبي

  

 يقع فوق المقارب. أي أن 

 : الرسم 

 

 

 

 

 

 

لقيمة الوسطى لإثبات أن نستخدم مبرهنة ا 

 حل وحيد وهو  للمعادلة 

  

 لأن إن 

  

  

 .و 

 :  الاستنتاج

بـِ  نضرب

  

بالجذر

  

 عندئذٍ  لكن 

  

 ومنه

  

فوق محور الفواصل  نلاحظ حسب الرسم أن  

 وباستعمال التكامل بالتجزئة مرتين نصل إلى 

  

عندما  حسب جدول التغيرات نجد  

. 

    

 رب.ارب.

    
881818
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 عندما  

  

الخط البياني للتابع  ليكن  :وزاري المسألة

 وفق: المعرف على  

  

ونظم جدولاً بها.  أدرس تغيرات التابع  

من مقاربات موازية للمحورين  واستنتج ما للخط 

 الإحداثيين. وعين قيمته الحدية مبيناً نوعها.

أرسم ما وجدته من مستقيمات مقاربة ثم أرسم  

 . 

 أحسب مساحة السطح المحصور بين  

 .و  ومحور الفواصل والمستقيمين 

 بعد دراسة التغيرات نصل إلى الجدول : الحل

        
       

        

 

   قيمة حدية صُغرى 

 . للخط مقارب شاقولي  

 .للخط مقارب شاقولي  

 .مقارب أفقي في جوار  

 :الرسم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

  :وزاري المسألة

المعرف على  الخط البياني للتابع   ليكن: أولاً 

 وفق: 

  

 يكتب بالشكل  أن  أثبت 

  

 ونظم جدولاً بها. التابع  أدرس تغيرات 
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المعرف على  الخط البياني للتابع  : ليكن ثانياً 

 وفق: 

  

 يكون  أنه عندما  أثبت

  

 .و  واستنتج الوضع النسبي للخطين 

 .من  : ليكن ثالثاً 

في  للمنحني  بين أن معادلة المماس  

 هي  النقطة التي فاصلتها 

  

مع محور التراتيب,  أدرس تقاطع المماس   

عند  ثم استنتج طريقة لإنشاء المماس للمنحني 

 .النقطة التي فاصلتها 

  : أولاً : الحل

  

  

معرف على  : التابع دراسة تغيرات التابع  

 .المجال 

 

 

 

 .واشتقاقي على  معرف 

  

  

  

 .ثم  ومنه   إما 

ثم  ومنه  أو 

. 

        
       

        

 

 نلاحظ أن   :ثانياً 

    

  

 فإن  ومنه آياً 

  

 : الوضع النسبي

        
      

 
 
فوق 
 

   
تحت 
 

  
فوق 
 

الوضع  
النسبي

 لدينا  : ثالثاً 

  

 عندئذٍ 
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 عندئذٍ  ووجدنا 

  

 نعوض في معادلة المماس:

  

  

  

  

  

  

   

   

  

  

لإيجاد نقطة تقاطع المماس مع محور التراتيب   

 عندئذٍ  نعوض في المعادلة 

  

أي  لما  : يقطع الاستنتاج

. 

: المماس مستقيم يمر من النقطتين الإنشاء

 .والنقطة  
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