
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

الحل الهندسي       

          للمعادلة

في كثير من الأحيان 

تواجهنا كثيرات حدود من 

الدرجة الثانية قد يصعب 

حلها جبريا وقد يستحيل 

لذالك  حلها في الحالة العامة

 نلجأ إلى الحل الهندسي فما

فمثلا  ؟؟؟هو الحل الهندسي

ث عن في هذه المعادلة نبح

وجود نقاط مشتركة بين 

 FللتابعCF الخط البياني 

    الذي معادلتهd والمستقيم 

 y=k إي نرسم الخط

 f للتابع CFالبياني

ونرسم المستقيم الذي  

فيكون الحل y=k   معادلته

فواصل النقاط المشتركة  هو

 بينهما

في الشكل المجاور :مثال

             الخط البياني لتابع 

 f المعرف على

 كان ه أيا  فإن [0,4]لالمجا

المحصور k العدد الحقيقي

كان  5و1 بين العددين 

 حلول      للمعادلة

 

وبما أن الشكل عبارة عن 

قطعة واحدة فالتابع مستمر 

 عل المجال المطلوب

      

     

 زء الصحيحتابع الج      



 

        يا يكن العدد الحقيقي أ

 x يوجد عدد صحيح وحيد

 :يحقق  nلنرمز له بالرمز

نسمي         

الجزء الصحيح   nالعدد

ونرمز له  nللعدد الحقيقي 

 E(x)بالرمز

 لأنE(π)=3:مثال

                  

 x=πو  n=3هذا يعني أن   

 للتوضيح الفكرة :مثال ثاني

في الشكل  بشكل ممتاز

المجاور هو خط البياني 

لتابع معرف عل 

 [0,2]المجال

 

 من الشكل المجاور نلاحظ

                  

                

تابع الجزء E(x)حيث 

 الصحيح

E(1)=1       هي ليست

 نهاية للتابع

ونلاحظ أن الخط البياني  

للتابع عل هذا المجال 

يتألف من قطعتين  ]0,2]

منفصلتين إي أن التابع غير 

 ]0,2]مستمر عل المجال

لان شرط  استمرار التابع 

يجب أن يتألف من قطعة 

 واحدة فقط

 صورة مجال     

 fتابع وفق  ɪ صورة مجال

 f(x)عداد هي مجموعة الأ

ة آخذɪ في x عندما تتحول 

جميع القيم فيه ونرمز له 

 f(ɪ)بالرمز



 

ليكن لدينا :مثال

المعرف         التابع

البياني وخطه R ىعل

 :بالشكل التالي

f ([-2,+2]) 

=f ([-2,0]) ᴜ f (]0,+2]) 

=[0,4] ᴜ ]0,4[ 

=[0,4] 

 

  

 

 

 

 

 نقول إن نهاية  :يفتعر

fهي     عند L إذا كانت

تصبح قريبة من f(x)  قيم 

 ℓأو تتجمع حول ℓ  القيم 

عندما تقترب :بمعنى ثاني

دون أن    من xقيمة 

               تساويه فإن التابع

 f(x)تقترب قيمته من العدد 

 ℓدون أن تساويها:  

              

 

 

                

 y=ℓ تزداد    نقول عنxكلما بدأت 

                  مستقيم مقارب  f(x)أكثر فأكثر فإن

                                                                                            +  دعن أفقي    ℓ يقترب من العدد

                      cfللمنحني                . 

النهايات هي من المفاهيم الأساسية  

في علم التفاضل والتكامل الذي نشأ 

لوصف الكيفية التي تتغير فيها الأشياء 

وتستخدم النهاية لمعرفة سلوك 

الاقتران عندما تقترب قيم المتغير 

 ن عدد معينم x المستقل

المجال النهاية تأخذ عند أطراف 

 فقط المفتوحة 



 

                 

 y=ℓنقول عن   تتناقصxكلما بدأت 

 مستقيم مقارب    f(x) أكثر فأكثر فإن

    أفقي عند      ℓيقترب من العدد 

                                  cf للمنحني                   

 

 

 

 

 هي  aعند   fنقول أن نهاية

 f(x)قيم  إذا كانت   

   تقترب من 

عندما تقترب :بمعنى ثاني

دون أن  aمن العدد  xقيمة 

               تساويه فإن التابع

 f(x) قيمته منتقترب  : 

               

مقارب  X=a أنعندئذ نقول 

 cfللمنحني(عامودي)شاقولي

حالات المقارب الشاقولي 

 :بالتفصيل

             

   

X=a مقارب شاقولي لcf  والخطc1 

يقع عل يمين 

    باتجاهx=aالمقارب

    ويوازي 

             

   
X=a مقارب شاقولي لcf والخطc2 

 يقع على

    باتجاهx=aالمقاربساري

    ويوازي 

             

   
X=aل  مقارب شاقوليcf  والخطc3 

يمين  ىيقع عل

    باتجاهx=aالمقارب

    ويوازي 

             

   
X=a مقارب شاقولي لcf  والخطc4 

 ىيقع عل

    باتجاهx=aالمقاربيسار

    ويوازي 

 

      

 

 X=a             
 

 

 



 

هامة في تعين  ملاحظة

 :المجال

 ندما يطلب منا تعيين مجالع

 [A,B]أو]A,B]  حيثB>A 

فيجب أن  تكون المعطيات  

 :التالية جاهزة

  B-A =   طول المجال                 

   

 
  =  ℓ مركز المجال   

   

  نصف قطر المجال  £   = 

 

 

وخطه  f(x)علدينا التابليكن 

 ▲ومقاربه الأفقي cfالبياني

نتبع    y=a الذي معادلته

 :الخطوات التالية

 g(x)نحسب المقدار  1-

f(x) -    =g(x) 

 ندرس أشارة2-

 f(x)-   على مجموعة

 f(x)تعريف التابع 

 :يوجد ثلاث حالات 

f(x)-  >0 

 

يقع فوق   Cالخط

 ▲المقارب

f(x)-  <0 

 

يقع تحت   Cالخط

 ▲المقارب

f(x)-  =0 

 

 X=X0عند النقطة 

يشترك C فالخط 

مع 

 بالنقطة▲المقارب

Q ي إحداثيتهاالذ 

X0,f(X0))) 

 

 

 



 

تابع معرف عل مجال f ليكن

في  fالبياني للتابع من النمط 

معطى، وكذلك معلم 

المستقيم الذي ▲ليكن

نقول إن  y=ax+bمعادلته 

مقارب للخط ▲المستقيم

،إذا   في جوارcf البياني

 :وفقط إذا كان

                        

   عندوبنفس  النمط 

 

 

 

 

 

 

 f,gدالتان وليكن a يمثل

   أو  وعدد حقيقي أ

المبرهنات التالية تقبل دون 

 :برهان

   
   

 النهاية  الدالة المطلوبة

 

دراسة   :ملاحظة

الوضع النسبي 

للمقارب المائل  هو 

 ذاته للمقارب الأفقي 

 



 

 :صيغ عدم التعيين

في هذه الصيغ لا يمكن أن 

نحدد النهاية اعتماد عل 

الجدول السابق وهي أربع 

   حالات هي

       

       

      
  

  
   

        
 

 
 

    

 

طريقة القسمة والضرب   

ةتطبق في حال :بالمرافق
 

 
 

والدالة تكون من الشكل 

الكسري بسطها أو مقامها 

يحوي جذر مضاف إليه او 

مطروح منه والحل يكون 

 :بثلاث خطوات

نضرب البسط والمقام 1-

بمرافق المقدار الحاوي 

 على جذر تربيعي

للوصل إلى  نختصر2-

 ابسط شكل

 .نعوض النهاية3-

    وتطبق في حالة

وفي كثير من الاحيان تكون 

 التابع من جذر مضاف او

ه والحل يكون منمطروح 

 :بثلاث خطوات

نضرب بمرافق الحاوي 1-

 عل الجذر ونقسم عليه

نختصر للوصل إلى 2- 

 ابسط شكل

 .نعوض النهاية3-

 

 



 

طريقة التحليل إلى    

     (:جداء أقواس)عوامل

تطبق في حالة
 

 
  

والحل يكون بثلاث 

 :خطوات

تحليل البسط أو المقام أو 1-

 كلاهما إلى عوامل

نختصر ونختزل للوصل 2-

 إلى ابسط شكل

 .نعوض النهاية3-

طريقة إخراج عامل    

 تطبق في حالتين:مشترك

و    
 

 
والحل يكون  

 :بثلاث خطوات

نخرج عامل مشترك من 1-

 البسط والمقام

نختصر للوصل إلى 2-

 ابسط شكل 

 .نعوض النهاية3-

ولكن في بعض الاوقات 

يكون من الصعب إخراج 

عامل مشترك لذالك نعمل 

نغير في )على اظهاره قبل 

 قاعدة الربط 

 (نغير في شكله

 :تغير المتحول   

نقوم     في حالة

بتحوليها إلى احد الشكلين 
 

 
 

  أو
  

  
   

 

 

 

 

 

 

 

 

حتى  :ملاحظة هامة جدا

نحسن إتقان النهايات يجب 

حل التمارين وإعادة الحل 

أكثر  فإكثر ولا يجود طريقة 

أخرى لإتقانها بأمتياز 

ويمكن حل التمرين بأكثر 

 من طريقة



 

 

 f,g,hلنتأمل ثلاث توابع 

 أعداد حقيقة  a,b,cولتكن 

f=g   h= g(h(x))  فإذا

                                          :كأن

 
                  

          
   

                          

                                               

         

 

 :مبرهنة الإحاطة

ثلاث توابع  hوg وf لتكن   

معرفة على مجال  من 

         النمط

من x ولنفرض أنه عند كل 

ɪ  تحقق المتراجحة: 

                

 g,hثم لنفترض أن للتابعين 

   ذاتها عند  ℓالنهاية

:عندئذ

              

 

 

تابعين معرفين  gوfليكن    

          على المجال

من  xولنفترض أنه عند كل 

ɪ تتحقق المتراجحة: 

                

 ثم لنفترض أن

               

 عندئذ 

               



 

          على المجال

إذا كان  1-      

     عند كل           

X  منℓ وكان 

                

 كان

                

 إذا كان2-     

   xعند كل           

 وكان ℓمن 

               

 كان

                

 

 

 

 

 

ما معنى الاستمرار في 

 الحياة العامة؟

عندما نتحدث عن  

عمل  الاستمرار إي

متواصل دون انقطاع أو 

 توقف للحظة من الزمن 

 :أما التعريف العلمي

الخط البياني للتابع  معناه أن

ضمن المجال المطلوب لا 

 يعاني من انقطاع

 :أما التعريف البياني

يمكن رسم الخط البياني عل 

المجال المطلوب رسمه 

 دون رفع القلم

 :تعريف

نقول أن  Dfنقطة من aلتكن 

إذا a   ستمر عندم fالتابع 



 

وفقط إذا تحقق الشرط 

 :التالي

                 

مستمر  fونقول أن التابع 

على مجموعة تقع ضمن 

 مجموع تعريف التابع إذا

 مستمر عند كل نقطةf كان 

 تعريف التابع من نقاط 

 

 

 

 f(x)ليكن لدينا التابع

المعرف والمستمر على 

ند وأشتقاقي ع Df مجال ال

 التي تنتمي إلى  hالنقطة 

Df عندها: 

            
         

   
  

 

 

 

 

 

 :ملاحظات

  fإذا كان التابع 1-  

كان   ɪشتقاقيا  على المجال ا

 ɪمستمرا على المجال 

والعكس ليس بالضرورة أن 

 يكون صحيح

 

   fإذا كان التابع  2-

كان  aند نقطة شتقاقيا  عا

والعكس ليس  aند عمستمرا  

 بالضرورة أن يكون صحيح

 

عبارة  fإذا كان التابع 3- 

تركيب توابع مستمرة على 

 fمجموعة تعريفها فالتابع 

مستمر على مجموعة 

 تعريفه

 

 

 



 

 

 <<كثيرات الحدود>>التوابع1-

فهي  Rاشتقاقية على 

 .Rمستمرة على 

 <<الكسرية>>التوابع  2-

اشتقاقية على مجموعة 

فهي مستمرة  D تعريفها

 .Dعلى 

 Sin(x),Cos(x)التابعين  3-

 فهما  Rعلى  اشتقاقيان

 .Rمستمران على 

مستمرا  على    التابع 4-

    ,0]المجال 

التابع 

 الزوجي

 التابع

 الفردي

التابع 

 الدوري

    إياً كان 

     فإن 

 ويحقق

            

خطه البياني متناظر  

 `YYبالنسبة إلى 

    إيا  كان 

     فإن 

 ويحقق

             

خطه البياني متناظر  

 بالنسبة إلى المبدا

التابع  هو

الذي يعيد 

تكرارنفسه 

 :ويحقق

    

2 = ( )  

 

لإيجاد حلول المعادلة من 

يجب أن  f(x)=kالشكل 

 :يلي ما يتحقق

أطراد التابع عند  1-   

ال المدروس من خلال المج

 جدول اطراد 

عند  استمرار التابع    2-

 المجال المدروس

 K -3 تنتمي إلى المجال

 المدروس

 :حالة خاصة

K=0 الثالثة  بدل الخطوةتنس

            بإثبات

 :مبرهنة القمية الوسطى

تابع مستمر على  fإذا كان

عندئذ أيا  . [a,b]المجال 



 

 yيكن العدد الحقيقي 

 f(b)و  f(a)المحصور بين 

يوجد على الأقل عدد حقيقي 

 c محصور بين aوb 

       : يحقق

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  fإذاكان : مبرهنة

 مستمر ومتزايد على المجال

[a,b]=ɪ. 

 [a,b]صورة المجال    1- 

هو المجال  fوفق 

[f(a),f(b)]. 

                  

حل واحد  f(x)=yفللمعادلة 

 ɪفي 

 

 

ما خلقت 

الأحلام حتى 

 مستحيلة تكون



 

مستمرا   f اذا كان :نتيجة

ومطردا  على 

 وكان ɪ=[a,b]المجال

f(a) f(b)<0  كان للمعادلة

f(x)=0  حل وحيد فيɪ. 

 

 

التابع الذي يكون فيه هو 

عناصر المجال هي 

المعكوس لعناصر المجال 

 y=f(x)المقابل مثل الدالة 

 التابع العكسي للدالة هو

x=      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      
        

 
    

      
      

 
    

      
      

 
    

        
        

  
 

 

 
  


