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 مقدمة

لمادة   بٌن أٌدٌكم أوراق العمل التً تشمل الوحدة الأولى كاملة من كتاب الجزء الأول ضعأوأنا ٌسعدنً 

والتً تُعد ردٌف للكتاب المدرسً المُقرر    تذكرة بالمتتالٌات والإثبات بالتدرٌج   وحدةالرٌاضٌات 

الذي ٌبقى هو المرجع الأساسً للطالب بهدف توفٌر الجهد والوقت للوصول إلى أعلى مستوى فً فهم 

 .اتمادة الرٌاضٌ

مراحل ا فً الفكار سبق ذكرهإلى أ إلى أوراق العمل جمٌع أفكار المقرر المدرسً بالإضافةشملت 

بإذن الله  تكون هذه الأوراق شاملة للبحث المذكوربحٌث لا سٌما مرحلة التعلٌم الثانوي  الدراسٌة السابقة

 .عز وجل

بالإضافة إلى  ضمن المقرر المدرسً جمٌع التمارٌن والمسائل الواردة حل ازأنج ضمن أوراق العمل تم

عز  اللهبطرٌقة أرجو من  فكار المذكورة وحلهّاألٌفً داعمة للأذكر بعض أسئلة الدورات وتمارٌن من ت

تمرٌن و سهولة بفهم الٌجد الطالب  توفٌقه أن تصل إلى الطالب بطرٌقة مبسّطة وكاملة بحٌثبعد  و وجل

 النهائً. متحانمن خلالها العلامة الكاملة لدرجة السؤال بالا ٌنال

 الختام:فً 

  :الإمام الشافعًٌقول 

 بٌ ولاغَرَرُ جْ فلا عُ  أصبتُ  نْ فإ

 نقصتُ فإنَّ الناسَ ما كملواوإنْ 

 الله فً ذاتٍ وفً صفةٍ والكامل 

 الذاتِ لم ٌمل له عملُ وناقص 

ترد  التً قدٌوجد بعض الأغلاط والسهوات  م أيّ قدغلاط هو القرانَ الكرٌذي خلا من الأالوحٌد الالكتاب 

ضمن هذه الأوراق وبعد التدقٌق والتعدٌل تجاوزت بعضها امَلاً من الله تعالى أنّ لا ٌتبقى غٌرها, فإن 

 كامل فالكامل هو الله. أخطأت فخطأي أرده على نفسً فلٌس هناك عمل نجحت فهذا رضى من الله, وإنْ 

 العالمٌن لله رب   والحمدُ 

 عبر المُعرّف:معً عبر تطبٌق التلجرام للتواصل 
           

 عبر المُعرّف: على تطبٌق التلجرامقناتً 

baklorea24@ 

 عنٌزانرامز : أ. نجاز إ
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. أو أٌة مجموعة جزئٌة غٌر منتهٌة منها من النمط ℕهً تابع مجموعة تعرٌفه هً مجموعة تعرٌف الأعداد الطبٌعٌة تعرٌف المتتالٌة: 

أو   الٌة ذا الدلٌل حد المتت   . ونسمًّ    (  )أو     (  ). نرمز إلى المتتالٌة بالرمز ℕ   حٌث  +             *

 نسمٌّه بالحد العام.

 طرق تعرٌف المتتالٌة:

 .  تعرٌف صحٌح للحد  (1

 ,     ,بع معرف على ات  حٌث  ( )    تفٌد فً حسابه, وٌكتب :   بدلالة    اي تكتب 

 :مثال

   وفق:      (  )و     (  )و     (  ) نعرف المتتالٌات
 

   
. احسب أول أربع حدود    √   و   (  )   و    

 من كل متتالٌة.

 الحل:

   
 

   
       

 

   
 

 

 
     

 

   
 

 

 
     

 

   
 

 

 
 

   (  )        (  )         (  )        (  )     

خذ إلا القٌمتٌن ملاحظة: للمتتالٌة عدد لا نهائً من الحدود بقطع النظر عن قٌم هذه الحدود كما رأٌنا فً المتتالٌة السابقة حدود تلك المتتالٌة لا تأ

 .  و    

   √          √          √    √      √    √  

 . كما رأٌنا فً المتتالٌة السابقة بدأت بالحد ذي الدلٌل   ٌساوي القٌمة   من الضروري دلٌل البداٌة  ملاحظة: لٌس

 تعرٌف المتتالٌة بالتدرٌج. (2

ة ونعطى علاق   لٌكن     (  )بدلالة الحدود التً سبقته, أي نُعطى قٌمة الحد الأول فً المتتالٌة   أي أن ٌحسب الحد ذو الدلٌل 

 تفٌد فً حساب كلّ حد من حدود المتتالٌة بدلالة الحد أو الحدود التً سبقته. (  )      تسمى بالعلاقة التدرٌجٌة 

 مثال:

}المعرفة وفق:     (  )تأمل المتتالٌة 
    

         
 احسب أول ثلاثة حدود منها. 

 الحل:

 واحداً إثر الاخَر.    (  )ح بحساب حدود المتتالٌة العلاقة المُعطاة تسم

          

          

          

 جهة اطراد متتالٌة.

 عندئذ:    (  )بفرض لدٌنا المتتالٌة 

 ثابتة متناقصة تماماً  متناقصة متزاٌدة تماماً  متزاٌدة    نوع الاطراد للمتتالٌة 

                                         الشرط الواجب توفره.

 
أنّهُ   (  )   المعرفة وفق     (  ), وٌبٌن لنا مثال المتتالٌة مطردةنطلق على المتتالٌات التً تحقق أحد الشروط السابقة اسم متتالٌة 

 متناوبة. السابقة متتالٌة متتالٌةالاسم  ونطلق على             لأن حدودها  غٌر مطردةتوجد متتالٌات 
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 لدٌنا ثلاثة طرق لدراسة الاطراد: :دراسة اطراد متتالٌة

 .(       ) دراسة إشارة الفرق (1

 ٌة:ونمٌز الحالات التال        ندرس إشارة المقدار 

                                                  

 المتتالٌة ثابتة المتتالٌة متناقصة المتتالٌة متناقصة تماماً  المتتالٌة متزاٌدة المتتالٌة متزاٌدة تماماً 

 مثال:

   و         و        وفق:      (  )و     (  )و     (  )نعرف المتتالٌات 
    

  
اطراد كل من ادرس . 

 المتتالٌات التالٌة السابقة.

 الحل:

       (   )                  (   )       

 متتالٌة متناقصة تماماً.    (  )إذاً 

     (   )  (   )                   

             (    )       

 .متتالٌة متزاٌدة    (  )إذاً 

 

     
(   )   

 (   )
 

       

 (   )
         

       

 (   )
 

    

  
 

 

        
          (         )

  (   )
 

      

  (   )
 

إذاً      و       فإنّ     . بما أنّ       تماثل إشارة         موجب فإنّ إشارة  (   )  لأن المقدار 

 متتالٌة متزاٌدة تماماً.    (  )إذاً .    موجب تماماً فً حالة        

مقارنة النسبة  (2
    

  
 .عندما تكون حدود المتتالٌة موجبة تماما   + *مع العدد  

    

  
   

    

  
   

    

  
   

    

  
   

 المتتالٌة متناقصة المتتالٌة متناقصة تماماً  ةالمتتالٌة متزاٌد المتتالٌة متزاٌدة تماماً 

 مثال:

.   وفق:      (  )و     (  )و     (  )نعرف المتتالٌات 
 

 
/
 

   و      √   و  
 

  
اطراد كل من  . ادرس

 السابقة.المتتالٌات 

 الحل:

    

  
 

.
 
 /

   

.
 
 /

  
.
 
 /  .

 
 /

 

.
 
 /

  
 

 
   

 متتالٌة متناقصة تماماً.    (  )إذاً 
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√ (   )   

√    
 

√    

√    
   

 متتالٌة متزاٌدة تماماً.    (  )إذاً 

    

  
 

 
(   ) 

 
  

 
  

(   ) 
   

 متتالٌة متناقصة تماماً.    (  )إذاً 

 . ثمّ دراسة اطراد التابع , إن أمكن, ( )    كتابة  (3

    (  )كانت جهة اطراد  ,     ,مطرداً على المجال   فإذا كان التابع 
 أي:  هً نفسها جهة اطراد  

  متزاٌد تماماً أو متزاٌد أي   إذا كان(  ( )     (  )كانت المتتالٌة  (  
 متزاٌدة تماماً. 

  متناقص تماماً أو متناقص أي   إذا كان(  ( )     (  )كانت المتتالٌة  (  
 متناقصة تماماً. 

 توابع أخرى:  و   وأٌضاً  أعداد حقٌقٌة  و   و   ضمن دراستك هذا الفصل حٌث  : أهم قواعد الاشتقاق الذي ستحتاجهاتذكرة

 ( ) التابع  ( )  المشتق 

  ( )            ( )     

  ( )     ( )       

  ( )         ( )      

  ( )  
         

  
  ( )  

 

 
 

  ( )  
 

 √    
  ( )  √     

 مثال:

   و   (   )   وفق:      (  )و     (  )نعرف المتتالٌات 
    

   
 .. ادرس اطراد كل المتتالٌتان السابقتان

 الحل:

( ) ونتأمل التابع     (  )من أجل المتتالٌة  ( )  . عندها ℝالمعرف على   (   )      , ومنه نجد فً حالة (   )  

( )  ٌكون   .    متزاٌدة تماماً بدءاً من الحد ذي الدلٌل     (  )فالمتتالٌة  ,    ,متزاٌد تماماً على المجال   أيّ أنّ التابع    

( ) ونتأمل التابع     (  )ٌة من أجل المتتال  
    

   
 :عندها بوجه خاص  ,    ,فهو معرف على . +  * ℝالمعرف على  

  ( )  
 (   )   (    )

(   ) 
 

         

(   ) 
 

 

(   ) 
   

( )  ٌكون     ومنه نجد فً حالة  على هذا متزاٌدة تماماً     (  )فالمتتالٌة  ,    ,د تماماً على المجال متزاٌ  أيّ أنّ التابع    

 المجال.

 المتتالٌة الحسابٌة.

 . أٌاً كان العدد الطبٌعً           وتحققت العلاقة التدرٌجٌة   إذا وجد عدد حقٌقً  متتالٌة حسابٌة    (  )نقول إنّ المتتالٌة 

 .   (  )أساس المتتالٌة الحسابٌة   مى العدد وٌس
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  ⏞
  

  ⏞
  

  ⏞
  

  ⏞
  

  ⏞
  

   ⏞
  

                                 

 عدد ثابت أيّ  رهان أنّ متتالٌة معطاة هً متتالٌة حسابٌة ٌمكن أن نبرهن أن الفرق بٌن أي حدٌن متتالٌٌن هولب         . 

  فإنّ     حٌث   و   العلاقة بٌن أي حدٌن أٌاً كان العددان الطبٌعٌان      (   ) . 

  عبارة(  )    
      تعطى وفق:   بدلالة  

 هو دلٌل البدء.   حٌث   (    ) 

 .سابٌة ثمّ عٌن اساسهامتتالٌة ح         المعرفة وفق:     (  )ت أنّ المتتالٌة أثب مثال:

 الحل:

         (   )     (     )                  

 .   متتالٌة حسابٌة أساسها     (  )إذا 

ٌّن       و       متتالٌة حسابٌة فٌها     (  )لتكن  مثال:  . بدلالة     (  ), ثمّ اكتب عبارة  ع
 

 الحل:

      (   )        (   )               

 بالإستفادة من العلاقة السابقة:   علٌنا اٌجاد   بدلالة     (  )لكتابة عبارة 

      (   )( )             

 تكتب وفق:  بدلالة     (  )ومنه عبارة 

                 

 مجموع حدود متوالٌة من متتالٌة حسابٌة:

 من حدود متتالٌة حسابٌة كان: ℓواخَرها   حداً متتالٌاً أولها   مجموع   إذا كان 

  
 (   )

 
 

 ؟   عدد الحدود كٌف نحسب

  عندها :                القفزة بٌن دلٌل كل حدٌن متتالٌن من المجموع ٌساوي الواحد       . 

  عندها :                     القفزة بٌن دلٌل كل حدٌن متتالٌن تكون متساوٌة  
   

 
  . 

 .              حدود المجموع  ما هو عدد مثال:

 

 .           بالتالً :     و دلٌل الحد الأخٌر     دلٌل الحد الأول:  الحل:

 .              ما هو عدد حدود المجموع  مثال:

 

  بالتالً :     ر القفزة و مقدا    و دلٌل الحد الأخٌر      دلٌل الحد الأول الحل:
   

 
    . 

 .   أٌا  كانت              فً المتتالٌة الحسابٌة المجموع  بدلالة  احسب مثال:

 

ℓقٌمة الحد الأخٌر     قٌمة الحد الأول           عدد الحدود  الحل:  ومنه:   
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 (   )

 
 

 (   )

 
 

 .  المطلوب:       المعرفة بالعلاقة:     (  )لمتتالٌة نتأمل ا مثال:

ٌّن أساسها وحدها الأول.    (  )أثبت أنّ  (1  متتالٌة حسابٌة, ثمّ ع

              احسب المجموع  (2

 .            المجموع   احسب بدلالة  (3

 الحل:

1) 

         (   )    (    )                

 .    وحدها الأول     متتالٌة حسابٌة أساسها     (  )إذاً 

 ومنه:         , قٌمة الحد الأخٌر         , قٌمة الحد الأول           عدد الحدود  (2

  
  (     )

 
 

  (    )

 
     

 ومنه:           , قٌمة الحد الأخٌر         , قٌمة الحد الأول            عدد الحدود  (3

  
  (     )

 
 

(   )(      )

 
 

             

 
 

 

 
(          ) 

 . المطلوب:      و       علما  أنّ     (  )لتكن المتتالٌة الحسابٌة  مثال:

 . بدلالة    , ثمّ اكتب عبارة  احسب  (1

 .            احسب المجموع  (2

 الحل:

1)  

      (   )         (    )                

 .       أيّ:          تكتب وفق القانون     عبارة

ℓوقٌمة اخَر حد         وقٌمة أول حد      عدد الحدود  (2  ومنه:        

  
 (   )

 
 

  (     )

 
     

 هامة جدا :ملاحظة 

 ت:ثلاث حدود متعاقبة من متتالٌة حسابٌة فهذه الحدود الثلاث تحقق العلاقا  و   و   إذا كان لدٌنا 

         
   

 
 

 . و   و   . عٌن           و          ثلاث حدود متعاقبة لمتتالٌة حسابٌة تحقق:   و   و   لٌكن  مثال:
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         ٌن لكلا الطرف  بإضافة العدد        ثلاث حدود متعاقبة من متتالٌة حسابٌة فهً تحقق   و   و   بما أنّ  الحل:

 فً المعادلات المفروضة:  . نعوض قٌمة     ومنه:       أنّ فنجد          وفرضاً 

               ( ) 

         ( ) 

 :( )فً العلاقة  ( )بتعوٌض العلاقة 

 (    )                   (   )(    )    

 .    لنجد أنّ  ( )نعوض فً العلاقة     ومنه: إما 

 .   لنجد أنّ  ( )نعوض فً العلاقة      أو        

 المطلوب:      علما  أنّ .            و            فٌها:     (  )الحسابٌة  لتكن المتتالٌة مثال:

ٌّن الحدود الثلاث السابقة. (1  ع

 (((    )))انتبه أنّ دلٌل البدء  . بدلالة     (  ), ثمّ اكتب عبارة    (  )ن أساس المتتالٌة عٌّ  (2

 .                احسب المجموع  (3

  الحل:

لكلا الطرفٌن    بإضافة العدد           ق ثلاث حدود متعاقبة من متتالٌة حسابٌة فهً تحق   و    و    نلاحظ أنّ  (1

فً المعادلات    . نعوض قٌمة     ومنه:       أنّ فنجد            وفرضاً              

 المفروضة:

                 ( ) 

         ( ) 

 :( )فً العلاقة  ( )ض العلاقة بتعوٌ

  (    )    (  )
          (    )(    )    

 .     وهذا مرفوض حسب الفرض لأنّ      لنجد أنّ  ( )نعوض فً العلاقة      ومنه: إما 

 .     وهذا مقبول حسب الفرض لأنّ      لنجد أنّ  ( )نعوض فً العلاقة      أو        

2)  

      (   )        (   )            

(   )      أيّ:   (   )      تكتب وفق القانون    عبارة       . 

  التالً : ب    و مقدار القفزة      و دلٌل الحد الأخٌر     دلٌل الحد الأول  (3
    

 
    . 

ℓوقٌمة الحد الأخٌر        قٌمة الحد الأول   ومنه:    وعدد الحدود مما سبق         

  
 (   )

 
 

 (    )

 
     

 

 المتتالٌة الهندسٌة.
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 . أٌاً كان العدد الطبٌعً           التدرٌجٌة وتحققت العلاقة   إذا وجد عدد حقٌقً  متتالٌة هندسٌة    (  )نقول إنّ المتتالٌة 

 .   (  ) أساس المتتالٌة الهندسٌة  وٌسمى العدد 

  ⏞
  

  ⏞
  

  ⏞
  

   ⏞
  

  ⏞
  

   ⏞
  

     
 

 
 

 

 
 

  

 
  

    

  
       

 ة معطاة هً متتالٌة هندسٌة ٌمكن أن نبرهن أن ناتج قسمة أي حدٌن متتالٌٌن هو عدد ثابت أيّ رهان أنّ متتالٌلب
    

  
  . 

  فإنّ     حٌث   و   العلاقة بٌن أي حدٌن أٌاً كان العددان الطبٌعٌان       
   . 

  عبارة(  )    
      وفق: تعطى   بدلالة  

 هو دلٌل البدء.   حٌث        

.   المعرفة وفق:     (  )أثبت أنّ المتتالٌة  مثال:
 

 
/
 

 متتالٌة هندسٌة ثمّ عٌن اساسها. 

 الحل:

     (
 

 
)
   

 (
 

 
)
 

 (
 

 
)
 

 
 

 
   

    

  
 

 

 
 

  متتالٌة هندسٌة أساسها     (  )إذا 
 

 
. 

ٌّن       و      متتالٌة هندسٌة فٌها     (  )لتكن  مثال:  . بدلالة     (  ), ثمّ اكتب عبارة  ع
 

 الحل:

       
           

                      

 

 بالإستفادة من العلاقة السابقة:   علٌنا اٌجاد   بدلالة     (  )لكتابة عبارة 

     ( )               

 تكتب وفق:  بدلالة     (  )ومنه عبارة 

      
      ( )  

 :ع حدود متوالٌة من متتالٌة هندسٌةجموم

 كان:     علماً أنّ    واخَرها من حدود متتالٌة هندسٌة أساسها  حداً متتالٌاً أولها   مجموع   إذا كان 

    
    

   
 

 فً ما سبق تعلمنا طرٌقة حساب عدد الحدود  . 

  :ملاحظة هامة جدا  

 وٌصبح القانون بالشكل:   عندها عندما نعوض قٌمة الأساس نعوضه بالشكل   أيّ عندها  لٌن تكون متساوٌةٌل كل حدٌن متتاالقفزة بٌن دل

    
  (  ) 

    
 

 عدد الحدود وتعلمنا كٌف نحسبه عند وجود قفزة معٌنة بٌن دلٌل كل حدٌن وفً ما ٌلً أمثلة توضح ما تكلمنا عنه:  حٌث 
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 الثانٌة(     )دورة عام . المطلوب:     فٌها     متتالٌة هندسٌة أساسها     (  ) مثال:

 .                ثمّ احسب المجموع    احسب 

  الحل:

       
          ( )                

 ومنه:          وعدد الحدود     والأساس        ٌمة الحد الأول ق

    
    

   
     

  ( ) 

   
     

   فٌها     متتالٌة هندسٌة أساسها     (  ) مثال:
 

 
 . المطلوب:

 .                 احسب المجموع  -1

 .                ثمّ احسب المجموع    احسب  -2

 بطرٌقتٌن.                 احسب المجموع  -3

  الحل:

   ومنه عدد الحدود      فٌه     المجموع  -1
    

 
      وقٌمة أول حد      

 

 
 ومنه : 

      
  (   ) 

     
 

 

 
 

  (  ) 

    
 

    

 
 

      متتالٌة هندسٌة فهً تحقق     (  )بما أنّ المتتالٌة  -2
 نضع:   ومنه لحساب     

      
    

 

 
     

   ومنه عدد الحدود      فٌه     المجموع إذاً 
   

 
 ومنه :        وقٌمة أول حد      

      
  (   )  

     
   

  (  ) 

    
     

 :الطرٌقة الأولى -3

     وقٌمة أول حد             عدد الحدود فٌه   المجموع 
 

 
 ومنه : 

    
    

   
 

 

 
 

  ( )  

   
 

    

 
 

 :الطرٌقة الثانٌة

 أيّ    و   هو ناتج جمع المجموعٌن   نلاحظ أنّ المجموع 

        
    

 
     

        

 
 

    

 
 

 هامة جدا :ملاحظة 

 سٌة فهذه الحدود الثلاث تحقق العلاقات:ثلاث حدود متعاقبة من متتالٌة هند  و   و   إذا كان لدٌنا 
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 . و   و   . عٌن           و          ثلاث حدود متعاقبة لمتتالٌة هندسٌة تحقق:   و   و   لٌكن  مثال:

         كلا الطرفٌن   ضرب بالعدد ن       ثلاث حدود متعاقبة من متتالٌة هندسٌة فهً تحقق   و   و   بما أنّ  الحل:

 فً المعادلات المفروضة:  . نعوض قٌمة     ومنه:   (  )   أنّ فنجد             وفرضاً 

               ( ) 

         ( ) 

 :( )فً العلاقة  ( )بتعوٌض العلاقة 

 (    )                   (   )(    )    

 .    لنجد أنّ  ( )نعوض فً العلاقة     ومنه: إما 

 .   لنجد أنّ  ( )نعوض فً العلاقة      أو        

 :تذكرة بسٌطة للإثبات بالتدرٌج

ولإثبات صحة      والتً نرغب بإثبات صحتها أٌاً كان   التً تتعلق بالعدد الطبٌعً  ( ) مبدأ الأثبات بالتدرٌج : نكتب الخاصة 
 نتبع الخطوات: ( ) 

 (  ونثبت أنه القضٌة صحٌحة من أجل    العدد   , أي )نعوض بدل كل     نثبت صحة الخاصة من أجل  -1
      من أجل  ( ) نفرض صحة القضٌة  -2
      من أجل  (   ) نبرهن صحة القضٌة  -3

ب

   تدرب صفحة 

 :الأول السؤال

   لٌكن 
  

 متتالٌة هندسٌة وجد أساسها .     (  ). أثبت أنّ المتتالٌة ℕ  فً حالة      

     نوجد  الحل:
    

    
 

    

      
 

 

 
 

  

    
 

 

 
    

  ة هندسٌة أساسها متتالٌ     (  )ومنه المتتالٌة 
 

 
 

 :الثانً السؤال

 الأسئلة الاتٌَة تتعلق بمتتالٌات حسابٌة أو هندسٌة:

 .   احسب        و       متتالٌة حسابٌة فٌها      (  ) -1

 حسابٌة فهً تحقق:    (  )المتتالٌة  الحل:

     (   )        (   )  

                

 نعوض بنفس العلاقة السابقة:    ولحساب 

       (    )     (  )(   )       
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   متتالٌة هندسٌة فٌها      (  ) -2
 

    
    و  

  

    
 .   احسب  

 فهً تحقق: هندسٌة    (  )المتتالٌة  الحل:

      
           

     

  

    
 

 

    
      (

  

  
)
 

   
  

  
 

 

 نعوض بنفس العلاقة السابقة:    ولحساب 

        
      

  

    
(
  

  
)
  

 

 ٌقبل دون حساب فً هذه الحالة. 

            , واستنتج قٌمة المجموعٌن  بدلالة    احسب       وفٌها    متتالٌة حسابٌة أساسها      (  ) -3

 .                و 
 

 نطبق:  بدلالة    حسابٌة لكتابة عبارة     (  )المتتالٌة  الحل:

      (   )        (   )                  

  المجموعحساب            : 

(  )        و قٌمة الحد الأول      عدد الحدود  ℓوقٌمة الحد الأخٌر       
 

      (  )  ومنه:      

   
  (     )

 
 

 (     )

 
     

  المجموعحساب                : 

ℓوقٌمة الحد الأخٌر          و قٌمة الحد الأول             عدد الحدود 
 

      (  )  ومنه:      

   
  (     )

 
 

  (     )

 
     

        , واستنتج قٌمة المجموعٌن  بدلالة    احسب       وفٌها    اسها أس متتالٌة هندسٌة     (  ) -4
 .                و    

 نطبق:  بدلالة    هندسٌة لكتابة عبارة     (  )المتتالٌة  الحل:

                 (  )       ( )    

  المجموعحساب           : 

 ومنه:         وقٌمة أول حد:     و الاساس            عدد الحدود 

     
     

   
    

  ( )  

   
       

  المجموعحساب               : 

   دود عدد الح
    

 
 ومنه:         وقٌمة أول حد:         و الاساس      
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  (  )  

    
    

  ( )  

   
 

 

 
(    ) 

 .              احسب       وفٌها     متتالٌة حسابٌة أساسها      (  ) -5

 ومنه:  (   )      بالأستفادة من      و     متتالٌة حسابٌة لحساب المجموع ٌجب حساب أولاً      (  )لأنّ  الحل:

       (    )(  )            

        (     )(  )              

 ومنه:            وقٌمة اخَر حد           قٌمة أول حد و               عدد الحدود 

  
 (   )

 
 

   (       )

 
        

 .           احسب      وفٌها    متتالٌة هندسٌة أساسها      (  ) -6

      بالأستفادة من     ٌجب حساب أولاً  متتالٌة هندسٌة لحساب المجموع     (  )لأنّ  الحل:
 ومنه:    

     ( )     ( )    

 ومنه:        وقٌمة أول حد            عدد الحدود 

    
    

   
    

  ( ) 

   
      

  احسب المجموع  -7
 

 
   

 

 
   

 

 
       . 

 قد لا ٌتبٌن عند البعض نوع المتتالٌة السابقة لذلك نحاول كتابتها بصٌغة أخرى وذلك بالشكل: الحل:

  
 

 
   

 

 
   

 

 
          

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
   

  

 
 

  أساسها     (  )ومنه المجموع هو مجموع حدود متتالٌة حسابٌة لتكن 
 

 
   حدها الأول  

 

 
 وفق:  بدلالة    , فتعطى عبارة 

            
 

 
 

 

 
  

 فنجعل:   ولحساب عدد حدود السلسلة ٌجب حساب ٌجب حساب دلٌل الحد الذي قٌمته 

      
 

 
 

 

 
                 

 .      أيّ 

     وقٌمة أول حد             عدد الحدود 
 

 
 ومنه:         وقٌمة اخَر حد  

  
 (   )

 
 

  .
 
    /

 
     

 .       و             ها علما  أنّ متوالٌة من متتالٌة حسابٌة احسب ثلاث حدود  و   و    -8

         كلا الطرفٌن   نضرب بالعدد        لٌة هندسٌة فهً تحقق ثلاث حدود متعاقبة من متتا  و   و   بما أنّ  الحل:

 فً المعادلات المفروضة:  . نعوض قٌمة    ومنه:   ( )   أنّ فنجد            وفرضاً 

                     ( ) 
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        ( ) 

 :( )فً العلاقة  ( )بتعوٌض العلاقة 

 (       )                     

                  
    

   
          

   

 
                      

 ومنه:      و        و     حٌث          استخدام الدستور وب

       (    )   ( )(   )        √      

 ومنه إما :

  
  √ 

  
 

       

 
    

 أو:

  
  √ 

  
 

       

 
 

  

 
      

 

 .      لنجد أنّ  ( )نعوض فً العلاقة       ومنه: عندما

 .    لنجد أنّ  ( )نعوض فً العلاقة        أو         

 الثالث: السؤال

     و      متتالٌة معرفة تدرٌجٌا  وفق    (  )  
  

    
. 

 . أٌا  كان العدد الطبٌعً      تحقق أنّ  (1

   المعرفة بالعلاقة    (  ) أثبت أنّ المتتالٌة  (2
 

  
 متتالٌة حسابٌة. 

 .  استنتج عبارة  (3

  الحل:

 :لنثبت صحة الخاصة بالتدرٌج (1

  هً الخاصة  ( ) نفترض(    ). 

  صحٌحة لأنّ:  ( ) الخاصة(      ). 

  أيّ:  ( ) نفترض صحة الخاصة     ( )  . 

  أي لنبرهن  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة      . 

ومنه        لكلا طرفً المتراجحة نجد  ( )وأٌضاً بإضافة العدد      وجدنا  ( )من العلاقة 
  

    
لأنه ناتج قسمة عددٌن    

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. وبالتالً  (   ) أي أنّ        بالتالً  موجبٌن تماماً 

 هو عدد ثابت, بالتالً: (       )هً متتالٌة حسابٌة نثبت أنّ ناتج الفرق    (  ) لإثبات أنّ المتتالٌة  (2
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   وحدها الأول     أساسها  هً متتالٌة حسابٌة   (  ) إذاً المتتالٌة 
 

  
 .      أيّ          ومنه    

   لدٌنا  (3
 

  
   ومنه  

 

  
   بالعلاقة السابقة نجد    بتعوٌض عبارة  

 

   
 .  وهً عبارة  

 ادرس جهة اطراد كل من المتتالٌات الاتٌَة: الرابع: السؤال

1)    
 

                                             2 )   √                                 3 )   
    

   
 

4)    
 

    
                                        5 )   

    

   
                                   6 )   

 

    

7) {
                  
         

                               8 ){
    

     
 

 
  

                               9 ){
    

        
 

  الحل:

1)      
 

(   ) 
عندما ٌكبر مقام كسر ٌصغر بالتالً  

 

(   ) 
 

 

  
 متناقصة تماماً.    (  )فالمتتالٌة         أيّ  

        نحسب الفرق  أو
 

(   ) 
 

 

    
   (   ) 

  (   ) 
 

 (     )

  (   ) 
  

 (    )

  (   ) 
بالتالً     ولأنّ  

 (    )

  (   ) 
   

 ومنه 
 (    )

  (   ) 
 متناقصة تماماً.    (  )فالمتتالٌة           أيّ    

بحساب النسبة  بما أنّ حدود المتتالٌة موجبة تماماً أو 
    

  
 

 

(   ) 

 

  

 
  

(   ) 
بالتالً   (   )   ولأنّ  

  

(   ) 
 أيّ    

    

  
 متناقصة تماماً.    (  )فالمتتالٌة    

( ) ونتأمل التابع     (  )من أجل المتتالٌة أو   
 

( )  . عندها + * ℝعلى  واشتقاقً المعرف     
  (  )

    
 

, ومنه فً   

( )  ٌكون     حالة   .تماماً  متناقصة    (  )فالمتتالٌة  ,    ,على المجال  تماماً  متناقص   التابعأيّ أنّ    

2)      √ (   )  وبحساب الفرق:     √   

        √     √     
(√     √    )(√     √    )

√     √    
 

     (    )

√     √    
 

        
 

√     √    
  

 متزاٌد تماماً.    (  )إذاً المتتالٌة 

بما أنّ حدود المتتالٌة موجبة تماماً بحساب النسبة  أو 
    

  
 

√    

√    
 √

    

    
 √

(    )  

    
 √  

 

    
ولأنّ بالتالً  

√  
 

    
أيّ    

    

  
 .متزاٌدة تماماً     (  )فالمتتالٌة    
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( ) ونتأمل التابع     (  )من أجل المتتالٌة أو   0المعرف على      √ 
 

 
 1واشتقاقً على  0   

 

 
. عندها   0   

  ( )  
 

 √    
( )  ٌكون     , ومنه فً حالة      (  )فالمتتالٌة  ,    ,على المجال  تماماً  متزاٌد   التابعأيّ أنّ    

 متزاٌدة تماماً.

 سنكتفً بالأمثلة الباقٌة بذكر طرٌقة واحدة فقط.

     نوجد  (3
 (   )  

(   )  
 

    

   
 الفرق:نحسب  

        
    

   
 

    

   
 

(   )(    )  (   )(    )

(   )(   )
 

           (           )

(   )(   )
 

        
 

(   )(   )
 

 بالتالً    ولأنّ 
 

(   )(   )
 متزاٌدة تماماً.    (  )فالمتتالٌة           أي    

( ) ونتأمل التابع     (  )من أجل المتتالٌة  (4  
 

    
( )  . عندها ℝالمعرف واشتقاقً على    

   

(    ) 
    , ومنه فً حالة 

( )  ٌكون   . متناقصة أٌاً كان العدد الطبٌعً     (  )فالمتتالٌة  ,    ,على  متناقص   التابعأيّ أنّ    

     نوجد  (5
 (   )  

(   )  
 

    

   
 , وبحساب الفرق:

        
    

   
 

    

   
 

(   )(    )  (   )(    )

(   )(   )
 

            (          )

(   )(   )
 

         
 

(   )(   )
 

(   )(   )فإنّ     من أجل   .بالتالً    
 

(   )(   )
/  متناقصة تماماً.    (  )فالمتتالٌة           أي    

     نوجد  (6
   

      
   

      
 , وبحساب النسبة:

    

  
 

   
      

 
   

 
(   )   

       
 

   

   
 

بالتالً         فإنّ     من أجل 
   

   
أي    

    

  
 متناقصة تماماً.    (  )فالمتتالٌة    

 متناقصة تماماً.    (  )فالمتتالٌة           أي            بالتالً           لدٌنا  (7

 متتالٌة حسابٌة أساسها سالب فً متتالٌة متناقصة تماماً.    (  )نلاحظ أنّ  أو 

     لدٌنا  (8
 

 
بالتالً    

    

  
 

 

 
أي  

    

  
 صة تماماً.متناق    (  )فالمتتالٌة    

 فً متتالٌة متناقصة تماماً. متتالٌة هندسٌة حدودها موجبة وأساسها أصغر من الواحد    (  )نلاحظ أنّ  أو 

بالتالً          لدٌنا  (9
    

  
أي    

    

  
 متزاٌدة تماماً.    (  )فالمتتالٌة    

 تماماً. متتالٌة هندسٌة حدودها موجبة وأساسها أكبر من الواحد فً متتالٌة متزاٌدة    (  )أنّ نلاحظ  أو 
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 البرهان بالتدرٌج, أو بالاستقراء الرٌاضً

 :درٌج ونعٌد ذكرها الانَ, ومن ثمّ شرح مفصل لهذه الفقرةذكرنا فً ما سبق خطوات استعمال الإثبات بالت

 .    والتً نرغب بإثبات صحتها فً حالة   التً تتعلق بالعدد الطبٌعً  ( ) الخاصة  ف وبوضوحعرّ ٌجب أنّ نُ  -1

 الخاصة صحٌحة.   ونثبت أنّهُ من أجل    العدد   , أيّ نعوض بدل كل     نثبت صحة الخاصة السابقة فً الحالة القاعدٌة  -2

صحٌحة كانت الخاصة  (   ) , فإذا كانت الخاصة (   ) خاصة صحٌحة, ونبرهن صحة ال ( ) نفرض أنّ الخاصة  -3

 صحٌحة. ( ) 

 متى نستعمل البرهان بالتدرٌج؟ 

  إثبات صحة مساواة أو متراجحة.:الحالة الأولى 

              أثبت صحة العلاقة:      أٌا  كان مثال:
  (   ) 

 
. 

  :الحل

              0هً الخاصة  ( )  نفرض
  (   ) 

 
1. 

   صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 
  (   ) 

 
. 

              0   ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 
  (   ) 

 
1. 

  (   )              أي لنبرهن  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 
(   ) (   ) 

 
. 

              0 ( )انطلاقاً من 
  (   ) 

 
 للطرفٌن عندها:  (   )بإضافة المقدار  1

              (   )  
  (   ) 

 
 (   )  

 
  (   )   (   ) 

 
  

 
(   ) ,    (   )-

 
 

 
(   ) ,       -⏞        

          (   ) 

 
 

 
(   ) (   ) 

 
 

              (   )  
(   ) (   ) 

 
  

 .   صحٌحة أٌاً كان  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 
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}المعرفة وفق:     (  )نتأمل المتتالٌة  مثال:
   

 

 

     (    )   
أٌا  كان        . أثبت مستعملا الإثبات بالتدرٌج أنّ 

 الثانٌة(     )دورة . العدد الطبٌعً 

  :الحل

 .(      )هً الخاصة  ( ) نفرض 

     صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 
 

 
  . 

 .(      )   ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .(        )أي لنبرهن  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 :من الأطراف ( )بطرح المقدار  (      ) ( )انطلاقاً من 

         

 أي:      (    )  للأطراف لنجد  ( )إضافة المقدار  ومن ثمّ     (    )  بتربٌع الأطراف نجد 

         

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) ومنه 

  :معرف وفق   بالاستفادة من اطراد تابع الحالة الثانٌة      (  ). 

     المعرفة بالعلاقة التدرٌجٌة:     (  )نتأمل المتتالٌة  مثال:
  

 
 

 

  
 الأولى(     )دورة  . والمطلوب:   عند كل          

( ) أثبت أنّ التابع  (1  
 

 
 

 

 
 .,    ,متزاٌد تماما  على المجال  

 . لطبٌعً أٌا  كان العدد ا          أثبت بالتدرٌج أنّ  (2

  الحل:

( )  ومنه  ,    ,اشتقاقً على المجال    (1  
 

 
 

 

   
    

    
(   )(   )

( )  ٌكون     وعندما      ونلاحظ أنّ    

  ( )  .,    ,المتزاٌد تماماً على المج  فالتابع  + *ولا ٌنعدم إلّا عند العدد ,    , على المجال    

 .(         )   ( )هً الخاصة  ( ) نفرض  (2

   لدٌنا  
 

 
 

 

 
 

  

 
     صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة فتكون  

  

 
     . 

 .(         )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .            أي لنبرهن صحة (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 فإنّ:,    , متزاٌد تماماً على المجال   ولأنّ           حٌث  ( )انطلاقاً من الخاصة 

 ( )   (    )   (  )  

(  ) لدٌنا  (    ) و        ( ) وأٌضاً         
 

 
 

 

 
 , ومنهُ:  

            

 . كان العدد الطبٌعً صحٌحة أٌاً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 
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  ٌكون مضاعف لعدد معلوم.  إثبات أنّ عدد بدلالة : الثالثةالحالة 

 .  دمضاعف للعد     كان   أثبت بالتدرٌج أنّه مهما كان العدد الطبٌعً  مثال:

  :الحل

 (.  مضاعف للعدد      وهً تكافئ العبارة )أنّ العدد   ℕ  أٌاً كان    (        ) هً الخاصة ( ) نفرض 

 . من مضاعفات العدد   والعدد            صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 .(       )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 . دد من مضاعفات الع (      )أي لنبرهن أنّ العدد  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 , ومنه:             نجد  (   ) انطلاقاً من الخاصة 

       (      )        (    )⏟    
  

             (    ) 

 . وهو عدد من مضاعفات العدد            فنجد أنّ         وبفرض أنّ 

 . كان العدد الطبٌعً حة أٌاً صحٌ ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 

 . العدد الطبٌعً أٌا  كان    دمضاعف للعد     أثبت بالتدرٌج أنّ العدد  مثال:

  :الحل

 (.  مضاعف للعدد      )أنّ العدد  العبارة وهً تكافئ ℕ  أٌاً كان  (       ) هً الخاصة ( ) نفرض 

 . العدد من مضاعفات   والعدد        صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 .(       )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 . من مضاعفات العدد  -(   )  (   ), أنّ العدد أي لنبرهن (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

(   )  (   )نجد  (   ) الخاصة  انطلاقاً من  نجد , بالإصلاح                

(   )  (   )  , ومنه:            

(   )  (   )        ⏟  
  

  (    )       (    )   (      ) 

(   )  (   )فنجد أنّ           وبفرض أنّ   . وهو عدد من مضاعفات العدد      

 .    صحٌحة أٌاً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   )  أي أنّ 

  إثبات إطراد متتالٌة بالتدرٌج.: الرابعةالحالة 

}المعرفة وفق:     (  )نتأمل المتتالٌة  مثال:
   

 

 

     (    )   
    (  )المتتالٌة  . أثبت مستعملا الإثبات بالتدرٌج أنّ 

 (حل بطرٌقة أسهل حسب الطلب الذي سبقه بالتمرٌنفهً تُ  دون حصر طرٌقة الإثبات بالتدرٌجولكن  الثانٌة     )دورة  متناقصة.

 . أٌاً كان العدد الطبٌعً  (       )هً الخاصة  ( ) نفرض 

   صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 
 

 
 

 

 
   . 

 .(       )      ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .          أي لنبرهن أنّ  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 من الأطراف: ( )بطرح المقدار  (       ) ( )انطلاقاً من 
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    (    )    (      )اف لنجد للأطر ( )ومن ثمّ إضافة المقدار   (    )  (      )بتربٌع الأطراف نجد 

 أي:

          

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) ومنه 

  علاقة الاشتقاق من مرتبة إثبات  :الخامسةالحالة . 

( ) ع للتاب  أنّ المشتق من المرتبة  أثبت مستعملا  الإثبات بالتدرٌج مثال: ( ) ٌعطى بالشكل:         (  )    .
  

 
ٌا  أ /  

 .   كان 

( )( ) 0هً الخاصة ( ) نفرض   (  )    .
  

 
 .    أٌا 1/  

( )( ) صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة   (  )    .
 

 
  /          ( ). 

( )( ) )      ( )أي  ( ) حة الخاصة نفترض ص  (  )    .
  

 
  /). 

 أي لنبرهن أنّ: (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 (   )( )  (  )      (
(   ) 

 
  )  (  )      0

 

 
 .

  

 
  /1  (  )   .    .

  

 
  // 

 أي لنثبت:

 (   )( )  (  )      .
  

 
  / 

( )( ) ) ( ) العلاقة انطلاقاً من  (  )    .
  

 
 ونشتقها: (/  

[ ( )( )]
 
  (   )( )       .

  

 
  /  0    .

  

 
  / (  )1 (  )  (  )      .

  

 
  / 

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) ومنه 

   تدرب صفحة 

 .                المقدار     نعرف فً حالة عدد طبٌعً  الأول: السؤال

 . و    بدلالة      . ثمّ عبر عن   و    و    و    احسب  (1

   لدٌنا:     أثبت بالتدرٌج أنه فً حالة أٌة عدد طبٌعً  (2
 (   )(    )

 
. 

  الحل:

 .                 , أخٌراً               , كذلك            , ثمّ        لدٌنا  (1

 بالشكل:     وتعطى 

                  ⏟              
  

 (   )     (   )  

   0هً الخاصة  ( ) نفرض  (2
 (   )(    )

 
1. 

   صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 
 (   )(   )

 
  . 
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   0   ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 
 (   )(    )

 
1. 

     أي لنبرهن  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 
(   )(   )(    )

 
  

     نجد  ( )وبالإستفادة من العلاقة   (   )        من الطلب الأول وجدنا أنّ 
 (   )(    )

 
 , ومنه: (   ) 

     
 (   )(    )

 
 (   )  

 (   )(    )   (   ) 

 
 

(   )(          )

 
 

 
(   )(        )

 
 

(   )(           )

 
 

(   ),  (   )   (   )-

 
 

 
(   )(   )(    )

 
 

 .(   )عن طرٌق القسمة الأقلٌدٌة بتقسٌمه على  (        )ملاحظة: نستطٌع تحلٌل المقدار 

 .   صحٌحة أٌاً كان  ( ) الً صحٌحة. بالت (   ) أي أنّ 

 ( ) . أثبت أنّ المتراجحة       (   )إلى المتراجحة  ( ) نرمز   . فً حالة عدد طبٌعً     لٌكن  :الثانً السؤال

 . محقّقة أٌا  كان العدد الطبٌعً 

 ملاحظتان هامتان تخص السؤال السابق:

 للمتراجحةالكبٌر من الطرف سالب نستطٌع حذف مقدار  للمتراجحة الصغٌرن الطرف م موجبنستطٌع حذف مقدار  الملاحظة

 مثال بسٌط

      ⏞
مقدار موجب

⏟      
الطرف الصغٌر

 

 نستطٌع كتابة المتراجحة على الشكل:    بالتالً لأنّ 
     

ونلاحظ أنّه لا ٌمكن دائماً حذف المقدار السالب لأنّ المتراجحة قد 
 تصبح خاطئة

   ⏞
مقدار سالب

⏟    
لطرفا الكبٌر

   

 نستطٌع كتابة المتراجحة على الشكل:     بالتالً لأنّ 
    

لأنّ   ٌمكن دائماً حذف المقدار الموجبونلاحظ أنّه لا
 .المتراجحة قد تصبح خاطئة

 

  الحل:

-   (   ),صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة   ,      -. 

 .(      (   ))      ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .(   )       (   )أي لنبرهن أنّ العدد  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 نجد:     علماً أنهُ مقدار موجب لأنّ  (   )بضرب الطرفٌن بالمقدار  (      (   )) ( )انطلاقاً من 

(   )    (    )(   ) 

            

    (   )     ⏟
مقدار موجب

 

 وهً واقعة بالطرف الصغٌر للمتراجحة إذاً نستطٌع إزالتها من المتراجحة دون التأثٌر على جهة التراجح أي نكتب:      ولأنّ 

(   )       (   )         (   ) 

 بالتالً:

(   )       (   ) 

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) بالتالً  صحٌحة. (   ) ومنه 
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 ملخص الإثبات بالتدرٌج

ونثبت    العدد   كل  أي نعوض بدلهو حد البدء    حٌث  (  ) ثمّ نثبت صحة الخاصة  ,( ) المطلوب إثباتها بالرمز  نرمز للخاصّة

 .(   ) ونبرهن صحة الخاصة  ( ) (, أخٌراً نفرض صحة الخاصة     أو      )غالباً  من أجله أنّ القضٌة صحٌحة

  (   )  الإثبات بالتدرٌج وكٌف نثبت صحة الخاصة حالات

  الاشتقاق من المرتبة  إثبات إطراد متتالٌة مقدار مضاعف لعدد معادلة أو متراجحة

من نص  ( ) نرمز للخاصة 

السؤال وفق المعادلة أو 

لمطلوب إثباتها. المتراجحة ا

من الخاصة  الإثبات ٌكون انطلاقاً 

ومن ثمّ بإجراء العملٌات  ( ) 

الحسابٌة لكلا طرفً المعادلة أو 

المتراجحة كالضرب بعدد أو 

إضافة عدد ...الخ وبالاستفادة من 

أنّه ٌمكننا حذف مقدار سالب من 

طرف المتراجحة الكبٌر, و أٌضاً 

ٌمكننا حذف مقدار موجب من 

 المتراجحة الصغٌرطرف 

للوصول إلى الخاصة 

عندها نكون قد أثبتنا  (   ) 

 .صحتها

بأنها  ( ) نرمز للخاصة 

معادلة الطرف الأول طرفً 

المقدار المطلوب إثباته أنّه 

مضاعف لعدد والطرف الثانً 

  ذاك العدد مضروب بالعدد 

الإثبات ٌكون  ℕ  حٌثُ 

 (   ) انطلاقاً من الخاصة 

 ( ) لة إظهار الخاصة ومحاو

والاستفادة منها ومن ثمّ سٌتحقق 

هً عبارة عن  (   ) أنّ 

مجموعٌن غالباً )أو أكثر( احداها 

والباقً  ( ) ٌكون الخاصة 

منها ٌكون مضاعف للعدد 

المفروض بإخراج العدد عامل 

 صحة مشترك نكون قد أثبتنا

 .(   ) الخاصة 

وفق  ( ) نرمز للخاصة 

لإطراد أي  على سبٌل شرط ا

المثال ) المتتالٌة متناقصة 

هً  ( ) بالتالً الخاصة 

وهكذا...(         تحقق 

الإثبات ٌكون انطلاقاً من 

ومن ثمّ  ( ) الخاصة 

التركٌٌز بالعمل ٌكون على 

   الطرف الذي ٌحوي 

     للوصول فٌه إلى عبارة 

لكلا  بإجراء العملٌات الحسابٌة

طرفً المتراجحة كالضرب 

 بعدد أو إضافة عدد ...الخ

ٌكون قد      وعند إظهار 

     أظهرنا بالطرف المقابل 

 صحة عندها نكون قد أثبتنا

 .(   ) الخاصة 

من نص  ( ) نرمز للخاصة 

السؤال وفق المعادلة المطلوب 

الإثبات ٌكون انطلاقاً من إثباتها, 

نقوم باشتقاقها وفق  ( ) الخاصة 

القواعد التً نعرفها لنصل إلى 

فنكون قد  (   ) الخاصة 

 أثبتنا صحتها.

 (  )      معرف وفق    اطراد تابع بالاستفادة من

    (  )تُعرّف متتالٌة 
 اماً على المجال المدروسة فٌه المتتالٌة.مطرد تم هُ ونثبت أنّ  ( ) بالعلاقة التدرٌجٌة وعلى أساسها نعرف التابع  

ومن ثمّ بأخذ صور  ( ) الإثبات ٌكون انطلاقاً من الخاصة من نص السؤال وفق المتراجحة المطلوب إثباتها.  ( ) نرمز للخاصة 

( تماماً عندها تُقلب إشارات التراجح متناقص  متزاٌد تماماً عندها تبقى إشارات التراجح كما هً, أمّا إذا كان   إذا كان التابع ) الأطراف

(  ) وعلماً أنّ  بالاستفادة من أنّه ٌمكننا حذف مقدار سالب من طرف المتراجحة الكبٌر, و أٌضاً ٌمكننا حذف مقدار موجب , ثمّ      

 عندها نكون قد أثبتنا صحتها. (   ) من طرف المتراجحة الصغٌر للوصول إلى الخاصة 
 

 

 هىانت
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    تمرٌنات ومسائل الوحدة الأولى الصفحة

ٌّن أي المتتالٌات  :الأول التمرٌن .(   معٌنّ  مطّردة )ربما بدءا  من حدّ     (  )ب

1)                                        2 )   
   

   
                                    3 )      

4)    . 
 

 
/
 

                                     5 )     
 

  
                              6 )   

  

  
 

7)      
 

 
   

 

  
                         8) {

    

     
 

 
    

                    9 ){
    

     
 

 
    

 

  الحل:

(   )          بحساب الفرق  (1    (     )      , ومنه نجد أنّ               

 . أٌاً كان العدد الطبٌعً  متناقصة تماما    (  ), إذاً المتتالٌة       

( ) ونتأمل التابع     (  )ل المتتالٌة من أج (2  
   

   
( )  . عندها +  * ℝالمعرف واشتقاقً على    

 (   )  (   )

(   ) 
 ومنه, 

  ( )  
 

(   ) 
( )  ٌكون     فً حالة  .     (  )الٌة فالمتت ,    ,على المجال  تماماً  متزاٌد   التابعأيّ أنّ    

 . أٌاً كان العدد الطبٌعً  تماماً  متزاٌدة

بما أنّ حدود المتتالٌة موجبة تماماً نطبق  (3
    

  
 

    

   
    

وبما أنّ      
    

  
 متزاٌدة تماماً.    (  )فالمتتالٌة      

   و       و       لاثة الأولىالحدود الث بحساب (4
 

 
    و  

 

  
إذاً  (                   ). نلاحظ أنّ 

 غٌر مطّردة.    (  )المتتالٌة لٌست متزاٌدة ولا متناقصة بالتالً المتتالٌة 

( ) بع ونتأمل التا    (  )من أجل المتتالٌة  (5    
 

( )  . عندها + * ℝالمعرف واشتقاقً على       
 

فً حالة  ومنه,   

( )  ٌكون       .   أٌاً كان  تماماً  ناقصةمت    (  )فالمتتالٌة  ,    ,على المجال  تماماً  متناقص   التابعأيّ أنّ    

ماً نطبق بما أنّ حدود المتتالٌة موجبة تما (6
    

  
 

(   ) 

(   ) 

  

  

 
(   )    

(   )      
(   )    

(   )       
   

ٌتحقق     وفقط عندما    

    

  
 

   

 .   ن متناقصة أٌاً كا    (  )بالتالً المتتالٌة       

}نلاحظ أنّ  (7
       

 

 
   

 

   
 

    

     
 

 
   

 

  
         

        ومنه  
 

        أي      
 

    (  )إذاً المتتالٌة        

 . متزاٌدة تماماً أٌاً كان العدد الطبٌعً 

   و       الحدود الأولى بحساب (8
 

 
( ) ثابتة أٌاً كان     (  )إذاً المتتالٌة  (          )نلاحظ أنّ      

   . 

   و      بحساب الحدود الثلاثة الأولى  (9
 

 
( )    

 

 
   و  

 

 
.
 

 
/    

  

 
ذا نلاحظ أنّ إ (        )ومنه  

 متزاٌدة تماماً من أجل الحدود ولنثبت ذلك بالتدرٌج:    (  )المتتالٌة 

 . أٌاً كان العدد الطبٌعً متزاٌدة تماماً(     (  )والتً تكافئ )المتتالٌة  (       )هً الخاصة  ( ) نفرض 

   صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 
 

 
     . 

 .(       )      ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .         أي لنبرهن أنّ  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 
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بضرب طرفً المتراجحة بالعدد  (       ) ( )انطلاقاً من 
 

 
 نجد:علماً أنّ مقدار موجب  

 

 
     

 

 
   

لطرفً المتراجحة نجد   العدد بإضافة 
 

 
       

 

 
 بالتالً نجد:      

          

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) ومنه 

 . متزاٌدة تماماً أٌاً كان العدد الطبٌعً     (  )أيّ أنّ المتتالٌة 

 .  فً حالة أي عدد طبٌعً غٌر معدوم            و      معرفة وفق     (  )المتتالٌة  الثانً: التمرٌن

نْ عبارة    و    و    و    و    احسب  (1  . بدلالة    ثمّ خمِّ

رْ عن    عند كل      بحساب عبارة  (2  . دلالة ب   , عبِّ

  الحل:

1)  

     

               

                

                 

                   

                

 طرٌقة أولى:

 )تخمٌن(: 

 هً:  بدلالة    ن أنّ عبارة ومنه نخمّ            و            و           و           

        

}نتبع الخطوات التالٌة علماً أنّ  طرٌقة ثانٌة:
   𝜆

          
: 

  بالصٌغة :     (  )نعرف متتالٌة       . 

 وفق:    نحسب العدد  
 

   
. 

  بدلالة     (  ), ثمّ نكتب عبارة    هً متتالٌة هندسٌة أساسها     (  )نثبت أنّ المتتالٌة . 

  حٌث:    (  )من عبارة     (  )نستنتج عبارة 

                     ( 
 )  

 

   
 

 هندسٌة :    (  ). ولنثبت أنّ المتتالٌة         (2

            (     )           (    )      

 تعطى وفق:  بدلالة     (  )ومنه عبارة            وحدها الأول       هندسٌة أساسها     (  )إذاً المتتالٌة 
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 تكتب وفق:  بدلالة     (  )ومنه عبارة 

                        

و    و    احسب  . عدد طبٌعً غٌر معدوم فً حالة            و      معرفة وفق     (  )المتتالٌة  :الثالث التمرٌن

 . بدلالة    ثمّ حدد   بدلالة    وخمّن عبارة    و    و    

  الحل:

                

                

                

                

                

 )تخمٌن(:

 هً:  بدلالة    ومنه نخمّن أنّ عبارة     (  )     و     (  )     و    (  )       

   (  )    

 بالتدرٌج:   نثبت صحة علاقة التخمٌن 

 . أٌاً كان العدد الطبٌعً  (   (  )   )هً الخاصة  ( ) نفرض 

 من فرض المسألة.     ذا محقق لأنّ وه      (  )    صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 .(   (  )   )      ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .     (  )     أي لنبرهن أنّ  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 ومنه:           لدٌنا 

      ((  )   )    (  )        (  )      

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) نه وم

 أثبت بالتدرٌج صحة الخاصتٌن الاتٌَتٌن: :الرابع التمرٌن

1)                    (   )    

2)         

  الحل:

 . عً أٌاً كان العدد الطبٌ (   (   )                   )هً الخاصة  ( ) نفرض  (1

( )  صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة   {
    

   (   )     
 .     وهذا محقق لأنّ  

 .(   (   )                   )      ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .   (   )  (   )(   )                   أي لنبرهن أنّ  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 لدٌنا: 

                   (   )(   )  (   )    (   )  (   )  

 (   ) (     )    (   )    

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) ومنه 
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( )  صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة   {
       

         
 .     وهذا محقق لأنّ  

 .(       )      ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .    (   )أي لنبرهن أنّ  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 :  ( )انطلاقاً من العلاقة  لدٌنا

        

(   )علماً أنّ  (   )نضرب الأطراف بالمقدار    : 

(   )        (   ) 

 :  نضٌف ونطرح 

(   )             (   )⏟            
مقدار موجب

    

 أي:

(   )     

 .  صحٌحة من أجل ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) ومنه 

     , لٌكن    فً حالة عدد طبٌعً  :الخامس التمرٌن
 

 
 

 

 
   

 

 
تالٌة . أثبت أنّ المت         و  

 متزاٌدة تماما .(  )

  الحل:

 ومنه:    علٌنا إٌجاد    لنحسب أولاً 

     
 

 
 

 

 
   

 

 
 

      
 

 
 

 

 
   

 

 
 

 

   
 

 

   
  

 

  
    

 

   
 

 

   
  

 

  
 

 ومنه:

             
 

   
 

 

   
  

 

  
    

 

   
 

 

   
  

 

  
 

 :    وبحساب 

     
 

   
 

 

   
  

 

  
 

 

    
 

 

    
 

   
 

   
 

 

   
  

 

  
 

 ومنه:

        
 

    
 

 

    
 

 

   
 

 

    
 

   

    
 

 

    
 

 

    
 

     (    )

(    )(    )
 

        
 

(    )(    )
   

 .   متزاٌدة تماماً أٌاً كان    إذاً المتتالٌة 
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ى هً ثلاثة حدود متعاقبة من متتالٌة هندسٌة, نرمز إل  و   و   . نعلم أنّ    ثلاثة أعداد حقٌقٌة و   و   و     :السادس التمرٌن 

 . هً ثلاثة حدود متوالٌة من متتالٌة حسابٌة. احسب   و    و    . كما نعلم أنّ  أساسها بالرمز 

  الحل:

 فهً تحقق: ثلاثة حدود متعاقبة من متتالٌة هندسٌة,  و   و   بما أنّ 

*               + 

 ٌة حسابٌة, فهً تحقق:ثلاثة حدود متوالٌة من متتال  و    و    وأٌضاً 

   
    

 
         

 فً العلاقة السابقة لنجد:  +               *نعوض 

 (  )         

 : , نقسّم الأطراف على العدد    ولأنّ 

                  (   )(   )    

 .   أو     ومنه إما 

 صُغ افتراضا  ثمّ تحقق من صحته. :السابع التمرٌن

  الحل:

. نهدف فً هذا التمرٌن إلى  عند كل عدد طبٌعً              و      المعرفة تدرٌجٌا  وفق     (  )نتأمّل المتتالٌة 

 . بدلالة    التعبٌر عن 

                    

                      

                        

                          

 )تخمٌن(:

ومنه                 و                      و                     

 هً:  بدلالة    نخمّن أنّ عبارة 

           

 بالتدرٌج:   نثبت صحة علاقة التخمٌن 

 . أٌاً كان العدد الطبٌعً  (          )هً الخاصة  ( ) نفرض 

 من فرض المسألة.     وهذا محقق لأنّ               صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 .(          )      ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .              أي لنبرهن أنّ  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 ومنه:             لدٌنا 

       (       )                             

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) ومنه 
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ة. :الثامن التمرٌن ٌّ  متتالٌة هندسٌة متخف

     و      المعرفة تدرٌجٌا  وفق     (  )لمتتالٌة نتأمّل ا
 

 
       . 

ٌّن كثٌر الحدود من الدرجة الثانٌة  (1 العلاقة التدرٌجٌة نفسها أي  ( )    التً حدّها العام     (  )بحٌث تحقق المتتالٌة   ع

     
 

 
 . أٌا  كانت         

 هً متتالٌة هندسٌة.         التً حدها العام     (  )أثبت أنّ المتتالٌة  (2

 . و   بدلالة    ثمّ    اكتب عبارة  (3

  الحل:

ٌُعطى بالصٌغة  (1 ( ) نعلم أنّ كثٌر الحدود من الدرجة الثانٌة       بالتالً  ( )    وفرضاً لدٌنا           

 أي: (   ) 

 

 
         (   )   (   )    

( )    ولكن   , نعوض بالعلاقة السابقة:         

 

 
(        )        (       )   (   )    

 

 
    

 

 
   

 

 
                        

 

 
           

 

 
            

 

 
          

(
 

 
     )    (

 

 
        )  

 

 
        

(  
 

 
 )    (     

 

 
 )   

 

 
        

 , ومنه:          بق أمثال الطرفٌن, أيّ نكتب الصفر بالشكل المعادلة السابقة صحٌحة, نطا

(  
 

 
 )    (     

 

 
 )   

 

 
               

 :ومنه

  
 

 
        

     
 

 
       ( )  

 

 
         

 
 

 
         

 

 
  ( )  (  )        

 ٌعطى بالعلاقة:   ر الحدود ٌومنه كث

 ( )           

 لدٌنا: (2
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     ولكن 
 

 
     وأٌضاً         

 

 
          بالتالً         

 

 
   

 

 
   

 

 
 ومنه: (     )

               
 

 
(     )  

 

 
   

  أساسها  هً متتالٌة هندسٌة   (  ) إذاً المتتالٌة 
 

 
. 

  لدٌنا  (3
 

 
( )    و      ونعلم أنّ          و     ( )   ( ) ومنه تُعطى        أيّ      

 بالشكل:  لة بدلا    (  ) عبارة 

      
  (   ) (

 

 
)
 

 

(   )   ونعلم أنّ          فإنّ          بما أنّ  .
 

 
/
 

( )    و    عبارة ومنه          

 : بدلالة    (  ) 

   (   ) (
 

 
)
 

          

 :التاسع التمرٌن

 . , أٌا  كان العدد الطبٌعً           التً تحقق    (  ) . نتأمل المتتالٌة    ونفترض أنّ   و   نُعطى عددٌن حقٌقٌن 

ٌّن تابعا   (1  .   أٌا  كانت قٌمة  (  )      ٌحقق   ع

( ) حلّ المعادلة  𝓵احسب  (2   . 

. ثمّ استنتج  و   و   بدلالة    متتالٌة هندسٌة, واستنتج    (  ) . أثبت أنّ 𝓵      حٌث    (  ) نعرف المتتالٌة  (3

 بدلالة هذه المُعاملات.  

  الحل:

( ) فٌكون      بفرض  (1 ( )  :ٌعطى بالعلاقة  فإنّ التابع            ولأنّ             . 

 حل المعادلة : (2

 ( )           

         (   )       
  

   
   

 ومنه:                    ومنه         نعلم أنّ  (3

             

 نعوض بالعبارة السابقة:        نّ فإ        بما أنّ 

      (    )                     (   )    

  من الطلب السابق علمنا أنّ 
  

   
 نعوض بالعبارة السابقة: 

         (   ) (
  

   
)                

           وحدّها الأول     متتالٌة هندسٌة أساسها    (  ) المتتالٌة 
 

   
 تُعطى وفق:  بدلالة    (  ) ومنه عبارة  

      
  (   

 

   
)   
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   .   نعوض         ومما سبق وجدنا أنّ 
 

   
/   و    

  

   
 فالعلاقة السابقة لنجد: 

   (   
 

   
)   

 

   
     

  
    

   
 

 

   
 

 :العاشر التمرٌن

}مُعرّفة بالتدرٌج وفق:     (  )نتأمل متتالٌة 
                                            

                       (   )
 

ٌّن عددٌن حقٌقٌن  (1  .    و       ٌحققان   و   ع

 . متتالٌة هندسٌة أساسها     (  )أثبت أنّ .            المتتالٌة     (  )لتكن  (2

 . متتالٌة هندسٌة أساسها     (  ). أثبت أنّ            ة المتتالٌ    (  )لتكن  (3

 . بدلاة    . ثمّ استنتج عبارة  بدلالة    و    عبّر عن  (4

  الحل:

 )ٌجوز أخذ العكس(.    و      لٌكن مثلاً   و   هما   وجداء ضربهما   عددان مجموعهما  (1

 ومنه:            فإنّ     بما أنّ  (2

                                 (        )      

 .   متتالٌة هندسٌة أساسها    (  ) المتتالٌة 

 ومنه:            فإنّ     بما أنّ  (3

                                 (        )      

 .   متتالٌة هندسٌة أساسها    (  ) المتتالٌة 

 تعطى وفق:  بدلالة    , أي عبارة    ولدٌنا                 ومنه              (4

      
          

 تعطى وفق:  بدلالة    , أي عبارة    ولدٌنا                 ومنه             

      
        

}لدٌنا 
           

    (   )     
}ومنه  

             

           
 , ثمّ بطرح العلاقة الأولى من الثانٌة:

           

 

 . بدلالة    وهً عبارة 

  ٌكون     و     عند اختٌار*                       +. 

 . و   ل إذا ورد بالامتحان النهائً سٌكون الطلب ضمن شرط معٌن ٌوضح قٌمة الأعداد بالنسبة للطلب الأو ملاحظة:

        لأنّ     و     عندها نستنتج أنّ  (   )مثلا الشرط 

 هو العدد الزوجً ضمن الخٌارات المتاحة.  لأنّ     و     عندها نستنتج أنّ هو عدد زوجً   العدد أو مثلاً ٌذكر أنّ 

 متراجحة تدرٌجٌة :عشر الحادي التمرٌن

ا  كان العدد الطبٌعً  (1 ٌّ   (   )     , أنّ:    ,  أثبت, أ

 .<<           إلى القضٌة >>  ( ) نرمز بالرمز  (2
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 صحٌحة عنده؟ ( ) , تكون  ما أصغر عدد طبٌعً غٌر معدوم  -1

ا  ك ( ) أثبت أنّ  -2 ٌّ  .   الذي ٌحقق الشرط   ان العدد الطبٌعً صحٌحة, أ

  الحل:

 صحٌحة.  (   )          لأنّ     صحٌحة من أجل    (   )    الخاصة  (1

 صحٌحة. ( (   )    )      ( ) أي أنّ الخاصة  من أجل  نفترض صحة الخاصة

 . (   )  (   ) أي لنبرهن أنّ     من أجل  ولنبرهن صحة الخاصة

 لدٌنا:

 (   )           

 , ومنه:      (   )           (   ) فإنّ   (   )    ولأنّ 

 (   )  (   )       

              

         

            

 (   )     (   )  

 ومنه:

 (   )  (   )  

 .   من أجل   (   )    صحٌحة بالتالً الخاصة   (   )  (   ) إذاً الخاصة 

2) 1-  

 غٌر محققة                    ( )     

 غٌر محققة                     ( )     

ٌرغ محققة                      ( )       

 غٌر محققة                      ( )     

 محققة                        ( )     

 محققة. ( ) هو أول عدد طبٌعً موجب تماماً تكون عنده     إذاً 

 صحٌحة. (          )أيّ  ( ) صحٌحة, نفرض صحة الخاصة  ( ) لأنّ الخاصة -2 (2

 . (   )            أي لنبرهن أنّ  (   ) رهن صحة الخاصة ولنب

 لدٌنا:

          

 , ومنه:(      )           فإنّ            ولأنّ 

      (      ) 

           

 : (   )      نضٌف ونطرح المقدار 

           (   )        (   )            

       (   )        (       )            
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       (   )                    

       (   )                

 , بالتالً:   من أجل                 المقدار و

           (   )                      (   )  

 أيّ أنّ:

           (   )  

 .   صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( )  الخاصة صحٌحة. بالتالً (   )  الخاصة ومنه

  :عشر الثانً التمرٌن

 <<.  (   )   >> إلى القضٌة  ( ) نرمز بالرمز 

 .( ) و  ( ) و  ( ) و  ( ) أتكون القضاٌا  (1

 .   ٌحقق الشرط   صحٌحة عند كل عدد طبٌعً  ( ) أثبت بالتدرٌج أنّ القضٌة  (2

  الحل:

1)  

 غٌر صحٌحة       (   )       ( )     

 غٌر صحٌحة       (   )       ( )     

 صحٌحة         (   )       ( )     

 صحٌحة         (   )       ( )     

 صحٌحة. ( (   )   )أيّ  ( ) صحٌحة, نفرض صحة الخاصة  ( ) لأنّ الخاصة  (2

 . (   )     أي لنبرهن أنّ  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 لدٌنا:

          

 , ومنه: (   )           فإنّ   (   )   ولأنّ 

      (   )  

            

        ⏟        
(   ) 

          

 , بالتالً:   من أجل            المقدار و

     (   )           (   )  

 أيّ أنّ:

     (   )  

 .   صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( )  الخاصة صحٌحة. بالتالً (   )  الخاصة ومنه

 . أثبت بالتدرٌج, صحة كل من الخواص الاتٌَة أٌاً كان العدد الطبٌعً  :عشر الثالث التمرٌن

 <<.  دمضاعف للعد<<       >>( 2 <<. مضاعف للعدد <<     >>  (1

 <<.  دمضاعف للعد<<           >> ( 4 <<. مضاعف للعدد <<      >>  (3
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  الحل:

 (.  مضاعف للعدد      وهً تكافئ العبارة )أنّ العدد  (        )هً الخاصة  ( ) نفرض  (1

 . من مضاعفات العدد   والعدد            صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 .(       )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 . من مضاعفات العدد  (      )أي لنبرهن أنّ العدد  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 , ومنه:             نجد  (   ) انطلاقاً من الخاصة 

        (    )                     (    ) 

 . وهو عدد من مضاعفات العدد             فنجد أنّ         وبفرض أنّ 

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 

 (.  دد مضاعف للع      وهً تكافئ العبارة )أنّ العدد  (        )هً الخاصة  ( ) نفرض  (2

 . من مضاعفات العدد   والعدد            صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 .(        )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

(   )  )أي لنبرهن أنّ العدد  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة   . من مضاعفات العدد  (  

(   )  نجد  (   ) انطلاقاً من الخاصة   , ومنه:           

          (    )                   (    ) 

(   )   فنجد أنّ         وبفرض أنّ   . وهو عدد من مضاعفات العدد        

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 

 (.  مضاعف للعدد       وهً تكافئ العبارة )أنّ العدد  (        )هً الخاصة  ( ) نفرض  (3

( )    صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة   .  من مضاعفات العدد  والعدد        

 .(        )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 . عفات العدد من مضا ((   )   (   ))أي لنبرهن أنّ العدد  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

(   )   (   ) نجد (   ) انطلاقاً من الخاصة   , ومنه:                 

                                             (        ) 

(   )   (   )فنجد أنّ             وبفرض أنّ   . عدد من مضاعفات العدد وهو      

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 

 (.  مضاعف للعدد       وهً تكافئ العبارة )أنّ العدد  (             )هً الخاصة  ( ) نفرض  (4

 . من مضاعفات العدد   والعدد                 صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 .(             )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 . من مضاعفات العدد  (          (   )  )أي لنبرهن أنّ العدد  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 , ومنه:                                  (   )  نجد  (   ) انطلاقاً من الخاصة 

                 (       )                                      

 . (       )         (   )  ومنه: 

 . لعدد وهو عدد من مضاعفات ا            (   )  فنجد أنّ            وبفرض أنّ 

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 
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 .ℕ  , فً حالة ( ) << بالرمز      العدد   >> ٌقسُم العدد نرمز إلى القضٌة  :عشر الرابع التمرٌن

 صحٌحة. (   ) عندئذ  , كانت صحٌحة عند قٌمة للعدد  ( ) أثبت أنّه إذا كانت القضٌة  (1

 ؟ برّر إجابتك.ℕصحٌحة على  ( ) ( أتكون القضٌة 2

  الحل:

 .(        )أي  ℕ  من أجل  ( ) نفترض صحة الخاصة  (1

 . من مضاعفات العدد  (       )أي لنبرهن أنّ العدد  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 , ومنه:                نجد  (   ) انطلاقاً من الخاصة 

           (    )                    (     ) 

 . وهو عدد من مضاعفات العدد             فنجد أنّ          وبفرض أنّ 

 صحٌحة. (   ) أي أنّ 

 . لٌس من مضاعفات العدد   والعدد             غٌر صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة  (2

 .ℕلٌست صحٌحة على  ( ) بالتالً الخاصة 

 .   عند كل      √     و      متتالٌة معرفة وفق     (  ) :عشر الخامس التمرٌن

 . , أٌا  كان العدد الطبٌعً       أثبت أنّ  (1

 ( أثبت أنّ المتتالٌة متزاٌدة تماما .2

  الحل:

 .(      )هً الخاصة  ( ) نفرض  (1

 .        صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 .(      )   ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 .(        )أي لنبرهن  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 إلى الأطراف: ( )بإضافة المقدار  (      ) ( )انطلاقاً من 

         

√  √       

 , أيّ:    √  , ومنه     √  √  بالتالً ٌتحقق   √  ولأنّ  

  √       

         

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( )  الخاصة صحٌحة. بالتالً (   )  الخاصة ومنه

 ( لدٌنا:2

        √        
(√       )(√       )

√       

 
       

 

√       

 
   

      

√       

 

 
 (    )(    )

√       

 

          √لدٌنا 
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(    )(    ), بالتالً     لأنّ        , وأٌضاً     لأن        ولدٌنا  ومنه    
 ⏞
 
(    )⏞    

 

(    )⏞    
 

√       ⏟        
 

   

 أيّ أنّ:

          

 متزاٌدة تماماً.   ومنه المتتالٌة 

          التً تنص على أنّ  ( ) ٌق الإثبات بالتدرٌج, وذلك بفرض القضٌة تستطٌع حل الطلب السابق عن طرملاحظة: 

     و      متتالٌة معرفة وفق     (  ) :عشر السادس التمرٌن
     

     
 .   عند كل  

  أثبت أنّ التابع  (1
    

    
ا  واستنتج أنّ متزاٌد تمام 

 

 
 . , أٌا  كان العدد      

 ( أثبت أنّ المتتالٌة متناقصة تماما .2

  الحل:

( ) لنضع التابع   
    

    
 ٌعطى وفق:  , ومنه مشتق التابع ,    ,تابع معرف واشتقاقً على المجال   .    فً حالة  

  ( )  
 (    )   (    )

(    ) 
 

  

(    ) 
   

 .,    ,متزاٌد تماماً على المجال   إذاً التابع 

.   ( )هً الخاصة  ( ) نفرض 
 

 
     /. 

صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 
 

 
       . 

.أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 
 

 
     /. 

 أي لنبرهن صحة (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 
 

 
       . 

حٌث  ( )انطلاقاً من الخاصة 
 

 
 فإنّ:,    , متزاٌد تماماً على المجال   ولأنّ       

 (
 

 
)   (  )   ( )  

( ) لدٌنا   
 ( )  

 ( )  
 

 

 
(  ) و   . وأٌضاً       

 

 
/  

 (
 

 
)  

 .
 

 
/  

 
 

 
 

 

 

   
 

 

 

 
 

 

 
 , ومنهُ:

 

 
      

 

 
 

ولأنّ 
 

 
بالتالً    

 

 
      

 

 
 , أيّ أنّ:   

 

 
        

 . كان العدد الطبٌعً صحٌحة أٌاً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 

2 ) 

 .(       )   ( )هً الخاصة  ( ) نفرض 

   نّ صحٌحة لأ ( ) الخاصة 
 

 
     . 

 .(       )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 
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 .          أي لنبرهن صحة (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 

 فإنّ:,    , متزاٌد تماماً على المجال   ولأنّ         حٌث  ( )انطلاقاً من الخاصة 

 (    )   (  ) 

(    ) لدٌنا  (  ) و         ومنهُ:وأٌضاً,       

          

 متناقصة تماماً.   , ومنه المتتالٌة  كان العدد الطبٌعً صحٌحة أٌاً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 

 سبة.تستطٌع حل الطلب السابق عن طرٌق معٌار الفرق أو النملاحظة: 

 :عشر السابع التمرٌن

  1عدد حقٌقً من المجال   لٌكن 
 

 
 .ℕ  فً حالة      √     و          معرفة وفق     (  ). ثمّ نعرف المتتالٌة 0

 .  و    ( احسب 1

.       ( أثبت بالتدرٌج, أنّ 2
 

  
/. 

  الحل:

1 ) 

   √     √        √ (      )  √       
 

 
     

 

 
 

   √     √      
 

 
 √ (     

 

 
)  √       

 

 
     

 

 
 

2 ) 

.       .هً الخاصة  ( ) نفرض 
 

  //. 

.       ٌحة لأنّ صح ( ) الخاصة 
 

  
/  .        وأٌضاً من نص المسألة لدٌنا        

.       .   ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 
 

  //. 

.         أي لنبرهن  (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 
 

    
/. 

 لدٌنا:

     √     √      
 

  
 √ (     

 

  
)  

√
       

 
  

 
 √     

 

    
     (

 

    
)  

 . العدد الطبٌعً  صحٌحة أٌاً كان ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 

 :عشر الثامن التمرٌن

التابع   . لٌكن         احداثٌاتها المعادلة  التً تحقق (   ) هً مجموعة النقاط  𝓗نس, , محدّث بمعلم متجا𝓟فً مستوٍ 

( ) , أيّ (            )  النقطة  𝓟من المستوي  (   ) الذي ٌقرن بكل نقطة  النقطة التً    . لتكن    

 𝓗نقطة من المجموعة    . أثبت أنّ (  )      المعرفة وفق:     (  )متتالٌة النقاط  𝓟المستوي  , ثمّ لنتأمل(   )احداثٌاتها 

 وأنّ إحداثٌاتها أعداد صحٌحة.
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  الحل:

 نعلم أنّ:

 (   )  ℋ           

 ( )      (   )  (            ) 

 أعداد صحٌحة".   ومركّبتا  ℋتنتمً إلى    "النقطة  خاصةهً ال ( ) نفرض 

 .   ( )   ( )لأنّ  ℋ   فمركّبتاها عددان صحٌحان و  (   )   صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 

 أعداد صحٌحة".   ومركّبتا  ℋتنتمً إلى    "النقطة أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 

 أعداد صحٌحة".     ومركّبتا  ℋتنتمً إلى      "النقطة أي لنبرهن  (   ) حة الخاصة ولنبرهن ص

 لدٌنا:

      (  )   (   )  (            ) 

 + *ونثبت أنها صحٌحة أي الناتج        نعوض فً 

(      )   (     )                    (              ) 

                                   

          

 .ℋتنتمً إلى      أي أنّ النقطة 

 فإنّ: ( ( ) )حسب الخاصة أعداد صحٌحة (   )ولأنّ 

        .عدد صحٌح لأنّ مجموع عددٌن صحٌحٌن هو عدد صحٌح 

       .عدد صحٌح لأنّ مجموع عددٌن صحٌحٌن هو عدد صحٌح 

 أعداد صحٌحة. (           )     فتكون مركّبتا 

 . صحٌحة أٌاً كان العدد الطبٌعً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   )  أعداد صحٌح, فنجد     ومركّبتا  ℋتنتمً إلى      أي أنّ النقطة 

 إلى عدد طبٌعً غٌر معدوم. نضع   إلى عدد حقٌقً وٌرمز   ٌرمز  :عشر التاسع التمرٌن

                         ((    ) ) 

 ( باستعمال دساتٌر مثلثاتٌة تعرفها, أثبت أنّ:1

           
 

 
(   (   )                  و   ((   )    

 ( حوّل كلا  من العباراتٌن الاتٌَتٌن من جداء نسبتٌن مثلثٌتٌن إلى مجموع نسبتٌن مثلثٌتٌن.2

             و   ( (    ))        

         ( أثبت أنّ 3
     

    
 .(   )    و      , أٌا  كان

  الحل:

(   )   ( نعلم أنّ 1  . بالتالً:                    

         (   )                              

(   )   نعلم أنّ  (   )   وأٌضاً                     بجمع العلاقتٌن السابقتٌن                    

 طرفاً إلى طرف نجد:
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   (   )     (   )                                                

 ٌنتج المطلوب: + *وبقسمة طرفً المعادلة على 

           
 

 
(   (   )     (   )) 

 نجد:       باختٌار ( من العلاقة السابقة 2

             
 

 
(   (     )     (     ))  

 

 
(           )  

 

 
       

 ونعوض فً نفس العلاقة:        (    )       لتحوٌل العلاقة الثانٌة نختار 

         (     )  
 

 
(   (       )     (  (     )))  

 

 
(   (      )     (    )) 

 ومنه:

         (     )  
 

 
(   (      )     (   )) 

 . ( (    ))                         نعلم أنّ ( 3

         .هً الخاصة  ( ) نفرض 
     

    
 .   أٌاً كان  /

        صحٌحة لأنّ  ( ) الخاصة 
    

    
 .       نجد أنّ    ومن علاقة       

         .   ( )أي  ( ) نفترض صحة الخاصة 
     

    
/. 

  (   )         أي لنبرهن أنّ : (   ) ولنبرهن صحة الخاصة 
   (   ) 

    
. 

 لدٌنا:

                           ((    ) )     (( (   )   ) )        ((    ) ) 

       
     

    
    ((    ) )  

                   ((    ) )

    
 

            ومما سبق وجدنا 
 

 
( (    ))       وأٌضاً          

 

 
(   (      )  , ومنه:((   )    

     

 
        

 
 

(   (      )     (   ))

    
 

   (      )

     
 

   ( (   ) )

     
 

( (   ) )   فإنّ                 ولأنّ       ((   ) )  , ومنه:( (   ))    

     
    ((   ) )     ((   ) )

     
    ((   ) )  

   (   ) 

    
 

 .   كان صحٌحة أٌاً  ( ) صحٌحة. بالتالً  (   ) أي أنّ 

 انتهت الوحدة 

 


