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𝑓(𝑥) وفق العلاقة  𝑅تابع معرف على  𝑓: تمهيد  = 2𝑥 + 1   

 نحصل على  𝑛 بالرمز 𝑥  و لنبدل  𝑈𝑛  بالرمز 𝑓(𝑥)  ولنبدل 

𝑈𝑛  العبارة = 2𝑛 +   𝑛≥𝑛0(𝑈𝑛 )م للمتتالية اوهي عبارة الحد الع 1

  𝑁المعرفة على مجموعة الأعداد الطبيعية

𝑁 = {0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , ………… } 

 

   𝑁مجموعة الأعداد الطبيعية  هي تابع معرف على تعريف المتتالية : 

   𝑛≥𝑛0(𝑈𝑛 )ية بالرمز  لونرمز للمتتا أو مجموعة جزئية منها

𝑈𝑛معرفة وفق   ال 𝑛≥0(𝑈𝑛 )المتتالية   ①مثال = 2𝑛  

,0,1,2,3,4,5,6}يمكن أن نعوض فيها القيم  …      𝑈0حدها الأول   {

𝑈0 = 0  ,   𝑈1 = 2  ,   𝑈2 = 4,… 

𝑈𝑛معرفة وفق   ال 𝑛≥1(𝑈𝑛 )المتتالية ② مثال  =
1

𝑛
 

,1,2,3,4,5,6}يمكن أن نعوض فيها القيم   . . .     𝑈1حدها الأول    {

𝑈1 = 1  ,   𝑈2 =
1

2
,   𝑈3 =

1

3
… 

𝑈𝑛وفق    المعرفة 𝑛≥2(𝑈𝑛 )المتتالية  ③مثال  =
1

𝑛−1
 

,2,3,4,5,6}يمكن أن نعوض فيها القيم   . . .    𝑈2حدها الأول       {

𝑈2 = 1  , 𝑈3 =
1

2
  , 𝑈4 =

1

3
 , … 

 

 

 ( 𝑛≥𝑛0(𝑈𝑛 )) الحد العام للمتتالية   𝑛حد ذو الدليل ال  𝑈𝑛نسمي   ①

 𝑛≥𝑛0(𝑈𝑛 ) المتتالية و  𝑈𝑛 العبارة رمزي بينيجب أن نفرق   ②

 دعن قيمة هذه الحدوعدد لانهائي من الحدود بغض النظر للمتتالية   ③

 المتتالية المتناوبة :

𝑈𝑛المعرفة بالعلاقة  𝑛≥0(𝑈𝑛 )المتتالية  = (−1)
𝑛  هائي نلها عدد لا 

 من الحدود

𝑈0 = (−1)
0 = 1    ,    𝑈1 = (−1)

1 = −1 

𝑈2 = (−1)
2 = 1    ,    𝑈3 = (−1)

3 = −1 

𝑈4 = 1  ,   𝑈5 = −1  ,   𝑈6 = 1   , … ,… 

, 1 }   حدودها تأخذ قيمتين فقطلكن    متتالية متناوبة  ونسميها {1−

 

 

 طرق تعريف متتالية:   

 : 𝒏بدلالة  𝑼𝒏 العام تعريف صريح للحد  أولاً :

 بالشكلعبارة الحد العام  ىتعط 

𝑈𝑛 = 𝑓(𝑛)    (𝑛 عبارة  تحوي  ) 

 معرفة بالعلاقة 𝑛≥0(𝑈𝑛 )المتتالية لتكن لدينا  : مثال

𝑈𝑛 = 2𝑛 + 1 

𝑛 = 0       ⟹    𝑈0 = 2(0) + 1 = 1 

𝑛 = 1       ⟹    𝑈1 = 2(1) + 1 = 3 

𝑛 = 2       ⟹    𝑈2 = 2(2) + 1 = 5 

𝑛 = 3       ⟹    𝑈3 = 2(3) + 1 = 7 

𝑛 = 4       ⟹    𝑈4 = 2(4) + 1 = 9 

 تعريف المتتالية بالتدريج : ثانياً :

 ة الحد لحد بدلال علاقة تدريجيةعبارتين الأولى حد بدء والثانية  نايعطي

 بالشكل الذي يسبقه 

{   
𝑈0 =                                      عدد    

𝑈𝑛+1 = 𝑓(𝑈𝑛)       ( 𝑈𝑛  عبارة  تحوي  )
 

 أو بالشكل            

{   
𝑈0 =                                              عدد    

𝑈𝑛+2 = 𝑓( 𝑈𝑛+1  )     ( 𝑈𝑛+1  عبارة  تحوي  )
 

 أو بالشكل            

{   
𝑈0 =                                                  عدد    

𝑈𝑛 = 𝑓( 𝑈𝑛−1  )     ( 𝑈𝑛−1  عبارة  تحوي  )
 

 معرفة بالعلاقة التدريجية ال 𝑛≥0(𝑈𝑛 )  لتكن لدينا المتتالية  ① مثال

{ 
𝑈0 = 2         

𝑈𝑛+1 = 3𝑈𝑛 + 4
 

𝑛 = 0    ⟹    𝑈1 = 3(𝑈0) + 4 = 3(2) + 4 = 10 

𝑛 = 1    ⟹    𝑈2 = 3(𝑈1) + 4 = 3(10) + 4 = 34 

𝑛 = 2    ⟹     𝑈3 = 3(𝑈2) + 4 = 3(34) + 4 = 106 

 معرفة بالعلاقة التدريجية ال 𝑛≥0(𝑈𝑛 )   لتكن لدينا المتتالية  ② مثال

{

𝑈0 = 2      

𝑈𝑛+1 =
𝑈𝑛 − 1

𝑈𝑛

 

𝑛 = 0     ⟹    𝑈1 =
𝑈0 − 1

𝑈0
=
2 − 1

2
=
1

2
 

 ملاحظة هامة
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𝑛 = 1    ⟹    𝑈2 =
𝑈1 − 1

𝑈1
=

1
2 − 1

1
2

=
−
1
2
1
2

= −1 

𝑛 = 2    ⟹     𝑈3 =
𝑈2 − 1

𝑈2
=
−1 − 1

−1
=
−2

−1
= 2 

 ونميّز الحالات :  𝑛≥0(𝑈𝑛 )لتكن لدينا المتتالية  :   اطّراد متتالية

1    𝑈𝑛+1 > 𝑈𝑛             ⟺       المتتالية متزايدة تماما 

2    𝑈𝑛+1 ≥ 𝑈𝑛             ⟺      المتتالية متزايدة 

3    𝑈𝑛+1 < 𝑈𝑛             ⟺        المتتالية متناقصة تماما 

4    𝑈𝑛+1 ≤ 𝑈𝑛             ⟺      المتتالية متناقصة 

5    𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛             ⟺      المتتالية ثابتة 

 

 من الحالات السابقة الأولى ةكل متتالية تحقق إحدى الحالات الأربع ①

 تسمى متتالية مطّردة

 هي متتالية جميع حدودها تأخذ نفس القيمة وهي   :المتتالية الثابتة  ②

 غير مطّردة متتالية 

 المتتالية المتناوبة غير مطّردة ③

 

 د متتالية:يوجد ثلاثة طرق لدراسة اطرا  كيف ندرس اطراد متتالية ؟

 الشرط طريقة دراسة الاطّراد  

𝑈𝑛+1دراسة إشارة الفرق 1 − 𝑈𝑛   لا يوجد شرط 

2 
     مقارنة النسبة 

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
 1بالعدد 

بشرط جميع حدود 

 المتتالية موجبة

 𝑓  دراسة اطراد التابع    3
بشرط المتتالية من 

𝑈𝑛الشكل  = 𝑓(𝑛) 

   

𝑈𝑛+1  معرفة بالتدريج بالشكل يةالمتتال في حالة  ① = 𝑓(𝑈𝑛)  

 بتزايد أو تناقص لاعلاقة لها  𝑛≥0(𝑈𝑛)عندها جهة إطراد المتتالية 

   𝑓التابع  

 داميمكن استخمعرفة بالتدريج  متتالية لإثبات تزايد أو تناقص  ②

 حسب كل   (بالإثبات بالتدريج )بالاستقراء الرياضيأول طريقتين أو  

 حالة

𝑈𝑛+1   دراسة إشارة الفرق أولا  : − 𝑈𝑛   ّز الحالات : : نمي 

1    𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 >  المتتالية متزايدة تماما       ⟺          0

2    𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 ≥  المتتالية متزايدة      ⟺          0

3    𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 <  ية متناقصة تماما  المتتال      ⟺          0

4    𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 ≤  المتتالية متناقصة      ⟺          0

5    𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =  المتتالية ثابتة      ⟺          0

 تمرين : ادرس اطراد كل من المتتاليات التالية :

  ①        𝑈𝑛 = −3𝑛 + 1    

𝑈𝑛+1 = −3(𝑛 + 1) + 1 = −3𝑛 − 3 + 1 = −3𝑛 − 2 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = −3𝑛 − 2 − (−3𝑛 + 1) 

= −3𝑛 − 2 + 3𝑛 − 1 = −3 < 0 

 إذا  المتتالية متناقصة تماما  

  ②       𝑈𝑛 = 𝑛
2 − 𝑛    

𝑈𝑛+1 = (𝑛 + 1)
2 − (𝑛 + 1) 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = (𝑛 + 1)
2 − (𝑛 + 1) − (𝑛2 − 𝑛) 

= 𝑛2 + 2𝑛 + 1 − 𝑛 − 1 − 𝑛2 + 𝑛 = 2𝑛 > 0 

 إذا  المتتالية متزايدة تماما  

   ③     𝑈𝑛 = (𝑛 − 1)
2    

𝑈𝑛+1 = (𝑛 + 1 − 1)
2 = 𝑛2 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = 𝑛
2 − (𝑛 − 1)2 = 𝑛2 − (𝑛2 − 2𝑛 + 1) 

= 𝑛2 − 𝑛2 + 2𝑛 − 1 = 2𝑛 − 1 > 0 

𝑛إذا  المتتالية متزايدة تماما  بدءاُ من الحد ذو الدليل  = 1 

  ④     𝑈𝑛 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
   

𝑈𝑛+1 =
𝑛 + 2

𝑛 + 3
 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =
𝑛 + 2

𝑛 + 3
−
𝑛 + 1

𝑛 + 2
 

=
(𝑛 + 2)2 − (𝑛 + 1)(𝑛 + 3)

(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)
 

=
𝑛2 + 4𝑛 + 4 − (𝑛2 + 3𝑛 + 𝑛 + 3)

(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)
 

 ملاحظة هامة

 

 ملاحظة هامة
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=
1

(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)
> 0 

 إذا  المتتالية متزايدة تماما  

  ⑤     𝑈𝑛 = √4𝑛 + 1   

𝑈𝑛+1 = √4(𝑛 + 1) + 1 = √4𝑛 + 5 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = √4𝑛 + 5 − √4𝑛 + 1 

=
(√4𝑛 + 5 − √4𝑛 + 1)(√4𝑛 + 5 + √4𝑛 + 1)

√4𝑛 + 5 + √4𝑛 + 1
 

=
4𝑛 + 5 − (4𝑛 + 1)

√4𝑛 + 5 + √4𝑛 + 1
=

4

√4𝑛 + 5 + √4𝑛 + 1
> 0 

 إذا  المتتالية متزايدة تماما  

    مقارنة النسبة  : ثانيا  
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
  )جميع الحدود موجبة(بالعدد واحد 

 ز الحالات :ونميّ 

1    
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
>  المتتالية متزايدة تماما        ⟺           1

2    
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
≥  المتتالية متزايدة       ⟺           1

3    
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
<  المتتالية متناقصة تماما         ⟺           1

4    
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
≤  المتتالية متناقصة       ⟺           1

5    
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
=  المتتالية ثابتة       ⟺           1

  تمرين : ادرس اطراد كل من المتتاليات التالية :

  ①     𝑈𝑛 =
2𝑛

3𝑛
   

𝑈𝑛+1 =
2𝑛+1

3𝑛+1
 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=

2𝑛+1

3𝑛+1 
2𝑛

3𝑛

=
2𝑛+1

3𝑛+1 
×
3𝑛

2𝑛
=
2𝑛. 2

3𝑛 .3
×
3𝑛

2𝑛
=
2

3
< 1 

 المتتالية متناقصة تماما  

  ②     𝑈𝑛 = 3
𝑛−1   

𝑈𝑛+1 = 3
𝑛+1−1 = 3𝑛 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=
3𝑛

3𝑛−1
=

3n

3𝑛 . 3−1
= 3 > 1 

 المتتالية متزايدة تماما  

  ③     𝑈𝑛 =
2𝑛

4𝑛−1
   

𝑈𝑛+1 =
2𝑛+1

4𝑛+1−1
=
2𝑛+1

4𝑛
 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=

2𝑛+1

4𝑛

2𝑛

4𝑛−1

=
2𝑛+1

4𝑛
×
4𝑛−1

2𝑛
 

=
2𝑛 .2

4𝑛 
×
4𝑛 . 4−1

2𝑛 
=
2

4
=
1

2
< 1 

 ناقصة تماما  المتتالية مت

  ④     𝑈𝑛 =
23𝑛

32𝑛
   

𝑈𝑛+1 =
23𝑛+3

32𝑛+2
 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=

23𝑛+3

32𝑛+2 
23𝑛

32𝑛

=
23𝑛+3

32𝑛+2 
×
32𝑛

23𝑛
=
23𝑛. 23

32𝑛 . 32
×
32𝑛

23𝑛
 

=
23

32
=
8

9
<  البسط أصغر من المقام           1

 المتتالية متناقصة تماما  

 في حالة المتتالية معرفة تعرفا  صريحا   𝑓دراسة اطراد التابع  ثالثا  :

𝑈𝑛بالشكل  = 𝑓(𝑛) : 

,0]ويجب أن يكون معرفا  على المجال 𝑓ندرس اطراد التابع  أو   ]∞+

 عندئذ : مجال جزئي منه 

𝑓́ إذا كان   ① >   متزايد تماما  على المجال 𝑓عندها التابع 0

[0,  متزايدة تماما   𝑛≥0(𝑈𝑛 )المتتالية تكون و    ]∞+

𝑓́ إذا كان   ② <   تماما  على المجال متناقص 𝑓عندها التابع 0

[0,  ة تماما  متناقص 𝑛≥0(𝑈𝑛 )المتتالية تكون و    ]∞+

 ذه الطريقة في حالة المتتالية لا يمكن استخدام ه  تذكّر الملاحظة :

 معرفة بالتدريج

 المعرفة بالعلاقة 𝑛≥0(𝑈𝑛 )راد المتتالية  ادرس اطّ  :①تمرين 

𝑈𝑛 = √4𝑛 + 1 

𝑈𝑛المتتالية من الشكل  = 𝑓(𝑛) , لنأخذ التابع𝑓(𝑥) = √4𝑥 + 1  

−]المعرف على المجال 
1

4
, ومعرف بوجه خاص على المجال  ]∞+

[0,  واشتقاقي عليه                     ]∞+

    𝑓́(𝑥) =
4

2√4𝑥 + 1
=

2

√4𝑥 + 1
> 0 
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,0]متزايد تماما  على المجال  𝑓التابع  +∞[  

 متزايدة تماما   𝑛≥0(𝑈𝑛 ) المتتالية  إذا  

 المعرفة بالعلاقة 𝑛≥3(𝑈𝑛 )ادرس اطراد المتتالية   :②تمرين 

𝑈𝑛 =
𝑛 + 1

𝑛 − 2
 

𝑓(𝑥)لنأخذ التابع  =
𝑥+1
𝑥−2

 ومعرف  𝑅\{2}المعرف على المجال   

,3]بوجه خاص على المجال   واشتقاقي عليه                     ]∞+

    𝑓́(𝑥) =
(1)(𝑥 − 2) − (1)(𝑥 + 1)

(𝑥 − 2)2
=

−3

(𝑥 − 2)2
< 0 

,3]تماما  على المجال  متناقص 𝑓التابع  +∞[  

𝑛بدءا  من الحد ذو الدليل  تماما   متناقصة 𝑛≥3(𝑈𝑛 ) المتتاليةإذا   = 3 

 متتالية حسابية    أو    متتالية هندسية     :أنواع المتتاليات 

 المتتالية الحسابية

 التعريف 

كل حد عن سابقه بإضافة  فيها نتجي متتاليةهي 

 عدد حقيقي ثابت نسميه

 (𝑟أساس المتتالية الحسابية )

𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛 + 𝑟 

 الإثبات
 لإثبات أن متتالية حسابية يجب أن يتحقق

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = 𝑟(ثابت) 

عبارة الحد العام 

𝑈𝑛 
𝑈𝑛 = 𝑈0 + 𝑛𝑟 

العلاقة بين حدين 

 في المتتالية 
𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 + (𝑛 −𝑚)𝑟 

حساب أساس 

 المتتالية 
𝑟 =

𝑈𝑛 − 𝑈𝑚
𝑛 −𝑚

 

مجموع حدود 

متوالية من 

 تاليةمت

𝑆 = (عدد الحدود) [
الحد الأول + الحد الأخير

2
] 

 ملاحظة
عدد الحدود       = 𝑗 − 𝑖 + 1 

( 𝑗 ) دليل آخر حد 

(  𝑖)  دليل أول حد 

,𝑎لحساب  𝑏, 𝑐 

 ثلاثة حدود

متوالية من 

 متتالية

𝑏 =
𝑎 + 𝑏

2
 

𝑏 = 𝑎 + 𝑟 

𝑐 = 𝑏 + 𝑟 = 𝑎 + 2𝑟 

 على مجموع حدود متوالية من متتالية حسابية  مثال

1 + 2 + 3 + 4 + 5 +⋯+⋯+ 𝑛 = 𝑛.
(1 + 𝑛)

2
 

 بين إن كانت المتتالية المعطاة حسابية : : ①تمرين 

  ①     𝑈𝑛 = −3𝑛 + 1   

𝑈𝑛+1 = −3(𝑛 + 1) + 1 = −3𝑛 − 3 + 1 = −3𝑛 − 2 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = −3𝑛 − 2 − (−3𝑛 + 1) 

= −3𝑛 − 2 + 3𝑛 − 1 = −3 = 𝑟 

𝑟المتتالية حسابية أساسها  = −3 

   ②     𝑈𝑛 = 𝑛
2 + 1    

𝑈𝑛+1 = (𝑛 + 1)
2 + 1 = 𝑛2 + 2𝑛 + 2 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = 𝑛
2 + 2𝑛 + 2 − (𝑛2 + 1) 

= 𝑛2 + 2𝑛 + 2 − 𝑛2 − 1 = 2𝑛 +  (غير ثابت) 1

 المتتالية ليست حسابية 

 

, 5لتكن لدينا المتتالية الحسابية  :②تمرين  7 , 9 , 11 , … ,…     

 ىأوجد الحد العاشر ثم احسب مجموع الحدود العشرة الأول

 الحـــــــــــــــــل

𝑟المتتالية حسابية أساسها   = 𝑈2 − 𝑈1 = 7 − 5 = 2 

𝑈1حدها الأول  = 5 

𝑈10    حدها العاشر = 𝑈1 + (10 − 1)𝑟 

𝑈10 = 5 + 9(2) = 23 

عدد الحدود = 10 − 1 + 1 = 10 

 مجموع الحدود العشرة الأولى

𝑆 = 10 (
𝑈1 + 𝑈10
2

) = 10 (
5 + 23

2
) = 10 (

28

2
) = 140 

 :   𝑟حسابية أساسها متتالية   𝑛≥0(𝑈𝑛 ):  ③ تمرين

𝑈17وفيها  = 𝑈40و    24 =  𝑈𝑛و    𝑈0و  𝑟احسب   70

 الحـــــــــــــــــل

𝑟 =
𝑈40 − 𝑈17
40 − 17

=
70 − 24

23
=
46

23
= 2     ⟹   𝑟 = 2  

𝑈17 = 𝑈0 + (17 − 0)(2)   ⟹  24 = 𝑈0 + 34 

⟹ 𝑈0 = −34 + 24 = −10 

⟹ 𝑈𝑛 = 𝑈0 + 𝑛𝑟 ⟹ 𝑈𝑛 = −10 + 2𝑛 
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 متتالية معرفة بالعلاقة  𝑛≥0(𝑈𝑛 )  :④تمرين 

𝑈𝑛 = −3𝑛 + 2   

 :والمطلوب 

 عين نوع المتتالية وأوجد أساسها و  𝑈1و       𝑈0أوجد   ①

𝑆احسب المجموع   ② = 𝑈0 + 𝑈1+. . . . . . . . +𝑈𝑛       

 ــــــــــــــلالحـــ

𝑈0 = −3(0) + 2 = 2    

   𝑈1 = −3(1) + 2 = −3 + 2 = −1 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = −3(𝑛 + 1) + 2 − (−3𝑛 + 2) 

= −3𝑛 − 3 + 2 + 3𝑛 − 2 = −3 = 𝑟 

𝑟المتتالية حسابية أساسها  = −3 

عدد الحدود:   𝑆حساب المجموع  = 𝑛 − 0 + 1 = 𝑛 + 1  

𝑆 = (عدد الحدود) [
الحد الأول + الحد الأخير

2
] 

= (𝑛 + 1) [
𝑈0 + 𝑈𝑛
2

] 

= (𝑛 + 1) [
2 − 3𝑛 + 2

2
] = (𝑛 + 1) (

−3𝑛 + 4

2
) 

 متتالية حسابية فيها  𝑛≥0(𝑈𝑛 )  :⑤تمرين 

𝑈10 = −12   ,   𝑈20 = −32   

 :المطلوب 

 ؟  𝑟و       𝑈0أوجد ①  

𝑆احسب المجموع ②  = 𝑈10 + 𝑈20+. . . . . . . . +𝑈100      ؟ 

 لالحـــــــــــــــــ

𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 + (𝑛 +𝑚)𝑟                       ① 

⟹ 𝑈20 = 𝑈10 + (20 − 10)𝑟 

⟹−32 = −12 + 10 𝑟 

⟹ 10 𝑟 = −20    ⟹ 𝑟 = −2  

𝑈𝑛 = 𝑈0 + 𝑛𝑟 

⟹ 𝑈10 = 𝑈0 + 10𝑟 

⟹−12 = 𝑈0 + (10)(−2)    ⟹ 𝑈0 = 8  

𝑆       المجموع ②   = 𝑈10 + 𝑈20+. . . . . . . . +𝑈100   

 مجموع حدود غير متوالية من متتالية حسابية لنحوله لمجموع حدود هو 

 متوالية من متتالية حسابية   

𝑆   يكافئ المجموعوالمجموع السابق  = 𝑉1 + 𝑉2+. . . . . . . . +𝑉10 

عدد الحدود          فيه = 10 − 1 + 1 = 10 

𝑉1الحد الأول  = 𝑈10 = −12       

 الحد الأخير

 𝑉10 = 𝑈100 = 𝑈0 + 100 𝑟 = 8 + 100 (−2) = −192 

 المجموع

𝑆 = (عدد الحدود) [
+الحد الأول الحد الأخير

2
] 

= (10) [
𝑉1 + 𝑉10
2

] = (10) [
−12 − 192

2
] 

= (10)(−102) = −1020 

𝑆  لحساب المجموع طريقة ثانية = 𝑈10 + 𝑈20+. . . . . . . . +𝑈100   

 متتالية حسابية  هو مجموع حدود غير متوالية من

 نحسب عدد الحدود من القانون 

عدد الحدود =
– دليل آخر حد دليل أول حد 

مقدار القفزة
+ 1  

مقدار القفزة = 20 − 10 = 10 

عدد الحدود =
100 − 10

10
+ 1 = 10 

𝑈10 = −12 

   𝑈100 = 𝑈10 + (100 − 10)𝑟 

= 𝑈10 + (100 − 10)(−2) = −12 − 180 = −192 

𝑆 = (عدد الحدود) [
الحد الأول + الحد الأخير

2
] 

= (10) [
𝑈10 + 𝑈100

2
] 

= (10) [
−12 − 192

2
] = (10)(−102) = −1020 

}متتالية معرفة وفق    𝑛≥0(𝑈𝑛 ) :⑥ تمرين 
𝑈0 =

1

5
      

𝑈𝑛+1 =
𝑈𝑛

1−2𝑈𝑛

 

𝑉𝑛معرفة وفق    𝑛≥0(𝑉𝑛 )ولتكن لدينا المتتالية  =
1
𝑈𝑛

       , 

 𝑛بدلالة  𝑈𝑛حسابية ثم عين   𝑛≥0(𝑉𝑛 )أثبت أن المتتالية 

 الحـــــــــــــــــل
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𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛 =
1

𝑈𝑛+1
−
1

𝑈𝑛
=

1

𝑈𝑛
1 − 2𝑈𝑛

−
1

𝑈𝑛
 

=
1 − 2𝑈𝑛
𝑈𝑛

−
1

𝑈𝑛
=
−2𝑈𝑛
𝑈𝑛

= −2 = 𝑟   (ثابت) 

𝑟حسابية وأساسها    𝑛≥0(𝑉𝑛 )متتالية إذا  ال  = −2  𝑉𝑛وعبارة    

𝑉𝑛 = 𝑉0 + 𝑛𝑟 = (
1

𝑈0
) + 𝑛𝑟 = (

1

1
5

) + 𝑛(−2) 

⟹    𝑉𝑛 = 5 − 2𝑛 

𝑉𝑛ولدينا      =
1
𝑈𝑛

   : 

⟹    
1

𝑈𝑛
= 5 − 2𝑛    ⟹     𝑈𝑛 =

1

5 − 2𝑛
 

 المتتالية الهندسية

 يف التعر

إنها هندسة إذا نتج فيها كل حد نقول عن متتالية 

 عن سابقه بضربه بعدد حقيقي ثابت نسميه

 (𝑞)أساس المتتالية الهندسية 

𝑈𝑛+1 = 𝑞.𝑈𝑛 

 الإثبات
 لإثبات أن متتالية هندسية يجب أن يتحقق

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

= 𝑞(ثابت) 

عبارة الحد العام 

𝑈𝑛 
𝑈𝑛 = 𝑈0 . 𝑞

𝑛 

العلاقة بين حدين 

 في المتتالية 
𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 . 𝑞

𝑛−𝑚 

حساب أساس 

 المتتالية 
⟹  𝑞𝑛−𝑚 =

𝑈𝑛
𝑈𝑚

 

مجموع حدود 

متوالية من 

 متتالية 

𝑆 = (الحد الأول) [
      1 − 𝑞عدد الحدود

1 − 𝑞      
] 

 ملاحظة
عدد الحدود       = 𝑗 − 𝑖 + 1 

( 𝑗 ) خر حددليل آ 

(  𝑖) دليل أول حد 

,𝑎لحساب  𝑏, 𝑐 

 ثلاثة حدود

متوالية من 

 متتالية

𝑏2 = 𝑎𝑐  

𝑏 = 𝑎. 𝑞 

𝑐 = 𝑏. 𝑞 = 𝑎. 𝑞2 

 

 على مجموع حدود متوالية من متتالية هندسية  ① مثال

1 + 𝑞 + 𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4 +⋯+⋯+ 𝑞𝑛 =
  1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
 

 متتالية هندسيةعلى مجموع حدود متوالية من   ②مثال 

𝑞 + 𝑞2 + 𝑞3 + 𝑞4 +⋯+⋯+ 𝑞𝑛 = 𝑞 ×
 1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
 

 بين إن كانت المتتالية المعطاة هندسية :   :  ①تمرين

  ①      𝑈𝑛 = 3
𝑛−1    

𝑈𝑛+1 = 3
𝑛+1−1 = 3𝑛 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=
3𝑛

3𝑛−1
=

3n

3𝑛 . 3−1
= 3 = 𝑞 

𝑞ة هندسية أساسها المتتالي = 3 

  ②      𝑈𝑛 = 𝑛
2     

𝑈𝑛+1 = (𝑛 + 1)
2 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=
(𝑛 + 1)2

𝑛2
= (
𝑛 + 1

𝑛
)
2

 (غير ثابت)  

 المتتالية ليست هندسية

𝑈𝑛متتالية معرفة بالعلاقة   𝑛≥0(𝑈𝑛 )  : ② تمرين =
3
𝑛

2
𝑛+1    

 والمطلوب :

, 𝑈2احسب    ① 𝑈1  , 𝑈0  ؟ 

 ؟ 𝑞متتالية هندسية أوجد أساسها   𝑛≥0(𝑈𝑛 ) أثبت أن    ②

 المجموع 𝑛احسب بدلالة   ③

𝑆 = 𝑈0 + 𝑈1 + 𝑈2+. . . . . . . . . +𝑈𝑛 

 الحـــــــــــــــــل

① 

𝑈2 =
32

23
=
9

8
 𝑈1 =

31

22
=
3

4
 𝑈0 =

30

21
=
1

2
 

② 

𝑈𝑛+1 =
3𝑛+1

2𝑛+2
      

 
𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=

3𝑛+1

2𝑛+2

3𝑛

2𝑛+1

=
3𝑛+1

2𝑛+2
×
2𝑛+1

3𝑛
=
3𝑛 .3 . 2𝑛+1

2𝑛+1  .2 . 3𝑛
=
3

2
= 𝑞 

𝑞المتتالية هندسية وأساسها  =
3

2
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𝑆  حساب المجموع  ③ = 𝑈0 + 𝑈1 + 𝑈2. . . . . . . . . +𝑈𝑛  

𝑞وهو مجموع حدود متوالية من متتالية هندسية أساسها  =
3

2
    

𝑈0وحدها الأول    =
1

2
  

عدد الحدود  = 𝑛 − 0 + 1 = 𝑛 + 1   

𝑆 = (الحد الأول) [
1 − 𝑞عدد الحدود

1 − 𝑞
]  =  (

1

2
) [
1 − (

3
2)
𝑛+1

1 −
3
2

]  

= (
1

2
) [
1 − (

3
2)
𝑛+1

−
1
2

]  = − [1 − (
3

2
)
𝑛+1

] 

 هندسية فيها متتالية  𝑛≥0(𝑈𝑛 )  : ③تمرين

 𝑈5 = 𝑈7           و       64 =    𝑈10احسب  256

 الحـــــــــــــــــل

𝑞𝑛−𝑚 =
𝑈𝑛
𝑈𝑚
  ⟹   𝑞7−5 =

𝑈7
𝑈5
  ⟹   𝑞2 =

256

64
 

⟹  𝑞2 = 4        ⟹   𝑞 = ±2 

𝑞   في حالة = 2  : 

𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 . 𝑞
𝑛−𝑚      ⟹    𝑈10 = 𝑈7. 𝑞

10−7 = 𝑈7. 𝑞
3 

= (256)(2)3 = (256)(8) = 2048 

𝑞  في حالة = −2 : 

𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 . 𝑞
𝑛−𝑚      ⟹    𝑈10 = 𝑈7. 𝑞

10−7 = 𝑈7. 𝑞
3 

= (256)(−2)3 = (256)(−8) = −2048 

 

 

𝑈𝑛     ليكن   1  =
2
𝑛

3
𝑛+1       في حالة𝑛 ∈ 𝑁 , 

 متتالية هندسية و أوجد أساسها ؟ 𝑛≥0(𝑈𝑛 )أثبت أن المتتالية  

 الحـــــــــــــــــل

𝑈𝑛+1 =
2𝑛+1

3𝑛+2
   

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=

2𝑛+1

3𝑛+2

2𝑛

3𝑛+1

=
2𝑛+1

3𝑛+2
×
3𝑛+1

2𝑛
=
2𝑛 .2

3𝑛+1 .3
×
3𝑛+1

2𝑛
=
2

3
 

𝑞المتتالية هندسية أساسها  =
2

3
  

 الأسئلة الآتية تتعلق بمتتاليات حسابية أو هندسية:     2 

 ( 𝑈𝑛)𝑛≥0   ① حسابية فيها متتالية𝑈2 = 𝑈5و   41 = −13  , 

  𝑈20احسب 

 الحـــــــــــــــــل

 : 𝑟لنحسب أساس المتتالية الحسابية 

𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 + (𝑛 −𝑚)𝑟  ⟹  𝑈5 = 𝑈2 + (5 − 2)𝑟 

⟹  −13 = 41 + 3𝑟  ⟹  −13 − 41 = 3𝑟  

⟹  −54 = 3𝑟    ⟹    𝑟 = −18 

 : 𝑈20 لنحسب الحد

⟹   𝑈20 = 𝑈5 + (20 − 5)(−18)   

⟹   𝑈20 = −13 + (15)(−18) 

⟹   𝑈20 = −13 − 270 = −283  ⟹   𝑈20 = −283  

 

 ( 𝑈𝑛)𝑛≥0   ② متتالية هندسية𝑈7 =
1

1080
𝑈10و    =

25

2197
  , 

  𝑈30احسب 

 الحـــــــــــــــــل

 :  𝑞لنحسب أساس المتتالية الهندسية 

𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 . 𝑞
𝑛−𝑚    ⟹   𝑈10 = 𝑈7 . 𝑞

10−7    

⟹    
25

2197
=

1

1080
  . 𝑞3   

𝑞3 =
(25)(1080)

2197
=
(52)(5 × 63)

(133)
=
(53)(63)

(133)

= (
5 × 6

13
)
3

= (
30

13
)
3

 

𝑞3 = (
30

13
)
3

  ⟹ 𝑞 =
30

13
 

 𝑈30 الحد لنحسب

𝑈30 = 𝑈10 . 𝑞
30−10    ⟹   𝑈30 = (

25

2197
) (
30

13
)
20

 

 

( 𝑈𝑛)𝑛≥0   ③  متتالية حسابية أساسها𝑟 = 𝑈1فيها   3 = −2  , 

 المجموعين, ثم استنتج قيم كل من  𝑛بدلالة  𝑈𝑛احسب   

   𝑈30 + 𝑈31 + 𝑈32       و𝑈1 + 𝑈2 + 𝑈3 +⋯+ 𝑈20     

 الحـــــــــــــــــل

 𝟏𝟖تدرب صفحة 

 



   

    

 ى                                                                                               المتتالياتالوحدة الأول

Telegramأ.  باسل حايك    8 ∶  Basselhayek600                                                             0935262337    

 𝑛بدلالة    𝑈𝑛 نوجد عبارةل

𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 + (𝑛 −𝑚)𝑟  ⟹  𝑈𝑛 = 𝑈1 + (𝑛 − 1)(3)   

⟹ 𝑈𝑛 = −2 + 3𝑛 − 3   ⟹  𝑈𝑛 = 3𝑛 − 5  

𝑈30حساب المجموع  + 𝑈31 + 𝑈32    :   3عدد الحدود 

𝑈30 = 3(30) − 5 = 90 − 5 = 85 

𝑈32 = 3(32) − 5 = 96 − 5 = 91 

𝑆 = (عدد الحدود) [
الحد الأول + الحد الأخير

2
] 

= (3) (
𝑈30 + 𝑈31

2
) = (3) (

85 + 91

2
) = 264 

𝑈1حساب المجموع  + 𝑈2 + 𝑈3 +⋯+ 𝑈20    

عدد الحدود = 20 − 1 + 1 = 20 

𝑈20 = 3(20) − 5 = 55 𝑈1 = −2 

𝑆 = (عدد الحدود) [
الحد الأول + الحد الأخير

2
] 

= (20) (
𝑈1 + U20
2

) 

= (20) (
−2 + 55

2
) = (20) (

53

2
) = 530 

( 𝑈𝑛)𝑛≥0   ④  متتالية هندسية أساسها𝑞 = 𝑈1فيها   3 = −2  , 

 المجموعين م استنتج قيم كل من, ث  𝑛بدلالة  𝑈𝑛احسب   

𝑈1 + 𝑈2 + 𝑈3 +⋯+ 𝑈7 

𝑈2 + 𝑈4 + 𝑈6 +⋯+ 𝑈2𝑛  

 الحـــــــــــــــــل

               𝑛بدلالة    𝑈𝑛 لنوجد عبارة

𝑈𝑛 = 𝑈𝑚 . 𝑞
𝑛−𝑚    ⟹   𝑈𝑛 = 𝑈1 . 𝑞

𝑛−1  

⟹   𝑈𝑛 = −2. (3)
𝑛−1  

𝑈1حساب المجموع  + 𝑈2 + 𝑈3 +⋯+ 𝑈7   

عدد الحدود = 7 − 1 + 1 = 7  

𝑆 = (الحد الأول) [
1 − 𝑞عدد الحدود

1 − 𝑞
] 

= 𝑈1 [
1 − 𝑞7

1 − 𝑞
] = −2 [

1 − 37

1 − 3
] = [1 − 37] = −2186 

 

𝑈2  حساب المجموع + 𝑈4 + 𝑈6 +⋯+𝑈2𝑛 

𝑈2المجموع نلاحظ أن + 𝑈4 + 𝑈6 +⋯+ 𝑈2𝑛     ليس مجموع

لمجموع حدود متوالية من  هحدود متوالية من متتالية هندسية لذلك نحول

 متتالية هندسية 

𝑈2إن المجموع   + 𝑈4 + 𝑈6 +⋯+𝑈2𝑛   

𝑉1 وع  المجم يكافئ + 𝑉2 + 𝑉3 +⋯+ 𝑉𝑛 عدد حدوده 𝑛 

 𝑞و أسٍاسها   𝑉1 ونوجد حدها الأول   𝑛≥0(𝑉)  لنستنتج نوع المتتالية

𝑉1 = 𝑈2 = −2 . (3)
2−1 = (−2)(3) = −6 

𝑉2 = 𝑈4 = −2 . (3)
4−1 = (−2)(3)3 = −54 

⟹
𝑉2
𝑉1
=
−54

−6
= 9 = 𝑞 

𝑞هندسية وأساسها    𝑛≥0(𝑉)المتتالية   = 9  

𝑉1ولنحسب المجموع   + 𝑉2 + 𝑉3 +⋯+ 𝑉𝑛 

𝑆 = (الحد الأول) [
1 − 𝑞عدد الحدود

1 − 𝑞
] = 𝑉1 [

1 − 9𝑛

1 − 9
] 

= (−6) [
1 − 9𝑛

−8
] = (

−6

−8
) (1 − 9𝑛) = (

3

4
) (1 − 9𝑛) 

𝑈2لحساب المجموع  طريقة ثانية + 𝑈4 + 𝑈6 +⋯+ 𝑈2𝑛  

عدد الحدود =
– دليل آخر حد دليل أول حد 

مقدار القفزة
+ 1 

مقدار القفزة = 4 − 2 = 2 

عدد الحدود =
2𝑛 − 2

2
+ 1 =

2(𝑛 − 1)

2
+ 1 = 𝑛 − 1 + 1 

عدد الحدود = 𝑛 

𝑆 = (الحد الأول) [
       1 − (𝑞 لقفزةا )

عدد الحدود

1 − 𝑞القفزة 
] 

𝑆 = (𝑈2) [
1 − (32)𝑛

1 − 32
] = −6 [

1 − 9𝑛

1 − 9
] 

=
−6

−8
(1 − 9𝑛) =

3

4
(1 − 9𝑛) 

 ( 𝑈𝑛)𝑛≥0   ⑤   متتالية حسابية أساسها𝑟 = 𝑈0فيها   2− = −3   

𝑈25احسب   + 𝑈26 +⋯+ 𝑈125  

 الحـــــــــــــــــل

عدد الحدود = 125 − 25 + 1 =       𝑈25والحد الأول      101

 𝑈125والحد الأخير 
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𝑈25 = 𝑈0 + (25)𝑟  ⟹ 𝑈25 = −3 + (25) = −53 

𝑈125 = 𝑈0 + (125)𝑟  ⟹ 𝑈125 = −3 + (125)(−2) 

= −3 − 250 = −253 

𝑆 = (عدد الحدود) (
𝑈25 + 𝑈125

2
) = (101) (

−53 − 253

2
) 

= (101)(−153) = −15453 

( 𝑈𝑛)𝑛≥0   ⑥  متتالية هندسية أساسها𝑞 = 𝑈0فيها   2 = 1  , 

𝑈3احسب    + 𝑈4 +⋯+ 𝑈10  

 الحـــــــــــــــــل

عدد الحدود   = 10 − 3 + 1 =  𝑈3والحد الأول ,     8

𝑈3 = 𝑈0 . 𝑞
3 = (1)(2)3 = 8 

𝑆 = (الحد الأول) [
1 − 𝑞عدد الحدود

1 − 𝑞
] = 𝑈3 [

1 − 28

1 − 2
] 

= (8) [
1 − 28

−1
] = −8(1 − 28) = −8(−255) = 2040 

  احسب المجموع⑦  

𝑆 =
1

2
+ 1 +

3

2
+ 2 +

5

2
+ 3 +⋯+ 10   

حدود متوالية من متتالية حسابية حدها مجموع المجموع السابق يمثل 

𝑈0الأول  =
1

2
𝑟  وأساسها      =

1

2
  ,  

  ?    وعدد حدودها

 لنوجد عبارة الحد العام : 

𝑈𝑛 = 𝑈0 + 𝑛𝑟     ⟹  𝑈𝑛 =
1

2
+
1

2
𝑛  

⟹ 𝑈𝑛 =
1

2
(1 + 𝑛)  

 ود :لحساب عدد الحد

𝑈𝑛لنحسب دليل الحد الأخير في المجموع  , لنأخذ    = ولنعوض  10

 بعبارة الحد العام 

𝑈𝑛 =
1

2
(1 + 𝑛) ⟹ 10 =

1

2
(1 + 𝑛) ⟹ 20 = 1 + 𝑛 

⟹ 𝑛 = 19 ⟹ 𝑈19 = 10 

 

𝑈0  أصبح لدينا الحد الأول =
1

2
𝑈19و الحد الأخير      =  إذا     10

عدد الحدود  = 19 − 0 + 1 = 20 

 

 :   𝑆   حساب المجموع 

𝑆 = (عدد الحدود) [
الحد الأول + الحد الأخير

2
] = (20) [

1
2 + 10

2
] 

= (20) [

21
2
2
] = (20) (

21

4
) = 105 

𝑐  و   𝑏  و   𝑎   ⑧  احسبها  د متوالية من متتالية هندسية ,وثلاثة حد 

𝑎    علما  أن + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏𝑐 و  36.75 =  ؟   343

  الحـــــــــــــــــل

𝑐  و   𝑏  و   𝑎   إذا  تحقق           د متوالية من متتالية هندسيةوثلاثة حد 

𝑏2 = 𝑎𝑐 

𝑏2 = 𝑎𝑐
𝑎𝑏𝑐 = 343

 } ⟹ 𝑏3 = 343 ⟹ 𝑏3 = (7)3⟹  𝑏 = 7  

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 36.75  
𝑎𝑏𝑐 = 343

}  
𝑏=7نعوض 
⇒        

𝑎 + 7 + 𝑐 = 36.75  
𝑎7𝑐 = 343

}   

⟹   
𝑎 + 𝑐 = 29.75      …  ①    

𝑎𝑐 = 49             …   ②
   

𝑎      ②من  =
49

𝑐
 ①  نعوض في المعادلة        

49

𝑐
+ 𝑐 = 29.75    ⟹   𝑐2 − 29.75𝑐 + 49 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−29.75)2 − 4(1)(49) 

= 885.06 − 196 = 689.06  ⟹  √∆ ≈ 26.24   

𝑐 =
−𝑏 + √∆

2𝑎
=
29.75 + 26.24

2
= 28  ⟹ 𝑎 = 1.75  

𝑐 =
−𝑏 − √∆

2𝑎
=
29.75 − 26.24

2
= 1.75 ⟹ 𝑎 = 28  

    

 هندسيةد متوالية من متتالية وثلاثة حد   𝑎   و  𝑏   و  𝑐: إضافيتمرين 

𝑎احسبها علما  أن      + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏𝑐و   28 = 512   

 الحـــــــــــــــــل

𝑐  و   𝑏  و   𝑎   د متوالية من متتالية هندسية إذا  تحقق          وثلاثة حد 

𝑏2 = 𝑎𝑐 

𝑏2 = 𝑎𝑐
𝑎𝑏𝑐 = 512

}  ⟹ 𝑏3 = 512 ⟹ 𝑏3 = (8)3  ⟹ 𝑏 = 8  

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 28          
   𝑎𝑏𝑐 = 512

} ⟹   
𝑎 + 8 + 𝑐 = 28          

   𝑎8𝑐 = 512
}   
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⟹    
 𝑎 + 𝑐 = 20       …   ①    

  𝑎𝑐 = 64       …   ②
   

𝑎      ②من  =
64

𝑐
 : ①ة نعوض في المعادل        

64

𝑐
+ 𝑐 = 20       ⟹        𝑐2 − 20𝑐 + 64 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−20)2 − 4(1)(64) 

                          = 400 − 256 = 144 

𝑐 =
−𝑏 + √∆

2𝑎
=
20 + 12

2
= 16   ⟹   𝑎 = 4      

𝑐 =
−𝑏 − √∆

2𝑎
=
20 − 12

2
= 4     ⟹    𝑎 = 16  

 حسابيةد متوالية من متتالية وة حدثلاث   𝑎   و  𝑏   و  𝑐: تمرين إضافي

 وأن مجموع مربعاتها  21نفترض أن مجموع هذه الأعداد يساوي 

 , عين هذه الأعداد 197يساوي  

 الحـــــــــــــــــل

𝑐  و   𝑏  و   𝑎   د متوالية من متتالية حسابيةوثلاثة حد 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 21   …① 

  197و مجموع مربعاتها يساوي 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 197     …② 

 ولدينا :

𝑏 =
𝑎 + 𝑐

2
   ⟹    2𝑏 = 𝑎 + 𝑐 

 نجد : ①نعوض في 

   2𝑏 + 𝑏 = 21    ⟹    3𝑏 = 21    ⟹ 𝑏 = 7  

 فيكون 𝑟نفرض أساس المتتالية الحسابية 

𝑎 = 𝑏 − 𝑟 = 7 − 𝑟 

𝑐 = 𝑏 + 𝑟 = 7 + 𝑟 

   ②في  نعوض

(7 − 𝑟)2 + (4)2 + (7 + 𝑟)2 = 197 

⟹     49 − 14𝑟 + 𝑟2 + 49 + 49 + 14𝑟 + 𝑟2 = 197 

⟹      2𝑟2 + 147 = 197   ⟹    2𝑟2 = 197 − 147 

⟹       2𝑟2 = 50     ⟹   𝑟2 = 25    ⟹  𝑟 = ∓5 

𝑟في حالة  =  نجد   5

𝑎 = 2   ,   𝑏 = 7   ,   𝑐 = 12 

𝑟في حالة  =  نجد   5−

𝑎 = 12   ,   𝑏 = 7   ,   𝑐 = 2 

 3   (𝑉)𝑛≥0   متتالية معرفة تدريجيا  وفق{   
𝑉0 = 1 

𝑉𝑛+1 =
𝑉𝑛

1+𝑉𝑛

 

𝑉𝑛تحقق أن   ① >  ؟    𝑛أيا كان العدد الطبيعي   0

𝑈𝑛المعرفة بالعلاقة   𝑛≥0(𝑈𝑛 )أثبت أن المتتالية   ② =
1

𝑉𝑛
 متتالية  

 حسابية ؟

 ؟ 𝑛بدلالة  𝑉𝑛استنتج عبارة   ③

 الحـــــــــــــــــل

𝐸(𝑛):      𝑉𝑛ب إثباتها           الخاصة المطلو  ① > 0   

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0        

𝑛 = 0  ⟹  𝑉0 = 1 > 0 

𝑛محققة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي 𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛)  ∶       𝑉𝑛 >  محققة    0

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶       𝑉𝑛+1 > 0 

𝑉𝑛      لدينا     > 𝑉𝑛فرضا  ,   ومنه     0 + 1 > 0     

إذا        
𝑉𝑛

1+𝑉𝑛
> 𝑉𝑛+1إذا     0 ≥ 0   

𝐸(𝑛   الخاصة + صحيحة أيا  كان العدد  𝐸(𝑛) والخاصةصحيحة  (1

 𝑛الطبيعي 

② 

𝑈𝑛+1 = 
1

𝑉𝑛+1
    

   𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =
1

𝑉𝑛+1
−
1

𝑉𝑛
 

=
1

𝑉𝑛
1 + 𝑉𝑛

−
1

𝑉𝑛
=
1 + 𝑉𝑛 − 1

𝑉𝑛
=
𝑉𝑛
𝑉𝑛
= 1 

𝑟حسابية و أساسها     𝑛≥0(𝑈𝑛 )إذا  المتتالية  = 1 

𝑈𝑛 =
1

𝑉𝑛
      ⟹     𝑈0 =

1

𝑉0
=
1

1
= 1                   ③ 

𝑈𝑛 = 𝑈0 + 𝑛𝑟       ⟹       𝑈𝑛 = 1 + 𝑛  

⟹ 𝑈𝑛 =
1

𝑉𝑛
  ⟹    𝑉𝑛 =

1

𝑈𝑛
   ⟹      𝑉𝑛 =

1

𝑛 + 1
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 ادرس اطراد كل من المتتاليات التالية :   4 

  ①    𝑈𝑛 =
3

𝑛2
    

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=

3
(𝑛 + 1)2

3
𝑛2

=
3

(𝑛 + 1)2
×
𝑛2

3
 

=
𝑛2

(𝑛 + 1)2
= (

𝑛

𝑛 + 1
)
2

< 1 

 البسط أصغر من المقام إذا الكسر أصغر من الواحد

 إذا المتتالية متناقصة تماما  

  ②   𝑈𝑛 = √3𝑛 + 1    

𝑈𝑛+1 = √3(𝑛 + 1) + 1 = √3𝑛 + 4 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = √3𝑛 + 4 − √3𝑛 + 1 

=
(√3𝑛 + 4 − √3𝑛 + 1)(√3𝑛 + 4 + √3𝑛 + 1)

√4𝑛 + 5 + √3𝑛 + 1
 

(3𝑛 + 4) − (3𝑛 + 1)

√4𝑛 + 5 + √3𝑛 + 1
=

3

√4𝑛 + 5 + √3𝑛 + 1
> 0 

   إذا المتتالية متزايدة تماما  

  ③  𝑈𝑛 =
2𝑛 − 1

𝑛 + 4
   

𝑈𝑛+1 =
2(𝑛 + 1) − 1

𝑛 + 5
=
2𝑛 + 1

𝑛 + 5
 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =
2𝑛 + 1

𝑛 + 5
−
2𝑛 − 1

𝑛 + 4
 

=
(2𝑛 + 1)(𝑛 + 4) − (2𝑛 − 1)(𝑛 + 5)

(𝑛 + 5)(𝑛 + 4)
 

=
(2𝑛2 + 8𝑛 + 𝑛 + 4) − (2𝑛2 + 10𝑛 − 𝑛 − 5)

(𝑛 + 5)(𝑛 + 4)
 

=
2𝑛2 + 9𝑛 + 4 − 2𝑛2 − 9𝑛 + 5

(𝑛 + 5)(𝑛 + 4)
 

=
9

(𝑛 + 5)(𝑛 + 4)
> 0 

 إذا المتتالية متزايدة تماما  

 

 

  ④   𝑈𝑛 =
1

𝑛2 + 1
    

𝑈𝑛+1 =
1

(𝑛 + 1)2 + 1
=

1

𝑛2 + 2𝑛 + 2
 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =
1

𝑛2 + 2𝑛 + 2
−

1

𝑛2 + 1
 

=
(𝑛2 + 1) − (𝑛2 + 2𝑛 + 2)

(𝑛2 + 2𝑛 + 2)(𝑛2 + 1)
 

=
−(2𝑛 + 1)

(𝑛2 + 2𝑛 + 2)(𝑛2 + 1)
< 0 

 البسط سالب والمقام موجب لذلك الكسر سالبالمتتالية متناقصة تماما     

  ⑤   𝑈𝑛 =
3𝑛 + 1

𝑛 − 2
    

𝑈𝑛+1 =
3(𝑛 + 1) + 1

𝑛 + 1 − 2
=
3𝑛 + 3 + 1

𝑛 + 1 − 2
=
3𝑛 + 4

𝑛 − 1
 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =
3𝑛 + 4

𝑛 − 1
−
3𝑛 + 1

𝑛 − 2
 

=
(3𝑛 + 4)(𝑛 − 2) − (3𝑛 + 1)(𝑛 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
 

=
3𝑛2 − 6𝑛 + 4𝑛 − 8 − (3𝑛2 − 3𝑛 + 𝑛 − 1)

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
 

=
−7

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
< 0 

𝑛بدءا  من الحد ذو الدليل إذا المتتالية متناقصة تماما    = 3     

  ⑥   𝑈𝑛 =
𝑛

10𝑛
    

𝑈𝑛+1 =
𝑛 + 1

10𝑛+1 
 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=

𝑛 + 1
10𝑛+1 
𝑛
10𝑛

=
𝑛 + 1

10𝑛+1
×
10𝑛

𝑛
=
(𝑛 + 1)

10𝑛
< 1 

  البسط أصغر من المقام

𝑛بدءا  من الحد ذو الدليلإذا المتتالية متناقصة تماما   = 1   

   ⑦  𝑈𝑛 =  {  
𝑈0 = 2      

𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛 − 3
    

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = −3 < 0 

   إذا المتتالية متناقصة تماما    
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   ⑧   𝑈𝑛 = {   

𝑈0 = 1 

𝑈𝑛+1 =
1

2
𝑈𝑛
    

𝑈0 = 1  ⟹ 𝑈1 =
1

2
  ⟹ 𝑈2 =

1

4
  ⟹ 𝑈3 =

1

8
  

كن استخدام معيار المقارنة مع يمأن جميع حدود المتتالية موجبة  بما

 1العدد 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=
1

2
< 1 

  إذا المتتالية متناقصة تماما    

   ⑨  𝑈𝑛 = {   
𝑈0 = 1 

𝑈𝑛+1 = 2𝑈𝑛
    

𝑈0 = 1  ⟹ 𝑈1 = 2  ⟹ 𝑈2 = 4  ⟹ 𝑈3 = 8  

ة مع يمكن استخدام معيار المقارنأن جميع حدود المتتالية موجبة  بما

 1العدد 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

= 2 > 1 

 إذا المتتالية متزايدة تماما  

 

 

  لإثبات صحة علاقة بالتدريج )الاستقراء الرياضي(

 وفق الخطوات :  نثبت ( ←نفرض  ←) نثبت  نتبع المبدأ 

)في حالة لم يفرضها  𝐸(𝑛) الخاصة المطلوب إثباتهانرمّز    ①

 بالسؤال(

𝑛من أجل  𝐸(𝑛) صحة الخاصة نثبت②      = 𝑛0  

𝑛كل  من أجل صحيحة 𝐸(𝑛)الخاصة  نفرض    ③ ≥ 𝑛0  

𝐸(𝑛صحة الخاصة  نثبت     ④ + 1)  

𝐸(𝑛ننهي الحل بالكتابة الخاصة    ⑤ +  صحيحة إذا   (1

𝑛صحيحة أيا  كان العدد الطبيعي  𝐸(𝑛) الخاصة ≥ 𝑛0  

 كان  𝑛لموجب تماما  أثبت أنه مهما كان العدد الطبيعي ا : ①تمرين 

13 + 23 +⋯+ 𝑛3 =
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
 

 الحـــــــــــــــــل

 الخاصة المطلوب إثباتهانفرض 

𝐸(𝑛):        13 + 23 +⋯+ 𝑛3 =
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
 

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)صحة الخاصة  لنثبت  = 1                                                

𝑛0(الحد الأول)ظ حلا = 1 

𝐿1 = 1
3 = 1                        

 

𝐿2 =
12(1 + 1)2

4
=
4

4
= 1

     }     ⟹ 𝐿1 = 𝐿2     

𝑛محققة من أجل    𝐸(𝑛)الخاصة  = 1 

𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)صحة الخاصة  لنفرض  ≥          أي 1

𝐸(𝑛):   13 + 23 +⋯+ 𝑛3 = 𝑛2(𝑛+1)
2

4
 صحيحة          

𝐸(𝑛صحة الخاصة  ولثبت  +   أي لنثبت أن (1

𝐸(𝑛 + 1): 13 + 23 +⋯+ 𝑛3 + (𝑛 + 1)3 =
(𝑛 + 1)2(𝑛 + 2)2

4
 

𝐿1 =   1
3 + 23 +⋯+ 𝑛3  ⏟            

𝑛2(𝑛+1)2

4

+ (𝑛 + 1)3 

=
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
+ (𝑛 + 1)3 =

𝑛2(𝑛 + 1)2

4
+
4(𝑛 + 1)3

4
  

=
(𝑛 + 1)2[𝑛2 + 4(𝑛 + 1)]

4
=
(𝑛 + 1)2 (𝑛2 + 4𝑛 + 4)⏞        

 مطابقة 

4
 

=
(𝑛 + 1)2(𝑛 + 2)2

4
= 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  من أي عدد صحيحة  𝐸(𝑛)الخاصة وصحيحة  (1

𝑛طبيعي يحقق  ≥ 1   

 :  ②تمرين 

4𝑛كان  𝑛أثبت أنه مهما كان العدد الطبيعي   +   3عفا  للعدد مضا   2

 الحـــــــــــــــــل

𝐸(𝑛):        4𝑛الخاصة المطلوب إثباتها     نفرض  + 2 = 3𝑘 

⟹  4𝑛 = 3𝑘 − 2       

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)صحة الخاصة  لنثبت  = 0        

𝑛 = 0   ⟹  40 + 2 = 1 + 2 = 3 

    3  مضاغف للعدد   3العدد  

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

  أي 𝐸(𝑛)صحة الخاصة  لنفرض 

𝐸(𝑛)  ∶  4𝑛 + 2 = 3𝑘   صحيحة 

𝐸(𝑛صحة الخاصة  ولثبت  +   أي لنثبت أن (1

𝐸(𝑛 + 1):        4𝑛+1 + 2 = 3𝑘 

𝐿1 = 4
𝑛+1 + 2 = 4𝑛. 4 + 2 = (3𝑘 − 2)4 + 2 

 الإثبات بالتدريج )الإستقراء الرياضي(
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= 12𝑘 − 8 + 2 = 12𝑘 − 6 = 3 (4𝑘 − 2)⏞      
𝑘`

= 3𝑘` = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  أيا  كان العددصحيحة  𝐸(𝑛) الخاصةوصحيحة   (1

4𝑛إذا  العدد     𝑛الطبيعي   +  3مضاعفا  للعدد    2

2𝑛  أنأثبت  :  ③تمرين  ≥ 𝑛2  أيا  كان العدد الطبيعي𝑛 ≥ 4 

 الحـــــــــــــــــل

𝐸(𝑛)الخاصة المطلوب إثباتها      ∶      2𝑛 ≥ 𝑛2    

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)صحة الخاصة   لنثبت = 4     : 

𝐿1 = 2
4 = 16

𝐿2 = 4
2 = 1 6

   }           ⟹ 𝐿1 = 𝐿2 

𝑛محققة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 4 

𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)صحة الخاصة   لنفرض ≥  أي 4

𝐸(𝑛)   ∶    2𝑛 ≥ 𝑛2       صحيحة 

𝐸(𝑛صحة الخاصة   ولثبت +   أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶     2𝑛+1 ≥ (𝑛 + 1)2  

 ا من الفرض لدين

2𝑛 ≥ 𝑛2 

    2  بالعددلنضرب طرفي المتراجحة 

⟹       2. 2𝑛 ≥ 2𝑛2     ⟹       2𝑛+1 ≥ 𝑛2 + 𝑛2 

2𝑛)نضيف ونطرح  +  و في الطرف الأيمن (1

⟹      2𝑛+1 ≥ 𝑛2 + 2𝑛 + 1⏟        
نحلل مطابقة أولى

+ 𝑛2 − 2𝑛 − 1 

⟹      2𝑛+1 ≥ (𝑛 + 1)2 +  𝑛2 − 2𝑛 − 1 ⏟        
𝑛≥4 موجب تماما   من أجل

 

𝐸(𝑛 إذا  الخاصة +  صحيحة أيا  كان  𝐸(𝑛) الخاصة وصحيحة  (1

 𝑛العدد الطبيعي 

 

                           

𝐴 إذا كان  > 𝐵 + 𝐶 + 𝐷      وكان𝐵  و𝐶  و𝐷 حدود موجبة فإنه 

𝐴 > 𝐵     و     𝐴 > 𝐶     و     𝐴 > 𝐷 

 أكبر من كل  𝐴ر من مجموع حدود موجبة فإن أكب 𝐴إذا كان مقدار أي 

 حد من هذه الحدود 

 

 

 

 

 

𝑛  نعرف في حالة العدد الطبيعي    1  ≥  المقدار 1

𝑆𝑛 = 1
2 + 22 + 32 +⋯+ 𝑛2  

, 𝑆4احسب   ① 𝑆3 , 𝑆2 , 𝑆1   ثم عبر عن ,  𝑆𝑛+1 بدلالة𝑆𝑛  و𝑛 ؟ 

𝑛أنه في حالة أية عدد طبيعي أثبت بالتدريج ②   ≥  لدينا:     1

𝑆𝑛 =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

 الحـــــــــــــــــل

①                                                        𝑆1 = 1
2 = 1 

𝑆2 = 1
2 + 22 = 1 + 4 = 5 

𝑆3 = 1
2 + 22 + 32 = 1 + 4 + 9 = 14 

𝑆4 = 1
2 + 22 + 32 + 42 = 1 + 4 + 9 + 16 = 30 

 : 𝑛و  𝑆𝑛بدلالة 𝑆𝑛+1  التعبير عن 

𝑆𝑛+1 =  1
2 + 22 + 32 +⋯+ 𝑛2 ⏟                

𝑆𝑛

+ (𝑛 + 1)2 

 ⟹                  𝑆𝑛+1 =      𝑆𝑛      + (𝑛 + 1)
2 

 الخاصة المطلوب إثباتها    ②

𝐸(𝑛)  ∶      𝑆𝑛 =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لخاصة  لنثبت صحة ا = 1     : 

𝐿1 = 𝑆1 = 1
2 = 1                                     

 

𝐿2 =
1. (1 + 1)(2(1) + 1)

6
=
2 .3

6
= 1

  }  ⟹  𝐿1 = 𝐿2 

𝑛محققة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 1 

 أن أي 𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛): 12   صحيحة   + 22 + 32 + ⋯+ 𝑛2 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶      𝑆𝑛+1 =
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

3
 

𝐿1 = 𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 + (𝑛 + 1)
2 

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
+ (𝑛 + 1)2 

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) + 6(𝑛 + 1)2

6
 

 𝟐𝟏تدرب صفحة 

 

 ملاحظة هامة

 

 الأرضُ قدرِ حلمكَ تتسعُ        على
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=
(𝑛 + 1)[𝑛(2𝑛 + 1) + 6(𝑛 + 1)]

6
 

=
(𝑛 + 1)(2𝑛2 + 𝑛 + 6𝑛 + 6)

6
 

=
(𝑛 + 1) (2𝑛2 + 7𝑛 + 6)⏞          

نحلل باستخدام المميز

6
 

=
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6
= 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  صحيحة أيا  كان العدد  𝐸(𝑛) الخاصة وصحيحة  (1

𝑛الطبيعي  ≥ 1 

 

 

𝑎𝑥2   حدود من الدرجة الثانية من الشكل لتحليل ثلاثي + 𝑏𝑥 + 𝑐 

 يكتب كثير الحدود بالشكل : 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) 

𝑎𝑥2حلول المعادلة   𝑥1  و  𝑥2  حيث + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 

+2𝑛2+7𝑛 الحدود ) كيف قمنا بتحليل ثلاثي 6 ) 

2𝑛2 + 7𝑛 + 6 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (7)2 − 4(2)(6) = 49 − 48 = 1 

𝑛1 =
−𝑏 − √∆

2𝑎
=
−7 − 1

4
=
−8

4
= −2 

𝑛1 =
−𝑏 + √∆

2𝑎
=
−7 + 1

4
=
−6

4
=
−3

2
 

⟹   2𝑛2 + 7𝑛 + 6 = 2(𝑛 + 2) (𝑛 +
3

2
) 

= (𝑛 + 2)(2𝑛 + 3) 

𝑥ليكن    2  ≥   𝑛عدد طبيعي كل الة في ح 1−

1)إلى المتراجحة     𝐸(𝑛)نرمز  + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥  

 𝑛يعي محققة أيا  كان العدد الطب 𝐸(𝑛)أثبت أن المتراجحة 

 الحـــــــــــــــــل

∶     الخاصة المطلوب إثباتها (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥 𝐸(𝑛)     

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0     : 

𝐿1 = (1 + 𝑥)
0 = 1

𝐿2 = 1 + (0) = 1 
   }           ⟹ 𝐿1 = 𝐿2 

𝑛محققة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي 𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

         ∶ (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥 𝐸(𝑛)             صحيحة  

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن   (1

𝐸(𝑛 + 1):         (1 + 𝑥)𝑛+1 ≥ 1 + (𝑛 + 1)𝑥  

 لدينا من الفرض 

(1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥 

𝑥فرضا     اولدين ≥ 1إذا     1− + 𝑥 ≥ 0     

1)  قدار الموجببالملنضرب طرفي المتراجحة  + 𝑥)    

⟹       (1 + 𝑥)𝑛. (1 + 𝑥) ≥ (1 + 𝑛𝑥)(1 + 𝑥) 

⟹                   (1 + 𝑥)𝑛+1 ≥ 1 +   𝑥 + 𝑛𝑥  ⏟       + 𝑛𝑥2  

⟹                   (1 + 𝑥)𝑛+1 ≥ 1 + (1 + 𝑛)𝑥 +  𝑛𝑥2⏟
موجب مقدار

    

         ⟹                  (1 + 𝑥)𝑛+1 ≥ 1 + (𝑛 + 1)𝑥 

𝐸(𝑛 ا  الخاصةإذ +  صحيحة أيا  كان  𝐸(𝑛) الخاصة وصحيحة  (1

 𝑛العدد الطبيعي 

 

 

 الآتية مطّردة :  𝒏≥𝟎(𝑼𝒏)بين أي المتتاليات    1 

   ①     𝑈𝑛 = −3𝑛 + 1    

𝑈𝑛+1 = −3(𝑛 + 1) + 1 = −3𝑛 − 2 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = −3𝑛 − 2 − (−3𝑛 + 1) = −3 < 0 

    تماما     إذا المتتالية متناقصة

   ②   𝑈𝑛 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
    

𝑈𝑛+1 =
𝑛 + 2

𝑛 + 3
 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =
𝑛 + 2

𝑛 + 3
−
𝑛 + 1

𝑛 + 2
 

=
(𝑛 + 2)2 − (𝑛 + 1)(𝑛 + 3)

(𝑛 + 3)(𝑛 + 2)
 

=
(𝑛2 + 4𝑛 + 4) − (𝑛2 + 4𝑛 + 3)

(𝑛 + 3)(𝑛 + 2)
 

=
1

(𝑛 + 3)(𝑛 + 2)
> 0 

    إذا المتتالية متزايدة تماما    

 ملاحظة هامة

 

 (𝟐𝟐)تمرينات و مسائل الوحدة الأولى صفحة 
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   ③    𝑈𝑛 = 2
𝑛    

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=
2𝑛+1

2𝑛
= 2 > 1  

 متزايدة تماما   إذا المتتالية

   ④   𝑈𝑛 = (
−1

𝑛
)
𝑛

    

𝑈2 = (
−1

2
)
2

=
1

4
 𝑈1 = (

−1

1
)
1

= −1 

𝑈4 = (
−1

4
)
4

=
1

256
 𝑈3 = (

−1

3
)
3

= −
1

27
 

 فردي تكون    𝑛زوجي تكون حدود المتتالية موجبة وعندما   𝑛عندما 

 حدود المتتالية سالبة

 المتتالية ليست متزايدة وليست متناقصة إذا  ليست مطردة إذا  

   ⑤    𝑈𝑛 = 1 +
1

𝑛2
    

𝑈𝑛+1 = 1 +
1

(𝑛 + 1)2
 

𝑈𝑛+1 −𝑈𝑛 = 1 +
1

(𝑛 + 1)2
− (1 +

1

𝑛2
) 

=
1

(𝑛 + 1)2
−
1

𝑛2
=
𝑛2 − (𝑛 + 1)2

(𝑛 + 1)2. 𝑛2
 

=
𝑛2 − (𝑛2 + 2𝑛 + 1) 

(𝑛 + 1)2. 𝑛2
=
−(2𝑛 + 1) 

(𝑛 + 1)2. 𝑛2
< 0 

𝑛إذا المتتالية متناقصة تماما  بدءا  من الحد ذو الدليل  ≥ 1 

   ⑥    𝑈𝑛 =
𝑛2

𝑛!
    

𝑈𝑛+1 =
(𝑛 + 1)2

(𝑛 + 1)!
 

𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

=

(𝑛 + 1)2

(𝑛 + 1)!
𝑛2

𝑛!

=
(𝑛 + 1)2

(𝑛 + 1)!
×
𝑛!

𝑛2
 

=
(𝑛 + 1)2

(𝑛 + 1) × 𝑛!
×
𝑛!

𝑛2
=
𝑛 + 1

𝑛2
< 1 

𝑛بدءا  من الحد ذو الدليل   ة تماما  متناقص إذا المتتالية = 2 

 

    ⑦   𝑈𝑛 = 1 +
1

2
+. . . . . . . . . . +

1

2𝑛
      

𝑈𝑛+1 = 1 +
1

2
+. . . . . . . . . . +

1

2𝑛
+

1

2𝑛+1
 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 = 1 +
1

2
+. . . +

1

2𝑛
+

1

2𝑛+1
− (1 +

1

2
+. . . +

1

2𝑛
) 

=
1

2𝑛+1
> 0 

  متزايدة تماما   إذا المتتالية

   ⑧     𝑈𝑛 = {  
 
𝑈0 = 8           

 

𝑈𝑛+1 =
3

4
𝑈𝑛 + 2

         

𝑈1 =
3

4
𝑈0 + 2 =

3

4
(8) + 2 = 8 

𝑈2 =
3

4
𝑈1 + 2 =

3

4
(8) + 2 = 8 

𝑈3 =
3

4
𝑈2 + 2 =

3

4
(8) + 2 = 8 

 جميع حدود المتتالية لها نفس القيمة إذا  المتتالية ثابتة

   ⑨     𝑈𝑛 = {  

𝑈0 = 2
 
         

𝑈𝑛+1 =
3

4
𝑈𝑛 + 2 

       

𝑈0 = 2 

𝑈1 =
3

4
𝑈0 + 2 =

3

4
(2) + 2 =

7

2
 

𝑈2 =
3

4
𝑈1 + 2 =

3

4
(
7

2
) + 2 =

37

8
 

 ن أجل الحدود الأولى ولإثبات ذلكلمتتالية متزايدة تماما  ما

𝑈𝑛+1      لنثبت أن  − 𝑈𝑛 >  بالتدريج     0

𝐸(𝑛):      𝑈𝑛+1الخاصة المطلوب إثباتها         − 𝑈𝑛 > 0   

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       

       𝑛 = 0  ⟹   𝑈1 − 𝑈0 =
7

2
− 2 =

3

2
> 0         

𝑛محققة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

   أي   𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛):      𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 >  صحيحة        0

𝐸(𝑛ثبت صحة الخاصة  نول +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1):        𝑈𝑛+2 − 𝑈𝑛+1 > 0 
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𝐿1 = 𝑈𝑛+2 −𝑈𝑛+1 = (
3

4
𝑈𝑛+1 + 2) − (

3

4
𝑈𝑛 + 2) 

=
3

4
𝑈𝑛+1 −

3

4
𝑈𝑛 =

3

4
(𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛)⏟        

موجب فرضا  

> 0 

𝐸(𝑛الخاصة  +  أي  محققة من أجل  𝐸(𝑛)الخاصة  و صحيحة (1

 والمتتالية المعطاة متزايدة تماما    𝑛  عدد طبيعي

 

 : وفق  𝑛≥0(𝑈𝑛)المتتالية     2 

 𝑈0 = 𝑈𝑛+1  و     2 = 2𝑈𝑛 −     𝑛في حالة أي عدد طبيعي   3

, 𝑈5احسب  ① 𝑈4 , 𝑈3 , 𝑈2 , 𝑈1  ثم خمن عبارة 𝑈𝑛   بدلالة 𝑛 ؟ 

𝑈𝑛 بحساب  ② − 𝑛عند كل   3 ≥  ؟  𝑛بدلالة  𝑈𝑛, عبر عن   0

 الحـــــــــــــــــل

𝑈0 = 2 

𝑈1 = 2𝑈0 − 3 = 2(2) − 3 = 4 − 3 = 1 

𝑈2 = 2𝑈1 − 3 = 2(1) − 3 = 2 − 3 = −1 

𝑈3 = 2𝑈2 − 3 = 2(−1) − 3 = −2 − 3 = −5 

𝑈4 = 2𝑈3 − 3 = 2(−5) − 3 = −10 − 3 = −13 

𝑈5 = 2𝑈4 − 3 = 2(−13) − 3 = −26 − 3 = −29 

𝑈𝑛لنحسب  − 𝑈𝑛+1 

𝑈0 − 𝑈1 = 2 − 1 = 1 = 2
0 

𝑈1 − 𝑈2 = 1 + 1 = 2 = 2
1 

𝑈2 − 𝑈3 = −1 + 5 = 4 = 2
2 

𝑈3 − 𝑈4 = −5 + 13 = 8 = 2
3 

𝑈4 − 𝑈5 = −13 + 29 = 16 = 2
4 

⟹    𝑈𝑛 − 𝑈𝑛+1 = 2
𝑛     ⟹     𝑈𝑛 − (2𝑈𝑛 − 3) = 2

𝑛 

⟹   𝑈𝑛 − 2𝑈𝑛 + 3 = 2
𝑛    ⟹  −𝑈𝑛 = 2

𝑛 − 3   

⟹             𝑈𝑛 = −(2
𝑛) + 3             ; 𝑛 ≥ 0 

𝑈𝑛ولنثبت أن  = −2
𝑛 +  بالتدريج  3

𝐸(𝑛)نفرض الخاصة المطلوب إثباتها     ∶      𝑈𝑛 = −(2
𝑛) + 3 

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0   ⟹  𝑈0 = −(2
0) + 3 = −1 + 3 = 2 

𝑛صحيحة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛)  ∶        𝑈𝑛 = −(2
𝑛) +  صحيحة   3

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)   ∶        𝑈𝑛+1 = −(2
𝑛+1) + 3 

𝐿1 = 𝑈𝑛+1 = 2𝑈𝑛 − 3 = 2(−(2
𝑛) + 3) − 3 

= −2(2𝑛) + 6 − 3 = −(2𝑛+1) + 3 = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  + محققة من أجل أي   𝐸(𝑛)و الخاصة صحيحة  (1

   𝑛  عدد طبيعي

𝑉𝑛لنفرض أن    ② = 𝑈𝑛 −  𝑛≥0(𝑉𝑛)ولنثبت أن المتتالية     3

𝑉𝑛+1
𝑉𝑛

=
𝑈𝑛+1 − 3

𝑈𝑛 − 3
=
−2𝑛+1 + 3 − 3

−2𝑛 + 3 − 3
 

=
−2𝑛+1

−2𝑛
=
2𝑛. 2

2𝑛
=  (ثابت)    2

𝑞هندسية وأساسها   𝑛≥0(𝑉𝑛)إذا  المتتالية  = 2 

𝑉0 = 𝑈0 − 3 = 2 − 3 = −1 

⟹    𝑉𝑛 = 𝑉0. 𝑞
𝑛 = −(2)𝑛 

⟹    𝑉𝑛 = −(2)
𝑛 

⟹    𝑈𝑛 − 3 = −(2)
𝑛 

⟹    𝑈𝑛 = −(2)
𝑛 + 3 

 

 معرفة وفق  𝑛≥0(𝑈𝑛)المتتالية    3 

    𝑈0 = 𝑈𝑛+1  و    3 = −𝑈𝑛 +  في حالة عدد طبيعي  4

, 𝑈5 احسب  𝑈4 , 𝑈3 , 𝑈2 , 𝑈1  ثم خمن عبارة 𝑈𝑛    بدلالة𝑛  

 الحـــــــــــــــــل

𝑈0 = 3 

𝑈1 = −𝑈0 + 4 = −3 + 4 = 1 

𝑈2 = −𝑈1 + 4 = −1 + 4 = 3 

𝑈3 = −𝑈2 + 4 = −3 + 4 = 1 

𝑈4 = −𝑈3 + 4 = −1 + 4 = 3 

𝑈5 = −𝑈4 + 4 = −3 + 4 = 1 

𝑈𝑛لنحسب  − 𝑈𝑛+1 

𝑈0 − 𝑈1 = 3 − 1 = 2 

𝑈1 − 𝑈2 = 1 − 3 = −2 

𝑈2 − 𝑈3 = 3 − 1 = 2 

𝑈3 − 𝑈4 = 1 − 3 = −2 

𝑈4 − 𝑈5 = 3 − 1 = 2 
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⟹      𝑈𝑛 − 𝑈𝑛+1 = (−1)
𝑛. 2 

⟹      𝑈𝑛 − (−𝑈𝑛 + 4) = (−1)
𝑛 .2 

⟹      𝑈𝑛 + 𝑈𝑛 − 4 = (−1)
𝑛. 2    

⟹       2𝑈𝑛 = (−1)
𝑛. 2 + 4   

⟹        𝑈𝑛 = (−1)
𝑛 + 2              ; 𝑛 ≥ 0 

𝑈𝑛   لنثبت بالتدريج أن = (−1)
𝑛 + 2    

𝐸(𝑛)الخاصة المطلوب إثباتها   نفرض  ∶  𝑈𝑛 = (−1)
𝑛 + 2 

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0   ⟹  𝑈0 = (−1)
0 + 2 = 1 + 2 = 3 

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛) ∶  𝑈𝑛 = (−1)
𝑛 +  صحيحة   2

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1) ∶  𝑈𝑛+1 = (−1)
𝑛+1 + 2 

𝐿1 = 𝑈𝑛+1 = −𝑈𝑛 + 4 = −((−1)
𝑛 + 2) + 4 

= −(−1)𝑛 − 2 + 4 = (−1)𝑛+1 + 2 = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  + أي  محققة من أجل  𝐸(𝑛)الخاصة  و صحيحة (1

   𝑛  عدد طبيعي

 

 أثبت بالتدريج صحة الخاصتين الآتيتين :   4 

1 + 2 × 2! + 3 × 3! + ⋯+ 𝑛 × 𝑛! = (𝑛 + 1)! − 1   ① 

 الخاصة المطلوب إثباتها

  𝐸(𝑛): 1 + 2 × 2! + 3 × 3! + ⋯+ 𝑛 × 𝑛! = (𝑛 + 1)! − 1  

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)حة الخاصة  لنثبت ص = 1     : 

𝐿1 = 1                                              

𝐿2 = (1 + 1)! − 1 = 2! − 1 = 1
  }    ⟹ 𝐿1 = 𝐿2 

𝑛محققة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 1 

 أي 𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

1 + 2.2! + 3.3! + ⋯+ 𝑛. 𝑛! = (𝑛 + 1)! − 1 𝐸(𝑛): صحيحة 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1): 

 1 + 2.2! + 3.3! + ⋯+ 𝑛. 𝑛! + (𝑛 + 1)(𝑛 + 1)! = (𝑛+ 2)! − 1   

𝐿1 = 1 + 2.2! + 3.3! + ⋯+ 𝑛. 𝑛!⏟                
(𝑛+1)!−1

+ (𝑛 + 1). (𝑛 + 1)! 

=  (𝑛 + 1)! ⏞      − 1 + (𝑛 + 1).  (𝑛 + 1)! ⏞       

= (𝑛 + 1)! (1 + 𝑛 + 1) − 1 

= (𝑛 + 1)! (𝑛 + 2) − 1 = (𝑛 + 2)! − 1 = 𝐿2 

𝐸(𝑛 الخاصة صحيحة  +  صحيحة أيا  كان العدد  𝐸(𝑛) إذا   (1

𝑛الطبيعي  ≥ 1 

 

②           𝑛! ≥ 2𝑛−1           

!𝐸(𝑛):    𝑛الخاصة المطلوب إثباتها        ≥ 2𝑛−1           

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0     : 

𝐿1 = 0! = 1                 

𝐿2 = 2
0−1 = 2−1 =

1

2

         }       ⟹ 𝐿1 > 𝐿2 

𝑛محققة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي   𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛):    𝑛! ≥ 2𝑛−1       محققة 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1):    (𝑛 + 1)! ≥ 2𝑛    

!𝑛           لدينا من الفرض ≥ 2𝑛−1    

𝑛) ي المتراجحة بالمقدار الموجبنضرب طرف + 1) 

⟹         (𝑛 + 1)𝑛! ≥ (𝑛 + 1)2𝑛−1 

 في الطرف الأيمن من المتراجحة (2𝑛)نضيف ونطرح 

⟹           (𝑛 + 1)! ≥ +2𝑛−2𝑛 + (𝑛 + 1)2𝑛−1⏟            
مقدار موجب

  

⟹           (𝑛 + 1)! ≥ +2𝑛 

𝐸(𝑛الخاصة  +  أيا  كان العدد  صحيحة 𝐸(𝑛)الخاصة صحيحة  و (1

  𝑛الطبيعي 

 

𝑛في حالة عدد طبيعي    5  ≥  ليكن 1

𝑉𝑛 = 𝑈2𝑛 − 𝑈𝑛    و    𝑈𝑛 = 1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
     

 متزايدة تماما      𝑛≥1(𝑉𝑛)ية لأثبت أن المتتا

𝑈𝑛 = 1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
   

𝑈2𝑛 = 1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2
+⋯+

1

𝑛 + 𝑛
 

0! = 1 
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𝑈2𝑛 = 1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2
+⋯+

1

2𝑛
 

𝑉𝑛 = 𝑈2𝑛 − 𝑈𝑛 

𝑉𝑛 = [1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
+

1

𝑛 + 1
+⋯+

1

2𝑛
] 

− [1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
 ] 

⟹   𝑉𝑛 =
1

𝑛+ 1
+

1

𝑛 + 2
+⋯+

1

2𝑛
 

𝑉𝑛+1 =
1

𝑛 + 2
+

1

𝑛 + 3
+⋯+

1

2𝑛
+

1

2𝑛 + 1
+

1

2𝑛 + 2
 

𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛 

= [
1

𝑛 + 2
+

1

𝑛 + 3
+⋯+

1

2𝑛
+

1

2𝑛 + 1
+

1

2𝑛 + 2
] 

− [
1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2
+⋯+

1

2𝑛
] 

⟹ 𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛 = −
1

𝑛 + 1
+

1

2𝑛 + 1
+

1

2𝑛 + 2
 

=
−(2𝑛 + 1) + (𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
+

1

2𝑛 + 2
 

=
−𝑛

(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)⏟          
×2  

+
1

2(𝑛 + 1)⏟      
×(2𝑛+1)

 

=
−2𝑛 + 2𝑛 + 1

2(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
  =   

1

2(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
> 0 

𝑛بدءا  من الحد ذو الدليل متزايدة تماما     𝑛≥1(𝑉𝑛)المتتالية   = 1 

 

 6  𝑐  و  𝑏  و   𝑎      ثلاثة أعداد حقيقية و𝑎 ≠ و نعلم أن  0

𝑐  و  𝑏  و   𝑎    تعاقبة من متتالية هندسية نرمز إلى هي ثلاثة حدود م 

 هي ثلاثة حدود   3𝑎   و  2𝑏   و   𝑐,  كما أن     𝑞أساسها بالرمز 

 𝑞احسب   ,متوالية من متتالية حسابية

 

𝑐  و   𝑏  و   𝑎   أساسها  د متوالية من متتالية هندسيةوثلاثة حد𝑞   

𝑏    إذا    𝑎   الحد الأولفيها  = 𝑎𝑞      و𝑐 = 𝑎𝑞2 

 حسابية  د متوالية من متتاليةوثلاثة حد   3𝑎   و  2𝑏   و  𝑐ولدينا  

2𝑏إذا  تحقق   =
3𝑎+𝑐
2
       

2𝑏 =
3𝑎 + 𝑐

2
      ⟹   4𝑏 = 3𝑎 + 𝑐      

  
 نعوض
⇒    4(𝑎𝑞) = 3𝑎 + (𝑎𝑞2)     

  ⟹ 𝑎𝑞2 − 4𝑎𝑞 + 3𝑎 = 0 

  
÷𝑎
⇒   𝑞2 − 4𝑞 + 3 = 0     ⟹ (𝑞 − 3)(𝑞 − 1) = 0 

⟹        𝑞 = 𝑞      أو       3 = 1 

 

        المعرفة تدريجياُ وفق  𝑛≥0(𝑈𝑛)نتأمل المتتالية     7 

{
  𝑈0 = 7               

 𝑈𝑛+1 = 10𝑈𝑛 − 18 
 ,𝑛عند كل عدد طبيعي      

  𝑛 ؟بدلالة  𝑈𝑛عبر عن  

𝑈0 = 7 

𝑈1 = 10𝑈0 − 18 = 10(7) − 18 = 70 − 18 = 52 

𝑈2 = 10𝑈1 − 18 = 10(52) − 18 = 520 − 18 = 502 

𝑈3 = 10𝑈2 − 18 = 10(502) − 18 = 5020 − 18 = 5002 

𝑈4 = 10𝑈3 − 18 = 10(5002) − 18 = 50002 

𝑈5 = 10𝑈4 − 18 = 10(50002) − 18 = 500002 

𝑈𝑛لنحسب  − 𝑈𝑛+1 

𝑈0 − 𝑈1 = 7 − 52 = −45 = −45.10
0 

𝑈1 − 𝑈2 = 52 − 502 = −450 = −45.10
1 

𝑈2 − 𝑈3 = 502 − 5002 = −4500 = −45.10
2 

𝑈3 − 𝑈4 = 5002 − 50002 = −45000 = −45.10
3 

𝑈4 − 𝑈5 = 50002 − 500002 = −450000 = −45.10
4 

⟹      𝑈𝑛 − 𝑈𝑛+1 = −45 . 10
𝑛  

⟹      𝑈𝑛 − (10𝑈𝑛 − 18) = −45 . 10
𝑛     

⟹     −9𝑈𝑛 + 18 = −45 . 10
𝑛 

⟹     −9𝑈𝑛 = −45 . 10
𝑛 − 18    

⟹        𝑈𝑛 = 5 . 10
𝑛 + 2        ;  𝑛 ≥ 0 

𝑈𝑛  ولنثبت أن = 5 . 10
𝑛 +  بالتدريج  2

𝐸(𝑛)نفرض الخاصة المطلوب إثباتها     ∶   𝑈𝑛 = 5 . 10
𝑛 + 2 

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0   ⟹  𝑈0 = 5.10
0 + 2 = 5(1) + 2 = 7 

𝑛صحيحة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛)  ∶   𝑈𝑛 = 5 . 10
𝑛 +  صحيحة   2
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𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛)  ∶   𝑈𝑛+1 = 5 . 10
𝑛+1 + 2 

𝐿1 = 𝑈𝑛+1 = 10𝑈𝑛 − 18 = 10(5 . 10
𝑛 + 2) − 18 

= 5 . 10𝑛+1 + 20 − 18 = 5 . 10𝑛+1 + 2 = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  + محققة من أجل أي   𝐸(𝑛)و الخاصة صحيحة  (1

   𝑛  عدد طبيعي

 

 المعرفة تدريجياُ وفق       𝑛≥0(𝑈𝑛)نتأمل المتتالية     8 

{

  𝑈0 = 𝑠                      

 𝑈𝑛+1 =
1

2
𝑈𝑛 + 𝑛

2 + 𝑛 
 

 بحيث تحقق المتتالية  𝑃من الدرجة الثانية  عين كثير حدود ①

(𝑇𝑛)𝑛≥0  امالتي حدها الع𝑇𝑛 = 𝑃(𝑛)  العلاقة التدريجية نفسها 

    𝑇𝑛+1 =
1

2
𝑇𝑛 + 𝑛

2 + 𝑛    أيا  كانت𝑛  ؟ 

𝑉𝑛  التي حدها العام   𝑛≥0(𝑉𝑛)أثبت أن المتتالية   ② = 𝑈𝑛 − 𝑇𝑛   

 متتالية هندسية هي

 ؟  𝑛   و   𝑠بدلالة   𝑉𝑛    ثم   𝑈𝑛أكتب عبارة   ③

 الحـــــــــــــــــل

𝑃(𝑛)      لنفرض كثير الحدود هو  ① = 𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛 + 𝑐 

𝑇𝑛لدينا فرضا                = 𝑃(𝑛) 

  ⟹  𝑇𝑛+1 = 𝑃(𝑛 + 1)        

⟹     
1

2
𝑇𝑛 + 𝑛

2 + 𝑛 = 𝑎(𝑛 + 1)2 + 𝑏(𝑛 + 1) + 𝑐 

⟹
1

2
(𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛 + 𝑐) + 𝑛2 + 𝑛 

= 𝑎(𝑛2 + 2𝑛 + 1) + 𝑏𝑛 + 𝑏 + 𝑐 

⟹
1

2
𝑎𝑛2 +

1

2
𝑏𝑛 +

1

2
𝑐 + 𝑛2 + 𝑛

= 𝑎𝑛2 + 2𝑎𝑛 + 𝑎 + 𝑏𝑛 + 𝑏 + 𝑐 

⟹ 𝑛2 − 𝑎𝑛2 +
1

2
𝑎𝑛2

⏞          
  

𝑛2

−2𝑎𝑛 +
1

2
𝑏𝑛 − 𝑏𝑛 + 𝑛

⏞              
𝑛

− 𝑎

− 𝑏 +
1

2
𝑐 − 𝑐 = 0 

⟹ (1 − 𝑎 +
1

2
𝑎)𝑛2 + (−2𝑎 +

1

2
𝑏 − 𝑏 + 1)𝑛 − 𝑎

− 𝑏 −
1

2
𝑐 = 0 

⟹ (1 −
1

2
𝑎)𝑛2 + (−2𝑎 −

1

2
𝑏 + 1) 𝑛 − 𝑎 − 𝑏 −

1

2
𝑐

= 0𝑛2 + 0𝑛 + 0 

 بالمطابقة نجد أن :

1 −
1

2
𝑎 = 0     ⟹ 𝑎 = 2  

−2𝑎 −
1

2
𝑏 + 1 = 0   ⟹ −2(2) −

1

2
𝑏 + 1 = 0   

⟹ 𝑏 = −6  

−
1

2
𝑐 − 𝑎 − 𝑏 = 0   ⟹ −

1

2
𝑐 − 2 + 6 = 0   

⟹ 𝑐 = 8  

 دود المطلوب حومنه كثير ال

𝑃(𝑛) = 2𝑛2 − 6𝑛 + 8  

 

 يجب أن يتحققهندسية ,  𝑛≥0(𝑉𝑛)لإثبات أن المتتالية   ②

𝑉𝑛+1
𝑉𝑛

=  (ثابت)

𝑉𝑛             لدينا = 𝑈𝑛 − 𝑇𝑛 

⟹ 𝑉𝑛+1 = 𝑈𝑛+1 − 𝑇𝑛+1 

⟹ 𝑉𝑛+1 = (
1

2
𝑈𝑛 + 𝑛

2 + 𝑛) − (
1

2
𝑇𝑛 + 𝑛

2 + 𝑛 ) 

⟹ 𝑉𝑛+1 =
1

2
𝑈𝑛 −

1

2
𝑇𝑛  =

1

2
(𝑈𝑛 − 𝑇𝑛) =

1

2
𝑉𝑛 

        ⟹    𝑉𝑛+1 =
1

2
𝑉𝑛    ⟹    

 𝑉𝑛+1
𝑉𝑛

 =
1

2
= 𝑞 

𝑞    هندسية وأساسها  𝑛≥0(𝑉𝑛)المتتالية إذا   =
1

2
 

 

𝑞    وجدنا أن الأساس  ③ =
1

2
𝑈0 ولدينا     = 𝑠     

𝑉𝑛و  = 𝑈𝑛 − 𝑇𝑛       أي𝑉0 = 𝑈0 − 𝑇0 

 𝑇0 = 𝑃(0) = 0 − 0 + 8 = 8     ⟹ 𝑉0 = 𝑠 − 8 

𝑉𝑛عبارة الحد العام للمتتالية الهندسية  = 𝑉0. 𝑞
𝑛 

    𝑉𝑛 = 𝑉0. 𝑞
𝑛         ⟹     𝑉𝑛 = (𝑠 − 8). (

1

2
)
𝑛

  

𝑈𝑛 = 𝑉𝑛 + 𝑇𝑛 = 𝑉𝑛 + 𝑃(𝑛)    

  ⟹           𝑈𝑛 = (𝑠 − 8). (
1

2
)
𝑛

+ 2𝑛2 − 6𝑛 + 8  
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𝑎 أن ولنفرض    𝑎   و 𝑏لنتأمل العددين    9  ≠  نتأمل المتتالية ,  1

(𝑉𝑛)𝑛≥0 التي تحقق  𝑉𝑛+1 = 𝑎𝑉𝑛 + 𝑏  أيا كان العدد الطبيعي  𝑛 

𝑉𝑛+1يحقق     𝑓 عين تابعا    ① = 𝑓(𝑉𝑛)   أيا كانت𝑛 ≥ 0     

𝑓(𝑥)  حل المعادلة 𝐿احسب   ② = 𝑥   

𝑈𝑛حيث 𝑛≥0(𝑈𝑛)نعرف المتتالية   ③ = 𝑉𝑛 − 𝐿     أثبت أن 

(𝑈𝑛)𝑛≥0   متتالية هندسية , ثم استنتج𝑈𝑛  بدلالة 𝑏 و  𝑎 و  𝑛 و  𝑉0    

 بدلالة هذه المُعاملات   𝑉𝑛تنتج ,  ثم اس

 الحـــــــــــــــــل

𝑥نفرض   ① = 𝑉𝑛           عندها    𝑉𝑛+1 = 𝑓(𝑥)       : ُإذا 

𝑉𝑛+1 = 𝑎𝑉𝑛 + 𝑏      ⟹    𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏  

𝑓(𝑥) = 𝑥     ⟹ 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑥                            ② 

⟹ 𝑎𝑥 − 𝑥 = −𝑏    ⟹ 𝑥(𝑎 − 1) = −𝑏     

⟹    𝑥 =
−𝑏

𝑎 − 1
  ⟹   𝐿 =

−𝑏

𝑎 − 1
 

 𝑈𝑛 = 𝑉𝑛 − 𝐿                                             ③ 

⟹ 𝑈𝑛+1 = 𝑉𝑛+1 − 𝐿 = 𝑎𝑉𝑛 + 𝑏 − 𝐿 

= 𝑎(𝑈𝑛 + 𝐿) + 𝑏 − 𝐿 = 𝑎𝑈𝑛 + 𝑎𝐿 + 𝑏 − 𝐿 

= 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏 + (𝑎 − 1)𝐿 = 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏 + (𝑎 − 1) (
−𝑏

𝑎 − 1
) 

= 𝑎𝑈𝑛 + 𝑏 − 𝑏 = 𝑎𝑈𝑛 

⟹   𝑈𝑛+1 = 𝑎𝑈𝑛    ⟹     
𝑈𝑛+1
𝑈𝑛

= 𝑎(ثابت) 

𝑞 وأساسها  𝑛≥0(𝑈𝑛)  سيةالمتتالية هند = 𝑎   

 : 𝑈𝑛استنتاج  

𝑈𝑛 = 𝑉𝑛 − 𝐿  

⟹   𝑈0 = 𝑉0 − 𝐿 = 𝑉0 − (
−𝑏

𝑎 − 1
) = 𝑉0 +

𝑏

𝑎 − 1
 

⟹   𝑈𝑛 = 𝑈0 . 𝑞
𝑛     ⟹    𝑈𝑛 = (𝑉0 +

𝑏

𝑎 − 1
)𝑎𝑛  

 : 𝑉𝑛استنتاج  

𝑈𝑛 = 𝑉𝑛 − 𝐿       ⟹ 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 + 𝐿 

   = (𝑉0 +
𝑏

𝑎 − 1
)𝑎𝑛 + (

−𝑏

𝑎 − 1
) 

⟹           𝑉𝑛 = (𝑉0 +
𝑏

𝑎 − 1
)𝑎𝑛 −

𝑏

𝑎 − 1
 

لمعرفة بالتدريج وفق        ا  𝑛≥0(𝑈𝑛)نتأمل المتتالية    10

{
      𝑈0 = 1  , 𝑈1 = 4                              
  𝑈𝑛+1 = 5𝑈𝑛 − 6𝑈𝑛−1              (𝑛 ≥ 0)

 

𝑎𝑏يحققان  𝑎  و 𝑏عين عددين حقيقيين  ① = 𝑎  و  6 + 𝑏 =  ؟ 5

𝑉𝑛متتالية المعرفة بالعلاقة   𝑛≥0(𝑉𝑛)لتكن   ② = 𝑈𝑛+1 − 𝑎𝑈𝑛    

 ؟  𝑏متتالية هندسية أساسها    𝑛≥0(𝑉𝑛)أثبت أن 

𝑊𝑛المتتالية     𝑛≥0(𝑊𝑛)لتكن    ③ = 𝑈𝑛+1 − 𝑏𝑈𝑛   , 

 ؟  𝑎متتالية هندسية أساسها    𝑛≥0(𝑊𝑛)أثبت أن  

 ؟ 𝑛بدلالة  𝑈𝑛عبر عن  , ثم   𝑛بدلالة  𝑉𝑛   و   𝑊𝑛  عبر عن   ④

 الحـــــــــــــــــل

①   

𝑎𝑏 = 6   ⟹    𝑏 =
6

𝑎
     

𝑎 + 𝑏 = 5     ⟹    𝑎 +
6

𝑎
= 5 

⟹    
𝑎2 + 6

𝑎
= 5    ⟹     𝑎2 − 5𝑎 + 6 = 0 

⟹   (𝑎 − 3)(𝑎 − 2) = 0    

𝑎 = 3 ⟹ 𝑏 = 𝑎       أو        2 = 2 ⟹ 𝑏 = 3   

②   

𝑉𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 𝑎𝑈𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 2𝑈𝑛 

⟹   𝑉𝑛+1 = 𝑈𝑛+2 − 2𝑈𝑛+1 = 5𝑈𝑛+1 − 6𝑈𝑛 − 2𝑈𝑛+1 

= 3𝑈𝑛+1 − 6𝑈𝑛 = 3(𝑈𝑛+1 − 2𝑈𝑛) = 3𝑉𝑛  

⟹    𝑉𝑛+1 = 3𝑉𝑛         ⟹     
𝑉𝑛+1
𝑉𝑛

= 3 = 𝑏 

𝑏 وأساسها  هندسية  𝑛≥0(𝑉𝑛) المتتالية  = 3   

③   

𝑊𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 𝑏𝑈𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 3𝑈𝑛 

⟹  𝑊𝑛+1 = 𝑈𝑛+2 − 3𝑈𝑛+1 = 5𝑈𝑛+1 − 6𝑈𝑛 − 3𝑈𝑛+1 

= 2𝑈𝑛+1 − 6𝑈𝑛 = 2(𝑈𝑛+1 − 3𝑈𝑛) = 2𝑊𝑛  

⟹   𝑊𝑛+1 = 2𝑊𝑛         ⟹    
𝑊𝑛+1
𝑊𝑛

= 2 = 𝑎 

𝑎 وأساسها هندسية  𝑛≥0(𝑊𝑛)المتتالية  = 2    

④   

𝑉𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 2𝑈𝑛   ⟹   𝑉0 = 𝑈1 − 2𝑈0 = 4 − 2 = 2 

𝑉𝑛 = 𝑉0 . 𝑞
𝑛  ⟹ 𝑉𝑛 = 2 .3

𝑛 
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𝑊𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 3𝑈𝑛⟹𝑊0 = 𝑈1 − 3𝑈0 = 4 − 3 = 1 

𝑊𝑛 = 𝑊0 . 𝑞
𝑛  ⟹ 𝑊𝑛 =  2

𝑛
 

  
𝑉𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 2𝑈𝑛

 
𝑊𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 3𝑈𝑛

  } 

⟹    
2 .3𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 2𝑈𝑛        . . .①

     2𝑛 = 𝑈𝑛+1 − 3𝑈𝑛        . . .②
  

 ينتج لدينا  : ①من     ②بطرح 

2 . 3𝑛 − 2𝑛 = 𝑈𝑛   

⟹       𝑈𝑛 = 2 . 3
𝑛 − 2𝑛  

𝑛أثبت أيا  كان العدد الطبيعي    أولا :  11 ≥  , أن 2

3𝑛2 ≥ (𝑛 + 1)2 

3𝑛إلى القضية    𝐸(𝑛)نرمز  ثانيا  : ≥ 2𝑛 + 5𝑛2     

 عنده صحيحة ؟ 𝐸(𝑛)ما أصغر عدد طبيعي غير معدوم, تكون    ①

 , الذي يحقق  𝑛صحيحة أيا كان العدد الطبيعي   𝐸(𝑛)أثبت أن   ②

𝑛الشرط  ≥ 5   

 الحـــــــــــــــــل

 المطلوب إثباتها الخاصة أولا  :

𝐸(𝑛)  ∶        3𝑛2 ≥ (𝑛 + 1)2 

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 2     : 

𝐿1 = 3 × 4 = 12    

𝐿2 = (2 + 1)
2 = 9 

  }    ⟹ 𝐿1 > 𝐿2 

𝑛محققة من أجل  𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 1 

𝑛من أجل  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة   ≥  أي 2

𝐸(𝑛)  ∶        3𝑛2 ≥ (𝑛 +  صحيحة  2(1

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶        3(𝑛 + 1)2 ≥ (𝑛 + 2)2 

𝐿1 =   3(𝑛 + 1)
2 = (𝑛 + 2)2 − (𝑛 + 2)2 + 3(𝑛 + 1)2 

= (𝑛 + 2)2 − (𝑛2 + 4𝑛 + 4) + 3(𝑛2 + 2𝑛 + 1) 

= (𝑛 + 2)2 − 𝑛2 − 4𝑛 − 4 + 3𝑛2 + 6𝑛 + 3 

= (𝑛 + 2)2  +2𝑛2 + 2𝑛 − 1 ⏟          
𝑛≥2 موجب تماما   من أجل

≥ (𝑛 + 2)2 

⟹                    3(𝑛 + 1)2 ≥ (𝑛 + 2)2 

𝐸(𝑛الخاصة صحيحة   +  صحيحة أيا  كان العدد  𝐸(𝑛) إذا   (1

𝑛الطبيعي  ≥ 2 

 ① ثانيا  : 

𝑛 = 1 ⟹  {  
𝐿1 = 3

1 = 3               
 

𝐿2 = 2
1 + 5(1)2 = 7

   | ⟹ 𝐿1 ≱ 𝐿2 

𝑛 = 2 ⟹  {  
𝐿1 = 3

2 = 9                  
 

𝐿2 = 2
2 + 5(2)2 = 24

     | ⟹ 𝐿1 ≱ 𝐿2 

𝑛 = 3 ⟹  {  
𝐿1 = 3

3 = 27               
 

𝐿2 = 2
3 + 5(3)2 = 53

     | ⟹ 𝐿1 ≱ 𝐿2 

𝑛 = 4 ⟹  {  
𝐿1 = 3

4 = 81               
 

𝐿2 = 2
4 + 5(4)2 = 96

     | ⟹ 𝐿1 ≱ 𝐿2 

𝑛 = 5 ⟹  {  
𝐿1 = 3

5 = 243               
 

𝐿2 = 2
5 + 5(5)2 = 157

   | ⟹ 𝐿1 > 𝐿2 

𝑛غير صحيحة عندما  𝐸(𝑛)إذا  الخاصة  = { 1,2,3,4 } 

صحيحة  𝐸(𝑛)الصفر تكون  عدد طبيعي غير هو أصغر 5والعدد 

 عنده

 تهاالخاصة المطلوب إثبا   ②

𝐸(𝑛)  ∶        3𝑛 ≥ 2𝑛 + 5𝑛2     

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 5     : 

𝑛 = 5 ⟹  {  
𝐿1 = 3

5 = 243               
 

𝐿2 = 2
5 + 5(5)2 = 157

   | ⟹ 𝐿1 > 𝐿2 

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)الخاصة إذا   = 5 

𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة   ≥  أي 5

𝐸(𝑛)  ∶        3𝑛 ≥ 2𝑛 + 5𝑛2      صحيحة 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛)  ∶        3𝑛+1 ≥ 2𝑛+1 + 5(𝑛 + 1)2     

3𝑛  لدينا فرضا   ≥ 2𝑛 + 5𝑛2 

  3طرفي المتراجحة بالعدد  بنضر

⟹       3. 3𝑛 ≥ 3(2𝑛 + 5𝑛2)  

⟹      3𝑛+1 ≥ 3. 2𝑛 + 15𝑛2  

2𝑛+1 ]ونطرح المقدار  نضيف + 5(𝑛 + من الطرف الأيمن  [ 2(1

 من المتراجحة

⟹ 3𝑛+1 ≥ 2𝑛+1 + 5(𝑛 + 1)2 − 2𝑛+1 − 5(𝑛 + 1)2

+ 3. 2𝑛 + 15𝑛2 
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⟹ 3𝑛+1 ≥ 2𝑛+1 + 5(𝑛 + 1)2 − 2.2𝑛 − 5𝑛2 − 10𝑛

− 5 + 3.2𝑛 + 15𝑛2 

⟹ 3𝑛+1 ≥ 2𝑛+1 + 5(𝑛 + 1)2+2𝑛 + 10𝑛2 − 10𝑛 − 5⏟              
𝑛≥5 موجب تماما   من أجل

 

⟹ 3𝑛+1 ≥ 2𝑛+1 + 5(𝑛 + 1)2 

𝐸(𝑛  الخاصة +  صحيحة أيا  كان العدد  𝐸(𝑛) إذا   صحيحة (1

𝑛لطبيعي ا ≥ 5 

 

3𝑛إلى القضية   𝐸(𝑛)نرمز بالرمز   12 ≥ (𝑛 + 2)2   

,𝐸(4)أتكون القضايا    ① 𝐸(3), 𝐸(1), 𝐸(0)   صحيحة ؟ 

 صحيحة عند كل عدد حقيقي   𝐸(𝑛)أثبت بالتدريج أن القضية   ②

𝑛   يحقق𝑛 ≥ 3   

 الحـــــــــــــــــل

① 

𝑛 = 0 ⟹  {  
𝐿1 = 3

0 = 1           
 

𝐿2 = (0 + 2)
2 = 4 

   | ⟹ 𝐿1 ≱ 𝐿2 

 غير صحيحة 𝐸(0)الخاصة 

𝑛 = 1 ⟹  {  
𝐿1 = 3

1 = 3           
 

𝐿2 = (1 + 2)
2 = 9 

   | ⟹ 𝐿1 ≱ 𝐿2 

 غير صحيحة 𝐸(1)الخاصة 

𝑛 = 2 ⟹  {  
𝐿1 = 3

2 = 9                
 

𝐿2 = (2 + 2)
2 = 16    

     | ⟹ 𝐿1 ≱ 𝐿2 

 غير صحيحة 𝐸(2)الخاصة 

𝑛 = 3 ⟹  {  
𝐿1 = 3

3 = 27           
 

𝐿2 = (3 + 2)
2 = 25

     | ⟹ 𝐿1 > 𝐿2 

 صحيحة  𝐸(3)الخاصة 

𝑛 = 4 ⟹  {  
𝐿1 = 3

4 = 81           
 

𝐿2 = (4 + 2)
2 = 36

     | ⟹ 𝐿1 > 𝐿2 

 صحيحة 𝐸(4)الخاصة 

 الخاصة المطلوب إثباتها②  

𝐸(𝑛)  ∶        3𝑛 ≥ (𝑛 + 2)2      

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 3     : 

𝑛 = 3 ⟹  {  
𝐿1 = 3

3 = 27           
 

𝐿2 = (3 + 2)
2 = 25

     | ⟹ 𝐿1 > 𝐿2 

𝑛صحيحة من أجل  𝐸(𝑛)إذا  الخاصة  = 3 

 أي 𝑛 من أجل  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛)  ∶        3𝑛 ≥ (𝑛 +  صحيحة          2(2

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛)  ∶        3𝑛+1 ≥ (𝑛 + 3)2      

3𝑛لدينا فرضا     ≥ (𝑛 + 2)2 

  3نضر طرفي المتراجحة بالعدد 

⟹       3. 3𝑛 ≥ 3(𝑛 + 2)2  

⟹      3𝑛+1 ≥ 3(𝑛 + 2)2  

𝑛)ونطرح المقدار  نضيف +  بالطرف الأيمن من المتراجحة  2(3

⟹ 3𝑛+1 ≥ (𝑛 + 3)2 − (𝑛 + 3)2 + 3(𝑛 + 2)2 

⟹ 3𝑛+1 ≥ (𝑛 + 3)2 − 𝑛2 − 6𝑛 − 9 + 3𝑛2 + 12𝑛 + 12 

⟹ 3𝑛+1 ≥ (𝑛 + 3)2   +2𝑛2 + 6𝑛 + 3  ⏟          
𝑛≥3 موجب تماما   من أجل

 

⟹ 3𝑛+1 ≥ (𝑛 + 3)2 

𝐸(𝑛  الخاصة +  صحيحة أيا  كان العدد  𝐸(𝑛) صحيحة إذا   (1

𝑛الطبيعي  ≥ 3 

 

ن العدد أثبت بالتدريج صحة كل من القضايا الآتية أيا  كا  13

 :   𝑛الطبيعي 

  ①   4𝑛 +   3مضاعف للعدد       5

𝐸(𝑛):        4𝑛الخاصة المطلوب إثباتها     نفرض  + 5 = 3𝑘 

⟹  4𝑛 = 3𝑘 − 5       

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0             ⟹   40 + 5 = 1 + 5 = 6 

    3  ف للعدد عمضا  6العدد  

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)ة إذا الخاص = 0 

 أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛):      4𝑛 + 5 = 3𝑘   صحيحة 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1):        4𝑛+1 + 5 = 3𝑘 

𝐿1 = 4
𝑛+1 + 5 = 4𝑛. 4 + 5 = (3𝑘 − 5)4 + 5 
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= 12𝑘 − 20 + 5 = 12𝑘 − 15 

= 3 (4𝑘 − 5)⏟      
𝑘′

= 3𝑘` = 𝐿2 

𝐸(𝑛خاصة ال +  صحيحة أيا  كان العدد 𝐸(𝑛) الخاصةوصحيحة   (1

4𝑛  إذا            𝑛الطبيعي   +  3مضاعف للعدد       5

 

23𝑛 −  7مضاعف للعدد      ②   1

𝐸(𝑛):      23𝑛     الخاصة المطلوب إثباتها نفرض  − 1 = 7𝑘 

⟹    23𝑛 = 7𝑘 + 1    

𝑛أجلمن  𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0   ⟹  20 − 1 = 1 − 1 = 0 

    7  مضاغف للعدد   0العدد  

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

 𝐸(𝑛):      23𝑛 − 1 = 7𝑘    صحيحة 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1) ∶       23𝑛+3 − 1 = 7𝑘  

𝐿1 = 2
3𝑛+3 − 1 = 23𝑛. 23 − 1 = (7𝑘 + 1).8 − 1 

= 56𝑘 + 8 − 1 = 56𝑘 + 7 

= 7 (8𝑘 + 1)⏟      
𝑘′

= 7𝑘′ = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  صحيحة أيا  كان العدد 𝐸(𝑛) الخاصةوصحيحة   (1

23𝑛إذا     𝑛الطبيعي   −  7مضاعف للعدد         1

 

③     𝑛3 + 2𝑛    3مضاعف للعدد 

𝐸(𝑛)    ثباتها  الخاصة المطلوب إنفرض   ∶   𝑛3 + 2𝑛 = 3𝑘 

⟹  𝑛3 = 3𝑘 − 2𝑛       

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0   ⟹  03 + 2(0) = 0 

  3  مضاغف للعدد   0العدد  

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛):        𝑛3 + 2𝑛 = 3𝑘   حةصحي 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶     (𝑛 + 1)3 + 2𝑛 + 2 = 3𝑘 

𝐿1 = (𝑛 + 1)
3 + 2𝑛 + 2 

= 𝑛3 + 3𝑛2 + 3𝑛 + 1 + 2𝑛 + 2 

= 𝑛3 + 3𝑛2 + 5𝑛 + 3 = 3𝑘 − 2𝑛 + 3𝑛2 + 5𝑛 + 3 

= 3𝑘 + 3𝑛2 + 3𝑛 + 3 = 3 (𝑘 + 𝑛3 + 𝑛 + 1)⏟          
𝑘′

 

= 3𝑘′ = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  صحيحة أيا  كان العدد 𝐸(𝑛) الخاصةوحيحة  ص (1

𝑛3إذا      𝑛الطبيعي   + 2𝑛    3مضاعف للعدد 

 

32𝑛+1 + 2𝑛+2    ④    7مضاعف للعدد 

 الخاصة المطلوب إثباتها نفرض 

𝐸(𝑛)  ∶      32𝑛+1 + 2𝑛+2 = 7𝑘 

⟹  32𝑛+1 = 7𝑘 − 2𝑛+2       

𝑛أجلمن  𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0   ⟹  32(0)+1 + 20+2 = 3 + 22 = 3 + 4 = 7 

    7  ف للعدد اعمض   7العدد  

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي   𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛):        32𝑛+1 + 2𝑛+2 = 7𝑘   صحيحة 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶    32𝑛+2 + 2𝑛+3 = 7𝑘 

𝐿1 = 3
2𝑛+2 + 2𝑛+3 = 32𝑛. 32 + 2𝑛. 23 

= (7𝑘 − 2𝑛+2)9 + 2𝑛. 8 

= 63𝑘 − 9. 2𝑛+2 + 8. 2𝑛 

= 63𝑘 − 9. 2𝑛. 22 + 8. 2𝑛 

= 63𝑘 − 36. 2𝑛 + 8. 2𝑛 

= 63𝑘 − 28.2𝑛 = 7 (9𝑘 − 4.2𝑛)⏟        
𝑘′

= 7𝑘′ = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  صحيحة أيا  كان العدد 𝐸(𝑛) الخاصةوصحيحة   (1

32𝑛+1إذا      𝑛الطبيعي   + 2𝑛+2        7مضاعف للعدد 
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10𝑛العدد  9)) يقسم العدد   نرمز إلى القضية   14 + 1 )) 

𝑛في حالة    𝐸(𝑛)بالرمز   ∈ 𝑁    : 

 ندئذ كانت ع  𝑛عند قيمة العدد صحيحة  𝐸(𝑛)إنه إذا كانت أثبت   ①

𝐸(𝑛 +  صحيحة   (1

 ؟ علل إجابتك ؟ 𝑁صحيحة على  𝐸(𝑛)أتكون القضية   ②

 ــــــــــــلـــــــالحـــ

𝐸(𝑛) ∶ 10𝑛 + 1 = 9𝑘   ⟹    10𝑛 = 9𝑘 − 1       ①  

 أي   𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة   

𝐸(𝑛):        10𝑛 + 1 = 9𝑘   صحيحة 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  لنثبت أن أي  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶    10𝑛+1 + 1 = 9𝑘 

𝐿1 = 10
𝑛+1 + 1 = 10𝑛. 10 + 1 

= (9𝑘 − 1)10 + 1 = 90𝑘 − 10 + 1 

= 90𝑘 − 9 = 9  (10𝑘 − 1)⏟      
𝑘′

= 9𝑘′ = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  صحيحة   (1

𝑛من أجل    𝐸(𝑛)لنتحقق من صحة  ② = 0 

𝑛 = 0  ⟹ 100 + 1 = 1 + 1 = 2   

 ةغير صحيح 𝐸(0)لخاصة ومنه ا 9 يقسم العدد لا 2العدد 

  𝑁غير صحيحة على   𝐸(𝑛)ومنه القضية 

 

15  ( 𝑈𝑛)𝑛≥0    متتالية معرفة وفق        

{

  𝑈0 = 1         
 

  𝑈𝑛+1 = √2 + 𝑈𝑛

𝑛عند كل                         ≥ 0 

0أن   أثبت  ① ≤ 𝑈𝑛 ≤  𝑛أيا  كان العدد الطبيعي     2

 متزايدة تماما    𝑛≥0(𝑈𝑛 )  أن  أثبت  ②

 الحـــــــــــــــــل

 الخاصة المطلوب إثباتها نفرض   ①

𝐸(𝑛):      0 ≤ 𝑈𝑛 ≤ 2   

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0   ⟹       0 ≤ 𝑈0 = 1 ≤ 2 

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي   𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛):        0 ≤ 𝑈𝑛 ≤  صحيحة    2

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶       0 ≤ 𝑈𝑛+1 ≤ 2  

0 لدينا فرضاّ    ≤ 𝑈𝑛 ≤ 2 

 ( 2 )نضيف لطرفي المتراجحة العدد 

 2 + 0 ≤ 2 + 𝑈𝑛 ≤ 2 + 2   ⟹    2 ≤ 2 + 𝑈𝑛 ≤ 4 

 بجذر طرفي المتراجحة  

⟹    0 < √2 ≤ √2 + 𝑈𝑛 ≤ 2 

⟹    0 < √2 + 𝑈𝑛 ≤ 2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  صحيحة أيا  كان العدد 𝐸(𝑛) الخاصةوصحيحة   (1

 𝑛الطبيعي  

𝑈𝑛+1 −𝑈𝑛 = √2 + 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛              ② 

=
(√2 + 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛)(√2 + 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛)

√2 + 𝑈𝑛 +𝑈𝑛
 

=
2 + 𝑈𝑛 − 𝑈𝑛

2

√2 + 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛
=
−(𝑈𝑛

2 − 𝑈𝑛 − 2)

√2 + 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛
 

=
−  (𝑈𝑛 − 2) ⏞      

سالب

  (𝑈𝑛 + 1) ⏞      
موجب

 √2 + 𝑈𝑛 + 𝑈𝑛 ⏟          
موجب

> 0 

 متزايدة تماما   𝑛≥0(𝑈𝑛)إذا  المتتالية 

16  ( 𝑈𝑛)𝑛≥0   وفق متتالية معرفة 

{

  𝑈0 = 1             
 

 𝑈𝑛+1 =
3𝑈𝑛+2

2𝑈𝑛+6

𝑛عند كل       ≥ 0 

𝑥أن   أثبت  ① ⟼
3𝑥+2

2𝑥+6
 متزايد تماما     

واستنتج 
1

2
≤ 𝑈𝑛 ≤  𝑛أيا  كان العدد       1

 تماما   ناقصةمت  𝑛≥0(𝑈𝑛 )  أن  أثبت  ②

 الحـــــــــــــــــل

𝑓(𝑥)التابع    ① =
3𝑥+2

2𝑥+6
   𝑅\{−3}ف على المجال معر  

 واشتقاقي عليه ومشتقه : 

𝑓′(𝑥) =
(3)(2𝑥 + 6) − (2)(3𝑥 + 2)

(2𝑥 + 6)2
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=
6𝑥 + 18 − 6𝑥 − 4

(2𝑥 + 6)2
=

14

(2𝑥 + 6)2
> 0 

   𝑅\{−3}متزايد تماما  على المجال  𝑓إذا  التابع 

 أن جااستنت
1

2
≤ 𝑈𝑛 ≤  𝑛أيا  كان العدد    1

 ب إثباتها الخاصة المطلونفرض 

𝐸(𝑛):     
1

2
≤ 𝑈𝑛 ≤ 1   

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0   ⟹     
1

2
≤ 𝑈0 = 1 ≤ 1 

𝑛من أجل  صحيحة 𝐸(𝑛)إذا الخاصة  = 0 

 أي   𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة  

𝐸(𝑛):       
1

2
≤ 𝑈𝑛 ≤  صحيحة    1

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أن أي لنثبت  (1

𝐸(𝑛):       
1

2
≤ 𝑈𝑛+1 ≤ 1  

𝑈𝑛+1من الشكل   𝑛≥0(𝑈𝑛 )والمتتالية = 𝑓(𝑈𝑛) 

 متزايد تماما  على  𝑓 إذا    𝑅\{−3}المجال  متزايد تماما على 𝑓والتابع 

] المجال
1

2
,     لدينا فرضا  و      [2

1

2
≤ 𝑈𝑛 ≤ 1 

⟹    𝑓 (
1

2
) ≤ 𝑓(𝑈𝑛)  ≤ 𝑓(1) 

⟹    
3 (
1
2) + 2

2 (
1
2) + 6

≤
3(𝑈𝑛) + 2

2(𝑈𝑛) + 6
≤
3(1) + 2

2(1) + 6
  

⟹    

3
2 + 2

1 + 6
≤ 𝑈𝑛+1 ≤

5

8
  

⟹    

7
4
7
≤ 𝑈𝑛+1 ≤

5

8
  

⟹ 
1

2
<
1

4
≤ 𝑈𝑛+1 ≤

5

8
< 1 

⟹ 
1

2
< 𝑈𝑛+1 < 1 

𝐸(𝑛الخاصة  +  صحيحة أيا  كان العدد 𝐸(𝑛) الخاصة وصحيحة  (1

 𝑛طبيعي ال 

 

 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =
3𝑈𝑛 +2
2𝑈𝑛 +6

− 𝑈𝑛                        ② 

=
3𝑈2 + 2

2𝑈𝑛 + 6
−
𝑈𝑛(2𝑈𝑛 + 6)

2𝑈𝑛 + 6
 

=
3𝑈𝑛 + 2 − 2𝑈𝑛

2 − 6𝑈𝑛
2𝑈𝑛+6

 

=
−2𝑈𝑛

2 − 3𝑈𝑛 + 2

2𝑈𝑛+6
= 

2𝑈𝑛−)لنحلل كثير الحدود 
2 − 3𝑈𝑛 +  باستخدام طريقة المميّز    (2

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 9 − 4(−2)(2) = 9 + 16 = 25 

𝑈𝑛 =
3 − 5

−4
=
−2

−4
=
1

2
 

𝑈𝑛 =
3 + 5

−4
=
8

−4
= −2 

−2𝑈𝑛
2 − 3𝑈𝑛 + 2 = −2(𝑈𝑛 −

1

2
) (𝑈𝑛 + 2)  

=
−2𝑈𝑛

2 − 3𝑈𝑛 + 2

2𝑈𝑛 + 6
=
−2(𝑈𝑛 −

1
2) 

⏞      
موجب

 (𝑈𝑛 + 2)⏞      
 موجب

2𝑈𝑛 + 6⏟      

موجب

< 0 

 ة تماما  متناقص 𝑛≥0(𝑈𝑛)إذا  المتتالية 

 لأنه فرضا  كيف حددنا الإشارات ؟؟ 
1

2
≤ 𝑈𝑛 ≤  𝑛أيا  كان العدد     1

 

,0[من المجال  عدد حقيقي  𝑎ليكن   17
𝜋

2
  ثم نعرف المتتالية  , ]

( 𝑈𝑛)𝑛≥0  وفق 

                         {

  𝑈0 = 2 cos 𝜃   
 

𝑈𝑛+1 = √2 + 𝑈𝑛

𝑛في حالة           ∈ 𝑁 

     𝑈1   و   𝑈2احسب   ①

𝑈𝑛أثبت بالتدريج أن   ② = 2 cos (
𝜃

2𝑛
) 

 الحـــــــــــــــــل

 ورقة القوانين المثلثية  راجع               تذكرة

  2 cos2 𝑥 = 1 + cos 2𝑥    ⟹    2 cos2
𝑥

2
= 1 + cos 𝑥 

𝑈1 = √2 + 𝑈0 = √2 + 2 cos𝜃 = √2(1 + cos𝜃)    ① 

= √2 (2 cos2
𝜃

2
) = √4 cos2

𝜃

2
 = 2 cos

𝜃

2
  ;  𝜃 ∈]0,

𝜋

2
[ 
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𝑈2 = √2 + 𝑈1 = √2 + 2 cos
𝜃

2
= √2 (1 + cos

𝜃

2
)     

= √2 (2 cos2
𝜃

4
) = √4 cos2

𝜃

4
 = 2 cos

𝜃

4
  ;  𝜃 ∈]0,

𝜋

2
[ 

 نفرض الخاصة المطلوب إثباتها    ②

𝐸(𝑛) ∶     𝑈𝑛 = 2 cos ( 
𝜃

2
𝑛)  

𝑛من أجل 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة   = 0       : 

𝑛 = 0 ⟹  𝐿1 = 𝑈0 = 2 cos 𝜃 = 2 cos
𝜃

20
= 𝐿2 

𝑛صحيحة من أجل  𝐸(𝑛)اصة إذا الخ = 0 

 أي   𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة 

𝐸(𝑛) ∶     𝑈𝑛 = 2 cos ( 
𝜃

2
𝑛)   صحيحة 

𝐸(𝑛ولثبت صحة الخاصة   +  أي لنثبت أن  (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶     𝑈𝑛+1 = 2 cos (
𝜃

2𝑛+1
) 

𝐿1 = 𝑈𝑛+1 = √2 + 𝑈𝑛 = √2 + 2cos(
𝜃

2𝑛
) 

= √2(1 + cos (
𝜃

2𝑛
)) = √2(2 cos2 (

𝜃
2𝑛

2
)) 

= √4 cos2 (
𝜃

2𝑛+1
) = 2 cos (

𝜃

2𝑛+1
) = 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  صحيحة أيا  كان العدد 𝐸(𝑛) الخاصة وصحيحة  (1

   𝑛الطبيعي  
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𝑀(𝑥, 𝑦)  التي تحقق إحداثياتها المعادلة𝑥2 − 5𝑦2 = 1 , 

,𝑀(𝑥تابع الذي يقرن بكل نقطة ال  𝑓ليكن  𝑦)  من المستوي𝑃   النقطة 

𝑀`(9𝑥 + 20𝑦 , 4𝑥 + 9𝑦)   أي  𝑓 (𝑀) = 𝑀`  , 

 متتالية 𝑃لنتأمل في المستوي   (1,0)النقطة التي إحداثياتها    𝑆0لتكن  

𝑆𝑛+1المعرفة وفق :    𝑛≥0(𝑆𝑛)  النقاط  = 𝑓(𝑆𝑛)   , 

 وإن إحداثياتها أعداد صحيحة 𝐻نقطة من المجموعة   𝑆𝑛أثبت أن  

 الحـــــــــــــــــل

𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻     

𝑥2يجب أن تحقق المعادلة     𝐻نتمي إلى تكل نقطة  − 5𝑦2 = 1 

𝑓(𝑀) = 𝑀′   ⟹   𝑓(𝑥, 𝑦) = (9𝑥 + 20𝑦, 4𝑥 + 9𝑦) 

𝑆0(1,0)       ,        𝑆𝑛+1 = 𝑓(𝑆𝑛)   

 لنبرهن بالتدريج 

𝐸(𝑛)الخاصة المطلوب إثباتها      ∶    𝑆𝑛(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻 

𝑛 لمن أج 𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة  = 0 

𝑛 = 0           ⟹            𝑆0(1,0) 

𝑥2في المعادلة    (1.0)لنعوض   − 5𝑦2 = 1 

12 − 5(0)2 =    محققة           1

⟹           𝑆0(1.0) ∈ 𝐻 

𝑛صحيحة من أجل  𝐸(𝑛)الخاصة  = 0 

 أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة 

𝐸(𝑛)       صحيحة ∶    𝑆𝑛(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻     

𝐸(𝑛ولنثبت صحة الخاصة  +  أي لنثبت أن : (1

𝐸(𝑛 + 1)  ∶     𝑆𝑛+1 ∈ 𝐻 

𝑆𝑛+1 = 𝑓(𝑆𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦) = (9𝑥 + 20𝑦, 4𝑥 + 9𝑦) 

9𝑥) لنعوض + 20𝑦, 4𝑥 + 9𝑦)   في المعادلة𝑥2 − 5𝑦2 = 1 

= (9𝑥 + 20𝑦)2 − 5(4𝑥 + 9𝑦)2 

= 81𝑥2 + 360𝑥𝑦 + 400𝑦2 − 80𝑥2 − 360𝑥𝑦 − 405𝑦2 

= 𝑥2 − 5𝑦2 = 1 

⟹    𝑆𝑛+1 ∈ 𝐻 

𝐸(𝑛الخاصة  +  يا  كان العددصحيحة أ 𝐸(𝑛) الخاصة وصحيحة  (1

  𝐻 المجموعة  نقطة من  𝑆𝑛, إذا    𝑛الطبيعي  

 ونثبت ذلك بالتدريجأعداد صحيحة     𝑆𝑛ولنثبت أن إحداثيات 

 أعداد صحيحة "    𝑆𝑛الخاصة المطلوب إثباتها   "إحداثيات 

 أعداد صحيحة      𝑆0(1,0)نلاحظ أن إحداثيات  

,𝑥)أعداد صحيحة أي  𝑆𝑛وبفرض أن إحداثيات  𝑦)  أعداد صحيحة 

9𝑥فإن   + 20𝑦   عدد صحيح لأنه مجموع عددين صحيحين 

4𝑥و      + 9𝑦   عدد صحيح لأنه مجموع عددين صحيحين 

𝑆𝑛+1(9𝑥أي أن إحداثيات  + 20𝑦, 4𝑥 + 9𝑦)   أعداد صحيحة 

 أعداد صحيحة  𝑆𝑛ومنه إحداثيات 

 



   

    

 ى                                                                                               المتتالياتالوحدة الأول

Telegramأ.  باسل حايك    27 ∶  Basselhayek600                                                             0935262337    
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 معدوم غير طبيعي , نضع 

𝑆𝑛 = cos 𝑥 + cos 3𝑥 + cos 5𝑥 + ⋯+ cos[(2𝑛 − 1)𝑥] 

 باستعمال دساتير مثلثية , أثبت أن  ①

sin(2𝑎) = 2. 𝑠𝑖𝑛𝑎 . 𝑐𝑜𝑠𝑎        

sin 𝑎 . cos 𝑏 =
1

2
[sin(𝑎 + 𝑏) + sin(𝑎 − 𝑏)] 

 من العبارتين الآتيتين من جداء نسبتين مثلثيتين إلى  حول كلا    ②

 :مجموع نسبتين مثلثيتين 

sin 𝑛𝑥 . cos 𝑛𝑥            &        sin 𝑥 . cos[(2𝑛 + 1)𝑥] 

𝑆𝑛أثبت أن        ③ = cos𝑛𝑥 ×
sin𝑛𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑥

   

𝑛أيا  يكن   ≥ 𝑥    و      1 ≠ 𝑘𝜋   ; {𝑘 ∈ 𝑍} 

 ــــــــــــلالحـــــ

①        

   sin(2𝑎) = 2. sin 𝑎  . cos 𝑎    

𝐿1 = sin(2𝑎) = sin(𝑎 + 𝑎) 

= sin 𝑎 . cos 𝑎 + cos 𝑎 . sin 𝑎 = 2 sin 𝑎 . cos 𝑎 = 𝐿2 

  sin 𝑎 . cos 𝑏 =
1

2
[sin(𝑎 + 𝑏) + sin(𝑎 − 𝑏)]   

 لدينا 

sin(𝑎 + 𝑏) = sin 𝑎 . cos 𝑏 + cos 𝑎 . sin 𝑏 

sin(𝑎 − 𝑏) = sin 𝑎 . cos 𝑏 − cos 𝑎 . sin 𝑏 

𝐿2 =
1

2
[sin(𝑎 + 𝑏) + sin(𝑎 − 𝑏)] 

=
1

2
[sin𝑎 . cos 𝑏 + cos 𝑎 . sin 𝑏 + sin 𝑎 . cos 𝑏 

−cos 𝑎 . sin 𝑏] 

=
1

2
[2 sin𝑎 . cos 𝑏] = sin𝑎 . cos 𝑏 = 𝐿1 

  sin 𝑛𝑥 . cos 𝑛𝑥                               ②    

=
1

2
[sin(𝑛𝑥 + 𝑛𝑥) + sin(𝑛𝑥 − 𝑛𝑥)] 

=
1

2
[sin(2𝑛𝑥) + sin(0)] =

1

2
sin(2𝑛𝑥) 

⟹  sin 𝑛𝑥 . cos 𝑛𝑥 =
1

2
sin(2𝑛𝑥) 

  sin 𝑥 . cos[(2𝑛 + 1)𝑥]   

=
1

2
[sin(𝑥 + (2𝑛 + 1)𝑥) + sin(𝑥 − (2𝑛 + 1)𝑥)] 

=
1

2
[sin(𝑥 + 2𝑥𝑛 + 𝑥) + sin(𝑥 − 2𝑛𝑥 − 𝑥)] 

=
1

2
[sin(2𝑥 + 2𝑥𝑛) + sin(−2𝑛𝑥)] 

=
1

2
[sin 2𝑥(𝑛 + 1) − sin(2𝑛𝑥)] 

⟹ sin𝑥 . cos[(2𝑛 + 1)𝑥] =
1

2
[sin 2𝑥(𝑛 + 1) − sin(2𝑛𝑥)] 

 لنبرهن بالتدريج   ③

𝐸(𝑛)الخاصة المطلوب إثباتها      ∶    𝑆𝑛 = cos𝑛𝑥 ×
sin𝑛𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑥

 

𝑛من أجل  𝐸(𝑛)لنثبت صحة الخاصة  = 1 

𝑛 = 1 ⟹ {  

𝐿1 = 𝑆1 = cos 𝑥                     
 

𝐿2 = cos 𝑥 ×
sin 𝑥

sin 𝑥
= cos 𝑥 

 | ⟹ 𝐿1 = 𝐿2 

𝑛صحيحة من أجل  𝐸(𝑛)الخاصة  = 1 

 أي  𝐸(𝑛)لنفرض صحة الخاصة 

𝐸(𝑛)      صحيحة ∶    𝑆𝑛 = cos 𝑛𝑥 ×
sin 𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
 

𝐸(𝑛ولنثبت صحة الخاصة  +  أي لنثبت أن : (1

𝐸(𝑛 + 1) ∶    𝑆𝑛+1 = cos((𝑛 + 1)𝑥) ×
sin((𝑛 + 1)𝑥)

𝑠𝑖𝑛 𝑥
 

𝐿1 = 𝑆𝑛+1 = 

cos 𝑥 + cos3𝑥 +⋯+ cos[(2𝑛 − 1)𝑥]⏟                        
𝑆𝑛

+ cos[(2𝑛 + 1)𝑥] 

= 𝑆𝑛 + cos[(2𝑛 + 1)𝑥] 

= cos 𝑛𝑥 ×
sin 𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
+ cos[(2𝑛 + 1)𝑥] 

=
cos𝑛𝑥 . sin 𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
+
sin 𝑥 . cos[(2𝑛 + 1)𝑥]

sin 𝑥
 

=
cos𝑛𝑥 . sin 𝑛𝑥⏞        

1
2
sin(2𝑛𝑥)

+ sin 𝑥 . cos[(2𝑛 + 1)𝑥]⏞              

1
2
[sin2𝑥(𝑛+1)−sin(2𝑛𝑥)]

sin 𝑥
 

=

1
2 sin

(2𝑛𝑥) +
1
2
[sin 2(𝑛 + 1)𝑥 − sin(2𝑛𝑥)]

sin 𝑥
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=

1
2 sin

(2𝑛𝑥) +
1
2 sin 2

(𝑛 + 1)𝑥 −
1
2 sin

(2𝑛𝑥)

sin 𝑥
 

=

1
2 sin 2(𝑛 + 1)𝑥⏞        

[2.sin((𝑛+1)𝑥).cos((𝑛+1)𝑥)]

sin 𝑥
 

=

1
2 [2. sin(

(𝑛 + 1)𝑥). cos((𝑛 + 1)𝑥)]

sin 𝑥
 

=
sin((𝑛 + 1)𝑥). cos((𝑛 + 1)𝑥)

sin 𝑥
 

=  cos((𝑛 + 1)𝑥) ×
sin((𝑛 + 1)𝑥)

sin 𝑥
= 𝐿2 

𝐸(𝑛الخاصة  +  أيا  كان العددصحيحة  𝐸(𝑛)الخاصة  صحيحة و (1

𝑛الطبيعي   ≥ 1   

 

 أنتهت الوحدة الأولى
 

 

 

 

 

 

 

 

  أن      وتذكرّ  أهدافك  فقط ..     ز  على  وركّحبطة  الأفكار المُرد  طا

 تقبلــالمس       تكون              فيـسسيحدد من    ه   الآن        وقتك  الذي         تمضي

  ..فقط استمر, 

 


