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 :التمرٌن الأوّل

 nu 0 متتالٌة حسابٌة حدّها الأوّلu  وأساسها r 3 حٌث 3u  6 و 9u  

1  أوجد الأساس r 0 و حدّها الأوّلu. 

2 اكتب عبارة الحد العام nu بدلالة n. 

3 حدا من حدود المتتالٌة 37 هل العدد  nu؟ إذا كان حدا ما رتبته ؟ 

4 أحسب المجموع S0: ؛ حٌث 1 2 20...S u u u u     

5 احسب المجموع nS0: ؛ حٌث 1 2 ...n nS u u u u     

 :الحل

1  إٌجاد الأساس r 0 و حدّها الأوّلu. 

 nu متتالٌة حسابٌة ومنه 
6 3 3u u r  ً9 ٌعن 3 3r  2 أيr . 

ولدٌنا 
3 0 3u u r  ًٌعن 

03 6u  أي 
0 3u  . 

2 كتابة عبارة الحد العام nu بدلالة n. 

0nu u nr  3 ومنه 2nu n  . 

3  حدا من حدود المتتالٌة 37هل العدد  nu؟ 

 حد من حدود المتتالٌة 37 nu ًمعناه ٌوجد عدد طبٌع k 37 بحٌثku  3 أي 2 37k   20 ومنهk  حد 37 إذن العدد 

 من حدود المتتالٌة  nuوهو الحد الحادي والعشرون. 

4 حساب المجموع S0: ؛ حٌث 1 2 20...S u u u u     

    0 20

21 21
3 3 2 20 357

2 2
S u u         

5 حساب المجموع nS0: ؛ حٌث 1 2 ...n nS u u u u    
 

   0 1 2 0

1 1
... 3 3 2

2 2
n n n

n n
S u u u u u u n

 
           

                              1 3n n    

 :التمرٌن الثانً
a ، b و c  ثلاثة أعداد متتابعة لمتتالٌة حسابٌة متزاٌدة أساسها r 9 :  حٌثa b c   

 .r بدلالة  c و aثمّ اكتب  b احسب  ( أ.1

16aعلما أنّ  (   ب c   
ٌّن الأساس   .c و a ثمّ استنتج rــ ع

2 . nu 0 متتالٌة حسابٌة حدّها الأول 2u   5 و أساسها. 

 .n بدلالة nuعبّر عن الحد العام  (  أ

0:  ثمّ استنتج المجموع 15uاحسب  (  ب 1 2 15...S u u u u    . 

3 . nv متتالٌة عددٌة معرّفة على 8:  بالعلاقة 0n nv u . 

0: ــ احسب المجموع  1 2 15' ...S v v v v    . 

 :الحل
 .r بدلالة  c و aو كتابة  b حساب  ( أ.1

9aلدٌنا  b c   2حسب الوسط الحسابً لدٌنا  وa c b  3 ومنه 9b  3 أيb . 

aوعلٌه  b r  3 أيa r  و c b r  3 أيc r . 

 .c و a ثمّ استنتاج rتعٌٌن الأساس  (ب

16aلدينا  c   معناه   3 3 16r r    29 ٌكافئ 16r   2 ٌكافئ 25r  5 ومنهr  5 أوr   وبما أن المتتالٌة 

5rمتزاٌدة فإنّ  . 

 .n بدلالة nuالتعبٌر عن الحد العام  (أ. 2 
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0nu u nr  2 ومنه 5nu n  . 

0:  ثمّ استنتاج المجموع 15uحساب  (ب 1 2 15...S u u u u    . 

15 2 5 15 73u      

   0 15

16
8 2 73 568

2
S u u      

3 . nv متتالٌة عددٌة معرّفة على 8:  بالعلاقة 0n nv u . 

0: ــ حساب المجموع  1 2 15' ...S v v v v    
 

8لدٌنا  0n nv u  8 ومنهn nv u 

إذن 
0 1 2 15 0 1 2 15' ... 8 8 8 ... 8S v v v v u u u u          

                    0 1 2 158 ... 8 4544u u u u S       

 :التمرٌن الثالث

 nu0:  متتالٌة معرّفة بــ 1u  ًومن أجل كل عدد طبٌع n ،
1

1

n
n

n

u
u

u
 


. 

 .n  بدلالة nu  ثمّ أعط تخمٌنا لعبارة 1u ، 2u، 3u احسب -1

، n برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً -2
1

1
nu

n



. 

ٌّر المتتالٌة -3  ادرس اتجاه تغ nuواحسب نهاٌتها . 

 : الحل

   1u ، 2u، 3u حساب -1

0
1

0

1

1 2

u
u

u
 


 ،1

2

1

1 1
12 2

1 31 3
1

2 2

u
u

u
   




 ،2
3

2

1 1
13 3

1 41 4
1

3 3

u
u

u
   




. 

ٌبدو أنّ 
1

1
nu

n



. 

، n برهان بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً -2
1

1
nu

n



. 

0

1
1

0 1
u  


0n ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل  . 

نفرض أن 
1

1
nu

n



1 ونبرهن أن 

1

1 1
nu

n
 

 
1 أي نبرهن 

1

2
nu

n
 


. 

n ،1لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
1

n
n

n

u
u

u
 


1 ومنه 

1 1
11 1

1 2 2
1

1 1

n
n nu

n n

n n


   

 


 

 

ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإن 
1

1
nu

n



. 

ٌّر المتتالٌة -3  دراسة اتجاه تغ nuواحسب نهاٌتها . 

n ،2لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  1n n   معناه 
1 1

2 1n n


 
1n أي  nu u  وبالتالً المتتالٌة  nuمتناقصة . 

1
lim lim 0

1
n

n n
u

n 
  


 .
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 :التمرٌن الرابع

لتكن  nu0:  المتتالٌة العددٌة المعرّفة بـ 1u  ًومن أجل كل عدد طبٌع  n، 1

3 2

4

n
n

u
u 


. 

 1u،2u،3uاحسب الحدود  (1

2nuفإنّ  ،n برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  أ ـ(2 . 

ٌّن أنّ المتتالٌة ب ـ      ب nuمتزاٌدة تماما . 

 استنتج أنّ المتتالٌة جـ ـ     nuمتقاربة . 

نعتبر المتتالٌة  (3 nv ًالمعرّفة من أجل كل عدد طبٌع n، 2 :بـn nv u . 

ٌّن أنّ أ ـ      ب nvمتتالٌة هندسٌة، ٌطلب تحدٌد أساسها وحدّها الأوّل . 

 .n بدلالة nu عبارة استنتج ثمّ  n بدلالة nv اكُتب عبارة ب ـ    

 المتتالٌة نهاٌة هً ما جـ ـ     nu؟  

nSاحسب المجموع  (4 0: حٌث ؛  1 ...n nS v v v    واستنتج المجموع nT0 :؛ حٌث 1 ...n nT u u u   

 :الحل

1u،2u،3u حساب الحدود (1
 

0
1

3 2 3 1 2 5

4 4 4

u
u

  
   ،1

2

5
3 2

3 2 234

4 4 16

u
u

 


   ،2
3

23
3 2

3 2 12116

4 4 64

u
u

 


  . 

2nuفإنّ  ،n أ ـ برهان بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً (2 . 

0لدٌنا  2u  0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

2nuنفرض أنّ   ًمن أجل عدد طبٌعً كٌف n 1 ونبرهن أن 2nu  . 

2nuلدٌنا    3 معناه 6nu   3 ٌكافئ 2 8nu    ٌكافئ  
3 2

2
4

nu 
 أي 

1 2nu   ًومنه من أجل كل عدد طبٌع n ٌكون 

2nu وهذا حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع . 

ب ـ تبٌان أنّ المتتالٌة  nuمتزاٌدة تماما . 

 . عددا طبٌعٌاnلٌكن 

1

3 2 2

4 4

n n
n n n

u u
u u u

 
    

n ،2nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً   2 ومنه 0nu  1 إذن 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة تماما . 

جـ ـ استنتاج أنّ المتتالٌة  nuمتقاربة . 

بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة2 متزاٌدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  . 

تبٌان أنّ  ( أ(3 nvمتتالٌة هندسٌة، ٌطلب تحدٌد أساسها وحدّها الأوّل . 

 . عددا طبٌعٌاnلٌكن 

 
1 1

3 23 2 3 6 3
2 2

4 4 4 4

nn n
n n n

uu u
v u v 

 
       

إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
3

4
0 وحدها الأول  0 2 1v u   . 

  n بدلالة nvب ـ كتابة عبارة 

 nv متتالٌة هندسٌة إذن 
0

3

4

n

nv v
 

  
 

 أي 
3

4

n

nv
 

  
 

 .
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 .n بدلالة nu عبارة استنتاج

2nلدٌنا  nv u  2 ومنهn nu v  أي 
3

2
4

n

nu
 

   
 

. 

 المتتالٌة تعٌٌن نهاٌة جـ ـ nu؟  

3
lim lim 2 2

4

n

n
n n

u
 

  
     

   

، بما أنّ 
3

1 1
4

   فإن 
3

lim 0
4

n

n

 
 

 
. 

nS حساب المجموع (4 0: حٌث ؛  1 ...n nS v v v    واستنتاج المجموع nT0 :؛ حٌث 1 ...n nT u u u   

1 1

0 1 0

3 3
1 1

4 4
...

3 1
1

4 4

n n

n nS v v v v

       
       
            

   
   

   

 

                                                  

1
3

4 1
4

n

nS

  
      

 

0 :؛ حٌثnTاستنتاج المجموع  1 ...n nT u u u   

       0 1 0 1 0 0 1... 2 2 ... 2 2 1 ...n n nT u u u v v v n v v v               
 

     0 1 0 1 0... 2 2 ... 2n nT u u u v v v          

                                0 12 1 ... nn v v v      

                                
1

3
2 1 4 1

4

n

n

  
        

 

 :التمرٌن الخامس

 nu 0 متتالٌة عددٌة معرّفة بحدّها الأوّل 6u 1:  والعلاقة التراجعٌة

1
2

3
n nu u   ًمن أجل كل عدد طبٌع n . 

ٌّر المتتالٌة . 3u و1u،2u احسب 1. ماذا تخمن بالنسبة لاتجاه تغ nu 

n، تحقق أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 2. 1

1
3 3

3
n nu u   . 

n،3nuبرهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً . 3 . 

  برهن أنّ المتتالٌة  أ ـ.4 nuمتناقصة . 

 استنتج أنّ المتتالٌة ب ـ     nuمتقاربة . 

نعتبر المتتالٌة العددٌة . 5 nv ًالمعرّفة من أجل كل عدد طبٌع nًكما ٌل  :n nv u   حٌث ًعدد حقٌق . 

ٌّن العدد الحقٌقً     أ ـ  بحٌث تكون المتتالٌة  ع nvهندسٌة، ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 

limاحُسب . n بدلالة nu، واستنتج كتابة n بدلالة nv اكُتب ب ـ     n
n

u
 

0 نضع   جـ ـ   1 ...n nS u u u    احسب ،nS بدلالة n. 

 :الحل

 . 3u و1u،2u حساب 1.

1 0

1 1
2 6 2 4

3 3
u u      ،2 1

1 1 10
2 4 2

3 3 3
u u      ،3 2

1 1 10 28
2 2

3 3 3 9
u u     . 

ٌّر المتتالٌة  التخمٌن بالنسبة لاتجاه تغ nu 

0لدٌنا  1 2 3u u u u   ٌبدو أن المتتالٌة  nuمتناقصة . 
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n، التحقق أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 2. 1

1
3 3

3
n nu u   . 

 1

1 1 1
3 2 3 1 3

3 3 3
n n n nu u u u        . 

n،3nuبرهان بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً . 3 . 

لدٌنا 
0 3u  0 ومنه الخاصٌة محققة من أجلn . 

3nuنفرض أنّ   ونبرهن صحة الخاصٌة 
1 3nu  . 

n،لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  1

1
3 3

3
n nu u    3 وحسب الفرضٌة لدٌناnu  3 معناه 0nu   ٌكافئ  

1
3 0

3
nu   

ومنه 
1 3 0nu    أي 

1 3nu  ًومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌع n،3nu . 

أ ـ  برهان أنّ المتتالٌة . 4 nuمتناقصة . 

1

1 2
2 2

3 3
n n n n nu u u u u


      

n ،3nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً   معناه 
2

2
3

nu


  ٌكافئ 
2

2 0
3

nu


  أي 
1 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nu 

 .متناقصة

ب ـ استنتاج أنّ المتتالٌة  nuمتقاربة . 

بما أن المتتالٌة  nuمتناقصة ومحدودة من الأسفل فهً متقاربة . 

 بحٌث تكون المتتالٌة أ ـ تعٌٌن العدد الحقٌقً . 5 nvهندسٌة، ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 

1 1

1
2

3
n n nv u u      

 

        
1

2
3

nv     
 

            
1 2

2
3 3

nv    

 nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

3
 إذا وفقط إذا كان 

2
2 0

3
  3 أي  . 

0فٌكون حدها الأول  0 3 6 3 3v u    . 

، n بدلالة nvب ـ كتابة 
 

1

0

1 1 1
3

3 3 3

n n n

nv v



     
       

     
 

 .n بدلالة nuاستنتاج كتابة 

1
1

3 3
3

n

n nu v



 
    

 
. 

limاحُسب  n
n

u


 

لدٌنا 

1
1

lim 0
3

n

n





 
 

 
 ومنه 

1
1

lim lim 3 3
3

n

n
n n

u



 

  
       

. 

 :التمرٌن السادس

1.  nu  متتالٌة حسابٌة متناقصة معرّفة على 0 بحدّها الأوّلu و أساسها r. 

ٌّن  :    علما أنّ r ثم 2uأ ـ ع
1 2 3

2 2 2

1 2 3

24

210

u u u

u u u

  


  
 

0: ، ثمّ احسب المجموعn بدلالة nuب ـ اكتب  2 ....n nS u u u    
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 نعتبر المتتالٌة .2 nvً14:  المعرّفة كما ٌل 3n

nv e  حٌث  eأساس اللوغارٌتم النٌبٌري . 

ٌّن أنّ  أ ـ ب nv متتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها q وحدّها الأوّل؛ ثمّ احسب lim n
n

v


 ماذا تستنتج ؟. 

0: ب ـ احسب المجموع 1 ....n nT v v v    0؛ ثمّ احسب الجداء 1 ....n nP v v v    

limجـ ـ احسب  n
n

T


lim و  n
n

P


. 

 :الحل

 .r ثم 2uأ ـ تعٌٌن 

لدٌنا  nu  متتالٌة حسابٌة إذن
2 1 32u u u  ولدٌنا 

1 2 3 24u u u   ومنه 
23 24u  أي 

2 8u . 

لدٌنا 
1 2 8u u r r    و  

3 2 8u u r r   . 

2 2 2

1 2 3 210u u u   معناه    
2 228 8 8 210r r     2 ٌكافئ 9r  3 أيr  3 أوr  . 

3rمن أجل   نجد 
3 11u  مرفوض لأن المتتالٌة  nu 3 متناقصة ومنهr  . 

0: ، وحساب المجموعn بدلالة nuب ـ كتابة  2 ....n nS u u u    

 2 2nu u n r   ومنه  8 3 2nu n   14 أي 3nu n . 

   0 2 0

1 1
.... 14 14 3

2 2
n n n

n n
S u u u u u n

 
         

 
1

28 3
2

n

n
S n


 . 

أ ـ تبٌان أنّ . 2 nv متتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها q وحدّها الأوّل؛ وحساب lim n
n

v


 . 

 14 3 1 14 3 3 14 3 3 3

1

n n n

n nv e e e e e v
      

     إذن  nv3 متتالٌة هندسٌة أساسهاq e  14 وحدها الأول 3 0 14

0v e e   

14 3lim lim 0n

n
n n

v e 

 
  . نستنتج أن المتتالٌة nvمتقاربة . 

0: ب ـ حساب المجموع 1 ....n nT v v v    0؛ ثمّ الجداء 1 ....n nP v v v    

   
1

3 3 1

14

0 1 0 3 3

1 1
....

1 1

n
n

n n

e e
T v v v v e

e e


  

 

                

 

14لدٌنا  3 nun

nv e e  0  ومنه 1

0 1 .... ... nu u u

n nP v v v e e e       
 

 
 

0 1

1
28 3

... 2n n

n
n

u u u S

nP e e e



  

   

جـ ـ 
 3 1 14

14

3 3

1
lim lim

1 1

n

n
n n

e e
T e

e e

 

  

 
     

  لأن  
 3 1

lim 0
n

n
e
 


. 

 
1

28 3
2lim lim 0

n
n

n
n n

P e




 
  ّلأن   

1
lim 28 3

2n

n
n




  . 

 :التمرٌن السابع

 nu 1 متتالٌة هندسٌة متزاٌدة تماما حدّها الأوّلu وأساسها qحٌث : 

                            
1 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u





  

  
. 

 . 1u لهذه المتتالٌة واستنتج الحد الأوّل q والأساس 2u احسب  أ ـ.1

 .n بدلالةnu اكُتب عبارة الحد العام ب ـ    

1:  حٌثn بدلالةnS احسب  جـ ـ    2 ...n nS u u u   ًٌّن العدد الطبٌع 728nS بحٌث ٌكون n؛ ثمّ ع . 

2. nv متتالٌة عددٌة معرّفة من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم nً1:  كما ٌل 2v  1 و

3

2
n n nv v u  . 

 .3v و 2v احسب أ ـ   
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 :n نضع من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم ب ـ   
2

3
n

n

n

v
w

u
 . 

ٌّن أنّ ـ        ب nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

 .n بدلالة nv، ثمّ استنتج n بدلالة nw اكتب جـ ـ   

 :الحل

 nu 1 متتالٌة هندسٌة متزاٌدة تماما حدّها الأوّلu وأساسها qحٌث : 

                            
1 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u





  

  
. 

 . 1u لهذه المتتالٌة واستنتج الحد الأوّل q والأساس 2u أ ـ حساب .1

لدٌنا 
2

1 3 2u u u  ومنه  
1 2 3 216u u u   ًتعن 

3

2 216u  أي 
2 6u . 

2لدٌنا 
1

6u
u

q q
  و 

3 2 6u qu q . 

1 2 32 32u u u   معناه 
6

12 6 32q
q
  بضرب طرفً المعادلة بالعدد q نجد 

26 12 6 32q q q   أي 

26 20 6 0q q   3 بعد حساب الممٌز نجدq  أو 
1

3
q . 

من أجل 
1

3
q  3 نجد

1
6 2

3
u    مرفوض لأن المتتالٌة  nu 3 متزاٌدة وعلٌهq . 

 .n بدلالةnuب ـ كتابة عبارة الحد العام 

 
11

1 2 3
nn

nu u q
  

1:  حٌثn بدلالةnSجـ ـ حساب  2 ...n nS u u u    ؛ 

1

3 1 3 1
2 3 1

3 1 2

n n
n

nS u
    

      
   

 

728nS بحٌث ٌكون nتعٌٌن العدد الطبٌعً . 

728nS  3 معناه 1 728n   3 معناه 729n  ٌكافئ ln3 ln729n  وٌكافئ ln3 ln729n أي 
ln 729

6
ln3

n    

 .3v و 2v أ ـ حساب .2

2 1 1

3
3 2 5

2
v v u     3 ؛ 2 2

3 3 27
5 6

2 2 2
v v u     . 

 :n نضع من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم ب ـ
2

3
n

n

n

v
w

u
 . 

ـ تبٌٌن أنّ  nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

1
1

1 1

3
2 22

3 3

n n
n

n

n n

v u
v

w
u u




 


    ولدٌنا   nu 3 متتالٌة هندسٌة أساسهاq  1 إذن 3n nu u  

ومنه 
1

3 3
2 22 2

3 3 3 3 3

n n n
n

n

n n n

v u v
u

w
u u u




    
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1

1 1 2 1 1 1 2

2 3 3 2 3 2 3

n n n
n

n n n

v v v
w

u u u


 
       

  

1

1

2
n nw w  

إذن  nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

 ، n بدلالة nwجـ ـ كتابة 

0

1 1 1

2 3 2

n n

nw w
   

    
   

  

 .n بدلالة nvاستنتاج 

لدٌنا 
2

3
n

n

n

v
w

u
  ٌكافئ  

2

3
n n nv u w

 
  

 
 ٌكافئ  

1 1 2
2 3

3 2 3

n
n

nv
  

      

 أي  
1

1 1
3 4

2

n
n

nv


   

       
 :التمرٌن الثامن

 nu2:  متتالٌة هندسٌة حدودها موجبة تماما ومعرّفة بـ

0u e 8 و 109u u. 

ٌّن أساس هذه المتتالٌة واحسب  (1 limع n
n

u


. 

0 :؛ حٌثnP الجداء nاحسب بدلالة  (2 1 2 ...n nP u u u u    . 

المتتالٌة  (3 nwمعرّفة على بــ  : lnn nw u. 

 برهن أنّ أ ـ     nwمتتالٌة حسابٌة، ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 

0: ؛ حٌثnS المجموع n احسب بدلالة ب ـ     1 ...n nS w w w   . 

 احسب ج ـ    
2

lim n

n

S

n
. 

 :الحل

limتعٌٌن أساس هذه المتتالٌة وحساب  (1 n
n

u


. 

q .nتذكر الحد العام لمتتالٌة هندسٌة أساسها  p

n pu u q . 

2لدٌنا 

10 8u u q   

8 109u u 2 معناه

8 89u u q   21 ٌكافئ 9q 2 ٌكافئ 1

9
q  وبما أن حدود المتتالٌة موجبة تماما فإن 

1

3
q . 

limحساب  n
n

u


. 

2لدٌنا 

0

1

3

n

n

nu u q e
 

   
 

  و 
1

lim 0
3

n

n

 
 

 
 لأن  

1
1 1

3
   إذن lim 0n

n
u


 . 

0: ؛ حٌثnP الجداء nحساب بدلالة  (2 1 2 ...n nP u u u u    . 

، nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
2 1

2

n

nu e
 

  
 

 :ومنه. 

0 1 2

2 2 2 21 1 1 1
...

3 3 3 3

n

nP e e e e
       

           
        

   

 1
0 1 2 ...

21 2 12 1 1

3 3

n n
n

n n

nP e e


   

    
    

   
. 

أ ـ برهان أنّ . 3 nwمتتالٌة حسابٌة، ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 
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   1 1

1 1 1
ln ln ln ln ln

3 3 3
n n n n nw u u u w 

     
          

     
 

إذن  nw متتالٌة حسابٌة أساسها 
1

ln
3

 
 
 

 وحدها الأول   2

0 0ln ln 2w u e  . 

بما أن  nwمتتالٌة حسابٌة أساسها سالب فهً متتالٌة متناقصة . 

0: ؛ حٌثnS المجموع nب ـ حساب بدلالة  1 ...n nS w w w   . 

 0

1 1 1
2 2 ln

2 2 3
n n

n n
S w w n

    
       

   

 
1

4 ln3
2

n

n
S n


  

 حساب ج ـ
2

lim n

n

S

n
. 

 
2 2

1 1
4 ln 3

4 ln 32 2lim lim limn

n n n

n n
n

S n

n n n n  

 



  

 

 2

1 4 ln3 1 ln3
lim lim ln3

2 2 2

n

n n

S n n

n n n 

 
       

 :التمرٌن التاسع

لتكن  nuًالمتتالٌة المعرفة كما ٌل  :
0u e ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ،1n nu u . 

n ،1nu برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً.1 . 

 ادرس اتجاه تغٌر المتتالٌة .2 nuواستنتج تقاربها . 

 لتكن المتتالٌة .3 nvًالمعرفة كما ٌل  : lnn nv u. 

   أ ـ بٌن أن  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

   ب ـ اكتب 
nv و 

nu بدلالة n ثم احسب نهاٌة المتتالٌة  nu. 

0 نضع .4 1 ...n nS v v v    0  و 1 ...n nP u u u   . 

 .n بدلالة nP ثم nS   أ ـ احسب 

 حتى ٌكون n   ب ـ عٌن العدد الطبٌعً 

7

4
nP e. 

 :الحل

لتكن  nuًالمتتالٌة المعرفة كما ٌل  :
0u e ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ،1n nu u . 

n ،1nu برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً.1 . 

لدٌنا 
0 1u  0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1nuنفرض أنّ   1 ومنهnu  أي 
1 1nu  ًوعلٌه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌع n،1nu . 

 دراسة اتجاه تغٌر المتتالٌة .2 nu. 

1nuبما أنّ   ّفإن  
2

n nu u ومنه n nu u أي 
1n nu u  إذا المتتالٌة   nuمتناقصة . 

 .استنتتاج تقاربها

بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة1 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد . 

 لتكن المتتالٌة .3 nvًالمعرفة كما ٌل  : lnn nv u. 

أ ـ تبٌان أن  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

  عددا طبٌعٌاnلٌكن 
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1

2
1 1

1 1
ln ln ln ln

2 2
n n n n n nv u u u u v      ؛ إذن nv متتالٌة هندسٌة أساسها 

1

2
 وحدها الأوّل

0 0ln ln 1v u e  .  

ب ـ كتابة 
nv و 

nu بدلالة n  

0

1 1

2 2

n n

nv v
   

    
   

 ؛ 

1

2

n

nv

nu e e

 
 
  . 

حساب نهاٌة المتتالٌة  nu. 

لدٌنا 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
 ومنه 

1

2lim lim 1

n

n
n n

u e

 
 
 

 
 . 

 نضع .4
0 1 ...n nS v v v    و  

0 1 ...n nP u u u   . 

أ ـ حساب 
nS ثم 

nP بدلالة n. 

0 1 0

1
1

12
... 2 1

1 2
1

2

n

n

n nS v v v v

  
                     

 

 

0 0 11 ...

0 1 ... ... nnv v v vv v

n nP u u u e e e e
  

        
 

1
2 1

2

n

nP e

  
      

 حتى ٌكون nب ـ تعٌٌن العدد الطبٌعً 

7

4
nP e. 

7

4
nP e  معناه  

1
72 1

2
4

n

e e

  
        ٌكافئ  

1 7
2 1

2 4

n  
      

 ٌكافئ 
1 7

1
2 8

n

 
  
 

  ٌكافئ  
1 1

2 8

n

 
 

 
 أي 

3
1 1

2 2

n

   
   

   
3n وعلٌه  . 

 :التمرٌن العاشر

1) f دالة معرّفة على  0;1بـ  : 
7 2

8

x
f x

x





 ، Cًتمثٌلها البٌان . 

ٌّر الدالة    أ ـ  .f ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّه لما    ب ـ 0 ب 1x  ّفإن  0 1f x  

0 تحقّق أنّه لما    جـ ـ 1x  ّفإن  : 
  1 2

8

x x
f x x

x

 
 


، واستنتج وضعٌة  Cبالنسبة  

        إلى المستقٌم   ذي المعادلة y x. 

نعتبر المتتالٌة  (2 nu المعرّفة على ًكما ٌل   :
 

0

1

0

7 2

8

n
n n

n

u

u
u f u

u






  

. 

n ،0أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  برهن بالتراجع أ ـ    1nu . 

ٌّر المتتالٌة ب ـ     استنتج اتجاه تغ nu
 

 هل المتتالٌة جـ ـ    nuمتقاربة ؟ علل . 
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نعتبر المتتالٌة  (3 nv المعرّفة على ًكما ٌل  :
2

1

n
n

n

u
v

u





. 

 برهن أنّ أ ـ     nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
3

2
. 

ٌّن    ب ـ ٌّن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً n بدلالة nv ع ، n، ثمّ ب

3
2 2

2

3
2 1

2

n

n n
u

 
  

 
 

  
 

. 

lim احسب  جـ ـ   n
n

u


.  

0: حٌث nP و nS، كلا من n بدلالة  احسبد ـ    1 ...n nS v v v    0 و 1 ...n nP v v v   . 

 :الحل
ٌّر الدالة اأ ـ در  .fسة اتجاه تغ

f دالة تقبل الإشتقاق على  0;1 ولدٌنا  
   

   
2 2

7 8 7 2 54
'

8 8

x x
f x

x x

  
 

 
 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  0;1 لدٌنا  ' 0f x  ومنه دالة متزاٌدة تماما على  0;1. 

0ب ـ تبٌان أنّه لما  1x  ّفإن  0 1f x  

0من أجل  1x  لدٌنا      0 1f f x f  أي  
1

1
4

f x  ًوبالتال  0 1f x . 

0جـ ـ التحقّق أنّه لما  1x  ّفإن  : 
  1 2

8

x x
f x x

x

 
 


. 

 عددا حقٌقٌا من المجال xلٌكن  0;1. 

 
 7 2 87 2

8 8

x x xx
f x x x

x x

  
   

  

 
  2 1 26

8 8

x xx x
f x x

x x

   
  

 
 

استنتاج وضعٌة  C بالنسبة إلى المستقٌم   ذي المعادلة y x. 

 من المجال  xمن أجل كل عدد حقٌقً 0;1 1 لدٌنا 0x  2 و 0x   8 و 0x   ومنه   0f x x  نستنتج أن  

 C موجود فوق  . 

n ،0أنّه من أجل كل عدد طبٌعً أ ـ برهان بالتراجع  (2 1nu . 

00لدٌنا  1u  0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

0نفرض أنّ  1nu  ًمن أجل عدد طبٌع n ّ10 ولنبرهن أن 1nu  . 

0لدٌنا  1nu  فإن .  ب(1 وحسب نتٌجة السؤال 0 1nf u  10 أي 1nu   أجل  ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من

n ،0كل عدد طبٌعً  1nu      . 

ٌّر المتتالٌة  ب ـ استنتاج اتجاه تغ nu
 

 من المجال  xمن أجل كل عدد حقٌقً 0;1 لدٌنا   0f x x  ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،0 1nu  فإن 

  0n nf u u  1 أي 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة . 

بما أن المتتالٌة  nuمتزاٌدة ومحدودة من الأعلى فهً متقاربة . 

 برهان أنّ  أ ـ(3 nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
3

2
. 

 : عددا طبٌعٌاnلٌكن 
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1
1

1

7 2 9 18
2

2 8 8

7 2 6 61
1

8 8

n n

n n n
n

n nn

n n

u u

u u u
v

u uu

u u






 


  
  

 


  

 
 

1

9 29 18 9 3

6 6 6 1 6 2

nn
n n n

n n

uu
v v v

u u



   

 
 

إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
3

2
. 

ب ـ تعٌٌن 
nv بدلالة n. 

0

3

2

n

nv v
 

  
 

0  ولدٌنا 
0

0

2
2

1

u
v

u


  


 ومنه 

3
2

2

n

nv
 

   
 

. 

، nتبٌان أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً 

3
2 2

2

3
2 1

2

n

n n
u

 
  

 
 

  
 

. 

لدٌنا 
2

1

n
n

n

u
v

u





 معناه  1 2n n nv u u   ٌكافئ  1 2n n nu v v   ومنه 

2

1

n
n

n

v
u

v





 أي 

3
2 2

2

3
2 1

2

n

n n
u

 
  

 
 

  
 

 

limجـ ـ حساب   n
n

u


. 

3 2
2

2 33
2 2

22
lim lim lim

3
2 1

2 3 1
2

2 3

2

n

nn

n nn n n

n

n

u
  

 
 

           
     

     
  

    
           

  
  

     

2
2

3

2
lim lim

1
2

3

2

n

n
n n

n

u
 

 
 
 
 



 
 
 
 

 

بما أنّ 
3

1
2
 فإن  

3
lim

2

n

n

 
  

 
 ومنه  

2
lim 0

3

2

n
n


 
 
 

 و 
1

lim 0
3

2

n
n


 
 
 

lim وعلٌه  1n
n

u


. 

0: حٌث nP و nS، كلا من n بدلالة د ـ حساب 1 ...n nS v v v    0 و 1 ...n nP v v v   . 



عبد العزٌز مصطفاي : سلسلة تمارٌن محلولة فً المتتالٌات                                                                                                 إعداد

13 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

1 1

0

3 3
1 1

2 2
2

3 1
1

2 2

n n

nS v

       
       

        
   

   
   

. 

1 1
3 3

4 1 4 1
2 2

n n

nS

       
                   

 

0 1

0 1

3 3 3
... 2 2 ... 2

2 2 2

n

n nP v v v
     

             
      

   

 1
0 1 ...

21 13 3
2 2

2 2

n n
n

n n

nP


  

    
      

   
 

 :التمرٌن الحادي عشر

فً الشكل المقابل،  fC هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة على المجال  0;1 بالعلاقة 

 
2

1

x
f x

x



، و d المستقٌم ذو المعادلة y x. 

1)  nu المتتالٌة العددٌة المعرّفة على  ،0 بحدّها الأوّل

1

2
u  ًومن أجل كل عدد طبٌع 

n ، 1n nu f u . 

 على محور الفواصل دون حسابها، 3u و0u ،1u،2u أعد رسم هذا الشكل، ثمّ مثّل الحدود أ ـ

.مبرزا خطوط التمثٌل
 

 

ٌّر المتتالٌة ب ـ  ضع تخمٌنا حول اتجاه تغ nuوتقاربها . 

 متزاٌدة تماما على المجال f أثبت أنّ الدالة (أ (2 0;1. 

،n برهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (ب    
 

0 1nu . 

ٌّر المتتالٌة (جـ      ادرس اتجاه تغ nu. 

3) nv المتتالٌة العددٌة المعرّفة على ًكما ٌل  :
1n

n

n

u
v

u


. 

 برهن أنّ المتتالٌة (أ     nv هندسٌة أساسها 
1

2
 .0v، ٌطلب حساب حدّها الأوّل 

 احسب نهاٌة (ب     nu. 

:  حٌث nS المجموع n  احسب بدلالة (جـ    
0 1

1 1 1
...n

n

S
v v v

    

 :الحل

 3u و0u ،1u،2uأ ـ  تمثٌل الحدود 

0 لدٌناب ـ  1 2 3u u u u   ٌبدو أن المتتالٌة  nuمتزاٌدة ومتقاربة .  

 متزاٌدة تماما على المجال f إثبات أنّ الدالة ( أ(2 0;1. 

 عددا حقٌقٌا من المجال xلٌكن  0;1. 

 
 

   
2 2

2 1 2 2
'

1 1

x x
f x

x x

 
 

 
 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  0;1 لدٌنا  ' 0f x ومنه الدالة f متزاٌدة تماما 

على المجال  0;1. 

،n برهان بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (ب
 

0 1nu . 
0 1

1

x

y

u 0 u 1 u 2u 3
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لدٌنا 
00 1u  0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

0نفرض أن  1nu  ًمن أجل عدد طبٌعً كٌف n ونبرهن صحة الخاصٌة 
10 1nu  . 

0لدٌنا  1nu  وبما أن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;1 فإن      0 1nf f u f  ولدٌنا   0 0f  ،  1 1f   

و   1n nf u u  إذن  
10 1nu   ًومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌع n ،0 1nu . 

ٌّر المتتالٌة (جـ  دراسة اتجاه تغ nu. 

  عددا طبٌعٌاnلٌكن 

 2 2

1

12 2

1 1 1 1

n nn n n n n n
n n n

n n n n

u uu u u u u u
u u u

u u u u


  
     

   
 

n ،0لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  1nu  0 ومنهnu  1 و 0nu  1 و 0nu   إذن 
 1

0
1

n n

n

u u

u





 أي 

1 0n nu u   

وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة تماما . 

 برهان أنّ المتتالٌة (أ nv هندسٌة أساسها 
1

2
 .0v، ٌطلب حساب حدّها الأوّل 

1
1

1

2 2 1 1
1

1 1 1 1

2 2 2

1 1 1

n n n n

n n n n
n

n n nn

n n n

u u u u

u u u u
v

u u uu

u u u






  


   
   

  
 

1

1 11 1

2 2 2

n n
n n

n n

u u
v v

u u


 
   

إذن المتتالٌة  nv هندسٌة أساسها 
1

2
0، وحدها الأول 

0

0

1
1 2 1

1

2

u
v

u




   . 

 حساب نهاٌة (ب nu. 

 لدٌنا
1

2

n

nv
 

  
 

  ومنه  
1

lim lim 0
2

n

n
n n

v
 

 
   

 
. 

 إذن
1

lim 0n

n
n

u

u


 ومنه lim 1 0n

n
u


  أي lim 1n

n
u


. 

0 1 2

0 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
... ...

1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 2

n n

n

S
v v v v

         
       

          
       

 

 1 2

1 2

1 1 1
1 ... 1 2 2 ... 2

1 1 1

2 2 2

n

n

n

S

 
 

            
 
 

 

1
11 2

1 2
1 2

n
n

nS


 
    

 
                

 

 
 
 

  تذكٌر :
1

2 1
1 ...

1

n
n q

q q q
q


    


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 :التمرٌن الثانً عشر

نعتبر المتتالٌة  nu0:  المعرّفة بـ 2u  ًومن أجل كل عدد طبٌع n ،
1

1

2

n
n

n

u
u

u
  . 

;2 على المجال f ادرس إتجاه تغٌر الدالة 1. 
 

:  المعرّفة كما ٌلً 
1

2

x
f x

x
 . 

2:  تحقق أنّه إذا كان2. 2x  ّفإن  : 2 2f x . 

2: ، فإنّ n برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 3. 2nu . 

2:  برهن أنّه إذا كان4. 2x  ّفإن  : f x x. 

 استنتج أنّ المتتالٌة 5. nuمتناقصة . 

 تحقّق أنّ 6. nuٌّن نهاٌتها  . متقاربة، ثمّ ع

 :الحل

;2 على المجال fدراسة اتجاه تغٌر الدالة . 1 
 

. 

;2 عددا حقٌقٌا من المجال xلٌكن  
 

. 

 
  2

2 2 2

2 21 1 2
'

2 2 2

x xx
f x

x x x

 
    

;2 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 
 

2 لدٌنا  0x   2 و 0x   و 
22 0x  ومنه  ' 0f x  ًوبالتال 

;2 متزاٌدة تماما على fالدالة  
 

. 

2:  التحقق أنّه إذا كان2. 2x  ّفإن  : 2 2f x . 

;2 دالة متزاٌدة تماما على المجال fلدٌنا  
 

. 

2إذا كان  2x  ّفإن      2 2f f x f  ومنه   
3

2
2

f x  ًوبالتال  2 2f x . 

2: ، فإنّ n برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 3. 2nu . 

0لدٌنا  2u  02 ومنه 2u  0 إذن الخاصٌة محققة من أجلn . 

2نفرض أن  2nu  فإنّ 2 وحسب نتٌجة السؤال  2 2nf u  12 أي 2nu   ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع 

n ،2فإنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nu . 

2:  برهان أنّه إذا كان4. 2x  ّفإن  : f x x. 

لدٌنا  
  2 2 21 1 2

2 2 2 2

x xx x x
f x x x

x x x x

 
        

2;2 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 
 

2 لدٌنا  0x 2 و 0x 2 و 0x  ومنه   0f x x  أي 

 f x x. 

 استنتاج أنّ المتتالٌة 5. nuمتناقصة . 

n ،2لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  2nu  ومنه  n nf u u 1 أيn nu u  وبالتالً المتتالٌة  nuمتناقصة  . 

 التحقّق أنّ 6. nuمتقاربة، و تعٌٌن نهاٌتها . 

بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة2 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  

 تعٌٌن نهاٌتها 
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بما أن  nu متقاربة فإن 
1lim limn n

n n
u u 

 
   حٌث  عدد حقٌقً ولدٌنا 

1

1

2

n
n

n

u
u

u
   وعلٌه 

1

1
lim lim

2

n
n

n n
n

u
u

u


 

 
  

 
 ومنه 

1

2
 





 ٌكافئ 
2 2

2








2 ٌكافئ  2 0  2 ومنه 2 أو  وبما أنه من 

n ،2أجل كل عدد طبٌعً  2nu  2 فإن إذن lim 2n
n

u


. 

 :التمرٌن الثالث عشر

 nu متتالٌة معرّفة على  0 حٌث حدّها الأوّل 1u   1  وبالعلاقة التراجعٌة 2n nu u    

 . مع من  n لكل 

ٌّن أ ـ. 1  تكون حتّى  ع nuمتتالٌة ثابتة . 

 ما طبٌعة المتتالٌة    ب ـ nu 1 إذا كان . 

1 نفرض أنّ .2  1 و   ونعتبر المتتالٌة  nv المعرّفة على   ًمن أجل كل عدد طبٌعn بـ :
2

1
n nv u


 


 

 برهن أنّ     أ ـ nv 0 هً متتالٌة هندسٌة، ٌطلب تعٌٌن حدّها الأوّلv وأساسها q. 

ٌّم ب ـ     ٌّن ق المتتالٌة  تكون حتّى  ع nv متقاربة، ثمّ احسب نهاٌة المتتالٌة  nv. 

 :الحل

 تكون حتّى أ ـ تعٌٌن . 1 nuمتتالٌة ثابتة . 

 nu 0 ثابتة معناه 1n nu u u  0 معناه 0 2u u  1 ٌكافئ 2  1 أي  . 

ب ـ طبٌعة المتتالٌة  nu 1 إذا كان . 

1من أجل   ًلدٌنا من أجل كل عدد طبٌع n ،
1 2n nu u   ومنه 

1 2n nu u   إذن المتتالٌة  nu 2 حسابٌة أساسها. 

أ ـ برهان أنّ . 2 nv 0 متتالٌة هندسٌة، ٌطلب تعٌٌن حدّها الأوّلv وأساسها q. 

1 1

2 2 2 2 2
2

1 1 1
n n n nv u u u


 

  
 

 
      

   

1

2 2

1 1
n n n nv u u v


  

 


 
     

  
 

إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها q  0 وحدها الأول 0

2 2 1
1

1 1 1
v u



  

 
    

  
. 

م  ٌّ المتتالٌة  تكون حتّى ب ـ تعٌٌن ق nvمتقاربة . 

0لدٌنا 

1

1

n n

nv v


 


 
 


  المتتالٌة  nv متقاربة من أجل قٌم  من المجال  1;1. 

حساب نهاٌة المتتالٌة  nv . 

1
lim lim 0

1

n

n
n n

v



 

 
 


lim  لأن  0n

n



. 

 :التمرٌن الرابع عشر

  n n
u


0:  متتالٌة عددٌة معرّفة كما ٌلً 3u  1 و

2 5
2

3 3
n nu u n    لكل  n  من. 

 .1u،2u،3u احُسب.1

 لتكن المتتالٌة .2 nv المعرّفة على  بـ :n nv u n    من أجل كل  n حٌث ،  وحقٌقٌان عددان. 

ٌّن العددٌن   بحٌث تكون المتتالٌة و   ـ ع nv هندسٌة أساسها 
2

3
. 

6:   نفرض فٌما ٌلً.3  23 و  . 

 .n بدلالة nu ثمّ nv اكتب عبارة أ ـ    
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0:  نضع ب ـ     1 ...n nu u u     ، 0 1 ...n nS v v v    

 .nثمّ استنتج عبارة  n بدلالة nS احسب ـ       

 :الحل

 .1u،2u،3u حساب.1

1 0

2 5 2 5 11
2 0 3

3 3 3 3 3
u u        ،2 1

2 5 2 11 5 19
2 1 2

3 3 3 3 3 9
u u         ،

3 2

2 5 2 19 5 25
2 2 4

3 3 3 9 3 27
u u


        . 

 بحٌث تكون المتتالٌة و  ـ تعٌٌن العددٌن . 2 nv هندسٌة أساسها 
2

3
. 

 1 1

2 5
1 2

3 3
n n nv u n u n n               ولدٌنا 

n nu v n    إذن 

 1

2 5
2

3 3
n nv v n n n            

 

1

2 2 2 5
2

3 3 3 3
n nv v n n n             

1

2 1 1 5
2

3 3 3 3
n nv v n n        

 

1

2 1 1 5
2

3 3 3 3
n nv v n   

 
      

 
 

 nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
2

3
 إذا وفقط إذا كان 

1
2 0

3
   و 

1 5
0

3 3
    6 ٌكافئ  و 

1 5
6 0

3 3
    وعلٌه 

6  23 و  . 

 .n بدلالة nu ثمّ nvأ ـ كتابة عبارة .3 

0 0 6 0 23 20v u      ومنه  
0

2 2
20

3 3

n n

nv v
   

     
   

. 

6لدينا  23n n nu v n v n       ومنه  
2

20 6 23
3

n

nu n
 

    
 

. 

0:  نضع ب ـ 1 ...n nu u u     ، 0 1 ...n nS v v v    

  n بدلالة nSـ حساب 

1 1

1

0

2 2
1 1

23 3
20 60 1

2 1 3
1

3 3

n n

n

nS v

 



      
                                 

   

 

 .nاستنتاج عبارة 

     0 1 0 1... 6 0 23 6 1 23 ... 6 23n n nu u u v v v n                 

     0 0 ... 6 0 1 ... 23 1n nv v v n n           

 
 

1
12

60 1 6 23 1
3 2

n

n

n n
n

    
              

 

    
1

2
60 1 3 1 23 1

3

n

n n n n

  
           

. 
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  
1

2
60 1 1 3 23

3

n

n n n

  
           

 

 :التمرٌن الخامس عشر

نعتبر المتتالٌتٌن nuو  nv0:  المعرّفتٌن بـ 3u  0 و 4v  ًومن أجل كل عدد طبٌع ،n: 

 1
2

n n
n

u v
u 


 1  و

1
2

n n
n

u v
v 




. 

 .2v و1u،1v،2u احسب 1.

n: ، نضع nمن أجل كل عدد طبٌعً  2. n nw v u . 

ٌّن أنّ المتتالٌة    ـ ب nwٌّن نهاٌتها  . هندسٌة وع

ٌّر المتتالٌتٌن  3. ادرس اتجاه تغ nuو  nvثمّ استنتج أنّهما متجاورتان ،. 

نعتبر أنّ  4. nt ًهً المتتالٌة المعرّفة من أجل كل عدد طبٌع n بـ : 
1

2
3

n n nt u v . 

 برهن أنّ أ ـ     ntمتتالٌة ثابتة . 

ٌّن ب ـ     ، النهاٌة المشتركة للمتتالٌتٌن  ع nuو  nv. 

، ثمّ أوجد مرّة ثانٌة نهاٌتً n بدلالة nv وnu أوجد عبارتً جـ ـ     nuو  nv. 

 :الحل

 .2v و1u،1v،2u حساب 1.

0 0
1

3 4 7

2 2 2

u v
u

 
   ،1 0

1

7 15
4

152 2

2 2 2 4

u v
v




    ،1 1
2

7 15 29
292 4 4

2 2 2 8

u v
u




    ،

2 1
2

29 15 59

598 4 8

2 2 2 16

u v
v




   . 

 ـ تبٌان أنّ المتتالٌة .2 nwهندسٌة . 

1 1
1 1 1

2 2 2

n n n n n n
n n n

u v u v u u
w v u  

  

  
    

 

1

12 2

2 2 4 4

n n n n
n

n
n n

u v v u
u

w
w w

 


    

إذن  nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

4
. 

تعٌٌن نهاٌة المتتالٌة  nw. 

0لدٌنا  0 0 4 3 1w v u     ومنه 
0

1 1

4 4

n n

nw w
   

    
   

 

بما أنّ 
1

1 1
4

   ّفإن  
1

lim 0
4

n

n

 
 

 
lim وبالتالً  0n

n
w


. 

ٌّر المتتالٌتٌن  3. دراسة اتجاه تغ nuو  nv. 

1

2

2 2

n n n n n
n n n

u v u v u
u u u

  
   

 

1

1

4

2 2 2

n

n n n
n n

v u w
u u

 
       
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، nمن أجل كل عدد طبٌعً 
1

0
4

n

 
 

 
 ومنه 

1 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة تماما . 

1 1 1
1

2

2 2 2

n n n n n n n
n n n

u v u v v u v
v v v  



   
    

 

1
1

2 2

2 2 2

n n n n
n

n n
n n n

u v u v
v

u v
v v v



 



    

 

1

1

4

4 4 4

n

n n n
n n

u v w
v v

 
        

، nمن أجل كل عدد طبٌعً 
1 0n nv v   ومنه المتتالٌة   nvمتناقصة تماما . 

 .استنتاج أنهما متجاورتان

لدٌنا  lim lim 0n n n
n n

v u w
 

   وبما أن للمتتالٌتٌن  nu و  nvإتجاهٌن مختلفٌن فهما متجاورتان . 

 أ ـ برهان أنّ .4 ntمتتالٌة ثابتة . 

  عددا طبٌعٌاn لٌكن 

  1
1 1 1

1 1
2 2

3 3 2 2

n n n n
n n n

u v u v
t u v 

  

    
      

   

1 1

1

3 2

n n
n n n

u v
t u v 

 
   

 
 

 1

1 1

3 2 2 3

n n n n
n n n n n

u v u v
t v u v v

  
      

 
 

 1

1
2

3
n n nt u v   

               1n nt t  

إذن  nt ًمتتالٌة ثابتة حٌث من أجل كل عدد طبٌع n ، 0 0 0

1 1 11
2 11

3 3 3
nt t u v     . 

، النهاٌة المشتركة للمتتالٌتٌن ب ـ تعٌٌن  nuو  nv. 

بما أن المتتالٌتان  nuو  nv متجاورتان فهما متقاربتان ولهما نفس النهاٌة . 

n ،ولدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  
1

2
3

n n nt u v  معناه  
1

lim lim 2
3

n n n
n n

t u v
 

  معناه  
11 1

2
3 3
    ٌكافئ 

11 1
3

3 3
   أي 

11

3
. 

  ،n بدلالة nv وnuجـ ـ اٌجاد عبارتً 

nلدٌنا  n nw v u  معناه 
1

4

n

n nv u
 

  
 

 ولدٌنا  
1

2
3

n n nt u v  معناه  
11 1

2
3 3

n nu v  11 أي 2n nu v  نحصل 

على الجملة 

11 2

1

4

n n

n

n n

u v

v u

 

 

  
 

 بجمع المعادلتٌن نجد 
1

3 11
4

n

nv
 

   
 

 أي 
1 1

11
3 4

n

nv
  

      

. 

11من المعادلة الأولى لدٌنا  2n nu v  أي 
2 1

11 11
3 4

n

nu
  

       

. 

اٌجاد مرّة ثانٌة نهاٌتً  nuو  nv. 
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1 1 11
lim lim 11

3 4 3

n

n
n n

v
 

  
       

  لأن 
1

lim 0
4

n

n

 
 

 
. 

و  
2 1 2 11

lim lim 11 11 11 11
3 4 3 3

n

n
n n

u
 

   
              

. 

 :التمرٌن السادس عشر

I) المتتالية  nv معرّفة على بـ  :
15

6

n

n n
v



 

ٌّن أنّ  (1 ب nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تحدٌد أساسها وحدّها الأوّل . 

limاحسب  (2 n
n

v


. 

II) المتتالية  nu0:  معرّفة بـ 1u  ومن أجل كل عدد طبيعي ،n ،1 5 6n nu u  . 

n ،1برهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً  (1 6nu . 

ٌّر المتتالٌة  (2 ادرس اتجاه تغ nu
 

n ، برهن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (أ (3 1

5
6 6

6
n nu u  . 

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (ب     n ،0 ب 6 n nu v   . استنتجlim n
n

u
 

 :الحل

تبٌان أنّ  (1 nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تحدٌد أساسها وحدّها الأوّل . 

1 1 1 1

1 1

5 5 5 5 5 5

6 6 6 6 6 6

n n n

n nn n n
v v

   

 


    


  إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 

5

6
. 

limحساب  (2 n
n

v


. 

15 5 5 5
lim lim lim lim 5 0

6 6 6

nn n

n n nn n n n
v



   

  
    

 
  لأن 

5
lim 0

6

n

n

 
 

 
. 

II) 1)  ًبرهان بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعn ،1 6nu . 

01 لدٌنا 6u  0 ومنه الخاصٌة محققة من أجلn . 

1نفرض أن  6nu  ًمن أجل عدد طبٌعً كٌف n 11 ونبرهن صحة الخاصٌة 6nu  . 

1لدٌنا  6nu  5 معناه 5 30nu  11 ٌكافئ 5 6 36nu   11 ٌكافئ 5 6 36nu   11 وهذا ٌعنً أن 6nu   

1 فإنّ  من nومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فانه من أجل كل  6nu . 

ٌّر المتتالٌة  (2 دراسة اتجاه تغ nu
 

  عددا طبٌعٌاnلٌكن 

  
1

5 6 5 6
5 6

5 6

n n n n

n n n n

n n

u u u u
u u u u

u u


   
    

 
 

  2

1

1 65 6

5 6 5 6

n nn n
n n

n n n n

u uu u
u u

u u u u


  
  

   
 

1بما أنّ  6nu    ّ5فإن 6 0n nu u   1 و 0nu   6 و 0nu  1 ومنه 0n nu u   

إذن المتتالٌة  nuمتزاٌدة . 

n ، برهان أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (أ (3 1

5
6 6

6
n nu u  . 
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  
1

6 5 6 6 5 6
6 6 5 6

6 5 6

n n

n n

n

u u
u u

u


   
    

 
 

   
1

36 5 6 5 630 5
6

6 5 6 6 5 6 6 5 6

n nn
n

n n n

u uu
u

u u u


  
   

     
 

n ،5لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 6 0nu   6 معناه 5 6 6nu    ٌكافئ 
1 1

66 5 6nu


 
 وبما أن  5 6 0nu  

فإن 
 

 
5 6 5

6
66 5 6

n

n

n

u
u

u


 

 
  إذن   1

5
6 6

6
n nu u  . 

n ،0 تبٌان أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (ب 6 n nu v   . استنتجlim n
n

u
 

لدٌنا 
06 5u  و 

0 5v  إذن 
0. 00 6 u v   0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

6نفرض أن  n nu v  ومنه  
5 5

6
6 6

n nu v  أي   1

5
6

6
n nu v  ًولدٌنا من أجل كل عدد طبٌع n ،

 1

5
6 6

6
n nu u   1 إذن 16 n nu v  ًومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌع n،6 n nu v . 

n ،6nuومن جهة أخرى لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً   6 معناه 0nu  0 ومنه 6 n nu v  . 

lim استنتاج n
n

u


. 

n ،0لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  6 n nu v   ّو بما أن lim 0n
n

v


 فإنه حسب النهاٌات بالحصر lim 6 0n
n

u


  ًوهذا ٌعن 

limأنّ  6n
n

u


. 

 :التمرٌن السابع عشر

نعتبر المتتالٌة  nu المعرفة على 0:  بـ 2u  1  و

2 1
1

3 3
n nu u n   . 

 ثم ضع تخمٌنا حول اتجاه تغٌر المتتالٌة 3u و 1u ،2uاحسب الحدود . 1 nu. 

n ،3nuأ ـ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 2 n . 

   ب ـ ادرس اتجاه تغٌر المتتالٌة  nu. 

   ج ـ استنتج أن  nu محدودة من الأسفل ؛ هل ٌمكن القول أن  nuمتقاربة؟  

نعتبر المتتالٌة . 3 nv المعرفة على بـ  :n nv u n . 

   أ ـ بٌن أن  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

lim ثم احسب n بدلالة nu ثم nv  ب ـ عبر عن  n
n

u


. 

0 المجموع n  جـ ـ احسب بدلالة  1 2 ...n nS u u u u    . 

لتكن المتتالٌة . 4 nt المعرفة على بـ  : lnn nt v. 

   أ ـ بٌن أن  ntمتتالٌة حسابٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

0 المجموع n  ب ـ احسب بدلالة  1 2 ...n nA t t t t     واستنتج بدلالة n 0 الجداء 1 2 ...n nP v v v v    . 

 :الحل

 .3u و 1u ،2uاحسب الحدود . 1

1 0

2 1 2 7
0 1 2 1

3 3 3 3
u u        ،2 1

2 1 2 7 1 26
1 1 1

3 3 3 3 3 9
u u         ،

3 2

2 1 2 26 2 97
2 1 1

3 3 3 9 3 27
u u        . 

0لدٌنا  1 2 3u u u u   ٌبدو أن المتتالٌة  nuمتزاٌدة . 
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n ،3nuأ ـ برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 2 n . 

لدٌنا 
0 0 3u  لأن  

0 2u 0  و 3 3  0 ومنه الخاصٌة محققة من أجلn . 

3nuنفرض أن  n  ونبرهن أن  1 1 3nu n    أي نبرهن أن 
1 4nu n  . 

3nu لدٌنا n  معناه 
2 2

2
3 3

nu n  ٌكافئ 
2 1 2 1

2
3 3 3 3

nu n n n    أي 
2 1

2
3 3

nu n n   ٌكافئ 

2 1
1 3

3 3
nu n n    أي  

1 3nu n   3 وبما أن 4n n   فإن 
1 4nu n   ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من 

n ،3nuأجل كل عدد طبٌعً  n . 

ب ـ دراسة اتجاه تغٌر المتتالٌة  nu. 

 1

2 1 1 1 1
1 1 3

3 3 3 3 3
n n n n n nu u u n u u n u n              

n ،3nuولدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  n  ً3 ٌعن 0nu n    ومنه 
1 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة . 

ج ـ استنتج أن  nuمحدودة من الأسفل  

لدٌنا 
0 2u  والمتتالٌة  nu ًمتزاٌدة إذن من أجل كل عدد طبٌع n ،2nu  ومنه  nu 2 محدودة من الأسفل بالعدد. 

لا ٌمكن القول أن المتتالٌة  nuمتقاربة . 

أ ـ تبٌان أن . 3 nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

لدٌنا 
1 1 1n nv u n    معناه 

1 13 3 3 3n nv u n    ٌكافئ 
13 2 3 3 3n nv u n n      ٌكافئ 

13 2 2n nv u n   ٌكافئ 

 13 2n nv u n   13 معناه 2n nv v  1 أي

2

3
n nv v  إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 

2

3
 وحدها الأول 

0 0 0 2v u  . 

ب ـ 
2

2
3

n

nv
 

  
 

n  ولدٌنا  nv u n  معناه n nu v n  أي 
2

2
3

n

nu n
 

  
 

. 

lim حساب n
n

u


. 

لدٌنا 
2

1 1
3

   ومنه 
2

lim 0
3

n

n

 
 

 
 إذن 

2
lim lim 2

3

n

n
n n

u n
 

  
         

0 المجموع nجـ ـ حساب بدلالة  1 2 ...n nS u u u u    . 

n ،nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  nu v n . 

       0 1 20 1 2 ...n nS v v v v n         

   0 1 2 ... 0 1 2 ...n nS v v v v n          

لدٌنا  nv متتالٌة هندسٌة ومنه 

1 1

1

0 1 2 0

2 2
1 1

23 3
... 2 6 1

2 1 3
1

3 3

n n

n

nv v v v v

 



      
                                   

   

 

ولدٌنا 
 1

0 1 2 ...
2

n n
n


     

إذن 
 1

12
6 1

3 2

n

n

n n
S

   
       

 

أ ـ تبٌان أن  ntمتتالٌة حسابٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

   1 1

2 2 2
ln ln ln ln ln

3 3 3
n n n n nt v v v t 

     
          

     
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إذن  nt متتالٌة حسابٌة أساسها 
2

ln
3

 
 
 

 وحدها الأول  0 0ln ln 2t v . 

 المجموع nب ـ حساب بدلالة 
0 1 2 ...n nA t t t t      

 0

1 1 2
ln 2 ln 2 ln

2 2 3
n n

n n
A t t n

    
       

  
. 

1 2
ln 4 ln

2 3
n

n
A n

   
    

  
 

 الجداء nاستنتاج بدلالة 
0 1 2 ...n nP v v v v    . 

 لدٌنا           0 1 2 0 1 2ln ln ... ln ln ln ... lnn n nP v v v v v v v v          

  0 1 2ln ...n n nP t t t t A      

nAومنه 

nP e  أي  

1 2
ln 4 ln

2 3

n
n

nP e

   
  

  . 

 :التمرٌن الثامن عشر

 nuًالمتتالٌة العددٌة المعرّفة كما ٌل  : 

2

0u e ومن أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم n :1n
n

u
u

e

. 

 nv المتتالٌة العددٌة المعرّفة على ًكما ٌل  :
1 1

ln
2 2

n nv u . 

ٌّن أنّ  (1 ب nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
 . ، ثمّ احسب حدّها الأوّل

 .n بدلالة nu، ثمّ استنتج عبارة n بدلالة nvاكتب  (2

0: ؛ حٌث nS المجموع nاحسب بدلالة  (3 1 ...n nS v v v    ثمّ احسب ،lim n
n

S


. 

0: ؛ حٌث nP الجداء nاحسب بدلالة  (4 1 ...n nP u u u    ثمّ احسب ،lim n
n

P


. 

 :الحل

تبٌان أنّ  (1 nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
 ، 

 . عددا طبٌعٌاnلٌكن 

 1 1 1

1 1 1 1
ln ln 1 ln 1

2 2 2 2

n
n n n

u
v u u

e
  

 
       

  

  1

1 1 1 1
ln 1 ln ln 1

2 2 2 2

n
n n

u
v u e

e


    
       

   
 

   1

1 1 1 1 1 1 1
ln 1 ln

2 2 2 2 2 2 2
n n n nv u u v

   
        

   
 

إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
2، وحدها الأول 

0 0

1 1 1 1 1 1 3
ln ln 2

2 2 2 2 2 2 2
v u e       . 

 .n بدلالة nu، ثمّ استنتاج عبارة n بدلالة nvكتابة  (2

0

1

2

n

nv v
 

  
 

  أي 
3 1

2 2

n

nv
 

  
 

. 

لدٌنا 
1 1

ln
2 2

n nv u   ًٌعن  
1 1

ln
2 2

n nu v   ٌكافئ  ln 2 1n nu v   2  ٌكافئ 1nv

nu e


 أي  

1
3 1

2

n

nu e

 
 

 . 

0: ؛ حٌث nS المجموع nحساب بدلالة  (3 1 ...n nS v v v    . 
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1 1

1

0

1 1
1 1

3 12 2
3 1

1 12 2
1

2 2

n n

n

nS v

 



      
                               

   

. 

لدٌنا 
1

1 1
2

    ومنه  

1
1

lim 0
2

n

n





 
 

 
 وعلٌه  

1
1

lim lim 3 1 3
2

n

n
n n

S



 

  
       

. 

0: ؛ حٌثnP الجداء nحساب بدلالة  (4 1 ...n nP u u u   . 

n ،2لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  1nv

nu e


 0 ومنه 12 1 2 1 2 1

0 1 ... ... nv v v

n nP u u u e e e
  

       
 

     0 12 1 2 1 ... 2 1nv v v

nP e
     

 

     
 

1

0 1

1
6 1 1

22 ... 1 2 1

n

n n

n
v v v n S n

nP e e e

  
                . 

لدٌنا  
1

1
lim 6 1 1

2

n

n
n





   
            

  إذن  
 

1
1

6 1 1
2

lim lim 0

n

n

n
n n

P e

  
       

 
 . 

 :التمرٌن التاسع عشر

 nu  0 المتتالٌة العددٌة المعرّفة بحدّها الأوّل

13

4
u  ًومن أجل كل عدد طبٌع n :1 3 3n nu u   . 

:nبرهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً   (1
 

3 4nu . 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  (2 : nب
2

1

7 12

3 3

n n
n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
استنتج أنّ .  nuمتزاٌدة تماما  . 

برّر لماذا  (3 nuمتقاربة . 

4)  nv المتتالٌة العددٌة المعرّفة على  بـ : ln 3n nv u . 

 برهن أنّ  (أ nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
 .، ثمّ احسب حدّها الأوّل

lim ، ثمّ احسبn بدلالة nu وnv اكُتب كلا من (ب n
n

u


. 

n : نضع من أجل كل عدد طبٌعً (ج     0 13 3 ... 3n nP u u u      . 

ٌّن أنّ n بدلالة nPاكُتب    . : ، ثمّ ب
1

lim
16

n
n

P


. 

 :الحل

:nبرهان بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً   (1
 

3 4nu . 

03لدٌنا  4u ومنه خاصٌة الإبتداء صحٌحة  

  عددا طبٌعٌا kلٌكن 

3نفرض أن  4ku  0 إذن 3 1ku   0 ومنه 3 1ku   3 ٌكافئ 3 3 4ku    13 أي 4ku   ومنه حسب 

n ،3مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً  4nu . 

: nتبٌان أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  (2
2

1

7 12

3 3

n n
n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
 . 

 1 3 3 3 3n n n n n nu u u u u u          

     
  

 

  

2

1

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3

n n n n n n

n n

n n n n

u u u u u u
u u

u u u u


        
  

     
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 
     

2 2

1

3 6 9 7 12

3 3 3 3

n n n n n
n n

n n n n

u u u u u
u u

u u u u


      
  

     
. 

استنتاج أنّ  nuمتزاٌدة تماما . 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  3;4 2 لدٌنا 7 12 0x x    ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،3 4nu  فإن 

2 7 12 0n nu u    3 ولدٌنا 0nu   3 لأنnu  3 و 0nu   ومنه  3 3 0n nu u    إذن 

  

2 7 12
0

3 3

n n

n n

u u

u u

  


  
 أي 

1 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة تماما . 

تبرٌر لماذا  (3 nuمتقاربة . 

بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة4 متزاٌدة ومحدودة من الأعلى بالعدد . 

 برهان أنّ  (أ( 4 nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
 . 

     1 1ln 3 ln 3 3 3 ln 3n n n nv u u u        
 

   
1

2
1

1 1
ln 3 ln 3

2 2
n n n nv u u v      

إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
 وحدها الأول  0 0

13 1
ln 3 ln 3 ln

4 4
v u

   
       

   
. 

lim ، ثمّ احسبn بدلالة nu وnv كتابة كلا من (ب n
n

u


. 

1 1
ln

4 2

n

nv
  

   
  

 

لدٌنا  ln 3n nv u  3 ٌكافئ nv

nu e   3  ٌكافئnv

nu e  أي 

1

2
1

1 1 1
ln ln 2

2 4 4 1
3 3 3

4

n n
n

nu e e

 
 
 

 
       

      
       

      
 

. 

1
lim 0

2

n

n

 
 

 
 ومنه  

1

21
lim 1

4

n

n

 
 
 



 
 

 
  إذن  

1

21
lim lim 3 4

4

n

n
n n

u

 
 
 

 

 
   

 
. 

 ، n بدلالة nPكتابة .

n ،3لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  nv

nu e . 

ومنه       0 0 11 ...

0 13 3 ... 3 ... nnv v v vv v

n nP u u u e e e e
  

            

ولدٌنا 

1

1

0 1

1
1

1 1 12
... ln ln 1

14 16 2

2

n

n

nv v v





  
                              

 
 

 

إذن  

1
1 1

ln 1
16 2

n

nP e

    
         . 

: تبٌان أنّ 
1

lim
16

n
n

P


. 

لدٌنا 

1
1

lim 0
2

n

n





 
 

 
  لأن 

1
1 1

2
   ومنه 

1
1

lim 1 1
2

n

n





  
   
   

 إذن  

1
1 1

1ln 1
ln16 2

16
1

lim lim
16

n

n
n n

P e e

    
         

 
  . 
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 :التمرٌن العشرون

 nu0:  المتتالٌة العددٌة المعرّفة بــ 1u  ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ، 
1

4

4
n

n

u
u







. 

 .3u و 1u ،2u احسب كلا من (1

2nu: لباستعبا  البربن لباسب اج لبيّن  نيّ  (2 . 

نتسلب  اعسسبابة  (3 nvفة كعب بلي :   اعتبيّ
1

2
n

n

v
u




 

  ـ لبيّن  نيّ  nv رب  لأوا   عسسبابة حابلبة بُطلب إبابد  اباهب و حديّ

 .n لدلااة nu، ثميّ  اسنسج علببة n لدلااة nvب ـ  كسب علببة 

اـ ـ را  اعسسبابة  nuب إابلسك  . عسقببلة ؟ لبيّ

 :الحل

 nu0:  المتتالٌة العددٌة المعرّفة بــ 1u  ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ، 
1

4

4
n

n

u
u







. 

 .3u و 1u ،2u حساب كلا من (1

1

0

4 4

4 3
u

u


 


2 ؛ 

1

4 4 3

44 2
4

3

u
u

 
  




3 و  

2

4 4
10

34
4

2

u
u

 
  




. 

2nu:  تبيا أانّ  (2 . 

0nعن  اا   0 ناد 2u وعنه عبحلة  لإلسد ء صحبحة  

  عدد  طلبتبب kابكن 

2kuنفبض  ن   1 ونلبرن  ن 2ku   

ادبنب 
 

1

2 24 2 84
2 2

4 4 4

kk
k

k k k

uu
u

u u u


   
    

  
 

2kuادبنب حاب  افبضبة   1 وعنه 2 0ku    1   ي 2ku  . 

n :2nuإذن عن  اا كا عدد طلبتي   

أ ـ  تبيا أانّ ( 3 nv هي الأول   م  يلبة حسيتبة بُطلب إبجيد أسيسهي و حدنّ

1

1

1 1 1 1 1 1

4 2 42 2 2 2
2

4 4

n n

n n n n

n n

v v
uu u u u

u u





      
     


 

 

     
1

4 41 2 1

2 2 2 2 2 2 2 2

n n
n n

n n n n

u u
v v

u u u u


  
     

      
 

إذن  nv عسسبابة حابلبة  اباهب 
1

2
r   

ا  0وحدرب  لأويّ

0

1 1
1

2 1 2
v

u
   

 
 

 .n تدلالة nu، واس ن يج عتيرة n تدلالة nvب ـ ك يتة عتيرة 

0

1
1

2
nv v nr n     

ادبنب 
1

2
n

n

v
u




  وعنه 
1

2n

n

u
v

   ي   
2 11

2 n
n

n n

v
u

v v


   
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وعلبه  
 

 

1 12 1 1 2 2
1 2 22 2

1 1 1 2
1 1 2

2 2 2

n

n n
n n

u
n

n n n

 
            


     

 

اـ ـ  اعسسبابة  nu ّعسقببلة لأني 
2 2

lim lim 2
2

n
n n

n
u

n 


 


   

 :ال مربا الحيدي والعشروا

 nu المتتالٌة العددٌة المعرّفة على ً0:  كما ٌل 3u   و 
1

8

2 9

n
n

n

u
u

u






. 

 المعرّفة على f مثل بٌانٌا الدالة (أ (1
9

2

 
  
 

بـ  : 
8

2 9

x
f x

x





. 

 لتخمٌن تصرف المتتالٌة f استعمل منحنى الدّالة (    ب nu. 

n ،1nuبرهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً  (2 . 

برهن أنّ  (3 nuمتزاٌدة وأنّها متقاربة . 

نعتبر المتتالٌة  (4 nv ًحٌث من أجل كل عدد طبٌع n :1n nv u . 

، n برهن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (أ    
1

1

7
n nv v  ّثمّ استنتج أن ،:

1
0 4

7

n

nv
 

   
 

. 

 ماهً نهاٌة المتتالٌة ( ب    nv؟ 

 ماهً نهاٌة المتتالٌة (جـ     nu؟
 

 :الحل

 nu المتتالٌة العددٌة المعرّفة على ً0:  كما ٌل 3u   1 و

8

2 9

n
n

n

u
u

u






. 

 المعرّفة على f تمثٌل بٌانٌا الدالة (أ (1
9

2

 
  
 

بـ  : 
8

2 9

x
f x

x





. 

 حسب الشكل ٌبدو أن المتتالٌة (    ب nuمتزاٌدة . 

n ،1nuبرهان بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً  (2 . 

0nمن أجل   0 نجد 1u ومنه مرحلة الإبتداء صحٌحة . 

 . عددا طبٌعٌاkلٌكن 

1kuنفترض أن   ّ1 ولنبرهن أن 1ku  . 

1

8 1
1 1

2 9 2 9
k k

k

k k

u u
u

u u

  
   

 
1ku ولدٌنا حسب الفرضٌة   إذن 

1 0ku   2 و 9 0ku   1 ومنه 1 0ku    1 أي 1ku   إذن من أجل 

n ،1nuكل عدد طبٌعً   

برهان أنّ  (3  nuمتزاٌدة وأنّها متقاربة . 

  عددا طبٌعٌاnلٌكن 

  
1

2 1 48 2 10 8

2 9 2 9 2 9

n nn n n
n n n

n n n

u uu u u
u u u

u u u


     
    

  
 

1nuلدٌنا   1 ومنه 0nu   4 و 3 0nu    2 و 9 0nu   1 إذن 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nu متزاٌدة  

بما أن  nu فهً متقاربة1 متزاٌدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  . 

، n برهان أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (أ (4
1

1

7
n nv v  . 

2 3 4 5-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

u 0 u 1
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 
1 1

18
1 1

2 9 2 9

nn
n n

n n

uu
v u

u u
 

 
    

 
 

1nuلدٌنا   2 معناه 2nu  2 تكافئ 9 7nu    تكافئ 
1 1

2 9 7nu





 تكافئ 

1 1

2 9 7nu





 

1وبما أنّ  0nu  فإن 
 

 
1 1

1
2 9 7

n

n

n

u
u

u

 
 


 أي 

1

1

7
n nv v  

:استنتاج أنّ 
1

0 4
7

n

nv
 

   
 

. 

،nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
1

1

7
n nv v    ومنه    

1 0

2 1

3 2

1

1

7

1

7

1

7

.

.

1

7
n n

v v

v v

v v

v v 





 














  

1بالضرب طرفا إلى طرف نجد  2 3 0 1 2 1

1 1 1 1
... ...

7 7 7 7
n nv v v v v v v v           ومنه  

0

1

7

n

nv v
 

  
 

 ولدٌنا 

0 01 4v u  أي 
1

4
7

n

nv
 

  
 

 

1ولدٌنا من جهة أخرى  0nu  0 ومنهnv  إذن  
1

0 4
7

n

nv
 

   
 

 

 .ٌمكن استعمال البرهان بالتراجع

 تعٌٌن نهاٌة المتتالٌة (ب nv؟ 

لدٌنا 
1

lim 4 0
7

n

n

 
 

 
lim إذن حسب النهاٌات بالمقارنة فإن  0n

n
v


 

 حساب نهاٌة المتتالٌة (جـ nu؟
 

limلدٌنا  0n
n

v


 ومنه lim 1 0n
n

u


  أي lim 1n
n

u


 

 :التمرٌن الثانً والعشرون

 nu 0 متتالٌة عددٌة معرفة بحدها الأولu  ًومن أجل كل عدد طبٌع n ، 
2

1 1 1n nu u   . 

 حتى تكون عٌن قٌم العدد الحقٌقً . 1 nuمتتالٌة ثابتة . 

نفرض فٌما ٌلً أن 
3

2
 . 

n ،1أ ـ برهن أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 2 2nu . 

   ب ـ بٌن أن  nuمتتالٌة متناقصة؛ استنتج أنها متقاربة ثم عٌن نهاٌتها . 

3 . nv ًمتتالٌة عددٌة معرفة من أجل كل عدد طبٌع nبـ ، : ln 1n nv u . 

    أ ـ برهن أن  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

 .ب. 2 ؛ تأكد من النهاٌة المحصل علٌها فً n بدلالة nu ثم n بدلالة nv    ب ـ اكتب عبارة 
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n  جـ ـ نضع من أجل كل   0؛ 1 2

0 1 2
...

2 2 2 2

n
n n

v v v v
S      بٌن أن  1 ln 2nS n  . 

n  د ـ نضع من أجل كل   ؛
' 2 2 2 2

0 1 2 ...n nS v v v v     احسب 
'

nS بدلالة n. 

 :الحل

 حتى تكون تعٌٌن قٌم العدد الحقٌقً . 1 nuمتتالٌة ثابتة . 

 nu متتالٌة ثابتة معناه 
0 1n nu u u   معناه  

2

0 0 1 1u u   ٌكافئ  
2

0 01 1 0u u    ٌكافئ 

    0 01 1 1 0u u    ٌكافئ   0 01 2 0u u    أي   1 2 0     1 ومنه  2 أو . 

n ،1أ ـ برهان أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 2 2nu . 

لدٌنا 
0

3

2
u  ومنه 

01 2u   

1نفرض أن  2nu  ًمن أجل عدد طبٌع n ونبرهن أن 
11 2nu  . 

1 2nu  0 معناه 1 1nu   ومعناه  
2

0 1 1nu   ومنه  
2

1 1 1 2nu    أي 
11 2nu  . 

n ،1ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nu . 

ب ـ تبٌان أن  nuمتتالٌة متناقصة . 

  عددا طبٌعٌاnلٌكن 

     
2 2

1 1 1 1 1n n n n n nu u u u u u         . 

     1 1 1 1 1 2n n n n n nu u u u u u         

1nuبما أن   ّ1 فإن 0nu   2 وبما أنnu  2 فإن 0nu   إذن   1 2 0n nu u   1 أيn nu u  وبالتالً المتتالٌة 

 nu متناقصة. 

 استنتاج أنها متقاربة

المتتالٌة  nu فهً متقاربة ونهاٌتها عدد حقٌقً 1 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد . 

 .تعٌٌن نهاٌتها

   والدالة  ولدٌنا  متقاربة فإن بما أن المتتالٌة 

 أي  متناقصة إذن  والمتتالٌة  ولدٌنا  أو  ومنه  إذن مستمرة على 

. 

 . متتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأولأ ـ برهان أن 

    2

1 1ln 1 ln 1 1 1n n nv u u       

   
2

1 ln 1 2ln 1 2n n n nv u u v      

 . وحدها الأول 2 متتالٌة هندسٌة أساسها إذن 

  ؛  بدلالة  ثم  بدلالة ب ـ كتابة عبارة 

 

 . ومنه  معناه لدٌنا 

 .ب. 2التأكد من النهاٌة المحصل علٌها فً 

 . إذن  ومنه لدٌنا 
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 :التمرٌن الثالث والعشرون

 .،  ومن أجل كل عدد طبٌعً: المتتالٌة العددٌة المعرّفة بـ 

 . و ،  احسب 

 .،  أثبت أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 .هل هً متقاربة ؟ علل.  متناقصة بٌن أن المتتالٌة 

 .،  نضع من أجل كل عدد طبٌعً 

 . متتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّلأثبت أن  (   أ

 . ثم احسب  بدلالة  و اكتب  (   ب
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 .،  ومن أجل كل عدد طبٌعً: المتتالٌة العددٌة المعرّفة بـ 

 . و ،  حساب 

 ، ،

. 

 .،  إثبات أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . أي الخاصٌة صحٌحة من أجل  ومنه لدٌنا 

 . ونبرهن أنّ نفرض أنّ 

 . ومنه  ولدٌنا حسب الفرضٌة لدٌنا 

 .،  من وعلٌه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل

  . متناقصة تبٌٌن أن المتتالٌة 

 1 ln 2nS n  

n ' 2 2 2 2

0 1 2 ...n nS v v v v    
'

nSn

 nu2

0 1u e n  2

1 1 1n nu u e 

   

11u2u3u

2n1 0nu 

3 nu

4n 3 1n nv u 

 nv

nvnunlim n
n

u


n  0 1ln ln ... ln 1 2 ln3nv v v n n       

 nu2

0 1u e n  2

1 1 1n nu u e 

   

11u2u3u

  2 2 2

1 01 1 1 0u u e e e         2 2

2 11 1 1u u e e     

   2 2 2 4

3 21 1 1 1u u e e e e         

2n1 0nu 

2

01 u e 
01 0u 0n 

1 0nu 11 0nu  

  2

11 1n nu u e 

  1 0nu 11 0nu  

n1 0nu 

3 nu



عبد العزٌز مصطفاي : سلسلة تمارٌن محلولة فً المتتالٌات                                                                                                 إعداد

31 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

لدٌنا      2 2

1 1 1 1 1n n n n n nu u u e u u e u 

          

  2

1 1 1n n nu u u e 

     

  أي  فإن  و ، وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . متناقصةوبالتالً المتتالٌة 

 .ٌمكن استعمال البرهان بالتراجع

 .: لنبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . أي الخاصٌة صحٌحة من أجل  ومنه  و لدٌنا 

 . ونبرهن أن نفرض أن 

  معناه لدٌنا 
 

 ٌكافئ  ٌكافئ 

 وعلٌه نستنتج حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  أي 

 . متناقصة وبالتالً المتتالٌة : 

 وبما أنها متناقصة  محدودة من الأسفل بالعدد  ومنه المتتالٌة  أي : لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 

 .فهً متقاربة
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 وحدها الأوّل  متتالٌة هندسٌة أساسها   إذن 

. 

 . بدلالة  و كتابة  (ب
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. 

 .كما أنه ٌمكن الإستدلال على الخاصٌة بالتراجع
 :التمرٌن الرابع والعشرون

 .المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 

I )  بــالدالة المعرفة على المجال  :. 

ٌّر الدالة   .على المجال   عٌن إتجاه تغ

 . ذي المعادلة  بالنسبة إلى المستقٌم  ادرس وضعٌة 

 . على المجال  و  مثل 

II ) و :  المعرفتٌن كما ٌلً و نعتبر المتتالٌتٌن . 

 .  و ، ، ، ، ، ، إنشاء على محور الفواصل الحدود  ( أ

 . و خمن اتجاه تغٌر وتقارب كل من المتتالٌتٌن  (    ب

 .:  حٌث و ، أثبت أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ

ٌّر كل من المتتالٌتٌن   (    ب  . و استنتج اتجاه تغ

 .، أثبت أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ

 .، بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (    ب

 . و  ثم حدد نهاٌة كل من استنتج أن  (    جـ

 :الحل

ٌّر الدالة   . تعٌٌن إتجاه تغ

 . ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على الدالة

 . متزاٌدة تماما على  وبالتالً الدالة  لدٌنا  من المجال من أجل كل عدد حقٌقً

 . بالنسبة إلى المستقٌم  دراسة وضعٌة 

 . عددا حقٌقٌا من المجال لٌكن 
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 مثل إشارة    ومنه إشارة ،  من المجال من أجل كل عدد حقٌقً

. 

 

  0 
x 

         0  +  

  فوق                        تحت  

  و   

                            ٌتقاطعان فً النقطة ذات 

                  الإحداثٌتٌن  

 
 الوضعٌة

 
 

II ) و :  المعرفتٌن كما ٌلً و نعتبر المتتالٌتٌن . 

 .  و ، ، ، ، ، ، إنشاء على محور الفواصل الحدود  ( أ

 . و تخمٌن اتجاه تغٌر وتقارب كل من المتتالٌتٌن  (ب

 . متناقصة وٌتقاربان نحو العدد  متزاٌدة وحسب الشكل ٌبدو أن المتتالٌة 

 . و ، إثبات أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ

 . ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل لدٌنا 

 . ونبرهن صحة الخاصٌة  من أجل عدد طبٌعً نفرض أن 

 . متزاٌدة تماما على المجال  لأن الدالة معناه 

 . أي   إذن   و  و بما أن 

 .، ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع ٌكون من أجل كل عدد طبٌعً 

 . ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل وكذلك لدٌنا 

 . ونبرهن صحة الخاصٌة  من أجل عدد طبٌعً نفرض أن 

 . متزاٌدة تماما على المجال  لأن الدالة معناه 

 . أي   إذن   و  و بما أن 

 .، ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع ٌكون من أجل كل عدد طبٌعً 

ٌّر المتتالٌتٌن   (ب  . و استنتاج اتجاه تغ

 فإن ،   وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً،  من المجال لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً

 . متزاٌدة وعلٌه المتتالٌة   أي 

 فإن ،  وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً لدٌنا  من المجال ومن أجل كل عدد حقٌقً 

 . متناقصة  وعلٌه المتتالٌة  أي 
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 .، تبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ

 

 

  معناه   لأن   و  معناه ، لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 

 ،   وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً   ٌكافئ إذن 

 . أي فإنّ 

 .، تبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب

 .  ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل   أي   و لدٌنا 

 .  أي نبرهن أن  ونبرهن أن نفرض أنّ 

 ولدٌنا حسب السؤال السابق من أجل كل   أي   معناه لدٌنا 

    ومنه ، عدد طبٌعً

 .، وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً 

 .  أي   ومنه   و ، ومن جهة أخرى لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً

 .: وبالتالً من أجل كل عدد طبٌعً

 .استنتاج أن  (جـ

 . حسب النهاٌات بالمقارنة نستنتج أن بما أنّ 

 . و تحدٌد نهاٌة كل من 

متجاورتان فهما   و  إذن المتتالٌتان  متناقصة و  متزاٌدة والمتتالٌة لدٌنا المتتالٌة 

 .متقاربتان ولهما نفس النهاٌة 

  إذن  مستمرة على  والدالة ولدٌنا  متقاربة فإن بما أن 

 .  وبالتالً وحسب ماسبق  

 :التمرٌن الخامس والعشرون

 .،  ومن أجل كل عدد طبٌعً  المعرفة بحدها الأول نعتبر المتتالٌة العددٌة 
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 تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى معلم  و :  بـ الدالة المعرفة على المجال   

 (أنظر الشكل  )  المستقٌم ذو المعادلة متعامد ومتجانس و 

 .  و ، ، مثل على حامل محور الفواصل الحدود  (أ

 . وتقاربهاضع تخمٌنا حول اتجاه تغٌر  (ب

 .: برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ

: بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (    ب

. 

 .استنتج اتجاه تغٌر  (    جـ

 .، بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ

 .ثم استنتج . : بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (    ب

 :الحل

 .  و ، ، تمثٌل الحدود  ( أ

 . متزاٌدة ومتقاربةحسب تمثٌل الحدود ٌبدو أن المتتالٌة  (ب

 .: برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ

 . ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل لدٌنا 

 ٌكافئ  وعلٌه لنفرض أن 

 لأن دالة الجذر  ٌكافئ 

 . أي التربٌعً متزاٌدة تماما ومنه 

 وهذا حسب مبدأ الإستدلال  ٌكون إذن من أجل كل عدد طبٌعً

 .بالتراجع

 .: تبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب
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ٌّر المتتالٌة  ( جـ.  .استنتاج اتجاه تغ

 . لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 

   أي   إذن  و  و ومنه 
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 . متزاٌدةوبالتالً المتتالٌة 

 .، تبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ

 . ومنه ، لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 

 

 

  ٌكافئ   ومنه  معناه : لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 

 أي  فإن  من  من أجل كل  وبما أن أي 

 .:  وبالتالً من أجل كل عدد طبٌعً 

 .: تبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب 

 .، لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً

 .: لنبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل  أي  و لدٌنا 

 . ولنبرهن صحة الخاصٌة  من أجل عدد طبٌعً نفرض أنّ 

:   وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً  أي  معناه 

:  ومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ٌكون من أجل كل عدد طبٌعً فإن 

 . أي 

 . أي  ٌكون حسب النهاٌات بالمقارنة بما أن 

 :التمرٌن السادس والعشرون

 .،  ومن أجل كل عدد طبٌعً :  المعرفة بـنعتبر المتتالٌة 

 .: أ ـ بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 1

 .:     ب ـ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . متزاٌدة ثم استنتج أنها متقاربة    ج ـ بٌن أن المتتالٌة 
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 .   : أ ـ بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 2

 .:     ب ـ استنتج أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 .    ج ـ حدد نهاٌة المتتالٌة 

 :الحل

 .: أ ـ تبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 1

  عددا طبٌعٌالٌكن 

 

 .: ب ـ برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . ومنه الخاصٌة محققة من أجل لدٌنا 

 . ونبرهن أن نفرض أن 

  أي  ومنه  و  معناه لدٌنا من الفرضٌة 

 و  معناه  ومن الفرضٌة لدٌنا ، ولدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 

 . أي  ومنه  ومنه  لأن 

 .، ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . متزاٌدةج ـ تبٌان أن المتتالٌة 

  عددا طبٌعٌالٌكن 

 

   وبالتالً المتتالٌة  أي  ومنه  و  معناه ولدٌنا 

 . متزاٌدة

 .  فهً متقاربة2 متزاٌدة ومحدودة من الأعلى بالعدد بما أن المتتالٌة 

 .   : أ ـ تبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 2

 لدٌنا 

 أي  ٌكافئ    ٌكافئ    ٌكافئ   معناه ولدٌنا 

. 

 .: ب ـ استنتاج أنه من أجل كل عدد طبٌعً 
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 . أي  و 

 . عددا طبٌعٌالٌكن 

 . ونبرهن أن نفرض أن 

 ومنه من أجل  أي  إذن  ولدٌنا  من الفرضٌة 

 . ، كل عدد طبٌعً 

 .ج ـ تحدٌد نهاٌة المتتالٌة  

  ومنه  فإن  و بما أن ، لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 

 .أي 

 :التمرٌن السابع والعشرون

 . تمثٌلها البٌانً فً المعلم المتعامد والمتجانس  و :  بـ الدالة المعرفة على المجال 

 . ادرس تغٌرات الدالة 

 . مقارب مائل للمنحنى  ذا المعادلة  بٌن أن المستقٌم 

 .:  كما ٌلً المعرفة من أجل كل عدد طبٌعً  نعتبر المتتالٌة 

 . و  ، ،  مثل على محور الحدود  والمستقٌم ذي المعادلة      أ ـ باستعمال المنحنى 

 . وتقاربها     ب ـ اعط تخمٌنا حول اتجاه تغٌر المتتالٌة 

 .،  أ ـ باستعمال البرهان بالتراجع بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . متزاٌدة ؛ هل هً متقاربة؟ برر     ب ـ بٌن أن 

 .،  أ ـ بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 .     ب ـ استنتج أن 

 .     جـ ـ حدد 

 :الحل

 . درسة تغٌرات الدالة 

  ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على الدالة 

 

 من نفس إشارة  ومنه إشارة  و  لدٌنا  من المجال من أجل كل عدد حقٌقً 
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 . ومتزاٌدة تماما على  متناقصة تماما على ومنه الدالة 

 . و   لأن 

. 

 .جدول تغٌرات الدالة 

 1   
 +        0   

  
 
 2 

 

 
 

 . مقارب مائل للمنحنى  ذا المعادلة  تبٌان أن المستقٌم 

 

 . مقارب للمنحنى ومنه المستقٌم 

 . و  ، ،  أ ـ تمثٌل على محور الحدود 

 . وتقاربهاب ـ اعطاء تخمٌنا حول اتجاه تغٌر المتتالٌة 

 . متزاٌدة ومتقاربةحسب الشكل المقابل ٌبدو أن المتتالٌة 

 .،  أ ـ تبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . ومنه الخاصٌة محققة من أجل لدٌنا 

 . ونبرهن أن نفرض أن 

 فإن  متزاٌدة تماما على المجال  وبما أن الدالة لدٌنا 

 . وبالتالً  أي 

 .، ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً 

  متزاٌدة ؛ ب ـ تبٌان أن 

 .، لنبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . أي الخاصٌة محققة من أجل  ومنه  و لدٌنا 

  عددا طبٌعٌا لٌكن 

 . ونبرهن صحة الخاصٌة نفرض أن 

 و ولدٌنا     إذن  متزاٌدة تماما على المجال  والدالةلدٌنا 

 .  ومنه 

 .متزاٌدة  أي المتتالٌة ، إذن حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع من أجل كل عدد طبٌعً 

 .3 متقاربة لأنها متزاٌدة ومحدودة من الأعلى بالعدد المتتالٌة 

 .،  أ ـ تبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً 
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  أي   ٌكافئ  ٌكافئ  ٌعنً ولدٌنا 

 . أي  فإن وبما أن 

 .ب ـ استنتاج أن 

 نستعمل البرهان بالتراجع

 . أي الخاصٌة محققة من أجل  ومنه  و لدٌنا 

 . ونبرهن أن  من أجل عدد طبٌعً لنفرض أن 

  أي  معناه لدٌنا 

 . ومنه ، ولدٌنا حسب السؤال السابق من أجل كل عدد طبٌعً 

 .، اذن نستنتج حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 .جـ ـ تحدٌد 

  لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 

 أي  إذن حسب النهاٌات بالمقارنة  أي  فإن وبما أن 

. 
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 تماربن مقترحة

 :01تمرٌن 

  و :  بالشكل المعرّفة على نعتبر المتتالٌة 

 .احسب الحدود الخمس الأولى  

 .:  المعرفة كما ٌلً من أجل كل عدد طبٌعً نعتبر المتتالٌة  

 . متتالٌة هندسٌة  برهن أنّ أ ـ     

 . بدلالة ثمّ استنتج عبارة ،  بدلالة  أوجد عبارة ب ـ    

 . ثمّ نهاٌة  استنتج نهاٌة جـ ـ    

 :02تمرٌن 

 . :  كما ٌلً متتالٌة معرّفة على 

 .،،احسب  

 : عدد حقٌقً، نضع من أجل كل عدد طبٌعً   

ٌّن قٌمة أ ـ      . هندسٌةحتى تكون المتتالٌة   ع

 . بدلالة واستنتج   بدلالة  عبّر عن ب ـ    

  متقاربتان ؟ و هل المتتالٌتان  ج ـ   

 .: المجموع  احسب بدلالة د ـ    

 .  :        والمجموع

 ؟إلى   عندما ٌؤول  ما هً نهاٌة ـ       

 :03تمرٌن 

 :   ومن أجل كل عدد طبٌعً :  متتالٌة عددٌة معرّفة كما ٌلً

  معادلته الذي  المستقٌم ، ارسم فً معلم متعامد ومتجانس ( أ(1

 : كما ٌلً، المعرّفة على  الممثل للدالة   والمنحنى        

 . و ، ، باستعمال الرّسم السابق، مثّل على حامل محور الفواصل وبدون حساب الحدود (ب    

ٌّر المتتالٌة (جـ      . وتقاربها أعط  تخمٌنا حول اتجاه تغ

  .:  من أجل كل عدد طبٌعً ،  برهن بالتراجع أنّه( أ(2

ٌّر المتتالٌة (ب      . ادرس اتجاه تغ

 .جابتكإ متقاربة ؟ برّر  هل (جـ    

فة كعب بلي  نتسلب (3  . عدد حقٌقً حٌث   اعسسبابة  اتددبة  اعتبيّ

ٌّن قٌمة    متتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها و حدّها الأول حتى تكون     ـ ع

  نضع (4

 . بدلالة ثمّ استنتج عبارة ،  بدلالة اكُتب عبارة  (أ

 .تحقق من صحة تخمٌنك حول تقارب المتتالٌة  (ب

  و :  المجموعٌناحسب بدلالة  (جـ

 :04تمرٌن 
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:  بـ  المعرّفة على هو التمثٌل البٌانً للدّالة  فً الشكل المقابل، 

 . المستقٌم ذو المعادلة  و

ٌّر الدّالة على المجال .1  . أ ـ ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّه إذا كان   . فإنّ    ب ـ ب

 ، ومن أجل كل عدد طبٌعً :  المعرّفة بـ نعتبر المتتالٌة .2

                                      

 أ ـ أعد رسم الشكل على ورقة الإجابة ثمّ مثل على محور الفواصل الحدود

 . و ، ،

ٌّر وتقارب المتتالٌة   .ب ـ ضع تخمٌنا حول اتجاه تغ

 ،  أ ـ برهن بالتراجع، أنّه من أجل كل عدد طبٌعً .3

 . متقاربة ثمّ احسب نهاٌتها   ب ـ استنتج أنّ المتتالٌة 

 :05تمرٌن 

 .، ، ومن أجل كل عدد طبٌعً :  متتالٌة معرّفة بـ

 .،، احسب .1

:، أنّ  برهن بالتراجع من أجل عدد طبٌعً .2
 

. 

 . متزاٌدة، ثمّ استنتج أنّها متقاربة، حدّد نهاٌتها أثبت أنّ المتتالٌة .3

 .:  بـ المعرّفة على  نعتبر المتتالٌة .4

ٌّنأ ـ    ٌّن أساسها وحدّها الأوّل أنّ المتتالٌة  ب  . هندسٌة، ع

 . بدلالة ، ثمّ استنتج  بدلالة  اكُتب  ب ـ  

             .   المحسوبة فً السؤال  تحقّق من نهاٌة  ج ـ  

    . ؛ حٌث، المجموع  احسب بدلالة  د ـ  

 : 06تمرٌن 

 .:   متتالٌة هندسٌة حدودها موجبة تماما حٌث

 . اللوغارٌتم النٌبٌري ذو الأساس حٌث 

ٌّن .1  .  أساس  و  ع

 . بدلالة  عبّر عن .2

 : ، المجموع احُسب بدلالة .3

 .:  كما ٌلً متتالٌة عددٌة معرّفة على  .4

ٌّن أنّ ، بدلالة  اكتب     أ ـ  . متتالٌة حسابٌة ثمّ ب

ٌّن العدد الطبٌعً     ب ـ  .: ، بحٌث ع

 :07تمرٌن 

 عدد حقٌقً حٌث :  بـ المعرّفة على مجموعة الأعداد الطبٌعٌة لتكن المتتالٌة 

 .: ومن أجل كل عدد طبٌعً 

ٌّن قٌمة  -1   . ثابتة حتى تكون المتتالٌة ع

 Cf 0;

 
5 2

3

x
f x

x





 y x

 0;

 0;3x   0;3f x 

 nu0

1

2
u n

 1n nu f u 

0u1u2u3u

 nu

n10 3n nu u   

 nu

 nu0 1u n1

3

1

n
n

n

u
u

u
 



1u2u3u

n0 2nu 

 nu

 nv
2

1n

n

v
u

 

 nv

nvnnun

nu3

nnS0 1 ...n nS v v v   

 nu
   

1 3

2 4

30

ln ln 2ln 3 0

u u e

u u

 


  

lne

1uq nu

nun

n1 2 ...n nS u u u   

 nv   2 1ln lnn n nv u u  

nvn nv

n0 1 ... 12 48ln3nv v v    

 nu0u 

n1

3
4

2
n nu u  

 nu



عبد العزٌز مصطفاي : سلسلة تمارٌن محلولة فً المتتالٌات                                                                                                 إعداد

43 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 .: ، برهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً نضع  -2

 .:  بـ المعرّفة من أجل كل عدد طبٌعً نعتبر المتتالٌة  -3

 . بدلالة  متتالٌة حسابٌة، ٌطلب تعٌٌن أساسها، ثمّ عبّر عن  برهن أنّ أ ـ    

 . المجموع ؛ احسب بدلالة :   نضعب ـ    

ٌّن عبارة الحد العام جـ ـ      .: ؛ حٌث، المجموع ، ثمّ احسب بدلالة  بدلالة  ع

 :08تمرٌن 

 : ومن أجل كل عدد طبٌعً   ، : كما ٌلً  متتالٌة معرّفة على  

 .:كما ٌلً  معرفة على المتتالٌة 

 . ، احسب  -1

ٌّن أنّ المتتالٌة  -2  . هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسهاب

ٌّن أنّ أ ـ  -3  .: علما أنّ  : ب

  ، ثمّ احسب نهاٌة  بدلالة  اكتب ب ـ     

ٌّن أنّ :  برهن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً جـ ـ       . متقاربة، وب

   :كما ٌلً  معرّفة على  المتتالٌة -4

ٌّن أنّ المتتالٌة      أ ـ  .قٌمتها تعٌٌن ٌطلب ثابتة  ب

ٌّن  ـ ب      .: ثانٌة أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  مرّة ب

 :09تمرٌن 

  ومن أجل كل عدد :  المتتالٌة العددٌة المعرفة بـ ولتكن 1 عدد حقٌقً موجب تماما وٌختلف عن 

  عدد حقٌقً، حٌث :  كما ٌلًالمتتالٌة   ونعرّف فً : طبٌعً

ٌّن عندئذ حدها الأول وأساسها التً من أجلها تكون المتتالٌة  جد قٌمة   . هندسٌة، ع

 . الحد العام  و  استنتج بدلالة 

 .:  نضع من أجل كل عدد طبٌعً 

 :  فإن   ـ بٌن أنه مهما ٌكن العدد الطبٌعً 

 . ٌؤول إلى  عندما  نهاٌة  ادرس حسب قٌم 

 :10تمرٌن 

 :  المعرّفة كما ٌلًنعتبر المتتالٌة 

 .  و ، نضع من أجل كل عدد طبٌعً 

ٌّن أنّ المتتالٌة أ ـ  . هندسٌة أساسها  ب

ٌّن ب ـ  . بدلالة  ع

ٌّن أنّ جـ ـ ٌّن  متتالٌة حسابٌة أساسها   ب  . بدلالة ، ثمّ ع
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:  حٌث، المجموع   احسب بدلالة د ـ
 

ٌّن هـ ـ  . بدلالة  ع

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم و ـ  .،  ب

 .، استنتج أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم ي ـ

 . استنتج ـ   

 :11تمرٌن 

 
 .  و : المتتالٌة العددٌة المعرّفة كما ٌلً

  الحدوددون حساب مثل على المستقٌم .  المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  أ ـ(1

  الممثل للدالة العددٌة  والمنحنى  ذو المعادلة  وذلك باستعمال المستقٌم  و،،     

 .:  كما ٌلً     المعرّفة على المجال 

ٌّر وتقارب ونهاٌة المتتالٌة ب ـ      . أعط تخمٌنا حول اتجاه تغ

 .: ، فإنّ  أثبت أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم  أ ـ(2

ٌّر المتتالٌة ب ـ      . ادرس اتجاه تغ

 . متقاربة واحسب نهاٌتها استنتج أنّ المتتالٌة جـ ـ    

 .: كما ٌلً،  المتتالٌة العددٌة المعرّفة من أجل كل عدد طبٌعً (3

 . متتالٌة هندسٌة، ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل أثبت أنّ    أ ـ

 .ـ جـ  ثمّ تحقّق من نتٌجة السؤال  . احسب ب ـ   

 :12تمرٌن 

 . عدد حقٌقً ، حٌث :  كما ٌلً المعرّفة على لتكن المتتالٌة 

ٌّن العدد الحقٌقً   . ثابتة الذي تكون من أجله المتتالٌة  ع

 .:  نضع فٌما ٌلً

 .:  أثبت، باستعمال البرهان بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً     أ ـ

ٌّن أنّ المتتالٌة ب ـ      . متزاٌدة ب

 . متقاربة استنتج أنّ المتتالٌة جـ ـ    

 .:  كما ٌلً المعرّفة على  لتكن المتتالٌة 

 . متتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل أثبت أنّ     أ ـ

 . بدلالة ، ثمّ عبارة  بدلالة  اكُتب عبارة الحد العام ب ـ    

 احسب جـ ـ    
 

 و :  حٌث و، المجموعٌن  احسب، بدلالة     د ـ
 

 :13تمرٌن 

   :كما ٌلً  متتالٌة عددٌة معرّفة على  
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                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 .: برهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً  

ٌّر المتتالٌة  (أ   .ادرس اتجاه تغ

 . متقاربة ؟ عللّ إجابتك هل المتتالٌة (     ب

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (أ  .:  ب

 . ثمّ احسب :  استنتج أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً (    ب

 :14تمرٌن 

 .عدد طبٌعً حٌث :  المتتالٌة العددٌة المعرّفة كما ٌلًلتكن 

 .:  المعرّفة كما ٌلًولتكن المتتالٌة العددٌة 

ٌّن أنّ  (1  . متتالٌة هندسٌة أساسها ب

 . بدلالة  اكتب أ ـ (2

 .، ثمّ احسب  بدلالة  استنتج عبارة     ب ـ

 . و : نضع من أجل كل عدد طبٌعً  (3

ٌّن أنّ ـ     و :  ب
 

 :15تمرٌن 

 :    كما ٌلً المعرفة على نعتبر المتتالٌة 

 ؛  برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 . ادرس رتابة المتتالٌة 

 ؛  بٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

 ؛  استنتج أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

  متقاربة ؟ هل المتتالٌة 
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