




 الإهداء   

الى سيدي ومولاي سبط الرسول محمد )صلى الله عليه وآله( الامام 

الحسين )عليه السلام( أهدي هذا العمل المتواضع ... سائلًا الله )عز 

الحسين وأصحاب وجل( أن يقبله عنده ويجعل لي عنده قدم صدق مع 

 الحسين الذين بذلوا مهجهم دون الحسين )ع(
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 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓𝒔  الاعداد المركبة

ℂ بالصيغةالمكتوب  العدديسمى  :تعريف  =  𝒂 +  𝒃𝒊   حيث انR 𝑎 , 𝑏   1−√عددان حقيقيان =𝑖 

  Imaginary partجزءه  التخيلي  𝑏ويسمى   Real partجزءه الحقيقي  𝑎  حيث ان ،ا مركب يسمى عددا

+ 𝑎ويقال للصيغة  ℂويرمز الى مجموعة الاعداد المركبة  بالرمز   𝑏𝑖 دالصيغة العادية او الجبرية للعد 

, 𝑎)المركب وكذلك للعدد المركب اكثر من صيغة حيث يكتب بشكل زوج مرتب  𝑏 )  الصيغة الديكارتية بوتسمى

 المركب .  دللعد

– 𝟔 العدد ( 1) :مثال   𝟑 𝒊  (  3− ) وجزءه التخيلي  6عدد مركب جزءه الحقيقي 

  0وجزءه  التخيلي   𝟖−جزءه الحقيقي مركب  عدد  𝟖− العدد ( 2)          

 واحد كالاتي : جزءعلى وي تالعدد المركب الذي يح ويسمى

, 5) هذه الاعداد مثلعدد حقيقي بحت( حقيقي فقط يسمى ) الذي يحتوي جزء* العدد المركب  −3 , 7 )  

   (2𝑖 , 𝑖, 5𝑖)( مثل هذه الاعداد بحت تخيليعدد يحتوي على جزء تخيلي فقط يسمى ) الذي* العدد المركب 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 𝑖 قوى 

𝑖 = √−1 

𝑖2 = (√−1)2 = −1 

𝑖3 = 𝑖2. 𝑖 = (−1). 𝑖 =  −𝑖 

𝑖4 = 𝑖2. 𝑖2 = (−1). (−1) =  1     

𝑖5 = 𝑖4. 𝑖 = (1)4 . 𝑖 = 𝑖 

𝑖17 = ( 𝑖2)8 . 𝑖 = ( −1)8 . 𝑖 = 1 . 𝑖 = 𝑖 

𝑖15 = ( 𝑖2)7 . 𝑖 = ( −1)7 . 𝑖 = −1 . 𝑖 = −𝑖 

𝑖−15 =
1

𝑖15
=
𝑖16

𝑖 15
  = 𝑖  

𝑖−7 =
1

𝑖7
=
𝑖8

𝑖 7
  = 𝑖  

, 𝑖 −}المجموعة لعدد صحيح موجب فالناتج يكون احد عناصر  𝑖ند رفع ع بصورة عامةو 𝑖  , −1 , حيث  {1

 . 𝑖س الجديد لـ لأوباقي القسمة هو ل 𝟒 ( على 𝑖 نقسم اس )

من العدد  يجب ان يكون العدد الذي نأخذه في البسط أكبر 𝒊في حالة الكسورالتي تحتوي في المقام  : ملاحظة

 .(𝟒)الذي في المقام ، ويجب ان يكون اسه من مضاعفات العدد 
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 أكتب ما يلي في ابسط صورة :  مثال :

𝑖20 = 1 

𝑖58 = (𝑖4)14.  𝑖2 = (1)14𝑖2 = −1 

𝑖12𝑛+93 = (𝑖4)3𝑛.  𝑖93 = (1)3𝑛.  (𝑖92. 𝑖)  = (1).  ((𝑖4)23. 𝑖) = 𝑖 

𝑖−13 =
1

𝑖13
= 
𝑖16

𝑖13
= 𝑖3 = − 𝑖  

=                      اي ان  4𝑖 1 = كل ان : ملاحظة  𝟏 × 𝟏  =  𝟏 ⟹ 𝒊𝟖 =  𝟏  4𝑖.  4𝑖 = 8𝑖 

 1 هو 4 العدد مضاعفات كلفإن   وبصورة عامة

 فمثلًا  :  (𝑖)يمكننا كتابة الجذر لأي عدد حقيقي سالب بدلالة  ملاحظة :

√−16 =  √16 . √−1 = 4𝑖                 ,   √−12 =  √12 . √−1 = 2√3𝑖 

√−15 =  √15 . √−1 = √15𝑖            

  𝑏𝑖أكتب كلًا مما يأتي بالصيغة  مثال :

(1)√−3 =  √3 . √−1  = √3 𝑖 

(2)√−𝑎 = √𝑎 . √−1 = √𝑎𝑖 

𝒂أكتب الاعداد التالية على الصورة  مثال : + 𝒃𝒊  

(𝑎)  − 1 − √−3 = −1 − √3 . √−1 =  −1 − √3𝑖 

(𝑏) 
1 + √−25

4
=  
1

4
+ 
√25𝑖

4
=  
1

4
+ 
5𝑖
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 أكتب الاعداد التالية بالصيغة الجبرية للعدد المركب :  مثال :

(1) 𝑖16 = (𝑖4)4 = (1)4 =  1 = 1 + 0𝑖 

(2) 𝑖15 = 𝑖12. 𝑖3 = (1). (−𝑖) =  −𝑖 = 0 − 𝑖 

(3) 𝑖−13 =
1

𝑖13
= 
𝑖16

𝑖13
= 𝑖3 = − 𝑖 = 0 − 𝑖 

(4) 𝑖−23 =
1

𝑖23
= 
𝑖24

𝑖23
=  𝑖 = 0 + 𝑖 

 اكتب بالصيغة العادية للعدد المركب كل مما يأتي : :مثال 

1) 𝑖2 − √−𝟑𝟔  =  −𝟏 –  𝟔 𝒊                  2) 𝒊 + √𝟏𝟐 = 𝑖 + 2√𝟑 = 2√𝟑 + 𝑖 
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، مجموعة الاعداد الحقيقية  Z، مجموعة الاعداد الصحيحة  Nمجموعة الاعداد الطبيعية  :مصطلحات عامة 

R  مجموعة الاعداد المركبة ،C  الجزء الحقيقي للعدد المركب ،R(z)   المركب ، الجزء التخيلي للعدد I(z) . 

 ضع كلًا مما يأتي بالصيغة العادية أو الجبرية للعدد المركب :  واجب :

(1) 𝑖10   (3) 22 − 𝑖3                 (4) 5 −  𝑖16                  (5) 5𝑖10 + 𝑖3 

(2) 𝑖92                      (6) 18𝑖8 − 𝑖2              (7) (5𝑖10 + 𝑖3). 𝑖         (8) 5𝑖−4 − 3𝑖−6 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تساوي عددين مركبين

 𝑖1+b1= a 1,  Z  𝑖 2+ b 2= a 2Z    اذا كان

 b 1,  b  2= a 1⇔  a  2= Z1Z =2         فإن

 .  الجزء الحقيقي والجزء التخيلي متساويان  فإناي اذا تساوى عددين مركبين * 

, 𝒂جد  مثال : 𝒃  اذا علمت ان𝒂 + 𝒃𝒊 = −𝟏𝟑 − 𝟐𝒊 

 الحل : باستخدام خاصية التساوي 

𝑎 = الحقيقي      الجزء     13 −             𝑏 = التخيليالجزء            2−  

, 𝑥جد قيمة  :مثال  𝑦 كل من المعادلات الاتية : يحققان اللذان الحقيقيين  

a) 2𝑥 –  3 +  5𝑖 =  7 + ( 3𝑦 +  3 ) 𝑖 

 بإستخدام خاصية التساوي  :الحل 

                          2𝑥 − 3 =  7 ⇒  2𝑥 =  10 ⟹ 𝑥 = 5 

                         3𝑦 +  3 =  5 ⇒  3𝑦 =  2 ⟹  y = 
2

3
 

b) 2𝑥 +  3𝑦 +  15 𝑖 = 6 + (3𝑥 + 4𝑦 )𝑖  

     2𝑥 + 3𝑦 =  6………… (1)]  × 3 

     3𝑥 + 4𝑦 = 15 ……… . . ( 2)]  ×  2  

     6𝑥 + 9𝑦 = 18………… (3) 

∓ 6 𝑥 ∓  8𝑦 =  ∓30…… .  بالطرح  (4)

          𝑦 = (   1نعوض في ) 12−  

2𝑥 +  3( −12 )  = 6 

2𝑥 –  36 =  6 ⇒  2𝑥 = 6 + 36 ⇒  2𝑥 =  42 
÷2
⇒ 𝑥 =  21  

 

 واجب

,𝒚 قيمة اوجد 𝒙 

𝟏)( 𝟐𝒙 −  𝟏𝟑 )  +  ( 𝟐𝒚 +  𝒙 ) 𝒊 =  −𝟑𝒚 + 𝟖𝒊 

𝟐)(𝟐𝒙𝟐 − 𝟑) + ( 𝒚 + 𝟐𝒙 )𝒊 =  −𝒙 + 𝟓𝒊 

𝟑)𝒙𝟐  −  𝟐𝒙 𝒚𝒊 – 𝒚𝟐 =  𝟏𝟐 −  𝟏𝟔𝒊 
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c) ( 𝟐𝒚 + 𝟏) − ( 𝟐𝒙 − 𝟏 ) 𝒊 =  − 𝟖  + 𝟑 𝒊 

 بإستخدام خاصية التساوي : الحل

𝟐𝒚 + 𝟏 = −𝟖 ⇒  𝟐𝒚 =  −𝟖 − 𝟏 ⇒  𝟐𝒚 =  −𝟗  

∴  𝒚 =
−𝟗

𝟐
    الجزء الحقيقي  

−( 𝟐𝒙 − 𝟏 ) =  𝟑 ⇒   −𝟐𝒙 + 𝟏 =  𝟑 ⇒ −𝟐𝒙 = 𝟑 − 𝟏 ⇒ −𝟐𝒙 = 𝟐
÷−2
⇒   

∴  𝒙 =  الجزء التخيلي   𝟏−

d) 𝒙𝟐–  𝟐 𝒙 𝒚 𝒊 – 𝒚𝟐 =  𝟒 𝒊  −  𝟑  

𝒙𝟐– 𝒚𝟐–  𝟐 𝒙 𝒚 𝒊 =  −𝟑 + 𝟒 𝒊   

𝒙𝟐– 𝒚𝟐 = −𝟑 ………… .… . (𝟏)  

−𝟐 𝒙 𝒚 =  𝟒 ………………(𝟐) 

𝒚 ( 1لنعوضها في معادلة ) 𝒚( نحصل على 2من معادلة ) =
𝟒

−𝟐𝒙
=
−𝟐

𝒙
        

𝒙𝟐 − (
−𝟐

𝒙
)𝟐 = −𝟑   

𝒙𝟐 −
𝟒

𝒙𝟐
= −𝟑  ]    .  𝒙𝟐    ⇒   𝒙𝟒 − 𝟒 = −𝟑𝒙𝟐  ⇒  𝒙𝟒 + 𝟑𝒙𝟐 –  𝟒 =  𝟎 

 ( 𝒙𝟐+ 4) (𝒙𝟐– 1 ) = 0  

𝒙𝟐  أما + 𝟒 = 𝒙𝟐                             تهمل  𝟎 = −𝟒           𝑹   لا يمكن حلها في

𝒙𝟐   أو − 1 = 0 ⇒ 𝒙𝟐 = 1 ⇒ x = ∓ 𝟏  ⇒  𝒚 = 
−𝟐

𝟏
= −𝟐  , 𝒚 =  

−𝟐

−𝟏
= 𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 جمع وطرح الاعداد المركبة

C ∈ 3, C 2, C 1C ∀  و كان,=  𝒂 + 𝒃𝒊   1C=  𝒄 + 𝒅𝒊 , 2C   فإن 

                                                   1                                                                                                                            +C2=C2+C11) C 

                                                                                                3 )+C2+C1)=(C3+C2C+(12) C 

 ( 𝑎 + 𝑏 𝑖 )  + ( 𝑐 + 𝑑𝑖 )  =  ( 𝑎 + 𝑐)  + ( 𝑏 + 𝑑) 𝑖 =  2+C13) C 

4) 𝐶 =  𝑎 + 𝑏𝑖  ∃ − 𝐶 = −𝑎 − 𝑏𝑖     , 𝐶 + (−𝐶) =   ركبالنظير الجعي للعدد الم      0

0 (5                   هو الصفر عملية الجمعلالعنصر المحايد  + 𝐶 = 𝐶 + 0   , 0 = 0 + 0𝑖     

𝒄اذا كان  :ملاحظة  = 𝒂 + 𝒃 𝒊         فإن نظيره الجمعي−𝒄 =  −𝒂 − 𝒃𝒊 
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 جد ناتج ما يأتي : :مثال 

𝟏)(𝟐 + 𝟑 𝒊 )  + (𝟏 − 𝟓 𝒊 )  =  ( 𝟐 + 𝟏)  + ( 𝟑 − 𝟓) 𝒊 = 𝟑 − 𝟐 𝒊 

𝟐)( 𝟑 − 𝒊 )  + ( −𝟒 + 𝟔𝒊) = (𝟑 − 𝟒) + (−𝟏 + 𝟔) 𝒊 =  −𝟏 +  𝟓 𝒊 

𝟑)( 𝟒 + 𝟓 𝒊 ) – ( 𝟐 − 𝟕 𝒊 )  =  ( 𝟒 + 𝟓 𝒊 )  + ( −𝟐 + 𝟕 𝒊 )  =  (𝟒 − 𝟐) + ( 𝟓 + 𝟕)𝑖 

   = 𝟐 + 𝟏𝟐 𝒊 

𝟒) − 𝟐 𝒊 – ( 3 𝑖2 – 4𝒊𝟑 ) =  ( 𝟎 –  𝟐𝒊 ) – ( −𝟑 + 𝟒𝒊 ) =  ( 𝟎 –  𝟐 𝒊 ) + ( 𝟑 −  𝟒 𝒊) 

 =  𝟑 − 𝟔 𝒊 

,  𝒙  𝑪حل المعادلة           : مثال ( 𝟐 − 4 𝒊 )  +  𝒙 =   − 𝟓 +  𝒊 

− 𝟐)باضافة النظير الجمعي للعدد :  الحل 𝟒 𝐢 )  

( 𝟐 − 𝟒 𝒊 ) +  𝒙 =  −𝟓 +  𝒊  

( 𝟐 − 𝟒 𝒊 )  +  ( −𝟐 + 𝟒 𝒊 )  +  𝒙 = (−𝟓 +  𝒊)  + ( −𝟐 + 𝟒 𝒊 )  

𝒙 = ( −𝟓 − 𝟐) + ( 𝟏 + 𝟒) 𝒊 

𝒙 =  −𝟕 +  𝟓 𝒊 

ان طرح اي عدد مركب من اخر يساوي حاصل جمع العدد المركب الاول مع النظير الجمعي للعدد  :ملاحظة 

 المركب الاخر . 

𝟑)   جد ناتج  :مثال  − 𝟐 𝒊) − (𝟖 + 𝟓 𝒊 )  

(𝟑 − 𝟐 𝒊 ) + ( −𝟖 − 𝟓 𝒊 ) = (𝟑 − 𝟖 ) + (−𝟐 − 𝟓)𝒊 =  −𝟓 − 𝟕 𝒊 

  C ⊂Rاي ان  Cهي مجموعة جزئية من مجموعة الاعداد المركبة  Rمجموعة الاعداد الحقيقية  :ملاحظة 

𝟕)جد ناتج    :مثال  − 𝟏𝟑𝒊) − ( 𝟗 + 𝟒 𝒊)    

 الحل :

= (𝟕 –  𝟏𝟑 𝒊) – ( 𝟗 + 𝟒 𝒊)  

= (𝟕 − 𝟏𝟑 𝒊) + ( −𝟗 − 𝟒 𝒊) = (𝟕 − 𝟗) + (−𝟏𝟑 − 𝟒 )𝒊 = −𝟐 −  𝟏𝟕 𝒊 

  جد مجموع العددين في كل مما يأتي : مثال :

a) 𝟑 + 𝟒√𝟐 𝒊    ,    𝟓 − 𝟐√𝟐 𝒊 

(3 + 4√2 𝑖) + (5 − 2√2 𝑖) = (3 + 5) + (4√2 𝑖 − 2√2 𝑖) = 8 + 2√2 𝑖 

b) 𝟑   , 𝟐 − 𝟓𝒊 

(3 + 0𝑖) + (2 − 5𝑖) = (3 + 2) + (0 − 5𝑖) = 5 − 5𝑖 
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c)    𝒎 = 𝟏 + 𝟓𝒊   ,   𝒘 = 𝟑 + 𝟕𝒊   ,   𝒛 = −𝟏 − 𝒊 

𝑚+𝑤 + 𝑧 = (1 + 5𝑖) + (3 + 7𝑖) + (−1 − 𝑖) = (1 + 3 − 1) + (5 + 7 − 1)𝑖 = 3 + 11𝑖 

𝑐اذا كان  مثال : = 1 + 2𝑖 , 𝑤 = −1 − 7𝑖 , 𝑧 = −1 − 11𝑖  2− :  فأوجد ما يلي𝑐 − 4𝑤 + 3𝑧   

−2𝑐 − 4𝑤 + 3𝑧 =  −2(1 + 2𝑖) − 4(−1 − 7𝑖) + 3(−1 − 11𝑖) 

           =  (−2 − 4𝑖) + (4 + 28𝑖) + (−3 − 33𝑖) 

          = (−2 + 4 − 3) + (−4 + 28 − 33)𝑖 = −1 − 9𝑖 

𝑐  اذا كان  واجب : = 1 + 2𝑖   ,   𝑤 = −1 − 7𝑖   ,   𝑧 = −1 − 11𝑖    : فأوجد ما يلي 

(𝑎)  2𝑖𝑤 + 𝑖𝑧 + 3𝑧        (𝑏)  − 3𝑐 + 2𝑧 − 4𝑖 + 2        (𝑐) 3(𝑧 + 𝑐 + 𝑤)      (𝑑)  2𝑖 (𝑖𝑧 + 3𝑖3) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ضرب الاعداد المركبة

, 𝑐 اذا كان  ℎ ∈  𝑅 ∀ (𝑐 + 𝑑𝑖)=2, C(𝑎 + 𝑏𝑖 )  = 1C   فإن 

1) ℎ(𝑎 + 𝑏𝑖)  = 𝑎ℎ + ℎ𝑏𝑖 

2) ℎ𝑖(𝑎 + 𝑏𝑖) = ℎ𝑎𝑖 + ℎ𝑏𝑖2= ℎ𝑎𝑖 – ℎ𝑏 =  −ℎ𝑏 + ℎ𝑎𝑖 

3) C1 . C2= (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖) = 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝑖 + 𝑏𝑐𝑖 + 𝑏𝑑𝑖2 = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖 

4) (𝑎 + 𝑏𝑖)2 =𝑎2 + 2𝑎𝑏𝑖 + 𝑏2𝑖2= ( 𝑎2−b2) + 2𝑎𝑏𝑖  

5) ∀  𝑐 ≠  0 +  0𝑖   ∃ 𝒄−𝟏 = 
𝟏

𝒄
 

 . يوجد له نظير ضربي عدا الصفر لا عدد مركب ماكل يوجد النظير الضربي ل ملاحظة :

 : جد ناتج كل مما يأتي بالصيغة الجبرية للعدد المركب :مثال 

𝟏) 𝟑(𝟏 − 𝟔𝒊) = 𝟑 − 𝟏𝟖𝒊 

𝟐) 𝟑𝒊(𝟏 − 𝟔𝒊) =  𝟑𝒊 − 𝟏𝟖𝒊2  = 𝟑𝒊 + 𝟏𝟖 = 𝟏𝟖 + 𝟑𝒊  

𝟑) (𝟏 + 𝟐𝒊)(𝟐 + 𝟑𝒊)  = (𝟐 − 𝟔) + (𝟑 + 𝟒)𝒊 =  −𝟒 + 𝟕𝒊  

𝟒) (𝟐 − 𝟑𝒊)(𝟒 − 𝒊) = (𝟖 − 𝟑) + (−𝟐 − 𝟏𝟐)𝒊 = 𝟓 − 𝟏𝟒𝒊  

5) ( 2𝒊2 + 3𝒊3) ( √−𝟒 +  𝟓) =  ( −𝟐 − 𝟑𝒊 ) (𝟐𝒊 + 𝟓)  =  (−𝟐 − 𝟑𝒊)(𝟓 + 𝟐𝒊)  

                   = (−𝟏𝟎 + 𝟔) + (−𝟒 − 𝟏𝟓)𝒊 = −𝟒 − 𝟏𝟗𝒊 

6) (𝟏 − 𝟐𝒊)2 = 𝟏 − 𝟒𝒊 + 𝟒𝒊𝟐 = 𝟏 − 𝟒𝒊 − 𝟒 = −𝟑 − 𝟒𝒊  

7) (−𝟐 + 𝟑𝒊)2= 𝟒 − 𝟏𝟐𝒊 + 𝟗𝒊2 =  𝟒 − 𝟏𝟐𝒊 − 𝟗 = −𝟓 − 𝟏𝟐𝒊  

8) (𝟏 + 𝟐𝒊)3 = (𝟏 + 𝟐𝒊)(𝟏 + 𝟐𝒊)2 = (𝟏 + 𝟐𝒊)(𝟏 + 𝟒𝒊 + 𝟒𝒊2) 

 =  (𝟏 + 𝟐𝒊)(−𝟑 + 𝟒𝒊 ) = (−𝟑 − 𝟖) + (𝟒𝒊 − 𝟔𝒊) = −𝟏𝟏 − 𝟐𝒊  
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9) (𝟐 − 𝒊)𝟒 = [(𝟐 − 𝐢)𝟐]𝟐= (𝟒 − 𝟒𝒊 + 𝒊2)𝟐 = ( 𝟑 − 𝟒𝒊)𝟐= 𝟗 − 𝟐𝟒𝒊 +  𝟏𝟔𝒊2 =  −𝟕 − 𝟐𝟒𝒊 

10) (𝟏 − √𝟑𝒊 )2 + ( 𝟐 − 𝟐√𝟑𝒊 )2 = (𝟏 − 𝟐√𝟑𝒊 + 𝟑𝒊2)+(𝟒 − 𝟖√𝟑𝒊 + 𝟏𝟐𝒊2) 

                                                               = (−𝟐 − 𝟐√𝟑𝒊 )  + (−𝟖 − 𝟖√𝟑𝒊 )  =  −𝟏𝟎 − 𝟏𝟎√𝟑𝒊 

11) (𝟏 + 𝒊)2− (𝟑 − 𝒊)(𝟏 + 𝟐𝒊) =  (𝟏 + 𝟐𝒊 + 𝒊2) −  ( 𝟑 + 𝟐) +  (𝟔 − 𝟏)𝒊 

        = (𝟎 + 𝟐𝒊) – (𝟓 + 𝟓𝒊 ) = (𝟎 + 𝟐𝒊 )  + (−𝟓 − 𝟓𝒊 )  =  −𝟓 − 𝟑𝒊 

12) (𝟏 + 𝒊)3 – (𝟏 − 𝒊)3 = (𝟏 + 𝒊)2(𝟏 + 𝒊) − (𝟏 − 𝒊)2 (𝟏 − 𝒊) 

       = (𝟏 + 𝟐𝒊 + 𝒊2)(𝟏 + 𝒊) − (𝟏 − 𝟐𝒊 + 𝒊2)(𝟏 − 𝒊) =  𝟐𝒊 (𝟏 + 𝒊) −  − 𝟐𝒊 (𝟏 − 𝒊)  

        = (𝟐𝒊 +2𝒊2)− (−𝟐𝒊+2𝒊2) = (−𝟐 + 𝟐𝒊) − (−𝟐 − 𝟐𝒊) =  (−𝟐 + 𝟐𝒊) + (𝟐 + 𝟐𝒊) = 𝟒𝒊  

13)     𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝒊 +√−𝟏𝟔   فجد قيمة   ,     𝒙 =  𝟐 + 𝟑𝒊      اذا كانت 

      = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝒊 + √−𝟏𝟔  = ( 𝟐 + 𝟑𝒊)2 −𝟑(𝟐 + 𝟑𝒊)𝒊 + 𝟒𝒊  

     = (𝟒 + 𝟏𝟐𝒊 + 𝟗𝒊2) + (−𝟔𝒊 − 𝟗𝒊2) + (𝟎 + 𝟒𝒊) 

     = (−𝟓 + 𝟏𝟐𝒊) + (𝟗 − 𝟔𝒊) + (𝟎 + 𝟒𝒊) = 𝟒 + 𝟏𝟎𝒊 

14) (𝟏 + 𝒊)𝟐 + (𝟏 − 𝒊)𝟐 = (𝟏 + 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐) + (𝟏 − 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐) 

               = (𝟏 + 𝟐𝒊 − 𝟏) + (𝟏 − 𝟐𝒊 − 𝟏) = 𝟐𝒊 − 𝟐𝒊 = 𝟎 

 جد ناتج كل مما يلي :  واجب :

(1) (2 + √−3) (1 + 2√−3 )                     (2)  𝑖(1 + 𝑖) − 𝑖3(1 + 2𝑖) 

(3) (3 + √−8) (2 + 2√−2 )                     (4)  (√2 + √−2)
2

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 مرافق العدد المركب

𝒄كان  اذا = 𝒂 + 𝒃𝒊  فإن 𝒄̅ =  𝒂 − 𝒃𝒊   حيث يسمى𝒄̅   مرافق العدد المركب𝒄 فإن 𝒄. 𝒄̅  =  𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

( 𝟐 −  𝟑𝒊 )( 𝟐 + 𝟑𝒊) =  𝟒 + 𝟗 = 𝟏𝟑 

(𝟒 + 𝟓𝒊)(𝟒 − 𝟓𝒊) =  𝟏𝟔 + 𝟐𝟓 =  𝟒𝟏 

(𝟏 + 𝒊)(𝟏 − 𝒊) =  𝟏 + 𝟏 = 𝟐 

 العدد همرافق نظيره الجمعي نظيره الضربي

𝟏

𝒂 + 𝒃𝒊
 −𝒂 − 𝒃𝒊 𝒂 − 𝒃𝒊 𝒂 + 𝒃𝒊 

𝟏

3 + 𝟕𝒊
 −𝟑 − 𝟕𝒊 𝟑 − 𝟕𝒊 𝟑 + 𝟕𝒊 

𝟏

−𝟐 + 𝟓𝒊
 𝟐 − 𝟓𝒊 −𝟐 − 𝟓𝒊 −𝟐 + 𝟓𝒊 

𝟏

−𝟒
 𝟒 −𝟒 −𝟒 
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𝟏

𝒊𝟑
 −𝒊𝟑 𝒊 𝒊𝟑 

𝟏

(𝟏 , −𝟒)
 (−𝟏 , 𝟒) (𝟏 , 𝟒) (𝟏 , −𝟒) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 خواص مرافق العدد المركب

∀ 𝒄𝟏 , 𝒄𝟐 , 𝒄 ∈ 𝑪 

1) 𝒄𝟏+𝒄𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =𝒄𝟏̅̅ ̅ +  𝒄𝟐̅̅ ̅ 

2) 𝒄𝟏 .  𝒄𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅= 𝒄𝟏̅̅ ̅ . 𝒄𝟐̅̅ ̅ 

3) 𝒄 ̅̅ =  𝒄  

4)  𝒄𝟏̅̅ ̅ . 𝒄 = a2+b2   فإن  𝒄 =  𝒂 + 𝒃𝒊  اذا كان 

5) 𝒄̅ + 𝒄 = 𝟐𝒂 

6) (
𝒄𝟏

𝒄𝟐
)

̅̅ ̅̅ ̅
    = 

𝒄𝟏̅̅ ̅

𝒄𝟐̅̅ ̅
       ,    𝒄𝟐  0  

7)  𝒄̅ =  𝒄   فان  c ∈ R اذا كان 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 النظير الضربي للعدد المركب

  ملاحظات :

 البسط بمرافق المقام لتبسيط الحل .وقام المفي المقام نضرب   (𝑖)عند ظهور  (1)

𝑐−1يمكن استخدام التعبير )مقلوب العدد المركب( بدل )النظير الضربي( ويرمز له بالرمز  (2) = 
1

𝑐
  . 

 جد النظير الضربي لكل مما يأتي : :مثال 

1) c = 3+4i  

 = 𝒄−𝟏 : الحل 
𝟏

𝒄
= 

𝟏

𝟑+𝟒𝒊 
 .   
𝟑−𝟒𝒊

𝟑−𝟒𝒊
 = 

𝟑−𝟒𝒊

𝟗+𝟏𝟔
 = 

𝟑

𝟐𝟓
 −

𝟒

𝟐𝟓
𝑖 

2) c = (𝟑 − 𝟐𝒊)2 − 𝟒𝒊(𝟏 − 𝟐𝒊) 

𝟑)  : الحل − 𝟐𝒊)2 – 𝟒𝒊(𝟏 − 𝟐𝒊) = (9−𝟏𝟐𝒊 + 𝟒𝒊𝟐) + (−𝟒𝒊 + 𝟖𝒊𝟐) 

             = (𝟓 − 𝟏𝟐𝒊) + (−𝟖 − 𝟒𝒊) = −𝟑 − 𝟏𝟔𝒊  

𝒄−𝟏 = 
𝟏

𝒄
 = 

𝟏

−𝟑−𝟏𝟔𝒊
 = 

𝟏

−𝟑−𝟏𝟔𝒊
   . 
−𝟑+𝟏𝟔𝒊

−𝟑+𝟏𝟔𝒊
 = 

−𝟑+𝟏𝟔𝒊

𝟗+𝟐𝟓𝟔
 = 

−𝟑

𝟐𝟔𝟓
 + 

𝟏𝟔

𝟐𝟔𝟓
𝑖 

  (25)وحاصل ضربهما  (6)جد عددين مركبين مترافقين مجموعيهما  :مثال 

𝒙 الحل : = 𝒂 + 𝒃𝒊         , 𝒚 = 𝒂 − 𝒃𝒊       لتكن  

(𝒂 + 𝒃𝒊) + (𝒂 − 𝒃𝒊)  = 𝟔 ⇒  𝟐𝒂 = 𝟔 ⇒ 𝒂 = 𝟑 
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(𝒂 + 𝒃𝒊). (𝒂 − 𝒃𝒊) = 𝟐𝟓 ⇒ 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐= 25 ⇒ 9+𝒃𝟐= 25 ⇒ 𝒃𝟐=16 ⇒ 𝒃 = ∓𝟒 

(𝟑 + 𝟒𝒊) , ( 𝟑 − 𝟒𝒊)  ⟸  ∴ العددان هما  

𝒄𝟏 (اذا كان  :مثال  = 𝟏 + 𝒊 )  ،)𝒄𝟐 = 𝟑 − 𝟐𝒊( ن الآتي : فتحقق م 

1) 𝒄𝟏+𝒄𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  𝒄𝟏̅̅ ̅ + 𝒄𝟐̅̅ ̅ 

     𝐿𝐻𝑆    𝒄𝟏+𝒄𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝟏 + 𝒊) + (𝟑 − 𝟐𝒊)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝟏 + 𝟑) + (𝟏 − 𝟐)𝒊̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = 𝟒 − 𝒊̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟒 + 𝒊 

   𝑅𝐻𝑆   𝒄𝟏̅̅ ̅  +   𝒄𝟐̅̅ ̅ =  (𝟏 − 𝒊 )  +  ( 𝟑 + 𝟐𝒊)  =  ( 𝟏 + 𝟑)  + (−𝟏 + 𝟐)𝒊 = 𝟒 + 𝒊   

2) 𝒄𝟏. 𝒄𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝒄𝟏̅̅ ̅ .  𝒄𝟐̅̅ ̅ 

𝐿𝐻𝑆  𝒄𝟏. 𝒄𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝟏 + 𝒊). (𝟑 − 𝟐𝒊)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  (𝟑 − 2𝒊) + (𝟑𝑖 − 𝟐𝒊𝟐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝟓 + 𝒊̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟓 − 𝒊  

               𝑅𝐻𝑆 𝒄𝟏̅̅ ̅ .  𝒄𝟐̅̅ ̅  = (𝟏 + 𝒊)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. (𝟑 − 𝟐𝒊)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =  ( 𝟏 − 𝒊 )(𝟑 + 𝟐𝒊) = 𝟑 + 𝟐𝒊 − 𝟑𝒊 + 𝟐 = 𝟓 − 𝒊 

3) (
𝒄𝟏

𝒄𝟐
)̅̅ ̅̅ ̅ =

𝒄𝟏̅̅ ̅

𝒄𝟐̅̅ ̅
   

     𝐿𝐻𝑆  (
𝒄𝟏

𝒄𝟐
)

̅̅ ̅̅ ̅
= (

𝟏+𝒊

𝟑−𝟐𝒊 
×
𝟑+𝟐𝒊

𝟑+𝟐𝒊 
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=
𝟑+𝟐𝒊+𝟑𝒊+2𝒊𝟐

𝟗+4 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=   

𝟏+𝟓𝒊

𝟏𝟑 

̅̅ ̅̅ ̅
=
𝟏−𝟓𝒊

𝟏𝟑 
=

𝟏

𝟏𝟑
−
𝟓𝒊

𝟏𝟑
 

     𝑅𝐻𝑆  
𝒄𝟏̅̅̅̅

𝒄𝟐̅̅̅̅
 =

𝟏+𝒊̅̅ ̅̅ ̅

𝟑−𝟐𝒊 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝟏−𝒊

𝟑+𝟐𝒊 
=

𝟏−𝒊

𝟑+𝟐𝒊 
×
𝟑−𝟐𝒊

𝟑−𝟐𝒊 
=
𝟑−𝟐𝒊−𝟑𝒊+2𝒊𝟐

𝟗+4 
=  

𝟏−𝟓𝒊

𝟏𝟑 
=

𝟏

𝟏𝟑
−
𝟓𝒊

𝟏𝟑
 

𝐿𝐻𝑆 = 𝑅𝐻𝑆 

4) 𝒄𝟏 ̅̅ ̅̅̅̅ ̅̅  =  𝒄𝟏    →    𝒄𝟏 ̅̅ ̅̅̅̅ ̅̅ =  𝟏 + 𝒊 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  𝟏 − 𝒊̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟏 + 𝒊 = 𝒄𝟏 

اذا كان  :ثال م
𝟑−𝟐𝒊

𝒊
 ،  

𝒙−𝒚𝒊

𝟏+𝟓𝒊
, 𝒙مترافقان فجد قيمة كل       𝒚 ∈  𝑹 

   لأن الجذران مترافقان : الحل
𝒙−𝒚𝒊

𝟏+𝟓𝒊
  

𝟑−𝟐𝒊

𝒊

̅̅ ̅̅ ̅
= 

𝒙 − 𝒚𝒊

𝟏 + 𝟓𝒊
=
𝟑 + 𝟐𝒊

−𝒊
 

−𝒊(𝒙 − 𝒚𝒊) = (𝟑 + 𝟐𝒊)(𝟏 + 𝟓𝒊) 

−𝒊𝒙 + 𝒚𝒊𝟐 =  𝟑 + 𝟏𝟓𝒊 +  𝟐𝒊 + 𝟏𝟎𝒊𝟐 

−𝒙𝒊 − 𝒚 = −𝟕 + 𝟏𝟕𝒊 

−𝒙𝒊 = 𝟏𝟕𝑖 → 𝒙 =                 التساوي باستخدام خاصية 𝟏𝟕−

−𝐲 = −𝟕    → 𝐲 = 7 

    اكتب العدد بالصيغة العادية :واجب 
𝟐−𝒊

𝟑+𝟒𝒊
 

𝟐     مترافقين لعددينا اثبت ان : مثال + 𝟑𝒊  ,   𝟐 − 𝟑𝒊                                      

𝟐𝒂ع العددان جمالحل :  =  

(𝟐 + 𝟑𝒊)  + (𝟐 − 𝟑𝒊) = (𝟐 + 𝟐) + (𝟑 + (−𝟑))𝒊 = 𝟒 + 𝟎𝒊 = 𝟒 = 𝟐𝒂 

𝒂𝟐  =حاصل ضربهما  + 𝒃𝟐 
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(𝟐 + 𝟑𝒊) (𝟐 − 𝟑𝒊) = 𝟒 − 𝟔𝒊 + 𝟔𝒊 − 𝟗𝒊2 = 4 + 9 = 13        العددان مترافقان 

∋ : مثال  𝑪   𝒙  وكان𝒙̅  مرافق له ، جد العدد المركب𝒙  𝟐 اذا كان𝒙 + 𝒙̅  = 𝟓𝒊 − 𝟒 

𝒙 الحل : = 𝒂 + 𝒃𝒊    ,    𝒙̅ = 𝒂 − 𝒃𝒊 

𝒂)𝟐     في المعادلة + 𝒃𝒊) + 𝒂 − 𝒃𝒊 = 𝟓𝒊 − 𝟒  ⇒    𝟐𝒂 + 𝟐𝒃𝒊 + 𝒂 − 𝒃𝒊 = 𝟓𝒊 − 𝟒 

𝟑𝒂 + 𝒃𝒊 = 𝟓𝒊 − 𝟒 

𝟑𝒂 + 𝒃𝒊 = −𝟒 + 𝟓𝒊 

𝟑𝒂       باستخدام خاصية التساوي = −𝟒  ⇒    𝒂 =
−𝟒

𝟑
        ,         𝒃 = 𝟓 

اذا كان  :مثال 
𝟏−𝒊

𝒊
 𝒚 =      ،𝒙 =  

𝟒+𝟐𝒊

𝟏+𝒊
𝒙اثبت ان      + 𝒚 =  𝟐 − 𝟐𝒊     

𝐋𝐇𝐒 ∶     𝒙 +  𝒚 =  
𝟒+𝟐𝒊

𝟏+𝒊
  + 

𝟏−𝒊

𝒊
 

=  
𝟒 + 𝟐𝒊

𝟏 + 𝒊
   .   
𝟏 − 𝒊

𝟏 − 𝒊
  + 

𝟏 − 𝒊

𝒊
  .
−𝒊

−𝒊
 

=  
𝟒 − 𝟒𝒊 + 𝟐𝒊 + 𝟐

𝟐
+ (−𝒊 − 𝟏) =  

𝟔 − 𝟐𝒊

𝟐
+ (−𝒊 − 𝟏) =  

𝟔

𝟐
−
𝟐𝒊

𝟐
+ (−𝒊 − 𝟏) 

= 𝟑 −  𝒊 + (−𝟏 − 𝒊)  =  𝟐 −  𝟐𝒊     : RHS 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 قسمة الاعداد المركبة

على عدد مركب آخر نضرب بمرافق المقام وكما يلي : عند قسمة عدد مركب 
𝐶1

𝐶2
=
𝐶1

𝐶2
×
𝐶2

𝐶2̅̅ ̅

̅
  

𝒂ضع كلًا مما يأتي بالصورة  مثال : + 𝒃𝒊 

a) 
𝟏+𝒊

𝟏−𝒊
=
𝟏+𝒊

𝟏−𝒊
 ×

𝟏+𝒊

𝟏+𝒊
 =  

𝟏+𝒊+𝒊+𝒊𝟐

𝟏𝟐+𝟏𝟐
=
2𝑖

2
= 𝑖 = 0 + 𝑖 

b) 
𝟏+𝟐𝒊

−2+𝑖
=
𝟏+𝟐𝒊

−2+𝑖
 ×

−𝟐−𝒊

−2−𝑖
 =  

−𝟐−𝒊−𝟒𝒊−𝟐𝒊𝟐

(−𝟐)𝟐+(𝟏)𝟐
=
0−5𝑖

5
=
−5𝑖

5
= −𝑖 = 0 − 𝑖 

 

   ضع بالصيغة العادية العدد المركب :مثال 
( 𝟑−𝟐𝒊)𝟐

𝟏+𝟓𝒊
 

( 𝟑−𝟐𝒊)𝟐

𝟏+𝟓𝒊
 = 

𝟗−𝟏𝟐𝒊−𝟒

𝟏+𝟓𝒊
 =   

𝟓−𝟏𝟐𝒊

𝟏+𝟓𝒊
×
𝟏−𝟓𝒊

𝟏−𝟓𝒊
=
𝟓−𝟐𝟓𝒊−𝟏𝟐𝒊+𝟔𝟎𝒊𝟐

𝟐𝟔
=
−𝟓𝟓−𝟑𝟕𝒊

𝟐𝟔
=
−𝟓𝟓

𝟐𝟔
−
𝟑𝟕

𝟐𝟔
 𝒊  

 

𝑥2يمكن تحليل  :ملاحظة  + 𝑦2  الى حاصل ضرب عددين مركبين كل منهما من الصورة𝑎 + 𝑏𝑖  

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥2 − 𝑦2𝑖2 = (𝑥 − 𝑦𝑖)(𝑥 + 𝑦𝑖) 

𝑎حلل كلًا مما يأتي الى حاصل ضرب عاملين من الصورة  : مثال + 𝑏𝑖  حيث𝑎 , 𝑏  :أعداد نسبية 

a) 10    b) 39   c) 53  d) 𝒙𝟐 + 𝟒  

 الحل : 
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a) 𝟏𝟎 =  𝟗 + 𝟏 = 𝟗 − 𝒊𝟐  =  (𝟑 − 𝒊)(𝟑 + 𝒊)  

= 𝟏𝟎    حل آخر       𝟏 +  𝟗 = 𝟏 − 𝟗𝒊𝟐 = (𝟏 − 𝟑𝒊)(𝟏 + 𝟑𝒊) 

b) 𝟑𝟗 = 𝟑𝟔 + 𝟑 = 𝟑𝟔 − 𝟑𝒊𝟐 = (𝟔 − √𝟑𝒊)(𝟔 + √𝟑𝒊) 

c) 𝟓𝟑 = 𝟒𝟗 + 𝟒 = 𝟒𝟗 − 𝟒𝒊𝟐 = (𝟕 − 𝟐𝒊)(𝟕 + 𝟐𝒊) 

d) 𝒙𝟐 + 𝟒 = 𝒙𝟐–  𝟒𝒊𝟐 = (𝒙 –  𝟐𝒊 ) (𝒙 + 𝟐𝒊) 

 : حلل الى عاملين لعددين مركبين نسبيين  :مثال 

1) 𝒙𝟐+9 = 𝒙𝟐 − 𝟗𝒊𝟐 =  ( 𝒙 − 𝟑𝒊)(𝒙 + 𝟑𝒊) 

2) 𝒚𝟐 + 16 𝒙𝟐= 𝒚𝟐 − 𝟏𝟔 𝒙𝟐𝒊𝟐 = ( 𝒚 − 𝟒𝒙𝒊 ) (𝒚 +  𝟒𝒙𝒊 )  

3) (𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝟒=(𝒙 − 𝟏)2−𝟒𝒊𝟐 = (𝒙 − 𝟏 − 𝟐𝒊)(𝒙 − 𝟏 + 𝟐𝒊)  

4) 𝒙𝟑 +  
𝟏

𝟏𝟐𝟓
 𝒊 =  𝒙𝟑 −

𝟏

𝟏𝟐𝟓
 𝒊 .  𝒊𝟐 =  𝒙𝟑 −   

𝟏

𝟏𝟐𝟓
 𝒊𝟑 

                                   =  (𝒙 −  𝟏
𝟓
 𝒊 ) ( 𝒙𝟐 + 𝟏

𝟓
𝒙𝒊 +

𝟏

𝟐𝟓
𝒊𝟐) = (𝒙 − 

𝟏

𝟓
 𝒊) (𝒙𝟐 + 

𝟏

𝟓
𝒙𝒊 −

𝟏

𝟐𝟓
) 

5) 𝒙𝟐 + 𝟕𝒙𝒊 − 𝟏𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟕𝒙𝒊 + 𝟏𝟐𝒊𝟐 = ( 𝒙 +  𝟒𝒊 ) (𝒙 + 𝟑𝒊 )  

  حلل الى عاملين او اكثر لكل مما يأتي : :مثال 

1) 𝟒𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝟒𝒙𝟐 – 𝒊𝟐 = ( 𝟐𝒙 –  𝒊 ) ( 𝟐𝒙 +  𝒊) 

2) 𝒙𝟒 − 𝟏 = ( 𝒙𝟐– 1 ) (𝒙𝟐+ 1 ) = ( 𝒙 − 𝟏) ( 𝒙 + 𝟏) (𝒙𝟐 − 𝑖2)  

           = (𝒙 –  𝟏) ( 𝒙 + 𝟏) (𝒙 −  𝒊) (𝒙 + 𝒊) 

3)  𝒙𝟑– 𝒊𝟑= ( 𝒙 −  𝒊 ) (𝒙𝟐+ 𝒙𝒊 + 𝒊𝟐) = ( 𝒙 −  𝒊 ) ( 𝒙𝟐 +  𝒙𝒊 − 𝟏)  

4) 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒊 + 3 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒊 −3 𝒊𝟐 = ( 𝒙 −  𝟑 𝒊 ) ( 𝒙 +  𝒊 ) 

5) 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐= 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 (𝒊𝟐)  = 𝒙𝟐– 𝒚𝟐𝒊𝟐 = ( 𝒙 –  𝒚𝒊 ) ( 𝒙 +  𝒚𝒊 )   

6) 𝟐𝟔 = 𝟐𝟓 + 𝟏 = 𝟐𝟓 − 𝒊𝟐 = (𝟓 −  𝒊)( 𝟓 +  𝒊 )  

  :اكتب بالصيغة الجبرية بدون الضرب بالعامل المنسب  :مثال 

1) 
𝟓

𝟏−𝟐𝒊
  =    

𝟏+𝟒

𝟏−𝟐𝒊
  =   

𝟏−𝟒𝒊𝟐

𝟏−𝟐𝒊
= 
(𝟏−𝟐𝒊)(𝟏+𝟐𝒊)

𝟏−𝟐𝒊
 =    𝟏 + 𝟐𝒊  

2) 
𝟏𝟎

𝟏+𝟐𝒊 
 =

𝟐×𝟓

𝟏+𝟐𝒊
  =  

𝟐(𝟏+𝟒)

𝟏+𝟐𝒊
=
𝟐(𝟏−𝟒𝒊𝟐)

𝟏+𝟐𝒊
 =

𝟐(𝟏−𝟐𝒊)(𝟏+𝟐𝒊)

𝟏+𝟐𝒊
=  𝟐(𝟏 − 𝟐𝒊) =  𝟐 − 𝟒𝒊 

, 𝒙جد  :مثال  𝒚 التي تحقق    (𝒙 + 𝒚𝒊) (𝟐 − 𝒊) = 𝟖 + 𝒊  

𝒙 + 𝒚𝒊 =  
𝟖+𝒊

𝟐−𝒊
 . 
𝟐+𝒊

𝟐+𝒊
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𝒙 + 𝒚𝒊 = 
𝟏𝟔+𝟖𝒊+𝟐𝒊−𝟏

𝟒+𝟏
  =  

𝟏𝟔+𝟏𝟎𝒊−𝟏

𝟓
=
𝟏𝟓+𝟏𝟎𝒊

𝟓
 =  

𝟏𝟓

𝟓
 +  

𝟏𝟎𝒊

𝟓
 

𝒙 + 𝒚𝒊 =  𝟑 + 𝟐𝒊 

𝒙 = 𝟑  ,      𝒚 =           خاصية التساوي       𝟐

, 𝒙جد  :مثال  𝒚  التي تحقق𝒙(𝒙 + 𝒊) +  𝒚(𝒚 − 𝒊) = 𝟏𝟑 − 𝒊 

 فتح الاقواسنالحل : 

𝒙𝟐 + 𝒙𝒊 + 𝒚𝟐 −  𝒚𝒊 = 𝟏𝟑 − 𝒊 

(𝒙𝟐+𝒚𝟐) +(𝒙 − 𝒚)𝒊 =  𝟏𝟑 − 𝒊           التساويخاصية  

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 =  𝟏𝟑 ……… . (𝟏) 

𝒙 − 𝒚 = −𝟏    …………(𝟐) 

⟹ [−𝒚 = −𝟏 − 𝒙 ] . (−𝟏) 

⟹    𝒚 = 𝒙 + 𝟏……… .   (1( في معادلة )*) نعوض معادلة                (∗)

𝒙𝟐 + (𝒙 + 𝟏)𝟐 = 13 

𝒙𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏 = 𝟏𝟑 ⟹ 𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏 − 𝟏𝟑 = 𝟎 

𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏𝟐 = 𝟎    ]        𝟐 

𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟔 = 𝟎  

(𝒙 + 𝟑)(𝒙 − 𝟐) = 𝟎 

𝒙 = −𝟑     , 𝒙 = 𝟐    

𝒚 = 𝒙 + 𝟏 ⇒  𝒚 = 𝟐 + 𝟏 ⇒  𝒚 = 𝟑               𝒙 =   عندما  𝟐

𝒚 = 𝒙 + 𝟏 ⇒  𝒚 = −𝟑 + 𝟏 ⟹  𝒚 = −𝟐       𝒙 =     عندما  𝟑−

,  𝒙جد  : مثال 𝒚  𝟐)التي تحقق المعادلة + 𝒙𝒊) ( −𝒙 + 𝒊) =
𝟗𝒚𝟐+𝟒𝟗

𝟑𝒚+𝟕𝒊
 

−𝟐𝒙⏟ +𝟐𝒊 − 𝒙𝟐𝒊 + 𝒙𝒊𝟐⏟
−𝒙

 = 
(𝟗𝒚𝟐−𝟒𝟗𝒊𝟐)

𝟑𝒚+𝟕𝒊
 

−𝟑𝒙⏟ + (𝟐 − 𝒙𝟐) 𝒊 = 
(𝟑𝒚−𝟕𝒊)(𝟑𝒚+𝟕𝒊)

𝟑𝒚+𝟕𝒊 
 

−𝟑𝒙 + (𝟐 − 𝒙𝟐)𝒊 =  𝟑𝒚 − 𝟕𝒊  

−𝟑𝒙 = 𝟑𝒚 ⇒ −𝒙 = 𝒚          خاصية التساوي 

 𝟐 − 𝒙𝟐  =  −𝟕 ⇒ 𝟐 + 𝟕 = 𝒙𝟐 ⇒ 𝒙𝟐= 9 ⇒  𝒙 = ∓𝟑           ,        𝑦 = ±𝟑 

       للعدد المركباكتب بالصيغة العادية  : واجب
(𝟏−𝒊)𝟗

(𝟏+𝒊)𝟖
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 ( 1– 1تمارين )حل 

 :/ ضع كلًا مما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب  1س

𝒊𝟓  ,   𝒊𝟔  ,   𝒊𝟏𝟐𝟒   ,   𝒊𝟗𝟗𝟗   ,    𝒊𝟒𝒏+𝟏  , 𝒏𝑵  , (𝟐 + 𝟑𝒊)𝟐  +  (𝟏𝟐 + 𝟐𝒊)   

( 𝟏𝟎 + 𝟑𝒊)(𝟎 + 𝟔𝒊)  , (𝟏 + 𝒊)
𝟒
− (𝟏− 𝒊)𝟒     ,    

𝟏𝟐+𝒊

𝒊 
  ,   

𝟑+𝟒𝒊

𝟑−𝟒𝒊 
  ,

𝒊

𝟐+𝟑𝒊 
  , (

𝟑+𝒊

𝟏+𝒊 
 ) , 

𝟐+𝟑𝒊

𝟏−𝒊 
× 
𝟏+𝟒𝒊

𝟒+𝒊 
  

, ( 𝟏 + 𝒊)𝟑 +  𝟏 + 𝒊 

𝒊𝟓 = 𝒊𝟒. 𝒊 = (𝟏) .  𝒊 = 𝒊 =  𝟎 +  𝒊   

𝒊𝟔 = 𝒊𝟒 . 𝒊𝟐 = (𝟏). (−𝟏) =  −𝟏 = −𝟏 + 𝟎𝒊  

𝒊𝟏𝟐𝟒 = (𝒊𝟒)𝟑𝟏 = (𝟏)𝟑𝟏 =  𝟏 =  𝟏 + 𝟎𝒊 

𝒊𝟗𝟗𝟗 = (𝒊𝟒)𝟐𝟒𝟗 𝒊𝟑 = (𝟏) . 𝒊𝟐. 𝒊 =  −𝒊 =  𝟎 − 𝒊 

𝒊𝟒𝒏+𝟏  =  𝒊𝟒𝒏. 𝒊 = (𝒊𝟒)𝒏 . 𝒊 = (𝟏). 𝒊 = 𝒊 = 𝟎 + 𝒊 

 (𝟐 + 𝟑𝒊)𝟐  +  ( 𝟏𝟐 + 𝟐𝒊) = 𝟒 + 𝟏𝟐𝒊 + 𝟗𝒊𝟐 + (𝟏𝟐 + 𝟐𝒊) = (−𝟓 + 𝟏𝟐𝒊) + (𝟏𝟐 + 𝟐𝒊) 

                                                                      = 𝟕 + 𝟏𝟒𝒊 

 (𝟏𝟎 + 𝟑𝒊)(𝟎 + 𝟔𝒊) = 𝟎 + 𝟔𝟎 𝒊 + 𝟎 + 𝟏𝟖𝒊𝟐 = −𝟏𝟖 + 𝟔𝟎𝒊 

 (𝟏 + 𝒊)𝟒 − (𝟏 − 𝒊)𝟒 = [(𝟏 + 𝒊)𝟐]𝟐 − [(𝟏 − 𝒊)𝟐]𝟐 

              = [𝟏 + 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐]𝟐 − [𝟏 − 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐]𝟐 = (𝟐𝒊)𝟐 − (−𝟐𝒊)𝟐 = 𝟒𝒊𝟐 − 𝟒𝒊𝟐 = 𝟎 = 𝟎 + 𝟎𝒊  

 
𝟏𝟐+𝒊

𝒊
×
−𝒊

−𝒊
=
−𝟏𝟐𝒊−𝒊𝟐

−𝒊𝟐
=
𝟏−𝟏𝟐𝒊

𝟏
= 𝟏 − 𝟏𝟐𝒊 

 
𝟑+𝟒𝒊

𝟑−𝟒𝒊
=
𝟑+𝟒𝒊

𝟑−𝟒𝒊
×
𝟑+𝟒𝒊

𝟑+𝟒𝒊
= 
𝟗+𝟏𝟐𝒊+𝟏𝟐𝒊+𝟏𝟔𝒊𝟐

𝟑𝟐+𝟒𝟐
=
−𝟕+𝟐𝟒𝒊

𝟗+𝟏𝟔
= −𝟕
𝟐𝟓
+
𝟐𝟒

𝟐𝟓
𝒊 

 
𝒊

𝟐+𝟑𝒊
=

𝒊

𝟐+𝟑𝒊
×
𝟐−𝟑𝒊

𝟐−𝟑𝒊
= 
𝟐𝒊−𝟑𝒊𝟐

𝟐𝟐+𝟑𝟐
=
𝟑+𝟐𝒊

𝟒+𝟗
 =

𝟑+𝟐𝒊

𝟏𝟑
=

𝟑

𝟏𝟑
+

𝟐

𝟏𝟑
𝒊 

 (
𝟑+𝒊

𝟏+𝒊
)𝟑 = (

𝟑+𝒊

𝟏+𝒊
×
𝟏−𝒊

𝟏−𝒊
)3 

تخلص ها نبسط وبعديعدد مركب بصورة كسرية مرفوع لقوة يضرب داخل القوس في المرافق اولا ثم  ملاحظة :

 ا .من القوة المرفوع له

 = (
𝟑−𝟑𝒊+𝒊−𝒊𝟐

𝟏𝟐+𝟏𝟐
)𝟑 = (

𝟒−𝟐𝒊

𝟐
)𝟑 = (𝟐 − 𝒊 )𝟑 = (𝟐 − 𝒊 )𝟐(𝟐 − 𝒊)  

= (𝟒 − 𝟒𝒊 + 𝒊𝟐)(𝟐 − 𝒊) = (𝟑 − 𝟒𝒊)(𝟐 − 𝒊) = 𝟔 − 𝟑𝒊 − 𝟖𝒊 + 𝟒𝒊𝟐 

= 𝟐 − 𝟏𝟏𝒊 

 
𝟐+𝟑𝒊

𝟏−𝒊
×
𝟏+𝟒𝒊

𝟒+𝒊
=
𝟐+𝟖𝒊+𝟑𝒊+𝟏𝟐𝒊𝟐

𝟒+𝒊−𝟒𝒊−𝒊𝟐
= 
−𝟏𝟎+𝟏𝟏𝒊

𝟓−𝟑𝒊
×
𝟓+𝟑𝒊

𝟓+𝟑𝒊
=
−𝟓𝟎−𝟑𝟎𝒊+𝟓𝟓𝒊+𝟑𝟑𝒊𝟐

𝟓𝟐+𝟑𝟐
 

=
−𝟖𝟑 + 𝟐𝟓𝒊

𝟐𝟓 + 𝟗
=
−𝟖𝟑

𝟑𝟒
+
𝟐𝟓

𝟑𝟒
𝒊 

 (𝟏 + 𝒊)𝟑  + (𝟏 − 𝒊)𝟑 

= (𝟏 + 𝒊)𝟐(𝟏 + 𝒊) + (𝟏 − 𝒊)𝟐(𝟏 − 𝒊) 
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= (𝟏 + 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐)(𝟏 + 𝒊) + (𝟏 − 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐)(𝟏 − 𝒊) = (𝟐𝒊)(𝟏 + 𝒊) + (−𝟐𝒊)(𝟏 − 𝒊) 

= 𝟐𝒊 + 𝟐𝒊𝟐 − 𝟐𝒊 + 𝟐𝒊𝟐 = −𝟒 = −𝟒 + 𝟎𝒊 

, 𝒚جد قيمة كل من /  2س 𝒙   : الحقيقيتين اللتين تحققان المعادلة الاتية 

a) 𝒚 + 𝟓𝒊 = (𝟐𝒙 + 𝒊)(𝒙 + 𝟐𝒊) 

𝒚 + 𝟓𝒊 = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟒𝒙𝒊 + 𝒙𝒊 + 𝟐𝒊𝟐⟹ 𝒚+ 𝟓𝒊 = (𝟐𝒙𝟐 − 𝟐) + (𝟒𝒙 + 𝒙)𝒊 

𝒚 + 𝟓𝒊 = (𝟐𝒙𝟐 − 𝟐) + 𝟓𝒙𝒊 
𝒚 = (𝟐𝒙𝟐 − 𝟐) …… . (𝟏) 

 𝟓 = 𝟓𝒙              …… . (𝟐) 

𝒙 = (1نعوض في معادلة )               𝟏  

𝒚 = 𝟐(𝟏)𝟐 − 𝟐 = 𝟐 − 𝟐 = 𝟎⟹ 𝒚 = 𝟎  
b) 𝟖𝒊 = (𝒙 + 𝟐𝒊)(𝒚 + 𝟐𝒊) + 𝟏 

𝟖𝒊 = 𝒙𝒚 + 𝟐𝒙𝒊 + 𝟐𝒚𝒊 + 𝟒𝒊𝟐 + 𝟏 

𝟖𝒊 = (𝒙𝒚 − 𝟑) + (𝟐𝒙 + 𝟐𝒚)𝒊 

𝒙𝒚 − 𝟑 = 𝟎 ⟹  𝒙𝒚 = 𝟑 ⟹ 𝒚 =
𝟑

𝒙
 …… . . (𝟏) 

𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 = 𝟖 ]  ÷ 𝟐 ⟹ 𝒙 + 𝒚 = 𝟒 ⟹ 𝒚 = 𝟒 − 𝒙…… . . (𝟐) 

𝒚 =
𝟑

𝒙
⟹ 𝟒− 𝒙 =

𝟑

𝒙
⟹ 𝒙(𝟒 − 𝒙) = 𝟑  

𝟒𝒙 − 𝒙𝟐 = 𝟑⟹ 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 = 𝟎 
(𝒙 − 𝟑)(𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = (  2نعوض في معادلة )  𝟑    ⟹ 𝒚 = 𝟏 

𝒐𝒓          𝒙 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = ⟹     ( 2نعوض في معادلة )  𝟏 𝒚 = 𝟑 

c) (
𝟏−𝒊

𝟏+𝒊
) + (𝒙 + 𝒚𝒊) = (𝟏 + 𝟐𝒊)𝟐 

(𝒙 + 𝒚𝒊) = (𝟏 + 𝟐𝒊)𝟐 − (
𝟏 − 𝒊

𝟏 + 𝒊
) = (𝟏 + 𝟒𝒊 + 𝟒𝒊𝟐) − (

𝟏 − 𝒊

𝟏 + 𝒊
×
𝟏 − 𝒊

𝟏 − 𝒊
) 

(𝒙 + 𝒚𝒊) = −𝟑 + 𝟒𝒊 − (
𝟏− 𝒊 − 𝒊 + 𝒊𝟐

𝟏𝟐 + 𝟏𝟐
) 

(𝒙 + 𝒚𝒊) = −𝟑 + 𝟒𝒊 − (
−𝟐𝒊
𝟐
) = −𝟑+ 𝟒𝒊+ 𝒊  

𝒙 + 𝒚𝒊 =  −𝟑 + 𝟓𝒊    ⟹    𝒙 = −𝟑   ,   𝒚 = 𝟓 

d) 
𝟐−𝒊

𝟏+𝒊
𝒙 +

𝟑−𝒊

𝟐+𝒊
𝒚 =

𝟏

𝒊
 

[
𝟐 − 𝒊

𝟏 + 𝒊
×
𝟏 − 𝒊

𝟏 − 𝒊
] 𝒙 + [

𝟑 − 𝒊

𝟐 + 𝒊
×
𝟐 − 𝒊

𝟐 − 𝒊
] 𝒚 =

𝒊𝟒

𝒊
 

[
𝟐 − 𝟐𝒊 − 𝒊 + 𝒊𝟐

𝟏𝟐 + 𝟏𝟐
] 𝒙 + [

𝟔 − 𝟑𝒊 − 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐

𝟐𝟐 + 𝟏𝟐
] 𝒚 = 𝒊𝟑 

[
𝟏−𝟑𝒊

𝟐
] 𝒙 + [

𝟓−𝟓𝒊

𝟓
] 𝒚 = −𝒊  ] × 𝟏𝟎 ⟹ 𝟓(𝟏 − 𝟑𝒊)𝒙 + 𝟐(𝟓 − 𝟓𝒊)𝒚 = −𝟏𝟎𝒊 
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𝟓𝒙 − 𝟏𝟓𝒙𝒊 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟏𝟎𝒚𝒊 = 𝟎 − 𝟏𝟎𝒊 

𝟓𝒙 + 𝟏𝟎𝒚 = 𝟎            …… . (𝟏)  

−𝟏𝟓𝒙 − 𝟏𝟎𝒚 = −𝟏𝟎 …… .  بالجمع (𝟐)

−𝟏𝟎𝒙 = −𝟏𝟎 ⟹ 𝒙 = (1نعوض في معادلة )    𝟏  

𝟓(𝟏) + 𝟏𝟎𝒚 = 𝟎 ⟹ 𝟏𝟎𝒚 = −𝟓 ⟹ 𝒚 =
−𝟓

𝟏𝟎
  ⟹   𝒚 =

−𝟏

𝟐
 

           اثبت ان : / 3س

a) 
𝟏

(𝟐−𝒊)𝟐
−

𝟏

(𝟐+𝒊)𝟐
=

𝟖

𝟐𝟓
𝒊 

𝟏

(𝟐 − 𝒊)𝟐
−

𝟏

(𝟐 + 𝒊)𝟐
=

𝟏

𝟒 − 𝟒𝒊 + 𝒊𝟐
−

𝟏

𝟒 + 𝟒𝒊 + 𝒊𝟐
 

=
𝟏

𝟒 − 𝟒𝒊 − 𝟏
−

𝟏

𝟒 + 𝟒𝒊 − 𝟏
=

𝟏

𝟑 − 𝟒𝒊
×
𝟑 + 𝟒𝒊

𝟑 + 𝟒𝒊
−

𝟏

𝟑 + 𝟒𝒊
×
𝟑 − 𝟒𝒊

𝟑 − 𝟒𝒊
 

=
𝟑 + 𝟒𝒊

𝟗 + 𝟏𝟔
−
𝟑 − 𝟒𝒊

𝟗 + 𝟏𝟔
=
𝟑 + 𝟒𝒊

𝟐𝟓
−
𝟑 − 𝟒𝒊

𝟐𝟓
=
𝟑 + 𝟒𝒊 − 𝟑 + 𝟒𝒊

𝟐𝟓
=
𝟖

𝟐𝟓
𝒊 

b) 
(𝟏−𝒊)𝟐

𝟏+𝒊
+
(𝟏+𝒊)𝟐

𝟏−𝒊
= −𝟐              3/ د 2012وزاري 

(𝟏 − 𝒊)𝟐

𝟏 + 𝒊
+
(𝟏 + 𝒊)𝟐

𝟏 − 𝒊
=
𝟏 − 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐

𝟏 + 𝒊
+
𝟏 + 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐

𝟏 − 𝒊
=
−𝟐𝒊

𝟏 + 𝒊
+
𝟐𝒊

𝟏 − 𝒊
 

=
−𝟐𝒊

𝟏 + 𝒊
×
𝟏 − 𝒊

𝟏 − 𝒊
+
𝟐𝒊

𝟏 − 𝒊
×
𝟏 + 𝒊

𝟏 + 𝒊
=
−𝟐𝒊 + 𝟐𝒊𝟐

𝟏𝟐 + 𝟏𝟐
+
𝟐𝒊 + 𝟐𝒊𝟐

𝟏𝟐 + 𝟏𝟐
 

=
−𝟐𝒊 − 𝟐

𝟐
+
𝟐𝒊 − 𝟐

𝟐
= 
−𝟐𝒊

𝟐
−
𝟐

𝟐
+
𝟐𝒊

𝟐
−
𝟐

𝟐
= −𝒊 − 𝟏 + 𝒊 − 𝟏 = −𝟐 

c) (𝟏 − 𝒊)(𝟏 − 𝒊𝟐)(𝟏 − 𝒊𝟑) = 𝟒 

(𝟏 − 𝒊)(𝟏 − 𝒊𝟐)(𝟏 − 𝒊𝟑) = (𝟏 − 𝒊)(𝟏 + 𝟏)(𝟏 − (−𝒊)) = (𝟏 − 𝒊)(𝟐)(𝟏 + 𝒊) 

(𝟏 − 𝒊)(𝟐 + 𝟐𝒊) = 𝟐 + 𝟐𝒊 − 𝟐𝒊 − 𝟐𝒊𝟐 = 𝟐 + 𝟐 = 𝟒                                      

𝒂الى حاصل ضرب عاملين من الصورة   29و  125و  41و  85حلل كلا من الاعداد /  4س + 𝒃𝒊   حيث

𝒂 , 𝒃  عددان نسبيان. 

𝟖𝟓 = 𝟖𝟏 + 𝟒 = 𝟖𝟏 − 𝟒𝒊𝟐 = (𝟗 − 𝟐𝒊)(𝟗 + 𝟐𝒊) 

𝟒𝟏 =  𝟐𝟓 + 𝟏𝟔 = 𝟐𝟓 − 𝟏𝟔𝒊𝟐 = (𝟓 − 𝟒𝒊)(𝟓 + 𝟒𝒊) 

𝟏𝟐𝟓 =  𝟏𝟐𝟏 + 𝟒 = 𝟏𝟐𝟏 − 𝟒𝒊𝟐 = (𝟏𝟏 − 𝟐𝒊)(𝟏𝟏 + 𝟐𝒊) 

𝟐𝟗 =  𝟐𝟓 + 𝟒 = 𝟐𝟓 − 𝟒𝒊𝟐 = (𝟓 − 𝟐𝒊)(𝟓 + 𝟐𝒊) 
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, 𝒚 جد قيمة /  5س 𝒙  الحقيقيين اذا علمت ان   
𝟑+𝒊

𝟐−𝒊
   ,   

𝟔

𝒙+𝒚𝒊
  مترافقان  

 
𝟔

𝒙+𝒚𝒊
=
𝟑+𝒊

𝟐−𝒊

̅̅ ̅̅
 

𝟔

𝒙 + 𝒚𝒊
=
𝟑 − 𝒊

𝟐 + 𝒊
 ⟹ (𝟔)(𝟐 + 𝒊) = (𝒙 + 𝒚𝒊)(𝟑 − 𝒊) ⟹ 𝒙 + 𝒚𝒊 =

𝟏𝟐 + 𝟔𝒊

𝟑 − 𝒊
 

𝒙 + 𝒚𝒊 =
𝟏𝟐 + 𝟔𝒊

𝟑 − 𝒊
×
𝟑 + 𝒊

𝟑 + 𝒊
=
𝟑𝟔 + 𝟏𝟐𝒊 + 𝟏𝟖𝒊 + 𝟔𝒊𝟐

𝟑𝟐 + 𝟏𝟐
= 
𝟑𝟔 − 𝟔 + 𝟑𝟎𝒊

𝟗 + 𝟏
 

𝒙 + 𝒚𝒊 =  
𝟑𝟔 − 𝟔 + 𝟑𝟎𝒊

𝟗 + 𝟏
=
𝟑𝟎 + 𝟑𝟎𝒊

𝟏𝟎
⟹ 𝒙+ 𝒚𝒊 = 𝟑 + 𝟑𝒊 

𝒙 = 𝟑      ,     𝒚 = 𝟑   

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 أمثلة أضافية محلولة

 أكتب بالصيغة العادية أو الجبرية  كل مما يأتي :  مثال :

1) (𝟓 + 𝟑𝒊)(𝟏 + 𝒊) + (𝟐 − 𝒊)𝟐 

(𝟓 + 𝟓𝒊 + 𝟑𝒊 + 𝟑𝒊𝟐) + 𝟒 − 𝟒𝒊 + 𝒊𝟐 = (𝟐 + 𝟖𝒊) + (𝟑 − 𝟒𝒊) = 𝟓 + 𝟒𝒊 

2) (
√𝟑−𝒊

𝟏+√𝟑𝒊
)
𝟗

= (
√𝟑−𝒊

𝟏+√𝟑𝒊
)
𝟗

= (
√𝟑−𝒊

𝟏+√𝟑𝒊
×
𝟏−√𝟑𝒊

𝟏−√𝟑𝒊
)
𝟗

= (
√𝟑−𝟑𝒊−𝒊+√𝟑𝒊𝟐

𝟏𝟐+(√𝟑)
𝟐 )

𝟗

 

= (
−𝟒𝒊

𝟒
)
𝟗

= (−𝒊)𝟗 = (−𝒊)(−𝒊)
𝟖
= −𝒊 = 𝟎 − 𝒊 

3) (𝟏 − √−𝟑)
𝟐
+ (𝟐 − √−𝟑)

𝟐
 

(𝟏 − √𝟑𝒊)
𝟐
+ (𝟐 − √𝟑𝒊)

𝟐
= (𝟏 − 𝟐√𝟑𝒊 + 𝟑𝒊𝟐) + (𝟒 − 𝟒√𝟑𝒊 + 𝟑𝒊𝟐) 

= (−𝟐 − 𝟐√𝟑𝒊) + (𝟏 − 𝟒√𝟑𝒊) = −𝟏 − 𝟔√𝟑𝒊 

 10 وحاصل ضربهما  6جد عددين مركبين مترافقين مجموعهما  مثال :

𝑐1نفرض أن العدد هو الحل : = 𝑎 + 𝑏𝑖     عدد مركب مرافقه هو𝑐2 = 𝑎 − 𝑏𝑖   

∵  𝑐1 + 𝑐2 = 2𝑎  ⟹ 6 = 2𝑎 ⟹ 𝑎 = 3  

∵  𝑐1. 𝑐2 = 𝑎
2 + 𝑏2⟹ 10 = 32 + 𝑏2⟹ 𝑏2 = 1  ⟹ 𝑏 = ±1  

3)العددان هما  ∴ + 𝑖)  , (3 − 𝑖) 

𝟑)أكتب العدد  مثال : + 𝟐𝒊)(−𝟐 + 𝒊)  بالصيغة العادية ثم جد النظير الضربي له بالصيغة الديكارتية 

 الحل :  

(𝟑 + 𝟐𝒊)(−𝟐 + 𝒊) = (−𝟔 + 𝟑𝒊 − 𝟒𝒊 + 𝟐𝒊𝟐) =  −𝟖 − 𝒊   الصيغة الجبرية  

𝟏

−𝟖−𝒊 
=

𝟏

−𝟖−𝒊 
×
−𝟖+𝒊   

−𝟖+𝒊
=

−𝟖+𝒊

(−𝟖)𝟐+𝟏𝟐
=
−𝟖

𝟔𝟓
+

𝒊

𝟔𝟓
= (

−𝟖

𝟔𝟓
,
𝟏

𝟔𝟓
 الصيغة الديكارتية  (
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𝒙اذا كان  مثال : = −𝟏 + 𝟐𝒊    فأوجد قيمة المعادلة𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓  

 الحل :

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓 = (−𝟏 + 𝟐𝒊)𝟐 + 𝟐(−𝟏 + 𝟐𝒊) + 𝟓 
                  = (𝟏 − 𝟒𝒊 + 𝟒𝒊𝟐) + (−𝟐 + 𝟒𝒊) + 𝟓 = (−𝟑 − 𝟒𝒊) + (−𝟐 + 𝟒𝒊) + 𝟓 

             = 𝟎 + 𝟎𝒊 
∋ 𝒙اذا كان  مثال : ℂ  و𝒙̅   𝟑مرافق له جد العدد المركب الذي يحقق𝒙 + 𝒙̅ = 𝟐𝒊 + 𝟑 

𝒙الحل :  = 𝒂 + 𝒃𝒊   ∴   𝒙̅ = 𝒂 − 𝒃𝒊  

𝟑(𝒂 + 𝒃𝒊) + (𝒂 − 𝒃𝒊) = 𝟐𝒊 + 𝟑 ⟹ 𝟑𝒂 + 𝟑𝒃𝒊 + 𝒂 − 𝒃𝒊 = 𝟐𝒊 + 𝟑 

𝟑𝒂 + 𝒂 = 𝟑 ⟹ 𝟒𝒂 = 𝟑 ⟹ 𝒂 =
𝟑

𝟒
  

𝟑𝒃 − 𝒃 = 𝟐 ⟹ 𝟐𝒃 = 𝟐 ⟹ 𝒃 = 𝟏 

∴   𝒙 = 𝒂 + 𝒃𝒊 =  
𝟑

𝟒
+ 𝒊 

𝑳اذا كان  مثال : =  
𝟕−𝒊

𝟐−𝒊
   , 𝑲 =

𝟏𝟑−𝒊

𝟒+𝒊
, 𝑳 أثبت أن   𝑲  مترافقان𝑳𝟐𝑲+ 𝑳𝑲𝟐  

  𝑹الحل : نثبت أن ناتج عملية الجمع والضرب ينتمي الى مجموعة الاعداد الحقيقة 

𝑲 =
𝟏𝟑 − 𝒊

𝟒 + 𝒊
=  
𝟏𝟑 − 𝒊

𝟒 + 𝒊
×
𝟒 − 𝒊

𝟒 − 𝒊
=
𝟓𝟐 − 𝟏𝟑𝒊 − 𝟒𝒊 + 𝒊𝟐

𝟒𝟐 + 𝟏𝟐
=
𝟓𝟏 − 𝟏𝟕𝒊

𝟏𝟕
 

    =
𝟓𝟏

𝟏𝟕
−
𝟏𝟕𝒊

𝟏𝟕
= 𝟑 − 𝒊 

𝑳 =
𝟕 − 𝒊

𝟐 − 𝒊
=  
𝟕 − 𝒊

𝟐 − 𝒊
×
𝟐 + 𝒊

𝟐 + 𝒊
=
𝟏𝟒 + 𝟕𝒊 − 𝟐𝒊 − 𝒊𝟐

𝟐𝟐 + 𝟏𝟐
=
𝟏𝟓 + 𝟓𝒊

𝟓
= 𝟑 − 𝒊  

(𝟑 + 𝒊) + (𝟑 − 𝒊) =  𝟔 ∈ 𝑹  

(𝟑 + 𝒊)(𝟑 − 𝒊) =  𝟑𝟐 + 𝟏𝟐 = 𝟗 + 𝟏 = 𝟏𝟎 ∈ 𝑹  

𝑳𝟐𝑲+ 𝑳𝑲𝟐 = 𝑳𝑲(𝑳 + 𝑲) = (𝟏𝟎)(𝟔) = 𝟔𝟎          ∴   𝑳 , 𝑲   مترافقان  

 أكتب بالصيغة العادية أو الجبرية بدون الضرب بالعامل المنسب )المرافق(  مثال :

a) 
𝟓

𝟐−𝒊
= 

𝟒+𝟏

𝟐−𝒊
=
𝟒−𝒊𝟐

𝟐−𝒊
=
(𝟐−𝒊)(𝟐+𝒊)

𝟐−𝒊
= 𝟐 + 𝒊 

b) 
𝟏𝟑

𝟐+𝟑𝒊
=

𝟒+𝟗

𝟐+𝟑𝒊
=
𝟒−𝟗𝒊𝟐

𝟐+𝟑𝒊
=
(𝟐+𝟑𝒊)(𝟐−𝟑𝒊)

𝟐+𝟑𝒊
= 𝟐 − 𝟑𝒊  

c) 
𝟏𝟎

𝟐+𝒊
=
𝟐(𝟓)

𝟐+𝒊
=
𝟐(𝟒+𝟏)

𝟐+𝒊
=
𝟐(𝟒−𝒊𝟐)

𝟐+𝒊
=
𝟐(𝟐+𝒊)(𝟐−𝒊)

𝟐+𝒊
= 𝟐(𝟐 − 𝒊) = 𝟒 − 𝟐𝒊 

, 𝒙أوجد قيمة  مثال : 𝒚  : الحقيقيتين والتي تحقق المعادلة في ما يأتي 

(𝒙 + 𝒚𝒊)(𝒂 + 𝒃𝒊) = 𝟏  

(𝒙 + 𝒚𝒊) =
𝟏

𝒂 + 𝒃𝒊
=

𝟏

𝒂 + 𝒃𝒊
×
𝒂 − 𝒃𝒊

𝒂 − 𝒃𝒊
=
𝒂 − 𝒃𝒊

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
=

𝒂

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
−

𝒃𝒊

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
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𝒙 =
𝒂

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
   ,   𝒚 =

−𝒃

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 واجبات

, 𝒙س / أوجد قيمة  𝒚   : الحقيقيتين والتي تحقق المعادلة فيما يأتي 

1) (𝒙 + 𝒚𝒊)𝟐(𝟏 + 𝒊)𝟐 = 𝟏 

2) (𝒙 + 𝒚𝒊)−𝟏 =
(𝟏+𝒊)𝟑

(𝟏−𝒊)𝟑
 

3) 
𝟏

𝟏+𝒊
=
(𝒙+𝒚𝒊)𝟐

(𝟏+𝒊)𝟑
 

4) 𝒙 + 𝒚𝒊 = (𝟓 + 𝟐𝒊)−𝟐 

 س / ضع كلًا مما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب : 

𝐚) (𝟑 + 𝟒𝒊)−𝟏            𝐛) (𝟏 + 𝟐𝒊)−𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الجذور التربيعية للعدد المركب

𝒙𝟐اذا كان  = 𝒂  فإن𝒙 = ±√𝒂  وهي الجذور التربيعية للعدد(𝒂)  أما اذا كانت𝒙𝟐 = 𝒙فإن  𝟒 = هو  𝟐

 د الجذور التربيعية للعدد المركب لاحظ الأمثلة التالية: أحد جذري المعادلة ولإيجا

𝒄   جد الجذور التربيعية للعدد المركب : مثال = 𝟖 + 𝟔𝒊 

𝟖 + 𝟔𝒊 = (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐⟹ 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 − 𝒃𝟐 = 𝟖 + 𝟔𝒊 

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 = 𝟖 + 𝟔𝒊 

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟖 …… . (𝟏) 

𝟐𝒂𝒃 = 𝟔………… (𝟐)] ÷ 𝟐 

𝒂𝒃 = 𝟑 ⟹ 𝒃 =  
𝟑

𝒂
…… .      (1في ))*( نعوض معادلة   (∗)

𝒂𝟐 −
𝟗

𝒂𝟐
= 𝟖    ]  ×  𝒂𝟐  ⟹ 𝒂𝟒 − 𝟗 = 𝟖𝒂𝟐  ⟹ 𝒂𝟒 − 𝟖𝒂𝟐 − 𝟗 = 𝟎 

(𝒂𝟐 − 𝟗)(𝒂𝟐 + 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓    𝒂𝟐 − 𝟗 ⟹ 𝒂 = ±𝟑   

         𝒃 =
𝟑

𝒂
=
𝟑

±𝟑
  ⟹ 𝒃 =  ±𝟏  

𝒐𝒓  𝒂𝟐 + 𝟏 = 𝟎  ⟹ 𝒂𝟐 =   تهمل   𝟏−

𝟑 هما الجذران ∴ + 𝒊  , −𝟑 − 𝒊     

, 𝒂 نلاحظ أن ملاحظة : 𝒃 تأخذ قيم حقيقية فقط فلذلك𝒂𝟐 =  . وهي قيمة تخيلية تهمل    𝟏−
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–جد الجذور التربيعية للعدد  :مثال  𝒊 

−𝒊 = (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐 

𝟎 − 𝒊 = 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 − 𝒃𝟐⟹  𝟎 − 𝒊 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 ⟹  

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟎 …… . (𝟏) 

𝟐𝒂𝒃 = −𝟏 ……… (𝟐) 

𝒃 =  
−𝟏

𝟐𝒂
    … .… . . (    1في ))*( نعوض معادلة       (∗)  

𝒂2 − 
𝟏

𝟒𝒂𝟐
= 𝟎 ]   ×  𝟒𝒂𝟐 

𝟒𝒂𝟒 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ (𝟐𝒂𝟐 − 𝟏)(𝟐𝒂𝟐 + 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝟐 𝒂𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹  𝒂𝟐= 
𝟏

𝟐
 

𝒂 = ±
𝟏

√𝟐
     ⟹  𝒃 =

−𝟏

𝟐 (± 
𝟏

√𝟐
)
=

−𝟏

√𝟐 √𝟐(± 
𝟏

√𝟐
)
=  
∓𝟏

√𝟐
  

𝒐𝒓 𝟐𝒂𝟐 + 𝟏 = 𝟎 ⟹  𝟐𝒂𝟐 = −𝟏 ⟹ 𝒂𝟐 =
−𝟏

𝟐
  تهمل  

−𝟏

√𝟐
+

𝟏

√𝟐
𝒊    ,   

𝟏

√𝟐
−

𝟏

√𝟐
𝒊      الجذران هما 

𝟏−جد الجذر التربيعي للعدد المركب   مثال : + √𝟑𝒊 

−𝟏 + √𝟑𝒊 = (𝒙 + 𝒚𝒊)𝟐 

−𝟏 + √𝟑𝒊 = (𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) + 𝟐𝒙𝒚𝒊 

𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 = −𝟏……(𝟏)               ,        𝟐𝒙𝒚 = √𝟑 ⟹ 𝒚 =
√𝟑

𝟐𝒙
……(𝟐) 

𝒙𝟐 − (
√𝟑

𝟐𝒙
)𝟐 = −𝟏 

𝒙𝟐 −
𝟑

𝟒𝒙𝟐
= −𝟏 

 𝟒𝒙𝟐× نضرب  
⇒        𝟒𝒙𝟒 − 𝟑 = −𝟒𝒙𝟐⟹  𝟒𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟐 − 𝟑 = 𝟎 

(𝟐𝒙𝟐 + 𝟑)(𝟐𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎 

𝟐𝒙𝟐 + 𝟑 = 𝟎 ⟹  𝟐𝒙𝟐 = 𝒙           تهمل  𝟑− ∈ 𝑹    حيث

𝟐𝒙𝟐 = 𝟏⟹ 𝒙𝟐 =
𝟏

𝟐
⟹ 𝒙 = ±

𝟏

√𝟐
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𝒚 = ±
√𝟑
𝟐

√𝟐

= ± 
√𝟑

√𝟐
⟹   𝒁 = ±

𝟏

√𝟐
±
√𝟑

√𝟐
𝒊      الجذران التربيعيان 

 𝟖𝒊جد الجذر التربيعي للعدد  مثال :

𝟖𝒊 = (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐 

𝟎 + 𝟖𝒊 = 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 − 𝒃𝟐⟹ 𝟎+ 𝟖𝒊 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟎……… . (𝟏) 

𝟐𝒂𝒃 = 𝟖……………(𝟐) 

𝒃 =  
𝟖

𝟐𝒂
 ⟹ 𝒃 =

𝟒

𝒂
 …………(∗)         

𝒂𝟐 −
𝟏𝟔

𝒂𝟐
= 𝟎  ] × 𝒂𝟐  ⟹ 𝒂𝟒 − 𝟏𝟔 = 𝟎 ⟹ (𝒂𝟐 + 𝟒)( 𝒂𝟐 − 𝟒) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒂𝟐 + 𝟒 = 𝟎  ⟹ 𝒂𝟐= −𝟒   تهمل  

𝒐𝒓          𝒂𝟐 − 𝟒 = 𝟎  ⟹   𝒂 = (1في ))*( نعوض معادلة     ±𝟐  

𝒃 = 
𝟒

±𝟐
= ±𝟐  

𝟐 + 𝟐𝒊    , −𝟐 − 𝟐𝒊    الجذران هما ∴  
 

–جد الجذر التربيعي للعدد  مثال : 𝟐𝟓 

𝒄𝟐 = −𝟐𝟓 ⟹ 𝒄 = ±√−𝟐𝟓 = ±√𝟐𝟓 (−𝟏) = ±√𝟐𝟓𝒊𝟐 = ±𝟓𝒊  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ℂحل المعادلات التربيعية في 

 مثلًا  فطريقة الدستور كل معادلة تربيعية لا يمكن حلها بطريقة التجربة فهي تحل ب

𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 = 𝟎 

≠ 𝒂حيث  , 𝒂و   𝟎 𝒃 , 𝒄 ∈ 𝑹  فإن𝒙 =
−𝐛±√𝐛𝟐−𝟒𝐚𝐜

𝟐𝐚
𝐛𝟐)اذا كان مقدار المميز ونلاحظ أنه   − 𝟒𝐚𝐜 )

سالبا فإن مجموعة الحلول الخاصة بالمعادلة تنتمي الى مجموعة الاعداد المركبة ويوجد نوعان من حل 

 المعادلات التربيعية . 

 (𝒊)النوع الأول : المميز لا يحتوي على 

𝒙𝟐  المعادلة التربيعية  حل مثال : +  𝟒 𝒙 +  𝟓 =  في مجموعة الاعداد المركبة  𝟎 

𝒂حسب قانون الدستور فأن الحل :  = 𝟏   ,   𝒃 = 𝟒   ,   𝒄 = 𝟓 

 𝒙 =
−𝒃±√𝒃𝟐−𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
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𝒙 =
−𝟒±√𝟏𝟔−𝟒(1)(𝟓)

𝟐
=
−𝟒±√𝟏𝟔−𝟐𝟎

𝟐
=
−𝟒±√−𝟒

𝟐
=
−𝟒±√4 (−1)

𝟐
 

𝒙 =
−𝟒 ± √4 𝑖2

𝟐
= 
−𝟒 ± 𝟐𝒊

𝟐
  ⟹  𝒙 = −𝟐 ± 𝒊 

   {−𝟐 − 𝒊 , −𝟐 + 𝒊}   مجموعة الحل ∴ 

𝒂𝒙𝟐من قانون الدستور نعلم أن جذري المعادلة التربيعية  ملاحظة : +  𝒃𝒙 + 𝒄 = التي معاملاتها  𝟎 

 الحقيقية هي : 

𝒙𝟏 =
−𝒃 + √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
      ,   𝒙𝟐 =

−𝒃 − √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 

𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 =
−𝟐𝒃

𝟐𝒂
       ⟹     𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 =

−𝒃

𝒂
  مجموع الجذرين    

𝒙𝟏. 𝒙𝟐 =
𝟒𝒂𝒄

𝟒𝒂𝟐
= 
𝒄

𝒂
  ⟹    𝒙𝟏. 𝒙𝟐 = 

𝒄

𝒂
  حاصل ضرب الجذرين  

 ويمكن الاستفادة من الخاصية أعلاه في  ايجاد الجذور التربيعية وكما يلي : 

𝒙𝟐  −( الجذرين ( ضرب )حاصل + 𝒙 ( مجموع الجذرين  = 0 

𝟐)±جد المعادلة التربيعية التي جذرها  : مثال + 𝟐𝒊) 

 في التطبيق  اعلاهنتبع صيغة المعادلة الحل : 

(𝟐 + 𝟐𝒊) + (−𝟐 − 𝟐𝒊) = (𝟐 − 𝟐) + (𝟐 − 𝟐)𝒊 = 𝟎 + 𝟎𝒊 الجذرين مجموع       

(𝟐 + 𝟐𝒊)(−𝟐 − 𝟐𝒊) = −𝟒 − 𝟒𝒊 − 𝟒𝒊 − 𝟒𝒊𝟐 = −𝟒 − 𝟖𝒊 + 𝟒 = −𝟖𝒊         الجذرين ربض

𝒙𝟐 الجذرين ( ضرب )حاصل + 𝒙 (مجموع الجذرين )−   = 0 

𝒙𝟐 − (𝟎)𝒙 + (−𝟖𝒊)  =  𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝟖𝒊 =  𝟎 

        حد جذريها مثلاأعندما يعطى في السؤال كون المعادلة التربيعية التي ]معاملاتها الحقيقية[ و :ملاحظة 

𝒂 − 𝒃𝒊 فسيكون الجذر الثاني مرافق الجذر الاول 𝒂 + 𝒃𝒊 

𝟑كون المعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية وأحد جذريها  مثال : − 𝟒𝒊  

𝟑الحل : بما ان معاملات المعادلة حقيقية وأحد الجذرين  − 𝟒𝒊 𝟑 فإن الجذر الاخر هو المرافق ويساوي + 𝟒𝒊 

(𝟑 − 𝟒𝒊) + (𝟑 + 𝟒𝒊) = 𝟑 + 𝟑 + (−𝟒 + 𝟒)𝒊 =                        الجذرين مجموع 𝟔

(𝟑 + 𝟒𝒊)(𝟑 − 𝟒𝒊) = 𝟗 + 𝟏𝟐𝒊 − 𝟏𝟐𝒊 − 𝟏𝟔𝒊𝟐 = 𝟗 + 𝟏𝟔 = 𝟐𝟓       الجذرين ضرب

 طريقة اخرى في الحل : 

 كما يأتي : وعدد المركب في مثل هذه الاسئلة نعتمد على قواعد المرفق لل

𝑪 .  𝑪̅ = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐     ,      𝑪 +  𝑪̅ = 𝟐𝒂 
𝒙2 𝒙𝟐 ⟹  0 = (حاصل ضرب الجذرين)+𝒙(مجموع الجذرين) − − 𝟔𝒙 + 𝟐𝟓 =  𝟎 
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𝒙𝟒 لتاليالسؤال  يحللا  ملاحظة : + 𝟏𝟎 𝒙𝟐 +  𝟗 =                   بهذه الصورة اصبحبالتجربة اذا  𝟎 

𝒙𝟒 + 𝟏𝟎 𝒙𝟐 − 𝟗𝒊𝟐 = . لتجربةنقوم بحله مباشرة بطريقة الذلك ،   (𝒊)على لا يحتوي د الوسطلان الح 𝟎

لغرض تحليل الاقواس الناتجة من  𝒊𝟐والناتج من عملية التجربة نستخدم معه الطريقة السابقة وهي اضافة 

 التجربة .

𝒙𝟒   لمعادلةل الحلمجموعة  جد  : مثال + 𝟏𝟎 𝒙𝟐 +  𝟗 =  𝟎 

 الحل : 

𝒙𝟒 + 𝟏𝟎 𝒙𝟐 +  𝟗 =  𝟎 

(𝒙𝟐 + 𝟗)(𝒙𝟐 + 𝟏) = 𝟎 

(𝒙𝟐 − 𝟗𝒊𝟐)(𝒙𝟐 − 𝒊𝟐) = 𝟎 

(𝒙 + 𝟑𝒊)(𝒙 − 𝟑𝒊)(𝒙 + 𝒊)(𝒙 − 𝒊) = 𝟎  

𝒙 أما + 𝟑𝒊 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = −𝟑𝒊  

𝒙 او − 𝟑𝒊 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟑𝒊   

 𝒙 + 𝒊 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = −𝒊 

𝒙 − 𝒊 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝒊 

, 𝟑𝒊}مجموعة الحل هي  −𝟑𝒊 , 𝒊 , −𝒊} 

𝒙𝟐الحل للمعادلة موعة جد مج مثال : − 𝟔𝒙 + 𝟏𝟑 = 𝟎   

  (باي نوع من التحاليل نستخدم )طريقة الدستور تتحللفي مثل هذه الانواع من المعادلات التي لا الحل : 

𝒙 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 

𝒂 حيث = 𝟏 , 𝒃 = −𝟔 , 𝒄 =   الدستور عوض في القانونت    𝟏𝟑

𝒙 =
𝟔 ± √𝟑𝟔 − (𝟒)(𝟏)(𝟏𝟑)

𝟐(𝟏)
 

𝒙 =
𝟔 ± √𝟑𝟔 − 𝟓𝟐

𝟐
 ⟹  𝒙 =

𝟔 ± √−𝟏𝟔

𝟐
  ⟹ 𝒙 =

𝟔

𝟐
±
𝟒𝒊

𝟐
 ⟹ 𝒙 = 𝟑 ± 𝟐𝒊 

𝟑} جذران مترافقان 𝐂 معادلة فيللل مجموعة الح + 𝟐𝒊 , 𝟑 − 𝟐𝒊} 

𝒙𝟐 المعادلة موعة حلجد مج مثال : +  𝟒 𝒙 +  𝟓 =  𝟎   

 الحل : 

𝒙 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 

𝒂 حيث = 𝟏 , 𝒃 = 𝟒 , 𝒄 =   عوض في القانون الدستورت    𝟓
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𝒙 =
−𝟒 ± √𝟏𝟔 − (𝟒)(𝟏)(𝟓)

𝟐(𝟏)
=
−𝟒 ± √−𝟒

𝟐
= 
−𝟒 ± 𝟐𝒊

𝟐
= −𝟐 ± 𝒊 

𝒙 = −𝟐 − 𝒊     ,    𝒙 = −𝟐 + 𝒊   ,   {−𝟐 − 𝒊 , −𝟐 + 𝒊}   مجموعة الحل  

𝒙𝟑      حل المعادلةجد مجموعة  مثال : − 𝟖𝒊 = 𝟎  

∵   الحل : −𝒊 = 𝒊𝟑 

𝒙𝟑 + 𝟖𝒊𝟑 = 𝟎  

(𝒙 + 𝟐𝒊)(𝒙𝟐 − 𝟐𝒊𝒙 − 𝟒) = 𝟎             𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 (𝒙 + 𝟐𝒊) = 𝟎  ⟹ 𝒙 = −𝟐𝒊 

𝒐𝒓  (𝒙𝟐 − 𝟐𝒊𝒙 − 𝟒) = 𝟎     ⟹      𝒂 = 𝟏    ,    𝒃 = −𝟐𝒊    ,       𝒄 = −𝟒 

𝒙 =  
𝟐𝒊 ± √−𝟒 − (𝟒)(−𝟒)

𝟐
 

𝒙 =
𝟐𝒊 ± √−𝟒 + 𝟏𝟔

𝟐
  ⟹   𝒙 =  

𝟐𝒊 ± √𝟏𝟐

𝟐
 

𝒙 =  
𝟐𝒊 ± 𝟐√𝟑

𝟐
=
𝟐𝒊

𝟐
±
𝟐√𝟑

𝟐
 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 = 𝒊 + √𝟑      𝒐𝒓    𝒙 = 𝒊 − √𝟑 

+ 𝟑√} مجموعة الحل 𝒊  , −√𝟑 + 𝒊 , −𝟐𝒊} 

هذه الحالة هي عكس  ها(ا)جد المعادلة التربيعية اذا علم جذر ها ايااذا علمت من المعادلة جذر ملاحظة :

 . يعني الجذور معطاة والمطلوب حل المعادلة السابقة الامثلة

 حد جذريها النظير الضربي للعدد المركبأتها حقيقية والمعادلة التربيعية التي معاملاجد مثال :
𝟏𝟎−𝟓𝒊

𝟐+𝒊
  

 الحل :

    يستخرج النظير الضربي -1
𝟐+𝒊

𝟏𝟎−𝟓𝒊
 

        بالضرب بالمرافق للمقاميستخدم الحل  -2
𝟐+𝒊

𝟏𝟎−𝟓𝒊
×
𝟏𝟎+𝟓𝒊

𝟏𝟎+𝟓𝒊
 

=
(𝟐𝟎 − 𝟓) + 𝒊(𝟏𝟎 + 𝟏𝟎)

𝟏𝟎𝟎 + 𝟐𝟓
 

=
𝟏𝟓 + 𝟐𝟎𝒊

𝟏𝟐𝟓
=
𝟏𝟓

𝟏𝟐𝟓
+
𝟐𝟎

𝟏𝟐𝟓
𝒊 

)  الجذر الاول
𝟑

𝟐𝟓
+

𝟒

𝟐𝟓
𝒊)   ،)الجذر الثاني )المرافق    (

𝟑

𝟐𝟓
−

𝟒

𝟐𝟓
𝒊) 

𝟑

𝟐𝟓
+

𝟒

𝟐𝟓
𝒊 +

𝟑

𝟐𝟓
−

𝟒

𝟐𝟓
𝒊 =

𝟔

 𝟐𝟓
            الجذرين عجم 
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(
𝟑

𝟐𝟓
+

𝟒

𝟐𝟓
𝒊) (

𝟑

𝟐𝟓
−

𝟒

𝟐𝟓
𝒊) = (

𝟑

𝟐𝟓
)𝟐 + (

𝟒

𝟐𝟓
)𝟐 =

𝟗

𝟔𝟐𝟓
+

𝟏𝟔

𝟔𝟐𝟓
=

𝟏

𝟐𝟓
       ضرب الجذرين 

𝒙𝟐 − 
𝟔

𝟐𝟓
𝒙 +

𝟏

𝟐𝟓
= 𝟎 ⟹ 𝟐𝟓𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

) الاتي :  اذا كان لدينا الكسرفمثلا 
𝟐+𝟓𝒊

𝟑+𝟐𝒊
)𝟐 

نفتح التربيع ويبسط يكون لدينا عدد مركب من المقام وبعدها  لنتخلصضرب الكسر في المرافق سن ملاحظة :

 .ونجعله عدد مركب واحد 

𝟐𝒙𝟐  مثال :  +  𝒂𝒙 +  𝒃 = 𝟑 أحد جذريهاالتي تربيعية الالمعادلة  هي    𝟎  + 𝒊 قيمة جد 𝒂 و 𝒃 التي 

 . 𝑹 الى تنتمي

𝟑احد جذريها لذلك  𝑹لم يذكر معاملات حقيقية هنا وعوض عنها بأنها تنتمي الى الحل :  + 𝒊  اذن يكون

𝟑الجذر الاخر  − 𝒊 ( المرافقاي. ) 

𝒙𝟐 − 𝒂𝒙 + 𝒃 = 𝟎 

𝒙𝟐 + 𝒙 جمع الجذرين −  0 =  ضر ب الجذرين

𝟑 + 𝒊 + 𝟑 − 𝒊 = 𝟔                    جمع الجذرين     

(𝟑 + 𝒊)(𝟑 − 𝒊) =  𝟗 + 𝟏 =  ضرب الجذرين    𝟏𝟎

لان المعادلة  2في كل من مجموع الجذرين وحاصل ضربهما نضرب  لذلك 𝒙𝟐 وهو معامل  2 فيهاالمعادلة الاصلية 

𝟐𝒙𝟐    : هي الأصلية + 𝒂𝒙 + 𝒃 = 𝟎 

𝟐 ×  𝟔 = 𝟏𝟐 

𝟐 × 𝟏𝟎 = 𝟐𝟎    

𝟐𝒙𝟐 −𝟏𝟐𝒙+ 𝟐𝟎 = 𝟎                     𝒂 = −𝟏𝟐       ,       𝒃 =  𝟐𝟎 

 (𝒊)النوع الثاني : المميز يحتوي على 

𝒛𝟐جد مجموعة حل المعادلة      مثال : − 𝟑𝒛 + 𝟑+ 𝒊 = 𝟎 

𝒂 = 𝟏    ,    𝒃 = −𝟑     ,    𝒄 = (𝟑 + 𝒊)  

  𝒙 =
−𝒃±√𝒃𝟐−𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 

𝒛 =
𝟑 ± √𝟗 − 𝟒(𝟏)(𝟑 + 𝒊)

𝟐
=
𝟑 ± √𝟗 − 𝟏𝟐 − 𝟒𝒊

𝟐
 

𝒛 =
𝟑 ± √−𝟑 − 𝟒𝒊

𝟐
…… . (𝟏) 

[√−𝟑 − 𝟒𝒊 = 𝒂 + 𝒃𝒊  ] بتربيع الطرفين 

√−𝟑 − 𝟒𝒊 = (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐 
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−𝟑 − 𝟒𝒊 = (𝒂𝟐 − 𝒃𝟐) + 𝟐𝒂𝒃𝒊  

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = −𝟑 …………(𝟐) 

−𝟒 = 𝟐𝒂𝒃 ⟹ 𝒃 =
−𝟒

𝟐𝒂
=
−𝟐

𝒂
 . ……… . . (𝟑) 

−𝟑 = 𝒂𝟐 −
𝟒

𝒂𝟐
     (𝒂𝟐 ×  (نضرب

𝒂𝟐 − 𝟒 = −𝟑𝒂𝟐  ⟹ 𝒂𝟒 + 𝟑𝒂𝟐 − 𝟒 = 𝟎 

(𝒂𝟐 + 𝟒)(𝒂𝟐 − 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓    𝒂𝟐 + 𝟒 = 𝟎  ⟹ 𝒂𝟐 =  تهمل   𝟒−

𝒐𝒓            𝒂𝟐 − 𝟏 = 𝟎  ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟏⟹ 𝒂 = ±𝟏 

𝒃 =
−𝟐

𝒂
⟹ 𝒃 =

−𝟐

±𝟏
 ⟹ 𝒃 = ∓𝟐 

(1نعوض في معادلة )  −𝟏 + 𝟐𝒊  , 𝟏 − 𝟐𝒊    الجذران ∴  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝒛 =
𝟑 − 𝟏 + 𝟐𝒊

𝟐
=
𝟐 + 𝟐𝒊

𝟐
 = 𝟏 + 𝒊 

𝒐𝒓         𝒛 =
𝟑 + 𝟏 − 𝟐𝒊

𝟐
=
𝟒 − 𝟐𝒊

𝟐
= 𝟐 − 𝒊 

ذران يير مترافقانوالج    {𝟐 − 𝒊 , 𝟏 + 𝒊 }  مجموعة الحل=

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  1)– (2 تمارينحل 

 : ناحل المعادلات التربيعية الاتية وبين اي منهما يكون جذراها مترافق/  1س

𝒂)  𝒛𝟐 = −𝟏𝟐 

𝒛𝟐 = 𝟏𝟐𝒊𝟐⟹ 𝒛 = √𝟏𝟐𝒊𝟐⟹ 𝒛 = ±𝟐√𝟑𝒊    جذران مترافقان 

𝒄)  𝟐𝒛𝟐 − 𝟓𝒛 + 𝟏𝟑 = 𝟎 

𝒂 = 𝟐     ,    𝒃 =  −𝟓    ,    𝒄 = 𝟏𝟑 

𝒙 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
=
𝟓 ± √𝟐𝟓 − 𝟒 × 𝟐 × 𝟏𝟑

𝟐 × 𝟐
=
𝟓 ± √𝟐𝟓 − 𝟏𝟎𝟒

𝟒
 

𝒙 =
𝟓±√−𝟕𝟗

𝟒
⟹ 𝒙 =

𝟓

𝟒
+
√𝟕𝟗𝒊

𝟒
        𝒙 =

𝟓

      𝟒
−
√𝟕𝟗𝒊

𝟒
جذران مترافقان       

𝒅)  𝒛𝟐 + 𝟐𝒛 + 𝒊(𝟐 − 𝒊) = 𝟎 

𝒂 = 𝟏     ,    𝒃 = 𝟐    ,    𝒄 = 𝒊(𝟐 − 𝒊) = 𝟐𝒊 − 𝒊𝟐 = 𝟐𝒊 + 𝟏  

𝒛 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
=
−𝟐 ± √𝟒 − 𝟒(𝟏)(𝟐𝒊 + 𝟏)

𝟐
=
−𝟐 ± √𝟒 − 𝟒 − 𝟖𝒊

𝟐
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𝒛 =
−𝟐±√−𝟖𝒊

𝟐
  ……       نجد قيمة الجذر  (𝟏)

[√−𝟖𝒊 = 𝒂 + 𝒃𝒊]   بتربيع الطرفين  ⟹ (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐 = −𝟖𝒊  

(𝒂𝟐 − 𝒃𝟐) + 𝟐𝒂𝒃𝒊 = 𝟎 − 𝟖𝐢 

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟎  …… (𝟐)                

−𝟖 = 𝟐𝒂𝒃 ⟹   𝒂 =  
−𝟖

𝟐𝒃
 ⟹ 𝒂 = 

−𝟒

𝒃
……(𝟑) 

(
−𝟒

𝒃
)𝟐  − 𝒃𝟐 = 𝟎 ⟹

𝟏𝟔

𝒃𝟐
− 𝒃𝟐 = 𝟎    (−𝒃𝟐 ×  ( نضرب

 𝒃𝟒 − 𝟏𝟔 = 𝟎 ⟹ (𝒃𝟐 − 𝟒)(𝒃𝟐 + 𝟒) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒃𝟐 − 𝟒 = 𝟎 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟒 → 𝒃 = ±𝟐  

𝒂 =
−𝟒

𝒃
 ⟹ 𝒂 =

−𝟒

±𝟐
 ⟹ 𝒂 = ∓𝟐 

𝟐 − 𝟐𝒊  , −𝟐 + 𝟐𝒊  الجذران هما 

𝒐𝒓   𝒃𝟐 + 𝟒 = 𝟎  ⟹  𝒃𝟐 =   تهمل   𝟒−

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝒛 =
−𝟐+𝟐−𝟐𝒊

𝟐
=
−𝟐𝒊

𝒊
= −𝒊  

𝒐𝒓         𝒛 =
−𝟐−𝟐+𝟐𝒊

𝟐
=
−𝟐−𝟐+𝟐𝒊

𝟐
= 

−𝟒+𝟐𝒊

𝟐
=
−𝟒

𝟐
+
𝟐𝒊

𝟐
= −𝟐 + 𝒊 

,  𝒊−}  الجذران يير مترافقان −𝟐 + 𝒊} 

𝒆)  𝟒𝒛𝟐 + 𝟐𝟓 = 𝟎 

𝟒𝒛𝟐 = −𝟐𝟓 ⟹ 𝒛𝟐 =
−𝟐𝟓

𝟒
 ⟹ 𝒛𝟐 =

𝟐𝟓𝒊𝟐

𝟒
⟹ 𝒛 = √

𝟐𝟓𝒊𝟐

𝟒
 

𝒛 = ±
𝟓𝒊

𝟐
  

−}  مجموعة الحل  ∴
𝟓𝒊

𝟐
  ,
𝟓𝒊

𝟐
 والجذران مترافقان {

 

𝒇)  𝒛𝟐 − 𝟐𝒛𝒊 + 𝟑 = 𝟎 

𝒂 = 𝟏  ,   𝒃 = −𝟐𝒊   ,   𝒄 = 𝟑  

𝒛 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 ⟹  𝒛 =

−(−𝟐𝒊)± √−𝟒− (𝟒)(𝟏)(𝟑)

𝟐(𝟏)
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𝒛 =
𝟐𝒊 ± √−𝟏𝟔

𝟐
=
𝟐𝒊 ± 𝟒𝒊

𝟐
= 𝒊 ± 𝟐𝒊 

𝒛 = 𝒊 + 𝟐𝒊 = 𝟑𝒊        ,     𝒛 = 𝒊 − 𝟐𝒊 = −𝒊 
,  𝒊−}  مجموعة الحل  ∴ 𝟑𝒊} والجذران يير مترافقان 

 حل آخر :

𝒛𝟐 − 𝟐𝒛𝒊 + 𝟑 = 𝟎 ⟹ (𝒛 − 𝟑𝒊)(𝒛 + 𝒊) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒛 − 𝟑𝒊 = 𝟎 ⟹ 𝒛 = 𝟑𝒊    𝒐𝒓  𝒛 + 𝒊 = 𝟎 ⟹ 𝒛 = −𝒊  

,  𝒊−}  مجموعة الحل  ∴ 𝟑𝒊} والجذران يير مترافقان 

, 𝑴/ كون المعادلة التربيعية التي جذراها  2س 𝑳  : حيث 

a) 𝑴 = 𝟏+ 𝟐𝒊                     𝑳 = 𝟏 − 𝒊  

(𝟏 + 𝟐𝒊) + (𝟏 − 𝒊) = (𝟏 + 𝟏) + (𝟐 − 𝟏)𝒊 = 𝟐 + 𝒊      مجموع الجذرين  

(𝟏 + 𝟐𝒊)(𝟏 − 𝒊) = 𝟏 − 𝒊 + 𝟐𝒊 − 𝟐𝒊𝟐 = 𝟑 + 𝒊                ضرب الجذرين  

∵  𝒙𝟐 − ( مجموع الجذرين) 𝒙 + (حاصل ضرب الجذرين) = 𝟎 

∴  𝒙𝟐 − (𝟐 + 𝒊)𝒙 + (𝟑 + 𝒊) =     المعادلة التربيعية  𝟎

b) 𝑴 =
𝟑−𝒊

𝟏+𝒊
                𝑳 = (𝟑 − 𝟐𝒊)𝟐          

𝑴 = 
𝟑−𝒊

𝟏+𝒊
=
𝟑−𝒊

𝟏+𝒊
×
𝟏−𝒊

𝟏−𝒊
=
𝟑−𝟑𝒊−𝒊+𝒊𝟐

𝟏𝟐+𝟏𝟐
=
𝟐−𝟒𝒊

𝟐
         ⟹ 𝑴 = 𝟏 − 𝟐𝒊 

𝑳 = (𝟑 − 𝟐𝒊)𝟐 = 𝟗 − 𝟏𝟐𝒊 + 𝟒𝒊𝟐 = 𝟓 − 𝟏𝟐𝒊 ⟹ 𝑳 = 𝟓 − 𝟏𝟐𝒊 
(𝟏 − 𝟐𝒊) + (𝟓 − 𝟏𝟐𝒊) = (𝟏 + 𝟓) + (−𝟐 − 𝟏𝟐)𝒊 = 𝟔 − 𝟏𝟒𝒊   مجموع الجذرين  

(𝟏 − 𝟐𝒊)(𝟓 − 𝟏𝟐𝒊) = 𝟓 − 𝟏𝟐𝒊 − 𝟏𝟎𝒊 + 𝟐𝟒𝒊𝟐 = −𝟏𝟗 − 𝟐𝟐𝒊     حاصل ضرب الجذرين  

∵  𝒙𝟐 − ( مجموع الجذرين) 𝒙 + (حاصل ضرب الجذرين) = 𝟎 

∴  𝒙𝟐 − (𝟔 − 𝟏𝟒𝒊   )𝒙 + (−𝟏𝟗 − 𝟐𝟐𝒊) =      المعادلة التربيعية 𝟎

 / جد الجذور التربيعية للاعداد المركبة الاتية :  3س

a) −𝟔𝒊  

𝒂 + 𝒃𝒊 = √−𝟔𝒊   بتربيع الطرفين ⟹ (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐 = −𝟔𝒊   

𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 + 𝒃𝟐𝒊𝟐 = −𝟔𝒊 ⟹ (𝒂𝟐 − 𝒃𝟐) + (𝟐𝒂𝒃)𝒊 = −𝟔𝒊  

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟎……(𝟏) 

𝟐𝒂𝒃 = −𝟔  ⟹   𝒃 =
−𝟔

𝟐𝒂
  ⟹ 𝒃 =

−𝟑

𝒂
 ……(𝟐) 

𝒂𝟐 − (
−𝟑

𝒂
)
𝟐

= 𝟎⟹ 𝒂𝟐 −
𝟗

𝒂𝟐
= 𝟎 

(𝒂𝟐 ×نضرب)
⇒        𝒂𝟒 − 𝟗 = 𝟎  

𝒂𝟒 − 𝟗 = 𝟎 ⟹ (𝒂𝟐 − 𝟑 )(𝒂𝟐 + 𝟑) = 𝟎 



 

28 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓     𝒂𝟐 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟑 ⟹ 𝒂 = ±√𝟑 

𝒃 =
−𝟑

𝒂
 ⟹ 𝒃 = 

−𝟑

±√𝟑
 ⟹ 𝒃 = ∓√𝟑 

𝒐𝒓     𝒂𝟐 + 𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒂𝟐 =  تهمل    𝟑−

  −√𝟑 + √𝟑𝒊    ,   √𝟑 − √𝟑𝒊     الجذران هما ∴ 

b) 𝟕 + 𝟐𝟒𝒊  

𝒂 + 𝒃𝒊 =  √𝟕 + 𝟐𝟒𝒊  
تربيع الطرفين

⇒       (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐 = 𝟕 + 𝟐𝟒𝒊 

𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 + 𝒃𝟐𝒊𝟐 = 𝟕 + 𝟐𝟒𝒊 ⟹ (𝒂𝟐 − 𝒃𝟐) + (𝟐𝒂𝒃)𝒊 = 𝟕 + 𝟐𝟒𝒊 

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟕……(𝟏) 

𝟐𝒂𝒃 = 𝟐𝟒  ⟹   𝒃 =
𝟐𝟒

𝟐𝒂
  ⟹ 𝒃 =

𝟏𝟐

𝒂
 ……(𝟐) 

𝒂𝟐 − (
𝟏𝟐

𝒂
)
𝟐

= 𝟕⟹ 𝒂𝟐 −
𝟏𝟒𝟒

𝒂𝟐
= 𝟕 

(𝒂𝟐 ×نضرب)
⇒        𝒂𝟒 − 𝟏𝟒𝟒 = 𝟕𝒂𝟐  

𝒂𝟒 − 𝟕𝒂𝟐 − 𝟏𝟒𝟒 = 𝟎  ⟹ (𝒂𝟐 − 𝟏𝟔)(𝒂𝟐 + 𝟗) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒂𝟐 − 𝟏𝟔 = 𝟎 ⟹ (𝒂 + 𝟒)(𝒂 − 𝟒) = 𝟎 ⟹ 𝒂 = ±𝟒 

𝒃 =
𝟏𝟐

𝒂
 ⟹ 𝒃 =

𝟏𝟐

𝟒
= 𝟑  

𝒃 =
𝟏𝟐

𝒂
 ⟹ 𝒃 =

𝟏𝟐

−𝟒
= −𝟑  

𝒐𝒓   𝒂𝟐 + 𝟗 = 𝟎 ⟹ 𝒂𝟐 =   تهمل  𝟗−

  𝟒 + 𝟑𝒊    , −𝟒 − 𝟑𝒊     الجذران هما ∴ 

c) 
𝟒

𝟏−√𝟑𝒊
 

𝒂يجب تحويله الى الصيغة  + 𝒃𝒊  عن طريق الضرب بمرافق المقام 

𝟒

𝟏 − √𝟑𝒊
=

𝟒

𝟏 − √𝟑𝒊
×
𝟏 + √𝟑𝒊

𝟏 + √𝟑𝒊
=
𝟒(𝟏 + √𝟑𝒊)

𝟏𝟐 + (√𝟑)
𝟐 = 

𝟒(𝟏 + √𝟑𝒊)

𝟏 + 𝟑
 

𝟒(𝟏 + √𝟑𝒊)

𝟒
= 𝟏 + √𝟑𝒊 

𝒂 + 𝒃𝒊 = √𝟏 + √𝟑𝒊 
تربيع الطرفين

⇒       (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐 = 𝟏 + √𝟑𝒊 

𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 + 𝒃𝟐𝒊𝟐 = 𝟏+ √𝟑𝒊 ⟹  (𝒂𝟐 − 𝒃𝟐) + (𝟐𝒂𝒃)𝒊 = 𝟏 +√𝟑𝒊 
𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟏……(𝟏) 
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𝟐𝒂𝒃 = √𝟑 ⟹   𝒂 =
√𝟑

𝟐𝒃
  …… (𝟐) 

(
√𝟑

𝟐𝒃
)

𝟐

− 𝒃𝟐 = 𝟏 ⟹ 
𝟑

𝟒𝒃𝟐
− 𝒃𝟐 = 𝟏 

(𝟒𝒃𝟐 ×نضرب)
⇒          𝟑 − 𝟒𝒃𝟒 =  𝟒𝒃𝟐 

𝟒𝒃𝟒 +  𝟒𝒃𝟐 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ (𝟐𝒃𝟐 + 𝟑)(𝟐𝒃𝟐 − 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓    𝟐𝒃𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒃𝟐 = 𝟏 ⟹ 𝒃𝟐 =
𝟏

𝟐
 ⟹ 𝒃 = ±

𝟏

√𝟐
 

𝒂 =
√𝟑

𝟐𝒃
 ⟹ 𝒂 =

√𝟑

𝟐 (±
𝟏

√𝟐
)
=

√𝟑

√𝟐√𝟐(±
𝟏

√𝟐
)
⟹ 𝒂 = ±

√𝟑

√𝟐
 

𝒐𝒓   𝟐𝒃𝟐 + 𝟑 = 𝟎 ⟹  𝟐𝒃𝟐 =   تهمل     𝟑−

  
√𝟑

√𝟐
+
𝟏

√𝟐
𝒊    ,   −

√𝟑

√𝟐
−
𝟏

√𝟐
𝒊      الجذران هما ∴ 

 / ما المعادلة التربيعية ذات المعاملات الحقيقية وأحد جذريها هو :  4س

a) 𝒊 

 𝒊−المعاملات أعدادحقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق وهو  ∵

𝒊 + (−𝒊) = (𝟎 + 𝟎) + (𝟏 − 𝟏)𝒊 = 𝟎 + 𝟎𝒊    مجموع الجذرين 

𝒊 . (−𝒊) =  −𝒊𝟐 = −(−𝟏) =   ضرب الجذرين                        𝟏

∵  𝒙𝟐 − ( مجموع الجذرين) 𝒙 + (حاصل ضرب الجذرين) = 𝟎 

∴  𝒙𝟐 − (𝟎)𝒙 + (𝟏) = 𝟎  

 𝒙𝟐 + 𝟏 =  المعادلة التربيعية    𝟎

b) 𝟓 − 𝒊  

𝟓المعاملات أعدادحقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق وهو  ∵ + 𝒊 

(𝟓 − 𝒊) + (𝟓 + 𝒊) = (𝟓 + 𝟓) + (−𝟏 + 𝟏)𝒊 =   مجموع الجذرين  𝟏𝟎

(𝟓 − 𝒊)(𝟓 + 𝒊) = 𝟐𝟓 + 𝟏 =   ضرب الجذرين  𝟐𝟔

∵  𝒙𝟐 − ( مجموع الجذرين) 𝒙 + (حاصل ضرب الجذرين) = 𝟎 

∴  𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟐𝟓 = 𝟎  

c) 
√𝟐+𝟑𝒊

𝟒
     

المعاملات أعدادحقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق وهو  ∵
√𝟐

𝟒
−
𝟑

𝟒
𝒊  

(
√𝟐

𝟒
+
𝟑

𝟒
𝒊) + (

√𝟐

𝟒
−
𝟑

𝟒
𝒊 ) = (

√𝟐

𝟒
+
√𝟐

𝟒
) + (

𝟑

𝟒
−
𝟑

𝟒
) 𝒊 =  

𝟐√𝟐

𝟒
=
√𝟐

𝟐
 

(
√𝟐

𝟒
+
𝟑

𝟒
𝒊) . (

√𝟐

𝟒
−
𝟑

𝟒
𝒊 ) = (

√𝟐

𝟒
)

𝟐

+ (
𝟑

𝟒
)
𝟐

= 
𝟐

𝟏𝟔
+
𝟗

𝟏𝟔
=
𝟏𝟏

𝟏𝟔
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∵  𝒙𝟐 − ( مجموع الجذرين) 𝒙 + (حاصل ضرب الجذرين) = 𝟎 

∴  𝒙𝟐 −
√𝟐

𝟐
𝒙 +

𝟏𝟏

𝟏𝟔
= 𝟎  

3/ اذا كان  5س + 𝑖  هو أحد جذري المعادلة𝒙𝟐 − 𝒂𝒙 + (𝟓 + 𝟓𝒊) = ∋ 𝒂فما قيمة   𝟎 ℂ  الجذر ؟ وما قيمة

  1/ د 2011وزاري الآخر ؟   

  𝐤الحل : نفرض الجذر الآخر هو 

(𝟑 + 𝒊) + 𝒌 = 𝒂   ……  مجموع الجذرين    (𝟏)

(𝟑 + 𝒊) 𝒌 = 𝟓 + 𝟓𝒊                 ضرب الجذرين 

𝒌 = 
𝟓 + 𝟓𝒊

𝟑 + 𝒊
=  
𝟓 + 𝟓𝒊

𝟑 + 𝒊
×
𝟑 − 𝒊

𝟑 − 𝒊
=  
𝟏𝟓 − 𝟓𝒊 + 𝟏𝟓𝒊 − 𝟓𝒊𝟐

𝟑𝟐 + 𝟏𝟐
=
𝟐𝟎 + 𝟏𝟎𝒊

𝟏𝟎
= 𝟐 + 𝒊  ⟹∴ 𝒌 = 𝟐 + 𝒊 الجذر الآخر  

∵ (𝟑 + 𝒊) + 𝒌 = 𝒂 ⟹ (𝟑 + 𝒊) + (𝟐 + 𝒊) = 𝒂 ⟹ 𝒂 = 𝟓 + 𝟐𝒊  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 أمثلة أضافية محلولة

𝟓𝟓−أوجد الجذور التربيعية للعدد المركب  مثال : − 𝟒𝟖𝒊  ثم استخدم الناتج في ايجاد الحل للمعادلة

𝒙𝟐 التربيعية التالية  + (𝟏 + 𝟐𝒊)𝒙 + 𝟏𝟑(𝟏 + 𝒊) = 𝟎  

𝟓𝟓−لحل : نفرض أن الجذر التربيعي للعدد ا − 𝟒𝟖𝒊  هو𝒂 + 𝒃𝒊  

𝒂 + 𝒃𝒊 = √−𝟓𝟓 − 𝟒𝟖𝒊  
تربيع الطرفين

⇒       (𝒂 + 𝒃𝒊)𝟐 = −𝟓𝟓 − 𝟒𝟖𝒊  
𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃𝒊 + 𝒃𝟐𝒊𝟐 = −𝟓𝟓− 𝟒𝟖𝒊⟹ (𝒂𝟐 − 𝒃𝟐) + (𝟐𝒂𝒃)𝒊 = −𝟓𝟓− 𝟒𝟖𝒊 

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = −𝟓𝟓……… (𝟏) 

𝟐𝒂𝒃 =  −𝟒𝟖⟹ 𝒂 =
−𝟒𝟖

𝟐𝒃
 ⟹ 𝒂 =

−𝟐𝟒

𝒃
 ……… . . (𝟐)   

(
−𝟐𝟒

𝒃
)

𝟐

− 𝒃𝟐 = −𝟓𝟓 ⟹ 
𝟓𝟕𝟔

𝒃𝟐
− 𝒃

𝟐
= −𝟓𝟓 

𝒃𝟐×نضرب  

⇒       𝟓𝟕𝟔 − 𝒃
𝟒
= −𝟓𝟓𝒃

𝟐
 

𝒃𝟒 − 𝟓𝟓𝒃𝟐 − 𝟓𝟕𝟔 = 𝟎 ⟹ (𝒃𝟐 − 𝟔𝟒) (𝒃𝟐 + 𝟗) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒃𝟐 = 𝟔𝟒 ⟹ 𝒃 ( 2نعوض في معادلة )   ±𝟖 =  

𝒂 =
−𝟐𝟒

𝒃
⟹ 𝒂 =

−𝟐𝟒

±𝟖
⟹ 𝒂 = ∓𝟑 

𝒐𝒓     𝒃𝟐 + 𝟗 = 𝟎 ⟹ 𝒃𝟐 =   تهمل  𝟗−

  𝟑 − 𝟖𝒊    ,   − 𝟑 + 𝟖𝒊      الجذران هما ∴ 

𝒙𝟐 الآن نحل المعادلة + (𝟏 + 𝟐𝒊)𝒙 + 𝟏𝟑(𝟏 + 𝒊) =   باستخدام قانون الدستور حيث 𝟎

𝒂 = 𝟏        ,     𝒃 = (𝟏 + 𝟐𝒊)      ,    𝒄 = 𝟏𝟑(𝟏 + 𝒊)  
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𝒙 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 ⟹  𝒙 =

−(𝟏+ 𝟐𝒊)± √(𝟏+ 𝟐𝒊)𝟐 − (𝟒)(𝟏)(𝟏𝟑+ 𝟏𝟑𝒊)

𝟐(𝟏)
 

𝒙 =
−(𝟏 + 𝟐𝒊) ± √𝟏 + 𝟒𝒊 + 𝟒𝒊𝟐 − (𝟓𝟐 + 𝟓𝟐𝒊)

𝟐(𝟏)
 

𝒙 =  
−(𝟏 + 𝟐𝒊) ± √𝟏 + 𝟒𝒊 − 𝟒 − (𝟓𝟐 + 𝟓𝟐𝒊)

𝟐
=  
−(𝟏 + 𝟐𝒊) ± √−𝟓𝟓 − 𝟒𝟖𝒊

𝟐
 

𝒙 =
−(𝟏 + 𝟐𝒊) ∓ (𝟑 − 𝟖𝒊)

𝟐
 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒙𝟏 = 
−𝟏 − 𝟐𝒊 − (𝟑 − 𝟖𝒊)

𝟐
= 
−𝟏 − 𝟐𝒊 − 𝟑 + 𝟖𝒊

𝟐
=  
−𝟒 + 𝟔𝒊

𝟐
= −𝟐 + 𝟑𝒊 

𝒐𝒓            𝒙𝟐 = 
−𝟏 − 𝟐𝒊 + (𝟑 − 𝟖𝒊)

𝟐
= 
−𝟏 − 𝟐𝒊 + 𝟑 − 𝟖𝒊

𝟐
=  
𝟐 − 𝟏𝟎𝒊

𝟐
= 𝟏 − 𝟓𝒊 

𝟐−}مجموعة الحل  ∴ + 𝟑𝒊 , 𝟏 − 𝟓𝒊} 

كون المعادلة التربيعية التي جذراها  مثال :
𝟏𝟎

𝟑−𝒊
   ,   𝟑 − 𝒊    

 الحل : 

𝒙𝟏 = 𝟑 − 𝒊      

𝒙𝟐 =
𝟏𝟎

𝟑 − 𝒊
=  

𝟏𝟎

𝟑 − 𝒊
×
𝟑 + 𝒊

𝟑 + 𝒊
=  
𝟏𝟎(𝟑 + 𝒊)

𝟑𝟐 + 𝟏𝟐
= 
𝟏𝟎(𝟑 + 𝒊)

𝟏𝟎
= 𝟑 + 𝒊 

(𝟑 − 𝒊) + (𝟑 + 𝒊) = (𝟑 + 𝟑) + (−𝟏 + 𝟏)𝒊 =   مجموع الجذرين             𝟔

(𝟑 − 𝒊)(𝟑 + 𝒊) = 𝟗 + 𝟑𝒊 − 𝟑𝒊 − 𝒊𝟐 = 𝟗 + 𝟏 =   ضرب الجذرين       𝟏𝟎

∵  𝒙𝟐 − ( مجموع الجذرين) 𝒙 + (حاصل ضرب الجذرين) = 𝟎 

∴  𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟏𝟎 =  المعادلة التربيعية   𝟎

– جد الجذور التكعيبية للعدد المركب مثال : 𝟖𝒊  

 الحل :

𝒙𝟑 = −𝟖𝒊 ⟹  𝒙𝟑 + 𝟖𝒊 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟑 − 𝟖𝒊 (𝒊𝟐) =  𝟎 ⟹ 𝒙𝟑 − 𝟖𝒊𝟑 = 𝟎 

𝒙𝟑 − 𝟖𝒊𝟑 = (𝒙 − 𝟐𝒊)(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒊 + 𝟒𝒊𝟐) = (𝒙 − 𝟐𝒊)(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒊 − 𝟒) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 (𝒙 − 𝟐𝒊) = 𝟎  ⟹ 𝒙𝟏 = 𝟐𝒊 

𝒐𝒓   𝒙𝟐 + 𝟐𝒊𝒙 − 𝟒 = 𝟎 
بالدستور

⇒    𝒂 = 𝟏    ,    𝒃 = 𝟐𝒊    ,       𝒄 = −𝟒 

𝒙𝟐  =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
=  
−𝟐𝒊 ± √𝟒 𝒊𝟐 − 𝟒 (𝟏)(−𝟒)

𝟐 (𝟏)
=  
−𝟐𝒊 ± √−𝟒 + 𝟏𝟔

𝟐
 

𝒙𝟐 =
−𝟐𝒊 ± √𝟏𝟐

𝟐
  ⟹  𝒙𝟐  =  

−𝟐𝒊 ± 𝟐√𝟑

𝟐
⟹ 𝒙𝟐 = −𝒊 ±√𝟑 

,    𝟐𝒊} مجموعة الحل  ∴ −𝒊 + √𝟑    , −𝒊 − √𝟑} 
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  𝟖جد الجذور التكعيبية للعدد المركب  مثال :

 الحل : 

𝒙𝟑 = 𝟖 ⟹  𝒙𝟑 − 𝟖 = (𝒙 − 𝟐)(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 (𝒙 − 𝟐) = 𝟎  ⟹ 𝒙𝟏 = 𝟐 

𝒐𝒓   𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒 = 𝟎 
بالدستور

⇒    𝒂 = 𝟏    ,    𝒃 = 𝟐   ,       𝒄 = 𝟒 

𝒙𝟐  =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
=  
−𝟐 ± √𝟒 − 𝟒 (𝟏)(𝟒)

𝟐 (𝟏)
=  
−𝟐 ± √𝟒 − 𝟏𝟔

𝟐
 

𝒙𝟐 =
−𝟐 ± √−𝟏𝟐

𝟐
 ⟹ 𝒙𝟐 = 

−𝟐 ± √𝟏𝟐𝒊𝟐

𝟐
=
−𝟐 ± 𝟐√𝟑𝒊

𝟐
=  −𝟏 ± √𝟑𝒊 

,    𝟐} مجموعة الحل  ∴ −𝟏 + √𝟑𝒊    , −𝟏 − √𝟑𝒊} 

𝒊𝒙𝟐الحل للمعادلةالتالية موعة مج أوجد مثال : − 𝟐𝒙 − 𝟐𝒊 = 𝟎   

 الحل :

𝒊𝒙𝟐( 𝒊)نقسم المعادلة على     − 𝟐𝒙 − 𝟐𝒊 = 𝟎          

𝒊𝒙𝟐

𝒊
−
𝟐𝒙

𝒊
−
𝟐𝒊

𝒊
= 𝟎 ⟹   𝒙𝟐 −

𝟐 𝒊𝟒

𝒊
𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒊𝟑𝒙 − 𝟐 = 𝟎 

𝒙𝟐 + 𝟐𝒊𝒙 − 𝟐 = 𝟎   
بالدستور

⇒    𝒂 = 𝟏    ,    𝒃 = 𝟐𝒊  ,       𝒄 = −𝟐 

𝒙 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
=
−𝟐𝒊 ± √(𝟐𝒊)𝟐 − 𝟒(𝟏)(−𝟐)

𝟐(𝟏)
 

𝒙 =
−𝟐𝒊 ± √−𝟒 + 𝟖

𝟐
=
−𝟐𝒊 ± √𝟒

𝟐
= 
−𝟐𝒊 ± 𝟐

𝟐
= −𝒊 ± 𝟏 

𝒊−} مجموعة الحل  ∴ + 𝟏  , −𝒊 − 𝟏} 

𝒙𝟐  أوجد مجموعة الحل للمعادلة التالية  مثال : − 𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒙 + 𝟒 = 𝟎   

 الحل : 

𝒙𝟐 − 𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒙 + 𝟒 = 𝟎   
بالدستور

⇒     𝒂 = 𝟏     ,    𝒃 = −𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽     ,   𝒄 = 𝟒 

𝒙 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
=
−(−𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽) ± √(−𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐 − 𝟒 (𝟏)(𝟒)

𝟐(𝟏)
 

𝒙 =
𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽 ± √𝟏𝟔(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐 − 𝟏𝟔

𝟐
=
𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽 ± √𝟏𝟔[(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐 − 𝟏]

𝟐
 

𝒙 =
𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽 ± √𝟏𝟔[−(𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟐]

𝟐
=
𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽 ± √𝟏𝟔[(𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟐𝒊𝟐]

𝟐
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𝒙 =
𝟒𝒔𝒊𝒏𝜽 ± 𝟒𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒊 

𝟐
= 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝜽 ± 𝟐𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒊 

𝟐𝒔𝒊𝒏 𝜽} مجموعة الحل  ∴ + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒊   , 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝜽 − 𝟐𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒊} 

, 𝒙أوجد قيمة كل من  مثال : 𝒚   من المعادلة التالية(𝒙 + 𝒚𝒊)𝟐 − 
𝟖−𝟖𝒊

𝟏+𝒊
+ 𝟏𝟓 = 𝟎  

 الحل : 

(𝒙 + 𝒚𝒊)𝟐 − 
𝟖 − 𝟖𝒊

𝟏 + 𝒊
+ 𝟏𝟓 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒚𝒊 + 𝒚𝟐𝒊𝟐 = 

𝟖 − 𝟖𝒊

𝟏 + 𝒊
− 𝟏𝟓 

(𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) + 𝟐𝒙𝒚𝒊 = (
𝟖 − 𝟖𝒊

𝟏 + 𝒊
×
𝟏 − 𝒊

𝟏 − 𝒊
) − 𝟏𝟓 

(𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) + 𝟐𝒙𝒚𝒊 = (
𝟖 − 𝟖𝒊 − 𝟖𝒊 + 𝟖𝒊𝟐

𝟏𝟐 + 𝟏𝟐
) − 𝟏𝟓 

(𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) + 𝟐𝒙𝒚𝒊 = (
−𝟏𝟔𝒊

𝟐
) − 𝟏𝟓 ⟹ (𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) + 𝟐𝒙𝒚𝒊 = −𝟖𝒊 − 𝟏𝟓  

𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 = −𝟏𝟓  ……… . (𝟏) 

𝟐𝒙𝒚 =  −𝟖 ⟹ 𝒙 =  
−𝟖

𝟐𝒚
 ⟹ 𝒙 =  

−𝟒

𝒚
…… . . (𝟐) 

(
−𝟒

𝒚
)
𝟐

− 𝒚𝟐 = −𝟏𝟓  ⟹
𝟏𝟔

𝒚𝟐
− 𝒚𝟐 = −𝟏𝟓 

𝒚𝟐×نضرب  

⇒      𝟏𝟔 − 𝒚𝟒 = −𝟏𝟓𝒚𝟐 

𝒚𝟒 − 𝟏𝟓𝒚𝟐 − 𝟏𝟔 = 𝟎 ⟹ (𝒚𝟐 − 𝟏𝟔)(𝒚𝟐 + 𝟏) = 𝟎 
𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓      𝒚𝟐 − 𝟏𝟔 = 𝟎 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔 ⟹ 𝒚 = ±𝟒  

                   𝒙 =  
−𝟒

𝒚
=
−𝟒

±𝟒
⟹ 𝒙 = ∓𝟏 

𝒐𝒓     𝒚𝟐 + 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒚𝟐  تهمل   𝟏− =

𝟐√)كون المعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية وأحد جذراها  مثال : − 𝒊)
𝟐

 

(√𝟐 − 𝒊)
𝟐
= (√𝟐)

𝟐
− 𝟐√𝟐𝒊 + 𝒊𝟐 = 𝟏 − 𝟐√𝟐𝒊      الجذر الأول 

𝟏المعاملات حقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق  ∵ + 𝟐√𝟐𝒊      

(𝟏 − 𝟐√𝟐𝒊) + (𝟏 + 𝟐√𝟐𝒊) = (𝟏 + 𝟏) + (−𝟐√𝟐𝒊 + 𝟐√𝟐𝒊) =  المجموع                𝟐

(𝟏 − 𝟐√𝟐𝒊)(𝟏 + 𝟐√𝟐𝒊) = 𝟏 + 𝟐√𝟐𝒊 − 𝟐√𝟐𝒊 − (𝟐√𝟐𝒊)
𝟐
= 𝟏 + 𝟖 =  الضرب   𝟗

∵  𝒙𝟐 − ( مجموع الجذرين) 𝒙 + (حاصل ضرب الجذرين) = 𝟎 

∴  𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟗 =  المعادلة التربيعية   𝟎

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 واجبات

, 𝒙س / أوجد قيمة كل من  𝒚   من المعادلة التالية(𝒙 + 𝒚𝒊)𝟐 = 
𝟑𝟔−𝟐𝒊

𝟑+𝟐𝒊
  

,   𝒊 𝟔𝟒−) س / جد الجذور التكعيبية للاعداد التالية 𝟔𝟒   , 𝟏𝟐𝟓  , −𝟐𝟕𝒊) 

 𝟔𝟒𝒊 س / جد الجذر التربيعي للعدد
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 للواحد صحيح ةالجذور التكعيبي

𝒁𝟑 = 𝟏 ⟹ 𝒁𝟑–  𝟏 = 𝟎 ⟹ (𝒁 − 𝟏)(𝒁𝟐 + 𝒛 + 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒁 =    الجذر الأول      𝟏 

𝒐𝒓          𝒛𝟐 + 𝒛 + 𝟏 = 𝒂    بالدستور  𝟎 = 𝟏   , 𝒃 = 𝟏   ,   𝒄 = 𝟏  

𝒁 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
=
−(𝟏) ± √(𝟏)𝟐 − (𝟒)(𝟏)(𝟏)

𝟐(𝟏)
 

𝒁 =
−𝟏 ± √𝟏 − 𝟒

𝟐
=
−𝟏 ± √−𝟑

𝟐
 

𝒁 =
−𝟏 ± √𝟑𝒊

𝟐
=
−𝟏

𝟐
±
√𝟑

𝟐
𝒊 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝑧 =
−𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊 =  𝝎  الجذر الثاني     

𝒐𝒓            𝑧 =
−𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊 = 𝝎𝟐  الجذر الثالث   

  ." 𝒐𝒎𝒆𝒈𝒂يقرأ أوميكا " (𝝎)حيث أن الرمز  (𝝎,𝝎𝟐,𝟏)هناك ثلاثة جذور للواحد الصحيح وهي  ∴

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 خواص الجذور التكعيبية للواحد الصحيح

 جذران تخيليان مترافقان . 𝝎,𝝎𝟐الجذران  (1

𝟏مجموع الجذور الثلاثة يساوي صفر اي  (2 +𝝎+𝝎𝟐 = 𝟎  

𝝎𝝎𝟐حاصل ضرب الجذور الثلاثة يساوي واحد أي  (3 = 𝟏 

 :  استنتاجات لخواص الجذور

+𝝎مجموع اي جذرين = سالب الجذر الآخر مثلًا -1 𝟏 = −𝝎𝟐     ،𝟏 +𝝎𝟐 = −𝝎     ،

𝝎+𝝎𝟐 = − 𝟏    . 

𝝎𝟐اي جذر = سالب )مجموع الجذرين الآخرين( مثلًا  -2 = −𝟏 −𝝎    ،𝟏 = −𝝎−𝝎𝟐  ،

𝝎 = −𝟏 −𝝎𝟐  . 

3- 𝝎𝟑 =  𝟏 ⟹ 𝝎 = 
𝟏

𝝎𝟐
⟹𝝎𝟐 = 

𝟏

𝝎
  

 : وبالعكس اي يمكن استبدال احدهما بالآخر كما في المثالين التاليين 𝝎𝟐هي مرافق  𝝎كل  -4

(a) 𝟐 𝝎 + 𝟓𝝎𝟐 = 𝟑𝝎𝟐 + 𝟓𝝎 
(b) 𝟒𝝎 + 𝟐𝝎𝟐 = 𝟒𝝎𝟐 + 𝟐𝝎 

5- 𝝎−𝝎𝟐 = 𝝎𝟐 −𝝎 = ±√𝟑𝒊     لاحظ 

(
−𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊) − (

−𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊) =

𝟐√𝟑𝒊

𝟐
=  +√𝟑𝒊 
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(
−𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊) − (

−𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊) =

−𝟐√𝟑𝒊

𝟐
=  −√𝟑𝒊 

6- 𝝎.𝝎𝟐 = 𝝎𝟑 =   لاحظ     𝟏

(
−𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊) . (

−𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊) = (

−𝟏

𝟐
)𝟐 + (

√𝟑

𝟐
)𝟐 = 

𝟏

𝟒
+
𝟑

𝟒
= 
𝟒

𝟒
= 𝟏  

7- 𝛚𝟑𝒏+𝒓 = 𝛚𝒓  ،(𝒓 = 𝟎 , 𝟏 , 𝟐 , 𝟑 , …  عدد صحيح .  (𝒓)حيث   (

 . في عمليات التبسيط 𝛚𝟑نستخدم  -8

 (𝝎,𝝎𝟐,𝟏)مرفوعة الى قوة معينة هو أحد جذور الواحد  𝛚ومن هذه الاستنتاجات نتوصل الى أن ناتج 

 لاحظ الأمثلة التالية : 

1)  𝝎𝟒 = 𝝎𝟑 . 𝝎 = (𝟏).𝝎 =  𝝎 

2)  𝝎𝟓 = 𝝎𝟑. 𝝎𝟐 = (𝟏) . 𝝎𝟐 = 𝝎𝟐 

3)  𝝎𝟔 = (𝝎𝟑)𝟐 = 𝝎𝟑. 𝝎𝟑 = (𝟏) . (𝟏) = 𝟏 

4)  𝝎𝟖𝟏 = (𝝎𝟑)𝟐𝟕 = (𝟏)𝟐𝟕 = 𝟏 

5)  𝝎−𝟓𝟖 = 𝝎−𝟓𝟖𝝎𝟔𝟎 = 𝝎−𝟓𝟖+𝟔𝟎 = 𝝎𝟐 

6)  𝝎−𝟒 =
𝟏

𝝎𝟒
=

𝟏

𝝎𝟑.𝝎 
=
𝟏

𝝎
=
𝝎𝟑

𝝎
= 𝝎𝟐 

7) 𝝎−𝟐𝟐 =
𝟏

𝝎𝟐𝟐
=

𝟏

(𝝎𝟑)𝟕.  𝝎 
=

𝟏

(𝟏)𝟕 .  𝝎
=
𝝎𝟑

𝝎
= 𝝎𝟐 

8)  𝝎𝟔𝒏+𝟓 = 𝝎𝟔𝒏. 𝝎𝟓 = (𝝎𝟑)𝟐𝒏 . 𝝎𝟓 = (𝟏)𝟐𝒏𝝎𝟓 = 𝝎𝟓 = 𝝎𝟑. 𝝎𝟐 = 𝝎𝟐 

9)  𝝎𝟕 +𝝎𝟓 + 𝟏 = 𝟎 

𝐋𝐇𝐒:  𝝎𝟕 +𝝎𝟓 + 𝟏 =  (𝝎𝟑)𝟐.  𝝎 + 𝝎𝟑. 𝝎𝟐 + 𝟏 = 𝝎 +𝝎𝟐 + 𝟏 = 𝟎 ∶ 𝐑𝐇𝑺 

10) 𝝎−𝟔𝒏−𝟓 = 𝝎(−𝟏)(𝟔𝒏+𝟓) = 𝝎−𝟏. 𝝎𝟔𝒏+𝟓 =
𝝎𝟔𝒏+𝟓

𝝎
=
(𝝎𝟑)𝟐𝒏.𝝎𝟓

𝝎
 

𝟏 .  𝝎𝟑. 𝝎𝟐

𝝎
=
𝝎𝟐

𝝎
= 𝝎 

11)   𝟐 + 𝟐𝝎 + 𝟐𝝎𝟐 = 𝟐(𝟏 +𝝎+𝝎𝟐) = 𝟐(𝟎) = 𝟎 

12) (2+5ω+5ω2)3 = [2+5(ω+ω2)]3=[2 – 5]3= (−𝟑)3=−𝟐𝟕 

13) −𝟒(2+ω+2ω2)9 =−𝟒[ω+2(1+ω2)]9= −𝟒[𝝎 − 𝟐𝝎]9 

    −𝟒[(−𝝎)9]= −4(−𝝎9)=4 

14)  (𝟑 − 𝟐𝝎)2+(𝟑 − 𝟐ω2)2=9 – 12ω+4ω2+𝟗 − 𝟏𝟐ω2+4ω4  

= 𝟗 − 𝟏𝟐𝝎+4ω2+𝟗 − 𝟏𝟐ω2+4ω =𝟏𝟖 − 𝟖𝝎− 𝟖ω2= 𝟏𝟖 − 𝟖(ω+ω2)  

=18+8=26 
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 اثبت أن  مثال :

𝟏) (
𝟏

𝟏 + 𝝎𝟐
−

𝟏

𝟏 +𝝎
)𝟐 = −𝟑 

𝐋𝐇𝐒:  (
𝟏

𝟏 + 𝝎𝟐
−

𝟏

𝟏 +𝝎
)𝟐 = (

𝟏

−𝝎
−

𝟏

−𝝎𝟐
)𝟐 = (

𝝎𝟑

−𝝎
−
𝝎𝟑

−𝝎𝟐
)𝟐 

               = (−𝝎𝟐 +𝝎)2=ω4−2ω3+ω2  =ω−2+ω2= −𝟏 − 𝟐 = −𝟑 ∶ 𝐑𝐇𝐒 

𝟐) (
𝟏

𝟐 − 𝝎
−

𝟏

𝟐 −𝝎𝟐
)𝟐 =

−𝟑

𝟒𝟗
 

𝐋𝐇𝐒 ∶ (
𝟏

𝟐 − 𝝎
−

𝟏

𝟐 −𝝎𝟐
)𝟐 = (

(𝟐 − 𝝎𝟐) − (𝟐 − 𝝎)

(𝟐 − 𝝎𝟐)(𝟐 − 𝝎)
)𝟐 = (

𝟐 − 𝝎𝟐 − 𝟐 +𝝎

𝟒 − 𝟐𝝎− 𝟐𝝎𝟐 +𝝎𝟑
)𝟐 

= (
−𝝎𝟐 +𝝎

𝟒− 𝟐(𝝎 +𝝎𝟐) + 𝟏
)𝟐 = (

−𝝎𝟐 +𝝎

𝟓 + 𝟐
)𝟐 =

(−𝝎𝟐 +𝝎)𝟐

(𝟕)𝟐
=
𝝎𝟒 − 𝟐𝝎𝟑 +𝝎𝟐

𝟒𝟗
 

=
𝝎 − 𝟐 +𝝎𝟐

𝟒𝟗
=
−𝟏 − 𝟐

𝟒𝟗
=
−𝟑

𝟒𝟗
 ∶ 𝐑𝐇𝐒 

𝟑) (
𝟏

𝝎
−
𝟏

𝝎𝟐
)𝟐 (𝟐 +

𝟐

𝝎
)(

−𝟏

𝟏 +𝝎𝟐
) = 𝟔 

𝐋𝐇𝐒 ∶ (
𝟏

𝝎
−
𝟏

𝝎𝟐
)𝟐 (𝟐 +

𝟐

𝝎
)(

−𝟏

𝟏 +𝝎𝟐
) = (

𝝎𝟑

𝝎
−
𝝎𝟑

𝝎𝟐
)𝟐 (𝟐 +

𝟐𝝎𝟑

𝝎
)(
−𝝎𝟑

−𝝎
) 

                  =(ω2−ω)2(2+2ω2)(ω2)=(ω4−2ω3+ω2)(2)(1+ω2)(ω2) 

                  =(𝝎 − 𝟐 +𝝎𝟐)(2)(−𝝎)(ω2)=(−𝟏 − 𝟐)(−𝟐ω3)=(−𝟑)(−𝟐) = 𝟔 : RHS 

𝟒)
𝛚𝟏𝟒 +𝛚𝟕 − 𝟏

𝛚𝟏𝟎 +𝛚𝟓 − 𝟐
=
𝟐

𝟑
 

𝐋𝐇𝐒 ∶   
𝝎𝟏𝟒 + 𝝎𝟕 − 𝟏

𝝎𝟏𝟎 + 𝝎𝟓 − 𝟐
=
(𝝎𝟑)𝟒𝝎𝟐 + (𝝎𝟑)𝟐. 𝝎 − 𝟏

(𝝎𝟑)𝟑. 𝝎 + 𝝎𝟑𝝎𝟐 − 𝟐
=
𝝎𝟐 + 𝝎 − 𝟏

𝝎 + 𝝎𝟐 − 𝟐
=
−𝟏 − 𝟏

−𝟏 − 𝟐
=
−𝟐

−𝟑
=
𝟐

𝟑
∶ 𝐑𝐇𝐒 

𝟓) (𝟏 −
𝟐

𝝎𝟐
+𝝎𝟐) (𝟏 + 𝝎 −

𝟓

𝝎
) = 𝟏𝟖 ∶ 𝐑𝐇𝐒 

𝐋𝐇𝐒 ∶  (𝟏 −
𝟐

𝝎𝟐
+𝝎𝟐) (𝟏 + 𝝎−

𝟓

𝝎
)  =  (𝟏 −

𝟐𝝎𝟑

𝝎𝟐
+𝝎𝟐) (𝟏 + 𝝎−

𝟓𝝎𝟑

𝝎
) 

= (𝟏 − 𝟐𝝎+ 𝝎𝟐)(𝟏 + 𝝎− 𝟓𝝎𝟐) = (𝟏 + 𝝎𝟐 − 𝟐𝝎)(𝟏 + 𝝎− 𝟓𝝎𝟐) 

= (−𝝎− 𝟐𝝎)(−𝝎𝟐 − 𝟓𝝎𝟐) = (−𝟑𝝎)(−𝟔𝝎𝟐) = 𝟏𝟖𝝎𝟑 = 𝟏𝟖 ∶ 𝐑𝐇𝐒 

𝟔) (1+ω2)3+(1+ω)3=−𝟐 

𝐋𝐇𝐒 : (1+ω2)3+(1+ω)3=(−𝝎)3+(−ω2)3=(−ω)3+(−ω3)2= −ω3−(ω3)2 

         = −𝟏 − 𝟏 = −𝟐 ∶ 𝐑𝐇𝐒 
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𝟕)
𝛚

(𝟐+𝟓𝛚+𝟐𝛚𝟐)𝟐
+

𝛚𝟐

(𝟐+𝟐𝛚+𝟓𝛚𝟐)𝟐
= −

𝟏

𝟗
  

        𝐋𝐇𝐒 ∶
𝝎

[𝟐(𝟏+𝝎𝟐)+𝟓𝝎]𝟐
+

𝝎𝟐

[𝟐(𝟏+𝝎)+𝟓𝝎𝟐]𝟐
=

𝝎

[−𝟐𝝎+𝟓𝝎]𝟐
+

𝝎𝟐

[−𝟐𝝎𝟐+𝟓𝝎𝟐]𝟐
 

                =
𝝎

[𝟑𝝎]𝟐
+

𝝎𝟐

[𝟑𝝎𝟐]𝟐
=

𝝎

𝟗𝝎𝟐
+

𝝎𝟐

𝟗𝝎𝟒
=

𝝎

𝟗𝝎𝟐
+

𝟏

𝟗𝝎𝟐
=
𝝎+𝟏

𝟗𝝎𝟐
=
−𝝎𝟐

𝟗𝝎𝟐
= −

𝟏

𝟗
 ∶ 𝐑𝐇𝐒 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒙) اثبت ان  𝟏 + 𝒚𝒊) = (𝟏 + 𝟐𝝎+
𝟏

𝛚
 مثال : اذا كان 𝟐(

 الحل : 

(1+2ω+ 
𝟏

𝛚
)2=(1+2ω+

𝛚𝟑

𝛚
)2=(1+2ω+ω2)2=(−𝝎 + 𝟐𝝎)2=ω2= 

−𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊 

        𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = (
−𝟏

𝟐
)𝟐 + (−

√𝟑

𝟐
)𝟐 =

𝟏

𝟒
+
𝟑

𝟒
=
𝟒

𝟒
= 𝟏 

 :  جد بابسط صورة : مثال

𝟏) ω(𝟏 + 𝒊)4−(5+3ω+5ω2)2     )2009 وزاري(  

      ω(𝟏 + 𝒊)4−(5+3ω+5ω2)2 = ω[(𝟏 + 𝒊)2]2−[3ω+5(1+ω2)]2        

          = ω(𝟏 + 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐)2−(𝟑𝝎−5ω)2 = ω(2i)2−(−𝟐𝝎)2 

          = −𝟒𝝎− 𝟒𝝎𝟐=−𝟒(ω+ω2) =  −𝟒(−𝟏) = 𝟒 

𝟐) 
𝟓𝝎 + 𝟑

𝟑𝝎𝟐 + 𝟓
= (
𝟓𝝎+ 𝟑𝝎𝟑

𝟑𝝎𝟐 + 𝟓
)𝟑 = (

𝝎(𝟓 + 𝟑𝝎𝟐)

𝟑𝝎𝟐 + 𝟓
)𝟑 = 𝝎𝟑 = 𝟏 

 2ω+4ω,    (3+5   2)2ω+5ω(4+5(6:  المعادلة التربيعية التي جذراها كون مثال :

 : الحل 

         𝒉 = (4+5ω+5ω2)2=[4+5(ω+ω2)]2=(4−5)2=(−𝟏)2=1 

          𝒌 = (3+5ω+4ω2)6=[3+5ω+4(−𝟏 −𝝎)]6=[3+5ω−𝟒 − 𝟒𝝎]6=[−𝟏 +𝝎]6 

          𝒌 = [(−1+ω)2]3=(1−2ω+ω2)3=(1+𝛚𝟐 −2ω)3 =(−𝝎−2ω)3=(−𝟑𝝎)3=−27 

         (𝒉 + 𝒌) = (𝟏) + (−𝟐𝟕) = −𝟐𝟔 

         (𝒉 . 𝒌) = (𝟏)(−𝟐𝟕) = −𝟐7 

         𝒙2 − (−𝟐𝟔)𝒙 − 𝟐𝟕 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 + 𝟐𝟔𝒙 − 𝟐𝟕 =   التربيعية   المعادلة  𝟎
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)  : المعادلة التربيعية التي جذراها كون مثال :
𝟐

𝝎
+ 𝟑𝝎𝒊) , (

𝟐

𝛚𝟐
+ 𝟑𝝎𝟐𝒊) 

 الحل : 

         h = (
𝟐

𝛚
+ 𝟑𝛚𝐢) = (

𝟐𝛚𝟑

𝝎
+ 𝟑𝝎𝒊) = (𝟐𝛚𝟐 + 𝟑𝝎𝒊) 

          k = (
𝟐

𝝎𝟐
+ 𝟑𝝎𝟐𝒊) = (

𝟐𝝎𝟑

𝝎𝟐
+ 𝟑𝝎𝟐𝒊) = (𝟐𝝎+ 𝟑𝛚𝟐𝐢) 

          (𝒉 + 𝒌) =(2𝛚𝟐+3ωi)+(2ω+3ω2i)=2 (𝛚𝟐 +𝝎) + 𝟑(𝝎 +𝝎𝟐)𝒊 = −𝟐 − 𝟑𝒊 

         𝒉 . 𝒌 =(2ω2+3ωi)(2ω+3ω2i)=(4ω3−9ω3)+(6ω4+6ω2)𝒊 

         𝒉 . 𝒌 = (𝟒 − 𝟗) + 𝟔(𝝎+𝝎𝟐)𝒊 = −𝟓 − 𝟔𝒊 

          𝒙2 − (−𝟐 − 𝟑𝒊)𝒙 + (−𝟓 − 𝟔𝒊) =                             التربيعيةالمعادلة  𝟎

,   𝑖كون المعادلة التربيعية التي جذراها :  مثال : 𝒌 =  1 − 𝝎𝑖    2ω𝒉 =  𝟏 − 

 الحل :

       𝒉 +  𝒌 = (1−𝝎𝟐𝒊)+(1−𝝎𝒊)=(1+1)+( −ω2−ω)𝒊 = 𝟐 + 𝒊 

       𝒉 . 𝒌 = (1 − 𝝎𝟐𝒊)(1 − 𝝎𝒊)=(1−ω3)+( −ω2−ω)𝒊 = 𝒊 

      𝒙𝟐 − (𝟐 + 𝒊)𝒙 + 𝒊 =  المعادلة التربيعية           𝟎 

):  هااالمعادلة التربيعية التي جذر كون  مثال :
𝟑𝒊

𝝎
−
𝟐𝝎

𝒊
) , (

𝟑𝒊

𝝎𝟐
−
𝟐𝝎𝟐

𝒊
) 

         𝒉 = (
𝟑𝒊

𝝎
−
𝟐𝝎

𝒊
) = (

𝟑𝝎𝟑𝒊

𝝎
−
𝟐𝝎

𝒊
.
−𝒊

−𝒊
) = (𝟑𝝎𝟐𝒊 + 𝟐𝝎𝒊) = (𝟑𝝎𝟐 + 𝟐𝝎)𝒊 

         𝒌 = (
𝟑𝒊

𝝎𝟐
−
𝟐𝝎𝟐

𝒊
) = (

𝟑𝝎𝟑𝒊

𝝎𝟐
−
𝟐𝝎𝟐

𝒊
.
−𝒊

−𝒊
) = (𝟑𝝎𝒊 + 𝟐𝝎𝟐𝒊) = (𝟑𝝎 + 𝟐𝝎𝟐)𝒊 

        𝒉 +  𝒌 = (3ω2+2ω)𝒊+(3ω+2ω2)𝒊=(5ω2+5ω)𝒊 = 5(ω2+ω)𝒊 =  −𝟓𝒊 

        𝒉 . 𝒌 = (3ω2+2ω)𝒊 . (3ω+2ω2)𝒊 = −(9ω3+6ω4+6ω2+4ω3) 

       𝒉 . 𝒌 =−[(13)+6(ω+ω2)]= −(𝟏𝟑 − 𝟔) = −𝟕 

      𝒙𝟐 − (−𝟓𝒊)𝒙 + (−𝟕) =             التربيعيةالمعادلة  𝟎

   التربيعية التي جذراها كون المعادلة مثال :
𝟐

𝟏− 𝝎𝟐
   ,    

𝟐

𝟏−𝝎
 

𝒉                    :الحل  =  
𝟐

𝟏− 𝝎𝟐
         ,         𝒌 =  

𝟐

𝟏−𝝎
 

𝒉 +  𝒌 =  
𝟐

𝟏 − 𝝎𝟐
+ 

𝟐

𝟏 − 𝝎
= 
𝟐 (𝟏 − 𝝎) + 𝟐 (𝟏 − 𝝎𝟐)

(𝟏 − 𝝎𝟐)(𝟏 − 𝝎)
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𝒉 + 𝒌 = 
𝟐 − 𝟐𝝎+ 𝟐 − 𝟐𝝎𝟐

𝟏 −𝝎 −𝝎𝟐 + 𝝎𝟑
= 
𝟒 − 𝟐 (𝝎 + 𝝎𝟐)

𝟐 − 𝝎−𝝎𝟐
= 
𝟒 + 𝟐

𝟐 + 𝟏
=
𝟔

𝟑
= 𝟐 

𝒉 . 𝒌 = (
𝟐

𝟏 − 𝝎𝟐
) (

𝟐

𝟏 −𝝎
) =  

𝟒

𝟏 − 𝝎− 𝝎𝟐 + 𝝎𝟑
= 
𝟒

𝟑
 

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 +
𝟒

𝟑
=  المعادلة التربيعية      𝟎

 أوجد قيمة كل مما يأتي :  مثال :

1) (
𝟏

𝟑+𝟒𝝎+𝟓𝝎𝟐
− 

𝟏

𝟑+𝟓𝝎+𝟒𝝎𝟐
)
𝟐

 

= (
𝟏

𝟑 + 𝟒(−𝟏 − 𝝎𝟐) + 𝟓𝝎𝟐
− 

𝟏

𝟑 + 𝟓(−𝟏 − 𝝎𝟐) + 𝟒𝝎𝟐
)𝟐 

=  (
𝟏

𝟑 − 𝟒 − 𝟒𝝎𝟐 + 𝟓𝝎𝟐
− 

𝟏

𝟑 − 𝟓 − 𝟓 𝝎𝟐 + 𝟒𝝎𝟐
)
𝟐

 

= (
𝟏

−𝟏 +𝝎𝟐
− 

𝟏

−𝟐 − 𝝎𝟐
)
𝟐

 

= (
−𝟐 − 𝝎𝟐 − (−𝟏 + 𝝎𝟐)

(−𝟏 + 𝝎𝟐)(−𝟐 − 𝝎𝟐)
)

𝟐

= (
−𝟐 + 𝟏 − 𝝎𝟐−𝝎𝟐

𝟐 + 𝝎𝟐 − 2𝝎𝟐 −𝝎𝟒
)

𝟐

= (
−𝟏 − 𝟐𝝎𝟐

𝟐 + (−𝝎𝟐 −𝝎)
)

𝟐

 

=  (
−𝟏 − 𝟐𝝎𝟐

𝟐 + 𝟏
)

𝟐

= (
−𝟏 − 𝟐𝝎𝟐

𝟑
)

𝟐

=
𝟏 + 𝟒𝝎𝟐 + 𝟒𝝎𝟒

𝟗
=
𝟏 + 𝟒𝝎𝟐(1 + 𝝎𝟐)

𝟗
 

=
𝟏 + 𝟒𝝎𝟐(−𝝎)

𝟗
=  
𝟏 − 𝟒 𝝎𝟑

𝟗
= 
𝟏 − 𝟒 

𝟗
=  
−𝟑

𝟗
=  
−𝟏

𝟑
 

2) (√𝟏 +𝝎𝟏𝟑 + √𝟏 +𝝎𝟏𝟒)
𝟐

 

=  (√𝟏 + 𝝎+√𝟏 +𝝎𝟐)
𝟐

= (√−𝝎𝟐 + √−𝝎)
𝟐

 

=  (√𝝎𝟐𝒊 + √𝝎𝒊 )
𝟐

= (𝝎𝒊 + 𝝎𝟐𝒊 )𝟐 = (𝒊(𝝎 + 𝝎𝟐))
𝟐
= (−𝒊)𝟐 

=  𝒊𝟐 = −𝟏  

3) 
𝟏− 𝝎𝟐+𝝎

𝟏+𝒊+𝝎+𝝎𝒊
 

=
𝟏 + 𝝎− 𝝎𝟐

𝟏 + 𝒊 + 𝝎(𝟏 + 𝒊)
=  

− 𝝎𝟐 − 𝝎𝟐

(𝟏 + 𝒊)(− 𝝎𝟐)
=  

−𝟐𝝎𝟐

(𝟏 + 𝒊)(−𝝎𝟐)
 



 

40 

= 
𝟐

𝟏 + 𝒊 
 .
𝟏 − 𝒊 

𝟏 − 𝒊
=  
𝟐 (𝟏 − 𝒊)

𝟐
= 𝟏 − 𝒊  

4) (
√𝟐

𝝎
+ 𝟑 √𝟐 𝝎 + √𝟐)

𝟐

(
𝟏

𝝎
+ 𝟒𝝎+ 𝟏) 

=  (
√𝟐𝝎𝟑

𝝎
+ 𝟑 √𝟐 𝝎 + √𝟐)

𝟐

(
𝝎𝟑

𝝎
+ 𝟒𝝎+ 𝟏) 

=  (√𝟐𝝎𝟐 + 𝟑 √𝟐 𝝎 + √𝟐)
𝟐
(𝝎𝟐 + 𝟒𝝎+ 𝟏) 

= [√𝟐(𝝎𝟐 + 𝟑 𝝎 + 𝟏)]𝟐(𝝎𝟐 + 𝟒𝝎+ 𝟏) 

= (√𝟐[(𝝎𝟐 + 𝟏) + 𝟑𝝎])𝟐(𝝎𝟐 + 𝟏 + 𝟒𝝎) = (√𝟐[(−𝝎) + 𝟑𝝎])
𝟐
(−𝝎+ 𝟒𝝎) 

=   (√𝟐(𝟐𝝎))
𝟐
(𝟑𝝎) = (𝟖𝝎𝟐)(𝟑𝝎) = 𝟐𝟒 𝝎𝟑 = 𝟐𝟒   

𝑎( اذا كان 5 = (
−1

2
+
√−3

2
𝒂𝟏𝟐)فإثبت أن   ( + 𝒂𝟐𝟐 + 𝒂𝟐𝟑 = .𝒂𝟗وكذلك ) (𝟎 𝒂𝟏𝟔. 𝒂𝟑𝟐 = 𝟏) 

∵  (
−1

2
+
√−3

2
) =  

−1

2
+
√3𝑖

2
= 𝝎  

𝒂𝟏𝟐 + 𝒂𝟐𝟐 + 𝒂𝟐𝟑 = 𝝎𝟏𝟐 +𝝎𝟐𝟐 +𝝎𝟐𝟑 = (𝝎𝟑)𝟒 + (𝝎𝟑)𝟕𝝎+ (𝝎𝟑)𝟕 𝝎𝟐 = 𝟏 +𝝎+𝝎𝟐 = 𝟎 

𝒂𝟗. 𝒂𝟏𝟔. 𝒂𝟑𝟐 = 𝝎𝟗. 𝝎𝟏𝟔. 𝝎𝟑𝟐 = 𝟏 . 𝝎 . 𝝎𝟐 = 𝝎𝟑 = 𝟏 

√برهن أن     مثال :
𝟏

𝟏+𝝎𝟐
+
𝟐+𝝎𝟐

 𝝎𝟒
= 𝒊 

 الحل : 

√
𝟏

𝟏 +𝝎𝟐
+
𝟐 +𝝎𝟐

 𝝎𝟒
= √

𝟏

−𝝎
+
𝟐 +𝝎𝟐

 𝝎
=  √

𝟏 − (𝟐 + 𝝎𝟐)

−𝝎
= √

−𝟏 −𝝎𝟐

−𝝎
= √

𝝎

−𝝎
= √−𝟏 = 𝒊 

𝝎)برهن أن  مثال : − 𝝎𝟐)𝟖 = 𝟖𝟏 

 الحل : 

(𝝎 − 𝝎𝟐)𝟖 = [(𝝎 − 𝝎𝟐)𝟐]
4
= [𝝎𝟐−2𝝎 .𝝎𝟐 +𝝎𝟒]

4
= [𝝎𝟐 +  𝝎𝟒 −2]

4
= [−𝟏 − 𝟐]4 

                   = [−𝟑]4 = [(−𝟑)𝟐]2 = [𝟗]2 = 81 

𝟏)برهن أن     مثال : + 𝝎𝟒)𝟑 + (𝟏 − 𝝎𝟕 −𝝎𝟖)𝟑 = 7 

 الحل : 

(𝟏 +𝝎𝟒)𝟑 + (𝟏 − 𝝎𝟕 −𝝎𝟖)𝟑 = (𝟏 + 𝝎)𝟑 + (𝟏 − 𝝎−𝝎𝟐)𝟑 = (−𝝎𝟐)𝟑 + (𝟏 − (𝝎 +𝝎𝟐))
𝟑

 

        = (−𝝎𝟔) + (𝟏 − (−𝟏))
𝟑
= −𝟏 + (𝟐)𝟑 = −𝟏 + 𝟖 = 𝟕 
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)أوجد الناتج    مثال :
1

𝝎𝟒
−

1

𝝎𝟐
) (2𝝎𝟔 +

2

𝝎
) (

−𝝎𝟔

1+𝝎𝟓
) 

 الحل : 

(
1

𝝎𝟒
−
1

𝝎𝟐
) (2𝝎𝟔 +

2

𝝎
) (

−𝝎𝟔

1 + 𝝎𝟓
) =  (

1

𝝎
−
1

𝝎𝟐
) (2 +

2

𝝎
) (

−𝟏

1 + 𝝎𝟐
) 

=  (
𝝎𝟑

𝝎
−
𝝎𝟑

𝝎𝟐
) (2 +

𝟐𝝎𝟑

𝝎
) (
−𝟏

−𝝎
) = (𝝎𝟐 − 𝝎)(𝟐 + 𝟐𝝎𝟐) (

𝝎𝟑

𝝎
) 

= (𝝎𝟐 −𝝎)(𝟐 + 𝟐𝝎𝟐)(𝝎𝟐) = (𝝎𝟐 −𝝎)[𝟐(𝝎𝟐) + 𝟐𝝎𝟐(𝝎𝟐)] = (𝝎𝟐 −𝝎)[𝟐𝝎𝟐+2𝝎] 

= (𝝎𝟐 − 𝝎)[𝟐(𝝎𝟐 + 𝝎)] =  (𝝎𝟐 − 𝝎)[𝟐(−𝟏)] = −𝟐(±√𝟑𝒊) =  ∓𝟐√𝟑𝒊 

, 𝒙جد ناتج  مثال : 𝒚     : والتي تحققق المعادلة التالية𝒙 + 𝒚𝒊 =  
−𝟖

𝝎𝟐
  

 بطريقتين  يحلالحل : 

𝒙         الطريقة الأولى : + 𝒚𝒊 =  
−𝟖

𝝎𝟐
= −𝟖𝝎 =  −𝟖 (

−𝟏

𝟐
+
√𝟑𝒊

𝟐
) = 𝟒 − 𝟒√𝟑𝒊   

𝒙 + 𝒚𝒊 = 𝟒 − 𝟒√𝟑𝒊 ⟹  𝒙 = 𝟒    ,    𝒚 =  −𝟒√𝟑  

 الطريقة الثانية : 

𝒙 + 𝒚𝒊 =  
−𝟖

𝝎𝟐
= 

−𝟖

−𝟏
𝟐
−
√𝟑𝒊
𝟐

=
−𝟖

−𝟏
𝟐
−
√𝟑𝒊
𝟐

×

−𝟏
𝟐
+
√𝟑𝒊
𝟐

−𝟏
𝟐
+
√𝟑𝒊
𝟐

=
𝟒 − 𝟒√𝟑𝒊

(
𝟏
𝟐
)
𝟐

+(
√𝟑
𝟐
)

𝟐

 

 

𝒙 + 𝒚𝒊 =  
𝟒 − 𝟒√𝟑𝒊

𝟏
𝟒
+
𝟑
𝟒
 
=  
𝟒 − 𝟒√𝟑𝒊

𝟏 
= 𝟒 − 𝟒√𝟑𝒊 ⟹ 𝒙 + 𝒚𝒊 = 𝟒 − 𝟒√𝟑𝒊  

 𝒙 = 𝟒    ,    𝒚 =  −𝟒√𝟑  

فهناك بعض الطرق الاساسية التي تستخدم في تبسيط حل المسائل  𝝎طريقة حل المسائل التي تحتوي على 

 وهي كالاتي  : 

 الطريقة الأولى : ايجاد العامل المشترك 

 :ما يأتي جد قيمة  مثال :

a) √
𝟐+𝟏𝟏𝝎+𝟏𝟏𝝎𝟐

𝟐−𝟓𝝎−𝟓𝝎𝟐
= √

𝟐+𝟏𝟏(𝝎+𝝎𝟐)

𝟐−𝟓(𝝎+𝝎𝟐)
= √

𝟐−𝟏𝟏

𝟐+𝟓
= √

−𝟗

𝟕
=
𝟑𝒊

√𝟕
 

b) √
𝟏+𝟏𝟎𝝎+𝟏𝟎𝝎𝟐

𝟏−𝟑𝝎−𝟑𝝎𝟐
= √

𝟏+𝟏𝟎(𝝎+𝝎𝟐)

𝟏−𝟑(𝝎+𝝎𝟐)
= √

𝟏−𝟏𝟎

𝟏+𝟑
= √

−𝟗

𝟒
=
𝟑𝒊

𝟐
 

, 𝒙جد قيم  مثال : 𝒚    : التي تحقق المعادلة 

 الحل : 

𝒙 + 𝒚𝒊 = (√𝟏 +𝝎𝟑𝟐 +√𝟏 +𝝎𝟔𝟏)
𝟐

−
𝟑 + 𝒊

𝟏 + 𝒊
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𝒙 + 𝒚𝒊 = (√𝟏 + 𝝎𝟑𝟐 +√𝟏 +𝝎𝟔𝟏)
𝟐

−
𝟑 + 𝒊

𝟏 + 𝒊
= (√𝟏 + 𝝎𝟐 + √𝟏 +𝝎)

𝟐

−
𝟑 + 𝒊

𝟏 + 𝒊
×
𝟏 − 𝒊

𝟏 − 𝒊
 

𝒙 + 𝒚𝒊 = (√−𝝎+√−𝝎𝟐)
𝟐

−
𝟑 − 𝟑𝒊 + 𝒊 − 𝒊𝟐

𝟏𝟐 + 𝟏𝟐
= (√−𝝎𝝎𝟑 + 𝒊𝝎)

𝟐

−
𝟒 − 𝟐𝒊

𝟐
 

𝒙 + 𝒚𝒊 = (√−𝝎𝟒 + 𝒊𝝎)
𝟐

−
𝟒

𝟐
−
𝟐𝒊

𝟐
= (𝒊𝝎𝟐 + 𝒊𝝎)𝟐 −

𝟒 − 𝟐𝒊

𝟐
= [𝒊(𝝎𝟐 +𝝎)]𝟐 − (𝟐 − 𝒊) 

𝒙 + 𝒚𝒊 = [𝒊(−𝟏)]𝟐 − (𝟐 − 𝒊) = −𝟏 − (𝟐 − 𝒊) =  −𝟑 + 𝒊  

𝒙 =  −𝟑     ,     𝒚 = 𝟏  

, 𝒙جد قيم  مثال : 𝒚    : التي تحقق المعادلة 

 الحل : 

𝒙𝝎 + 𝒚𝝎𝒊 = (
𝒊𝝎𝟐 + 𝒊

𝝎𝟐
)

𝟏
𝟐

 

𝒙𝝎 + 𝒚𝝎𝒊 = (
𝒊𝝎𝟐 + 𝒊

𝝎𝟐
)

𝟏
𝟐

⟹𝝎(𝒙 + 𝒚𝒊) = (
𝒊(𝝎𝟐 + 𝟏)

𝝎𝟐
)

𝟏
𝟐

 

⟹ 𝝎(𝒙 + 𝒚𝒊) = (
𝒊(−𝝎)

𝝎𝟐
)

𝟏
𝟐

= (
−𝒊

𝝎
)

𝟏
𝟐
 ⟹ 𝝎(𝒙 + 𝒚𝒊) =  (

−𝒊(𝝎𝟑)

𝝎
)

𝟏
𝟐

 

⟹ 𝝎(𝒙 + 𝒚𝒊) =  (−𝒊𝝎𝟐)
𝟏
𝟐 = √−𝒊𝝎𝟐  ⟹ 𝝎(𝒙 + 𝒚𝒊) = 𝝎√−𝒊 

(𝒙 + 𝒚𝒊) = √−𝒊     بلتربيع للطرفين 

(𝒙 + 𝒚𝒊)𝟐 = −𝒊  

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒚𝒊 − 𝒚𝟐 = 𝟎 − 𝒊 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝒚𝒊 = 𝟎 − 𝒊 

𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 = 𝟎 … . . . (𝟏) 

𝟐𝒙𝒚 = −𝟏 ………(𝟐) 

𝒚 =  
−𝟏

𝟐𝒙
    … .… . . (    1في ))*( نعوض معادلة       (∗)  

𝒙2 − 
𝟏

𝟒𝒙𝟐
= 𝟎 

𝟒𝒙𝟐×نضرب 

⇒      𝟒𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ (𝟐𝒙𝟐 − 𝟏)(𝟐𝒙𝟐 + 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝟐𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹  𝒙𝟐= 
𝟏

𝟐
⟹ 𝒙 = ±

𝟏

√𝟐
⟹  𝒚 =

−𝟏

𝟐 (± 
𝟏

√𝟐
)
=

−𝟏

√𝟐 √𝟐(± 
𝟏

√𝟐
)
= ∓

𝟏

√𝟐
  

𝒐𝒓         𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝟎 ⟹  𝟐𝒙𝟐 =   يهمل   𝟏−

−𝟏

√𝟐
+

𝟏

√𝟐
𝒊     ,   

𝟏

√𝟐
−

𝟏

√𝟐
𝒊 الجذران هما          ∴ 
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𝟏) جد قيمة الآتي : مثال : − 𝒊)𝟒 − (𝟓 + 𝟑𝝎+ 𝟓𝝎𝟐)𝟑 

 الحل :

(𝟏 − 𝒊)𝟒 − (𝟓 + 𝟑𝝎+ 𝟓𝝎𝟐)𝟑 = [(𝟏 − 𝒊)2]𝟐 − (𝟓 + 𝟑𝝎+ 𝟓(−1 −𝝎))
𝟑

 
[𝟏 − 𝟐𝒊 + 𝒊𝟐]𝟐 − (𝟓 + 𝟑𝝎− 𝟓 − 𝟓𝝎)𝟑 = [−𝟐𝒊]𝟐 − (−𝟐𝝎)𝟑 = 𝟒𝒊𝟐 + 𝟖𝝎𝟑 = −𝟒 + 𝟖 = 𝟒 

+𝟐𝝎)  كون المعادلة التربيعية التي جذراها   مثال : 𝟐𝝎𝟐 − 𝟏)𝟐    ,    (𝟐 − 𝟐𝝎 − 𝟐𝝎𝟐)𝟐 

(𝟐𝝎 + 𝟐𝝎𝟐 − 𝟏)𝟐 = (𝟐𝝎 + 𝟐(−𝟏 − 𝝎) − 𝟏)𝟐 = (𝟐𝝎− 𝟐 − 𝟐𝝎− 𝟏)𝟐 = (−𝟑)𝟐 =   الجذر الأول 𝟗

(𝟐 − 𝟐𝝎 − 𝟐𝝎𝟐)
𝟐
=  (𝟐 − 𝟐𝝎 − 𝟐(−𝟏 −𝝎))

𝟐
= (𝟐 − 𝟐𝝎+ 𝟐 + 𝟐𝝎)𝟐 = (𝟒)𝟐 =  الجذر الثاني             𝟏𝟔

𝟗 + 𝟏𝟔 =   مجموع الجذرين             𝟐𝟓

(𝟗) . (𝟏𝟔) =   ضرب الجذرين     𝟏𝟒𝟒

∵    𝒙𝟐 − (مجموع الجذرين) 𝒙 + حاصل ضرب الجذرين = 𝟎       

∴  𝒙𝟐 − 𝟐𝟓𝒙 + 𝟏𝟒𝟒 =  المعادلة التربيعية       𝟎

 يقة الثانية : طريقة الاستبدال الطر

 2ω+4ω+3)2(2   ناتج  جد  مثال :

  (3+2ω+4ω2)2 = [3+2ω+4(−𝟏 −𝝎)]2 = (𝟑 + 𝟐𝝎− 𝟒 − 𝟒𝝎)2 

                                  = (−𝟏 − 𝟐𝝎)2=1+4ω+4ω2=1+4(ω+ω2)=𝟏 − 𝟒 = −𝟑 

 الطريقة الثالثة : معاملات البسط والمقام متساوية 

 جد ناتج      مثال :
𝟏𝟎𝝎+𝟑

𝟑𝝎𝟐+𝟏𝟎
  

𝟏𝟎𝛚 + 𝟑

𝟑𝛚𝟐 + 𝟏𝟎
=  
𝟏𝟎𝛚+ 𝟑𝛚𝟑

𝟑𝛚𝟐 + 𝟏𝟎
= 
𝛚(𝟏𝟎 + 𝟑𝛚𝟐)

𝟑𝛚𝟐 + 𝟏𝟎
=  𝛚 

)اثبت أن      مثال :
𝒂−𝒃𝝎𝟐

𝒂𝝎−𝒃
− 

𝒅−𝒄𝝎

𝒅𝝎𝟐−𝒄
)𝟒 = 𝟗 

(
𝒂 − 𝒃𝛚𝟐

𝒂𝛚 − 𝒃
− 
𝒅 − 𝒄𝛚

𝒅𝛚𝟐 − 𝒄
)

𝟒

= (
𝒂 − 𝒃𝛚𝟐

𝒂𝛚− 𝒃𝛚𝟑
− 
𝒅𝛚𝟑 − 𝒄𝛚

𝒅𝛚𝟐 − 𝒄
)

𝟒

 

=  (
𝒂 − 𝒃𝛚𝟐

𝛚(𝒂 − 𝒃𝛚𝟐)
− 
𝛚(𝒅𝛚𝟐 − 𝒄)

𝒅𝛚𝟐 − 𝒄
)

𝟒

= (
𝟏

𝛚
−  𝛚)

𝟒

= (𝛚𝟐 −  𝛚)𝟒 = (±√𝟑𝒊)
𝟒
  

= [(±√𝟑𝒊)
𝟐
]𝟐 = (𝟑𝒊𝟐)𝟐 = (−𝟑)𝟐 =  𝟗  

 الطريقة الرابعة : ايجاد المضاعف المشترك 

)اثبت أن     مثال :
𝟓

𝟑−𝛚
−

𝟓

𝟑−𝛚𝟐
 )
𝟐

= 
−𝟕𝟓

𝟏𝟔𝟗
 

 الحل : 

(
𝟓

𝟑 −𝛚
−

𝟓

𝟑 −𝛚𝟐
 )
𝟐

= 𝟐𝟓 (
𝟏

𝟑 −𝛚
−

𝟏

𝟑 −𝛚𝟐
 )
𝟐

= (𝟐𝟓) (
(𝟑 −𝛚𝟐) − (𝟑 −𝛚)

(𝟑 −𝛚)(𝟑 −𝛚𝟐)
 )

𝟐

 

= (𝟐𝟓) (
𝟑 −𝛚𝟐 − 𝟑 +𝛚

𝟗 − 𝟑𝛚𝟐 − 𝟑𝛚+𝛚𝟑
 )

𝟐

= (𝟐𝟓)(
−𝛚𝟐 +𝛚

𝟏𝟎 − 𝟑𝛚𝟐 − 𝟑𝛚
 )

𝟐
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= (𝟐𝟓) (
−𝛚𝟐 +𝛚

𝟏𝟎 + 𝟑(−𝛚𝟐 −𝛚)
 )

𝟐

= (𝟐𝟓) (
−𝛚𝟐 +𝛚

𝟏𝟎 + 𝟑(𝟏)
 )

𝟐

= (𝟐𝟓) (
−𝛚𝟐 +𝛚

𝟏𝟑
 )

𝟐

  

=  (𝟐𝟓)(
𝛚𝟒 − 𝟐𝛚𝟑 +𝛚𝟐

𝟏𝟔𝟗
) = (𝟐𝟓) (

𝛚𝟒 +𝛚𝟐 − 𝟐

𝟏𝟔𝟗
) =  (𝟐𝟓) (

(𝛚
𝟒
+𝛚𝟐) − 𝟐

𝟏𝟔𝟗
) 

=  (𝟐𝟓) (
(𝛚+𝛚𝟐) − 𝟐

𝟏𝟔𝟗
) = (𝟐𝟓) (

(−𝟏) − 𝟐

𝟏𝟔𝟗
) = (𝟐𝟓)(

−𝟑

𝟏𝟔𝟗
) =

−𝟕𝟓

𝟏𝟔𝟗
 

𝒙       𝟒𝒙 جد قيمة  مثال : − 𝟐𝒙−
𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊 − 𝟐𝒙−

𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊 +

𝟏

𝟐
= 𝟎 

 الحل : 

𝟒𝒙 − 𝟐𝒙+𝝎 − 𝟐𝒙+𝝎
𝟐
+ 𝟐−𝟏 = 𝟎 

([𝟐]𝟐)𝒙 − 𝟐𝒙+𝝎 − 𝟐𝒙+𝝎
𝟐
+ 𝟐𝝎+𝝎

𝟐
=  نجزأ الاسس   𝟎

𝟐𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐𝝎 − 𝟐𝒙𝟐𝝎
𝟐
+ 𝟐𝝎𝟐𝝎

𝟐
= 𝟎 

𝟐𝒙(𝟐𝒙 − 𝟐𝝎) − 𝟐𝝎
𝟐
(𝟐𝒙 − 𝟐𝝎) = 𝟎 

(𝟐𝒙 − 𝟐𝝎)(𝟐𝒙 − 𝟐𝝎
𝟐
) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 (𝟐𝒙 − 𝟐𝝎) = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟐𝝎⟹ 𝒙 = 𝝎 

𝒐𝒓         (𝟐𝒙 − 𝟐𝝎
𝟐
) = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟐𝝎

𝟐
⟹ 𝒙 = 𝝎𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  1)– (3حل تمارين 

  / أكتب المقادير الاتية بأبسط صورة :1 س

a) 𝛚𝟔𝟒 = (𝛚𝟑)𝟐𝟏. 𝛚 = 𝟏 .𝛚 = 𝛚 

b) 𝛚−𝟑𝟐𝟓 = 
𝟏

𝛚𝟑𝟐𝟓
= 

𝟏

(𝛚𝟑)𝟏𝟎𝟖 .  𝛚
= 

𝟏

𝛚
= 

𝛚𝟑

𝛚
= 𝛚𝟐 

c) 
𝟏

(𝟏+𝛚−𝟑𝟐)𝟏𝟐
= 

𝟏

(𝟏+𝛚−𝟑𝟐.  𝛚𝟑𝟑)𝟏𝟐
= 

𝟏

(𝟏+𝛚)𝟏𝟐
= 

𝟏

(−𝛚𝟐)𝟏𝟐
=

𝟏

𝛚𝟐𝟒
=

𝟏

(𝛚𝟑)𝟖
=

𝟏

(𝟏)𝟖
= 𝟏  

d) (𝟏 + 𝛚𝟐)−𝟒 = 
𝟏

(𝟏 + 𝛚𝟐)𝟒
= 

𝟏

(−𝛚)𝟒
= 

𝟏

𝛚𝟒
=

𝟏

𝛚𝟑.𝛚
=

𝟏

 𝛚
=
𝛚𝟑

𝛚
= 𝛚𝟐 

e) 𝛚𝟗𝒏+𝟓 = 𝛚𝟗𝒏 . 𝛚𝟓 = (𝛚𝟑)𝟑𝒏 . 𝛚𝟓 = (𝟏)𝛚𝟐 = 𝛚𝟐 

 / كون المعادلة التربيعية التي جذراها  2س

a) 𝟏 +  𝛚   ,   𝟏 +  𝛚𝟐 

(𝟏 +  𝛚) + (𝟏 + 𝛚𝟐) = 𝟐 +𝛚+ 𝛚𝟐 = 𝟐 − 𝟏 =  مجموع الجذرين              𝟏

(𝟏 +  𝛚)(𝟏 + 𝛚𝟐) = 𝟏 +𝛚+ 𝛚𝟐 +𝛚𝟑 = 𝟏 − 𝟏 + 𝟏 =  حاصل الضرب 𝟏
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∵    𝒙𝟐 − (مجموع الجذرين) 𝒙 + حاصل ضرب الجذرين = 𝟎       

∴   𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏 =  المعادلة التربيعية     𝟎

b) 
𝛚

𝟐 − 𝛚𝟐
  ,   

𝛚𝟐

𝟐−𝛚
 

 
𝛚

𝟐 − 𝛚𝟐
 +

𝛚𝟐

𝟐−𝛚
 =  

𝛚 (𝟐−𝛚)+ 𝛚𝟐(𝟐− 𝛚𝟐)

(𝟐 − 𝛚𝟐)(𝟐−𝛚)
 مجموع الجذرين    

= 
𝟐𝛚 − 𝛚𝟐 + 𝟐𝛚𝟐 −𝛚𝟒

𝟒 − 𝟐𝛚 − 𝟐𝛚𝟐 + 𝛚𝟑
= 
𝟐𝛚 + 𝛚𝟐 −𝛚

𝟓− 𝟐(𝛚 +𝛚𝟐)
=
𝛚 + 𝛚𝟐

𝟓 − 𝟐(−𝟏)
=
−𝟏

𝟕
 

𝛚

𝟐 − 𝛚𝟐
×
𝛚𝟐

𝟐 −𝛚
= 

𝛚𝟑

(𝟐 − 𝛚𝟐)(𝟐 − 𝛚)
=  
𝟏

𝟕
  ضرب الجذرين    

  ∵    𝒙𝟐 − (مجموع الجذرين) 𝒙 + حاصل ضرب الجذرين = 𝟎       

  ∴   𝒙𝟐 +
𝟏

𝟕
𝒙 +

𝟏

𝟕
=  المعادلة التربيعية  𝟎

 

c) 
𝟑𝒊

𝛚𝟐
       ,       

−𝟑𝛚𝟐

𝒊
     2/ د 2011،   وزاري   3/ د 2014،   وزاري     2015وزاري      

𝟑𝒊

𝛚𝟐
+
−𝟑𝛚𝟐

𝒊
=  
𝟑𝒊

𝛚𝟐
 𝛚𝟑 +

−𝟑𝛚𝟐

𝒊
(
−𝒊

−𝒊
) = 𝟑𝛚𝒊 + 𝟑𝛚𝟐𝒊 = 𝟑𝒊 (𝛚 + 𝛚𝟐) = 𝟑𝒊 (−𝟏) =  −𝟑𝒊 

𝟑𝒊

𝛚𝟐
×
−𝟑𝛚𝟐

𝒊
=  
𝟑𝒊

𝛚𝟐
 𝛚𝟑 ×

−𝟑𝛚𝟐

𝒊
(
−𝒊

−𝒊
) = 𝟑𝛚𝒊 × 𝟑𝛚𝟐𝒊 = 𝟗𝛚𝟑𝒊𝟐 = −𝟗 

  ∵    𝒙𝟐 − (مجموع الجذرين) 𝒙 + حاصل ضرب الجذرين = 𝟎       

  ∴   𝒙𝟐 − (−𝟑𝒊)𝒙 + (−𝟗) = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 + 𝟑𝒊𝒙 − 𝟗 =  المعادلة التربيعية  𝟎

𝒛𝟐/ اذا كان  3س + 𝒛 + 𝟏 = :  فجد القيمة    𝟎
𝟏+𝟑Ƶ𝟏𝟎+𝟑Ƶ𝟏𝟏

𝟏−𝟑Ƶ𝟕−𝟑Ƶ𝟖
 

𝒛𝟐 + 𝒛 + 𝟏 =  الطريقة الأولى :                                                                                                 𝟎

𝒛𝟐 + 𝒛 +𝛚𝟑  = 𝟎 

 (𝒛 − 𝛚)(𝒛 – 𝛚𝟐) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒛 = 𝛚   

𝒐𝒓         𝒛 =  𝛚𝟐 

 الطريقة الثانية : يحل بالدستور

𝒛𝟐 + 𝒛 + 𝟏 = 𝒂    بالدستور  𝟎 = 𝟏   , 𝒃 = 𝟏   ,   𝒄 = 𝟏  

𝒁 =
−𝒃 ± √𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
=
−(𝟏) ± √(𝟏)𝟐 − (𝟒)(𝟏)(𝟏)

𝟐(𝟏)
 

𝒁 =
−𝟏 ± √𝟏 − 𝟒

𝟐
=
−𝟏 ± √−𝟑

𝟐
 



 

46 

𝒁 =
−𝟏 ± √𝟑𝒊

𝟐
=
−𝟏

𝟐
±
√𝟑

𝟐
𝒊 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝑧 =
−𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊 =  𝝎  الجذر الأول     

𝒐𝒓           𝑧 =
−𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊 = 𝝎𝟐  الجذر الثاني   

𝒛عندما = 𝛚    

𝟏+𝟑𝛚𝟏𝟎+𝟑𝛚𝟏𝟏

𝟏−𝟑𝛚𝟕−𝟑𝛚𝟖
 = 

𝟏+𝟑(𝛚𝟑)
𝟑
𝛚+𝟑(𝛚𝟑)𝟑.𝛚𝟐

𝟏−𝟑(𝛚𝟑)𝟐𝛚−𝟑(𝛚𝟑)𝟐.𝛚𝟐
= 
𝟏+𝟑𝛚+𝟑𝛚𝟐

𝟏−𝟑𝛚−𝟑𝛚𝟐
=
𝟏+𝟑(𝛚+𝛚𝟐)

𝟏−𝟑(𝛚+𝛚𝟐)
=

𝟏−𝟑

𝟏−𝟑(−𝟏)
  =  

−𝟐

𝟒
= −

𝟏

𝟐
 

𝒛عندما = 𝛚𝟐    

=
𝟏 + 𝟑(𝛚𝟐)𝟏𝟎 + 𝟑(𝛚𝟐)𝟏𝟏

𝟏 − 𝟑(𝛚𝟐)𝟕 − 𝟑(𝛚𝟐)𝟖
= 
𝟏 + 𝟑𝛚𝟐𝟎 + 𝟑𝛚𝟐𝟐

𝟏 − 𝟑𝛚𝟏𝟒 − 𝟑𝛚𝟏𝟔
= 
𝟏 + 𝟑𝛚𝟐 + 𝟑𝛚

𝟏 − 𝟑𝛚𝟐 − 𝟑𝛚
 

=
𝟏 + 𝟑(𝛚𝟐 +𝛚)

𝟏 − 𝟑(𝛚𝟐 +𝛚)
=
𝟏 − 𝟑

𝟏 + 𝟑
=
−𝟐

𝟒
= −

𝟏

𝟐
 

 1/ د 2015،     وزاري       1/ د 2011وزاري          اثبت أن :/ 4 س

a) (
𝟏

𝟐+𝛚
 −  

𝟏

𝟐+𝛚𝟐
)𝟐 = 

−𝟏

𝟑
 

𝑳𝑯𝑺 ∶  (
𝟏

𝟐 + 𝛚
 − 

𝟏

𝟐 + 𝛚𝟐
)
𝟐

= (
𝟐 +𝛚𝟐 − (𝟐 +𝛚)

(𝟐 + 𝛚)(𝟐 + 𝛚𝟐)
)

𝟐

 

              = (
𝟐 + 𝛚𝟐 − 𝟐 −𝛚 

𝟒 + 𝟐𝛚𝟐 + 𝟐𝛚+𝛚𝟑
)𝟐 = (

𝛚𝟐 −𝛚 

𝟓 − 𝟐(𝛚𝟐 +𝛚)
)

𝟐

= 
(𝛚𝟐 −𝛚)𝟐

(𝟓 − 𝟐)𝟐
 

             =  
𝛚𝟒−𝟐𝛚𝟑+ 𝛚𝟐 

𝟑𝟐
= 

𝛚+ 𝛚𝟐−𝟐

𝟗
= 

−𝟏−𝟐

𝟗
=
−𝟑

𝟗
=
−𝟏

𝟑
 

b) 
𝝎𝟏𝟒+ 𝝎𝟕 –𝟏

𝝎𝟏𝟎+ 𝝎𝟓−𝟐 
=
𝟐

𝟑
 

𝑳𝑯𝑺 ∶  
𝝎𝟏𝟒 + 𝝎𝟕 –𝟏

𝝎𝟏𝟎 + 𝝎𝟓 − 𝟐 
=  
(𝝎𝟑)𝟒 . 𝝎𝟐 + (𝝎𝟑)𝟐𝛚–𝟏

(𝝎𝟑)𝟑𝝎+ 𝝎𝟑𝝎𝟐 − 𝟐 
=
𝝎𝟐 +𝛚–𝟏

𝝎+ 𝝎𝟐 − 𝟐 
=
−𝟏 − 𝟏

−𝟏 − 𝟐
 

                =  
−𝟐

−𝟑
= 
𝟐

𝟑
∶ 𝑹𝑯𝑺 

c) (𝟏 − 
𝟐

𝝎𝟐
+𝝎𝟐) (𝟏 + 𝝎−

𝟓

𝝎
) = 1/ د 2014وزاري      𝟏𝟖  

𝑳𝑯𝑺 ∶ (𝟏 − 
𝟐

𝝎𝟐
+𝝎𝟐) (𝟏 + 𝝎−

𝟓

𝝎
) = (𝟏 − 

𝟐𝝎𝟑

𝝎𝟐
+𝝎𝟐)(𝟏 + 𝝎−

𝟓𝝎𝟑

𝝎
) 

              = (𝟏 −  𝟐𝝎 +𝝎𝟐)(𝟏 + 𝝎 − 𝟓𝝎𝟐) = (𝟏 −  𝟐𝝎 + (−𝟏 −𝝎))(−𝝎𝟐 − 𝟓𝝎𝟐) 
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              = (−𝟑𝝎)(−𝟔𝝎𝟐) =  𝟏𝟖𝝎𝟑 = 𝟏𝟖  

d) (𝟏 + 𝝎𝟐)𝟑 + (𝟏 + 𝝎)𝟑 = −𝟐 

 𝑳𝑯𝑺 ∶  (𝟏 + 𝝎𝟐)𝟑 + (𝟏 + 𝝎)𝟑 = (−𝝎)𝟑 + (−𝝎𝟐)𝟑 = −𝝎𝟑 −𝝎𝟔 = −𝟏 − 𝟏 = −𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 واجبات

𝟏) (𝟓 +  𝝎) . (
𝟏

𝟓+𝟒𝝎+𝟑𝝎𝟐
− 

𝟏

𝟑𝝎+𝟐𝝎𝟐
)         𝟒 : ج   

𝟐) √
𝟏+𝟏𝟎𝝎+𝟏𝟎𝝎𝟐

𝟏−𝟑𝝎−𝟑𝝎𝟐
            

𝟑𝒊

𝟐
ج :   

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 التمثيل الهندسي للاعداد المركبة

𝒙)العدد المركب  + 𝒚𝒊)  يمكن تمثيله هندسيا بالنقطة(𝒙 , 𝒚)  حيث يسمى المحور(𝒙 − 𝒂𝒙𝒊𝒔)  بالمحور

𝒚)الحقيقي وهو يمثل الجزء الحقيقي للعدد المركب أما المحور  − 𝒂𝒙𝒊𝒔)  فيسمى المحور التخيلي وهو يمثل

الجزء التخيلي للعدد المركب ، ويمكن تمثيل بعض العمليات التي تجري على الاعداد المركبة تمثيلًا هندسيا 

سنرمز لها بالرمز والمركب الذي يحتويها بالمستوى ويسمى المستوي  )أرجاند(وتسمى الاشكال الناتجة باشكال 

𝑷 (𝒙 , 𝒚)  . 

 

 

 

 

 

𝒛𝟏اذا كان  = 𝒙𝟏 + 𝒚𝟏𝒊     ،𝒛𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐𝒊 عددان مركبان ممثلان بالنقطتين 𝑷𝟏(𝒙𝟏 , 𝒚𝟏) 

𝑷𝟐(𝒙𝟐 , 𝒚𝟐)   : فأن 

  𝒛𝟏  + 𝒛𝟐 = (𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) + (𝒚𝟏 + 𝒚𝟐)𝒊 
𝒛𝟏تمثيل ويمكن   + 𝒛𝟐  بالنقطة𝑷𝟑 = (𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 , 𝒚𝟏 + 𝒚𝟐)  وذلك باستخدام المعلومات المتعلقة

 بالمتجهات وكما موضح بالشكل : 

𝑶𝑷𝟏⃑⃑اي أن :  ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝑶𝑷𝟐⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑶𝑷𝟑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑    

 

 

 

 

ر 
حو

لم
ا

ي
يل
خ
لت
ا

 

𝒓 

𝑷(𝒙 , 𝒚) 

𝒚 

𝒙 

 المحور الحقيقي

𝒚 

𝜽 

𝒙 

𝒚 

𝑷𝟏(𝒁𝟏) 

𝑷𝟑(𝒁𝟏 + 𝒁𝟐) 

𝑷𝟐(𝒁𝟐) 
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  في شكل )ارجاند( مثل العمليات الاتية هندسيا مثال :

a) (𝟑 + 𝟒𝒊)  + (𝟓 +  𝟐𝒊)  
𝒛𝟏 = 𝟑 +  𝟒𝒊 ⟹  𝑷𝟏(𝟑, 𝟒) 

𝒛𝟐 = 𝟓 +  𝟐𝒊 ⟹ 𝑷𝟐(𝟓, 𝟐)      

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = (𝟑 + 𝟒𝒊)  + (𝟓 +  𝟐𝒊) 

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = 𝒛𝟑 = (𝟖 + 𝟔𝒊) ⟹ 𝑷𝟑(𝟖 , 𝟔) 

b) (𝟔 − 𝟐𝒊) − (𝟐 − 𝟓𝒊)  
𝒛𝟏 = 𝟔 − 𝟐𝒊 ⟹  𝑷𝟏(𝟔 ,−𝟐) 

𝒛𝟐 = 𝟐 − 𝟓𝒊 ⟹ 𝑷𝟐(−𝟐 , 𝟓)      

𝒛𝟏 + (− 𝒛𝟐) = (𝟔 − 𝟐𝒊)  + (−𝟐 + 𝟓𝒊) 

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = 𝒛𝟑 = (𝟒 +  𝟑𝒊) ⟹ 𝑷𝟑(𝟒 , 𝟑) 

  ملاحظة :

  العدد𝒁  نظيره−𝒁  يعني اذا كانت𝒁 =  𝟏 +  𝟐𝒊    فإن−𝒁 =  −𝟏 –  𝟐𝒊    

  للعدد𝒁  المرافق هو𝒁̅  ويقصد به تغيير اشارة الوسط فقط   𝒁 =  𝟏 +  𝟐𝒊    ,    𝒁̅  = 𝟏 –  𝟐𝒊           

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  1)– 4(حل تمارين 

 الجمعية على شكل أرجاند : أكتب النظير الجمعي لكل من الاعداد الآتية ثم مثل هذه الاعداد ونظائرها/ 1س

 العدد     النظير        التمثيل البياني

𝒛𝟏 = 𝟐 + 𝟑𝒊      −𝒛𝟏 = −𝟐 − 𝟑𝒊     

𝑷𝟏 = (𝟐, 𝟑)   −𝑷𝟏 = (−𝟐,−𝟑) 

 

 

 

 

𝒛𝟐 = −𝟏 + 𝟑𝒊  −𝒛𝟐 = 𝟏 − 𝟑𝒊 

𝑷𝟐 = (−𝟏, 𝟑)  −𝑷𝟐 = (𝟏,−𝟑) 

 

 

 

𝟖 

𝟔 
𝑷𝟏(𝒁𝟏) 

𝑷𝟑(𝒁𝟑) 

𝑷𝟐(𝒁𝟐) 

𝑷𝟏(𝒁𝟏) 

𝑷𝟑(𝒁𝟑) 

𝑷𝟐(𝒁𝟐) 

𝑷𝟐(−𝟐 , 𝟓) 

𝑷𝟑(𝟒 , 𝟑) 

𝑷𝟏(𝟔 , −𝟐) 

𝑷(𝒛𝟏) 

𝑷(−𝒛𝟏) 

𝑷(𝒛𝟐) 

𝑷(−𝒛𝟐) 
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𝒛𝟑 = 𝟏 − 𝒊   −𝒛𝟑 = −𝟏 + 𝒊 

𝑷𝟑 = (𝟏,−𝟏)  𝑷𝟑 = (−𝟏, 𝟏) 

 

 

 

𝒛𝟒 = 𝒊   −𝒛𝟒 = −𝒊 

𝑷𝟒 = (𝟎, 𝟏)   𝑷𝟒 = (𝟎,−𝟏) 

 

 

 أكتب العدد المرافق لكل من الاعداد الاتية ثم مثل الاعداد ومرافقاتها على شكل أرجاند : / 2س 

 العدد   مرافق العدد         التمثيل البياني

𝒛𝟏 = 𝟓 + 𝟑𝒊          𝒛𝟏̅̅ ̅ = 𝟓 − 𝟑𝒊  

𝑷𝟏(𝒛𝟏) = (𝟓, 𝟑)       𝑷𝟏(𝒛𝟏̅̅ ̅) = (𝟓,−𝟑) 

 

 𝒛𝟐 = −𝟑 + 𝟐𝒊                𝒛𝟐̅̅ ̅ = −𝟑 − 𝟐𝒊       

𝑷𝟐(𝒛𝟐) = (−𝟑, 𝟐)         𝑷𝟐(𝒛𝟐̅̅ ̅) = (−𝟑 , −𝟐) 

 

 

 

𝒛𝟑 = 𝟏 − 𝒊                    𝒛𝟑̅̅ ̅ = 𝟏 + 𝒊    

𝑷𝟑(𝒛𝟑) = (𝟏,−𝟏)     𝑷𝟑(𝒛𝟑̅̅ ̅) = (𝟏, 𝟏) 

 

 

𝒛𝟒 = −𝟐𝒊                       𝒛𝟒̅̅ ̅ = 𝟐𝒊  

𝑷(𝒛𝟒) = (𝟎,−𝟐)         𝑷(𝒛𝟒̅̅ ̅) = (𝟎, 𝟐) 

 

 

 

 

𝑷(𝒛𝟑) 

𝑷(−𝒛𝟑) 

𝑷(𝒛𝟏) 

𝑷(𝒛𝟏̅̅ ̅) 

𝑷(𝒛𝟐) 

𝑷(𝒛𝟐̅̅ ̅) 

 

𝑷(𝒛𝟑̅̅ ̅) 

𝑷(𝒛𝟑) 

𝑷 (𝒛𝟒̅̅ ̅) 

𝑷(𝒛𝟒) 

 

𝑷(−𝒛𝟒) 

𝑷(𝒛𝟒) 
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𝒛اذا كانت  / 3س =  𝟒 +  𝟐𝒊  ارجاند كلًا منفوضح على شكل   𝐳 , – 𝒛  , 𝒛̅ 

𝑷(𝒛) = (𝟒 , 𝟐) 𝒛 =  𝟒 +  𝟐𝒊 

𝑷(𝒛̅) =  (𝟒 ,− 𝟐) 𝒛̅  =  𝟒 −  𝟐𝒊 

𝑷(−𝒛)  =  (−𝟒 ,− 𝟐) −𝒛 =  −𝟒 −  𝟐𝒊 

 

 

 

𝒛𝟏اذا كان  / 4 س = 𝟒 − 𝟐𝒊   ، 𝒛𝟐 =  𝟏 +  𝟐𝒊 : فوضح على شكل ارجاند كلًا من 

−𝟑𝒛𝟐     ,     𝟐𝒛𝟏    ,    𝒛𝟏 − 𝒛𝟐   , 𝒛𝟏 + 𝒛𝟐  

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = (𝟒 –  𝟐𝒊)  + (𝟏 + 𝟐𝒊) = 𝟓 + 𝟎𝒊  

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = 𝒁𝟑 = 𝟓 + 𝟎𝒊 ⟹ 𝑷(𝒁𝟑) = (𝟓 , 𝟎) 

 

 

𝒛𝟏 − 𝒛𝟐 = (𝟒 –  𝟐𝒊) − ( 𝟏 +  𝟐𝒊) = 𝟑 − 𝟒𝒊  

𝒛𝟏 − 𝒛𝟐 = 𝒛𝟑 = 𝟑 − 𝟒𝒊 ⟹  𝑷(𝒁𝟑) = (𝟑 ,−𝟒) 

 

 

 

 𝟐𝒛𝟏 = 𝟐 (𝟒 –  𝟐𝒊) = 𝟖 − 𝟒𝒊  

𝑷(𝟐𝒛𝟏) = (𝟖 ,−𝟒) 

 

 

𝟑𝒛𝟐 = −𝟑 (𝟏 + 𝟐𝒊) =  −𝟑 –  𝟔𝒊  

𝑷(𝟑𝒛𝟐) = (−𝟑 ,−𝟔) 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 

−𝟑𝒛𝟐 

𝟐𝒛𝟏 

𝒛𝟏 − 𝒛𝟐 

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 

𝑷(𝒛) 

𝑷(𝒛̅) 𝑷(−𝒛) 
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 للعدد المركب الصيغة القطبية

𝒛اذا كان  = 𝒙 + 𝒚𝒊 = (𝒙 , 𝒚)  فإن𝑹(𝒛) = 𝒙 = 𝒓𝒄𝒐𝒔𝜽  و𝑰(𝒛) = 𝒚 = 𝒓𝒔𝒊𝒏𝜽  حيث ان

𝑹(𝒛)  الجزء الحقيقي للعدد المركب𝑰(𝒛)  الجزء التخيلي للعدد المركب(𝒓)  مقياس العدد المركب وهو عدد

سعة العدد المركب وتكتب  (𝜽)وتسمى  ||𝒁||ويرمز له بالرمز   𝒎𝒐𝒅 𝒛حقيقي يير سالب ويسمى

𝜽 = 𝒂𝒓𝒈(𝒛) حيث 𝜽 ∈ [𝟎 , 𝟐𝝅] أن  ويمكن القول 

𝒁 =  ||𝒛||(𝒄𝒐𝒔 (𝒂𝒓𝒈 𝒁) +  𝒊𝒔𝒊𝒏 (𝒂𝒓𝒈 𝒁) )  أو يكتب    

 𝒁 =  𝒓(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜽) 

𝒓 =  ||𝒁||  =  √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
      ,    𝒔𝒊𝒏𝜽 =

𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒁   المركبة التالية : الاساسية للاعدادجد المقياس والقيمة  :مثال  = 𝟏 + √𝟑𝒊  

 الحل : 

𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √(𝟏)𝟐 + (√𝟑)𝟐 = √𝟏 + 𝟑 = √𝟒=2 

𝒄𝒐𝒔Ɵ =  
𝒙

||𝒁||
  =   

𝟏

𝟐
  

𝒔𝒊𝒏Ɵ =  
𝒚

||𝒁||
 =  

√𝟑

𝟐
                   Ɵ =

𝝅

𝟑
 الربع الأول        

ي
يل

خ
لت

 ا
ور

لمح
ا

 

𝒓 

𝑷(𝒙 , 𝒚) 

𝒚 

𝒙 

 المحور الحقيقي

𝒚 

𝜽 

Ɵ   

(+ ,+ )  

Ɵ =  𝝅 − Ɵ 

(− , + ) 

Ɵ =  𝝅 + Ɵ 

(− ,− ) 

Ɵ = 𝟐𝝅 − Ɵ 

(+ , − ) 

 Ɵ  زاوية الاسناد

الشكل يوضح كيفية ايجاد الزاوية بإستخدام 

 سب موقعها والربع الذي تقع فيهالاسناد وح زاوية
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𝒁 =  𝒓(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜽) 

𝒁 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+  𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟑
 الصيغة القطبية            (

𝒙اذا كان     :مثال  = −𝟏 − 𝒊   المقياس والقيمة الاساسية للعدد  جدف𝒁  

  الحل :

𝒓 =  𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √𝟏 + 𝟏 = √𝟐 

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
=
−𝟏

√𝟐
  

𝒔𝒊𝒏 𝜽 =
𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
 = 

−𝟏

√𝟐
              𝜽 =

𝝅

𝟒
 الربع الثالث   

 )سالب( في الربع الثالث  𝒄𝒐𝒔 𝜽 , 𝒔𝒊𝒏 𝜽 كل من ، السعة الاساسية للعدد المركب 

𝜽 = 𝝅 +
𝝅

𝟒
=
𝝅

𝟏
+
𝝅

𝟒
=
𝟓𝝅

𝟒
 

𝒁 =  𝒓(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜽)  ⟹ 𝒁 = √𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟓𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟓𝝅

𝟒
 الصيغة القطبية      (

𝟐− عبر عن كل   : مثال + 𝟐𝒊  : من الاعداد التالية بالصيغة القطبية 

a) −𝟐 + 𝟐𝒊        1/ د 2013وزاري    

𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √(−𝟐)𝟐 + (𝟐)𝟐 = √𝟒 + 𝟒 = √𝟖=2√𝟐    المقياس

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =
𝒙

𝒓
 =  

−𝟐

𝟐√𝟐
=
−𝟏

√𝟐
         ,      𝒔𝒊𝒏 𝜽 =

𝒚

𝒓
= 

𝟐

𝟐√𝟐
=

𝟏

√𝟐
          القيمة الاساسية       

𝒄𝒐𝒔 𝜽 , 𝒔𝒊𝒏𝜽 𝜽   في الربع الثاني تقع  ∴ =
𝝅

𝟒
 

𝜽 = 𝝅 −
𝝅

𝟒
=
𝟑𝝅

𝟒
                       سعة العدد المركب   

𝒁 =  𝒓(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜽) 

𝒁 = 𝟐√𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟑𝝅

𝟒
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅

𝟒
 الصيغة القطبية      (

b) 𝟐√𝟑 − 𝟐𝒊         2/ د 2012وزاري    

 المقياس  .1

𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐⟹ ||𝒁|| = √𝟒 × 𝟑 + 𝟒 = √𝟏𝟔 = 𝟒 

 القيمة الاساسية  .2

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =
𝒙

𝒓
=
𝟐√𝟑

𝟒
=
√𝟑

𝟐
 

𝒔𝒊𝒏 𝜽 =
𝒚

𝒓
=
−𝟐

𝟒
=
−𝟏

𝟐
 

  + 𝒄𝒐𝒔 𝜽   , − 𝒔𝒊𝑛 𝜽  ∴    الربع الرابع  تقع في  𝛉 =
𝝅

𝟔
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 السعة للعدد المركب  -3

𝜽 = 𝟐𝝅−
𝝅

𝟔
=
𝟏𝟏𝝅

𝟔
 

 الصيغة القطبية  -4

𝒁 = 𝟒 [𝒄𝒐𝒔 ( 
𝟏𝟏𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝟏𝟏𝝅

𝟔
)] 

 كل من الاعداد التالية : عبر بالصيغة القطبية عن  : مثال

a)  𝟏   b) −𝟏    c) 𝒊       d) −𝒊 
a)  1  

𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐=√𝟏 + 𝟎 = √𝟏 = 𝟏 

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =
𝟏

𝟏
= 𝟏       ,       𝒔𝒊𝒏 𝜽 =

𝟎

𝟏
= 𝟎       ,      𝜽 = 𝟎 

𝒁 =  𝒓(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜽) 

𝒁 = (𝒄𝒐𝒔 𝟎 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟎)   
b) −𝟏 

𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √(−𝟏)𝟐 + 𝟎 = √𝟏 = 𝟏 

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =
𝒙

𝒓
=
−𝟏

𝟏
= −𝟏     ,      𝒔𝒊𝒏 𝜽 =

𝒚

𝒓
=
𝟎

𝟏
= 𝟏      ,      𝜽 =  𝛑  

𝒁 = 𝟏(𝒄𝒐𝒔𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝝅) 

c) 𝒊 

𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √𝟎 + 𝟏 = √𝟏 = 𝟏 

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =
𝒙

𝒓
=
𝟎

𝟏
= 𝟎     ,      𝒔𝒊𝒏 𝜽 =

𝒚

𝒓
=
𝟏

𝟏
= 𝟏      ,      𝜽 =  

𝛑

𝟐
  

𝒁 = (𝒄𝒐𝒔
𝛑

𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝛑

𝟐
) 

d) −𝒊 

𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐⟹ ||𝒁||  = √𝟎 + 𝟏 = √𝟏 = 𝟏 

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒙

𝒓
=
𝟎

𝟏
= 𝟎    ,   𝒔𝒊𝒏𝜽 =

𝒚

𝒓
=
−𝟏

𝟏
= −𝟏       ,   𝜽 =  

𝟑𝝅

𝟐
 

𝒁 = (𝒄𝒐𝒔
𝟑𝝅

𝟐
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟑𝝅

𝟐
) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ثابتةت الالاالح

𝒛 = (𝒄𝒐𝒔 𝟎 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟎) = 𝟏    𝒛 = (𝒄𝒐𝒔𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝝅) = −𝟏  

𝒛 = (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟐
) = 𝒊     𝒛 = (𝒄𝒐𝒔

𝟑𝝅

𝟐
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟑𝝅

𝟐
) = −𝒊  
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𝝅 = 𝟏𝟖𝟎  , 𝟐𝝅 = 𝟑𝟔𝟎    ,   
𝝅

𝟐
= 𝟗𝟎  ,    

𝝅

𝟑
= 𝟔𝟎   ,     

𝝅

𝟒
= 𝟒𝟓   ,   

𝝅

𝟔
= 𝟑𝟎   ,

𝟑𝝅

𝟐
= 𝟐𝟕𝟎  

 من خلال المثال السابق يمكن ان نستنتج طريقة يمكن تطبيقها على الاعداد المركبة وكما يلي :  ملاحظة :

𝟑 = 𝟑(𝟏) = 𝟑(𝟏 + 𝟎𝒊) = 𝟑 (𝐜𝐨𝐬 𝟎 + 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝟎) 

𝟓𝒊 = 𝟓(𝟎 + 𝒊) = 𝟓 (𝐜𝐨𝐬 
𝝅

𝟐
+𝒊𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟐
) 

−𝟐 = 𝟐 (−𝟏) = 𝟐(−𝟏 + 𝟎𝒊) = 𝟐 (𝐜𝐨𝐬 𝝅+𝒊𝒔𝒊𝒏 𝝅) 

−𝟕𝒊 = 𝟕 (−𝒊) = 𝟕(𝟎 − 𝒊) = 𝟕 (𝐜𝐨𝐬 
𝟑𝝅

𝟐
+𝒊𝒔𝒊𝒏 

𝟑𝝅

𝟐
) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 فراديمو ةمبرهن

𝒁𝒏 = (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝒏 =  𝒄𝒐𝒔 (𝒏𝜽) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (𝒏𝜽)    ,           𝒏 ∈ 𝑵 , 𝜽 ∈ 𝑹 لكل   

𝒁𝒏 = (𝒄𝒐𝒔𝜽 − 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝒏 =  𝒄𝒐𝒔 (𝒏𝜽) − 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (𝒏𝜽)    ,           𝒏 ∈ 𝑵 , 𝜽 ∈ 𝑹 لكل   

√𝒁
𝒏

= 𝒁
1
𝑛 [𝒄𝒐𝒔 (

𝜽 + 𝟐𝒌𝝅

𝒏
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝜽 + 𝟐𝒌𝝅

𝒏
)]     ,   𝒌 = 𝟎 , 𝟏 , 𝟐 , 𝟑 , … , 𝒏 − 𝟏   

أحسب  مثال :
𝟑

𝟖
𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟑

𝟖
𝝅)𝟒   (𝒄𝒐𝒔  باستخدام مبرهنة ديموافر 

 الحل : 

 (𝒄𝒐𝒔 
𝟑

𝟖
𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟑

𝟖
𝝅)𝟒 = [𝒄𝒐𝒔 

𝟏𝟐

𝟖
𝝅+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟏𝟐

𝟖
𝝅] = 𝒄𝒐𝒔 

𝟑

𝟐
𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟑

𝟐
𝝅 = 𝟎 − 𝒊  

𝒏بين لكل  مثال : ∈ 𝑵 𝜽 ∈ 𝑹 ,      فإن(𝒄𝒐𝒔𝜽 − 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝒏 =  𝒄𝒐𝒔 (𝒏𝜽) − 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (𝒏𝜽) 

 الحل :

𝑳𝑯𝑺    =  (𝒄𝒐𝒔𝜽 − 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝒏 = (𝒄𝒐𝒔𝜽 + (−𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽))𝒏 = (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(−𝜽))𝒏 

              = [𝒄𝒐𝒔 (–𝜽) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(−𝜽)]𝒏       (∅ =  𝜽 وبجعل) 

              = [𝒄𝒐𝒔 (∅) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(∅)]𝒏 =  𝒄𝒐𝒔 (𝑛∅) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(𝑛∅) 

              = 𝒄𝒐𝒔 (−𝑛𝜃) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(−𝑛𝜃) = 𝒄𝒐𝒔 (𝑛𝜃) − 𝒊 𝒔𝒊𝒏(𝑛𝜃) = 𝑹𝑯𝑺 

 قوانين مهمة في عمليات التبسيط :  ملاحظة :

𝒔𝒊𝒏 (𝒂 + 𝒃) = 𝒔𝒊𝒏(𝒂)𝒄𝒐𝒔(𝒃) + 𝒄𝒐𝒔(𝒂)𝒔𝒊𝒏 (𝒃) 

𝒔𝒊𝒏 (𝒂 − 𝒃) = 𝒔𝒊𝒏(𝒂)𝒄𝒐𝒔(𝒃) − 𝒄𝒐𝒔(𝒂)𝒔𝒊𝒏 (𝒃) 

𝒄𝒐𝒔 (𝒂 + 𝒃) = 𝒄𝒐𝒔(𝒂)𝒄𝒐𝒔(𝒃) − 𝒔𝒊𝒏(𝒂)𝒔𝒊𝒏 (𝒃) 

𝒄𝒐𝒔 (𝒂 − 𝒃) = 𝒄𝒐𝒔(𝒂)𝒄𝒐𝒔(𝒃) + 𝒔𝒊𝒏(𝒂)𝒔𝒊𝒏 (𝒃) 
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𝟏)فر اديمو ةباستخدام مبرهنأحسب  مثال : + 𝒊)𝟏𝟏   1/ د 2015وزاري         2/ د 2013وزاري 

 الحل :

 ( التحويل للصيغة القطبية1) 

𝒁 = 𝟏 + 𝒊 ⟹ 𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √𝟏 + 𝟏 = √𝟐 

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
= 

𝟏

√𝟐
     ,     𝒔𝒊𝒏𝜽 =

𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
= 

𝟏

√𝟐
            𝛉 =

𝝅

𝟒
         الربع الاولتقع في    

𝒁 = √𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟒
) 

 : 𝒏الصيغة القطبية عندما ترفع الى 

𝒁𝒏 = 𝒓𝒏(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝜽)𝒏  ⟹ 𝒁𝒏 = 𝒓𝒏(𝐜𝐨𝐬 𝒏𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽)  

 

 فر انة ديموهنطبق مبر (2)

𝒁𝟏𝟏 = (√𝟐)𝟏𝟏(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟒
)
𝟏𝟏

 

𝒁𝟏𝟏 = (√𝟐)𝟏𝟏 (𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟏.
𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟏.

𝝅

𝟒
) = (√𝟐)𝟏𝟎. √𝟐(𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟏.

𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟏.

𝝅

𝟒
) 

𝒁𝟏𝟏 = [𝟐
(
𝟏
𝟐
)
]𝟏𝟎 . √𝟐 (𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟏.

𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟏.

𝝅

𝟒
) = 𝟐𝟓. √𝟐 (𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟏.

𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟏.

𝝅

𝟒
) 

  لذلك نطرح منها دورة واحدة 
𝟏𝟏𝝅

𝟒
− 𝟐𝝅 =

𝟏𝟏𝝅−𝟖𝝅

𝟒
=
𝟑𝝅

𝟒
  

𝟏𝟖𝟎 − 𝟏𝟑𝟓 =     وهي تقع في الربع الثاني      𝟒𝟓 

−𝒄𝒐𝒔 𝟒𝟓 = −
𝟏

√𝟐
في الربع الثاني ،          𝒔𝒊𝒏 𝟒𝟓 =  

𝟏

√𝟐
    في الربع الثاني

𝒁𝟏𝟏 = 𝟑𝟐√𝟐 (−𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
) 

𝒁𝟏𝟏 = 𝟑𝟐√𝟐 (−
𝟏

√𝟐
+ 𝒊

𝟏

√𝟐
) 

𝒁𝟏𝟏 =
−𝟑𝟐√𝟐

√𝟐
+ 𝒊
𝟑𝟐√𝟐

√𝟐
 

𝒁𝟏𝟏 = (−𝟑𝟐 + 𝟑𝟐𝒊) = 𝟑𝟐(−𝟏 + 𝒊) 

 :ة ملاحظ

≥0 الفترةلا يمكن التعامل مع اي زاوية الا اذا كانت بالقياس الرئيسي اي انها تقع في  𝜽 ≤ 𝟐𝝅  اذا كانت

او ثلاث دورات يعني   𝟒𝝅واحيانا نطرح دورتين يعني   𝟐𝝅 وهي  ةنطرح منها دورة كامل 𝟐𝝅الزاوية اكبر من 

𝟔𝝅  𝟎 حتى نصل الى زاوية ذات قياس رئيسي اي زاوية تقع في الفترة ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅 . 

  فإن :اذا كان الاس سالب  ملاحظة :
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∵ 𝒁−𝒏 = (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)−𝒏 = 𝒄𝒐𝒔(− 𝒏𝜽) + 𝒊𝒔𝒊𝒏(−𝒏𝜽) = 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽 − 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽  

∴ 𝒁−𝒏 = 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽 − 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽  

     فراديمو ةباستخدام مبرهنسب أح : مثال
𝟏

(𝟏−√𝟑𝒊)𝟒
 

𝟏

(𝟏 − √𝟑𝒊)𝟒
= (𝟏 − √𝟑𝒊)−𝟒 

 نستخرج الصيغة القطبية  -1

𝒓 = ||𝒁|| = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √(𝟏)𝟐 + (−√𝟑)2 = √𝟏 + 𝟑 = √𝟒 = 𝟐 

𝒄𝒐𝒔 =
𝟏

𝟐
           ,    𝒔𝒊𝒏 =

−√𝟑

𝟐
             في الربع الرابعتقع  

𝟐𝝅 −
𝝅

𝟑
=
𝟔𝝅 − 𝝅

𝟑
=
𝟓𝝅

𝟑
 

 نطبق قانون مبرهنة ديموافر -2

𝒁 = [𝟐 (𝒄𝒐𝒔
𝟓𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟑
)]−4 

𝒁 = (𝟐)−𝟒(𝒄𝒐𝒔
𝟓𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟓𝝅

𝟑
)−𝟒 

𝒁 = (𝟐)−𝟒 (𝒄𝒐𝒔 𝟒 .
𝟓𝝅

𝟑
−  𝒊 𝒔𝒊𝒏𝟒.

𝟓𝝅

𝟑
) 

𝒁 = (𝟐)−𝟒(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝟎
𝝅

𝟑
− 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟎

𝝅

𝟑
) 

𝜽 = 𝟐𝟎
𝝅

𝟑
− 𝟔𝝅 =

𝟐𝟎𝝅−𝟏𝟖𝝅

𝟑
=
𝟐𝝅

𝟑
  دورات    طرح ثلاثن       

𝒁 = (𝟐)−𝟒(𝒄𝒐𝒔
𝟐𝝅

𝟑
− 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟐𝝅

𝟑
) 

𝜽 = 𝟏𝟖𝟎 − 𝟔𝟎 = 𝟏𝟐𝟎 =            قع في الربع الثانيت   𝟔𝟎 

−𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
= −

𝟏

𝟐
      ,     𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟑
=
√𝟑

𝟐
                                

𝒁 = (𝟐)−𝟒 (𝒄𝒐𝒔
𝟐𝝅

𝟑
− 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟐𝝅

𝟑
) 

𝒁 = (𝟐)−𝟒 (−
𝟏

𝟐
− 𝒊

√𝟑

𝟐
) 

𝒁 =
𝟏

𝟏𝟔
(−
𝟏

𝟐
− 𝒊
√𝟑

𝟐
) =  −

𝟏

𝟑𝟐
− 𝒊
√𝟑

𝟑𝟐
 

, 𝒁𝟏 اذا :ملاحظة  𝒁𝟐  حاصل جمع في  ضربهما يساوي حاصل ضرب مقياسيهمابالصيغة القطبية فإن حاصل

 .  سعتيهما
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, 𝒁1احسب  :مثال  𝒁𝟐  اذا كان 

𝒁𝟏 = 𝟐( 𝒄𝒐𝒔
𝟐𝝅

𝟑
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏

𝟐𝝅

𝟑
 ) 

𝒁𝟐 = 𝟑(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟑
) 

 الحل :

𝒁𝟏. 𝒁𝟐 =  𝟑 × 𝟐 [𝒄𝒐𝒔 (
𝟐𝝅

𝟑
) + 

𝝅

𝟑
 ) + 𝒊𝒔𝒊𝒏(

𝟐𝝅

𝟑
+
𝝅

𝟑
)]  

𝒁𝟏. 𝒁𝟐 =  𝟔(𝒄𝒐𝒔 𝝅 +  𝒊𝒔𝒊𝒏 𝝅)  =  𝟔 ( −𝟏 +  𝟎 )  =  −𝟔  

 حاصل قسمة عددين مركبين  ملاحظة :

𝒁𝟏 = 𝒓𝟏( 𝒄𝒐𝒔 Ɵ𝟏  +  𝒊𝒔𝒊𝒏 Ɵ𝟏)  

𝒁𝟐 = 𝒓𝟐 (𝒄𝒐𝒔 Ɵ𝟐 + 𝒊𝒔𝒊𝒏 Ɵ𝟏) 

 
𝒁𝟏

𝒁𝟐
=
𝒓𝟏( 𝒄𝒐𝒔 Ɵ𝟏+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 Ɵ𝟏)

𝒓𝟐 (𝒄𝒐𝒔 Ɵ𝟐+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 Ɵ𝟐)
)  

 
𝒁𝟏

𝒁𝟐
= 
𝒓𝟏

𝒓𝟐
 [𝒄𝒐𝒔 ( Ɵ𝟏 − Ɵ𝟐) +  𝒊 𝒔𝒊𝒏 ( Ɵ𝟏 − Ɵ𝟐)]    

 حاصل قسمة المقياس الاول على مقياس الثاني مضروب بحاصل طرح =حيث ان حاصل قسمة عددين مركبين 

 الثاني(  سعة – سعتيهما )سعة الاول

 اذا كان  :مثال 

𝒁𝟏 = 𝟒(𝒄𝒐𝒔
𝟓𝝅

𝟐
 +  𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟓𝝅

𝟐
 )  

𝒁𝟐 = (𝒄𝒐𝒔
𝟓𝝅

𝟒
 +  𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟓𝝅

𝟒
 )                                                                                

𝒁𝟏

𝒁𝟐
     جدف

 الحل :

𝒁𝟏

𝒁𝟐
 = 

𝟒(𝒄𝒐𝒔 
𝟓𝝅

𝟒
+𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟒

(𝐜𝐨𝐬
𝟓𝝅

𝟐 
+𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟓𝝅

𝟐 
)
) 

𝒁𝟏

𝒁𝟐
=  𝟒[𝒄𝒐𝒔(

𝟓𝝅

𝟒
− 

𝟓𝝅

𝟐
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝟓𝝅

𝟒
− 

𝟓𝝅

𝟐
 )]  

𝒁𝟏
𝒁𝟐
= 𝟒[𝒄𝒐𝒔 (

−𝟓𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 ( 

−𝟓𝝅

𝟒
 )] 

𝒁𝟏
𝒁𝟐
= 𝟒(𝒄𝒐𝒔

𝟓𝝅

𝟒
− 𝒊𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟒
 )  

          جد ما يأتي :  : مثال
(𝒄𝒐𝒔𝟐Ɵ+𝒊𝒔𝒊𝒏 𝟐Ɵ)

(𝒄𝒐𝒔𝟑Ɵ+𝒊𝒔𝒊𝒏 𝟑Ɵ)
 

(𝒄𝒐𝒔𝟐Ɵ + 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝟐Ɵ)

(𝒄𝒐𝒔𝟑Ɵ + 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝟑Ɵ)
= 𝒄𝒐𝒔 (𝟐Ɵ − 𝟑Ɵ) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 ( 𝟐Ɵ − 𝟑Ɵ)  

                                      = 𝒄𝒐𝒔(−Ɵ) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 ( −Ɵ) =  𝒄𝒐𝒔 Ɵ − 𝒊 𝒔𝒊𝒏 Ɵ 
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𝒙𝟑      حل المعادلة : :مثال  + 𝟏 = 𝒙   حيث𝟎 ∈ ℂ     

∵ 𝒙𝟑 + 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟑 = −𝟏⟹ 𝒙𝟑 = 𝒄𝒐𝒔𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝝅   بالجذر التكعيبي 

∴ 𝒙 = (𝒄𝒐𝒔𝝅 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝝅)
𝟏
𝟑 = [𝒄𝒐𝒔 (

𝝅 + 𝟐𝒌𝝅

𝟑
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅 + 𝟐𝒌𝝅

𝟑
)]    𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐 

𝒙𝟏 = (𝒄𝒐𝒔 
𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟑
) =  

𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊                                                                  𝒌 =     عندما  𝟎

𝒙𝟐 = (𝒄𝒐𝒔
𝝅+𝟐𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅+𝟐𝝅

𝟑
) = (𝒄𝒐𝒔

𝟑𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅

𝟑
) = (𝒄𝒐𝒔𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝝅)    𝒌 =      عندما 𝟏

𝒙𝟐 = −𝟏 + 𝒊(𝟎) = −𝟏 

𝒙𝟑 = (𝒄𝒐𝒔
𝝅+𝟒𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅+𝟒𝝅

𝟑
) = (𝒄𝒐𝒔

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟑
) =

𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊             𝒌 =    عندما  𝟐

}مجموعة الحل للمعادلة 
𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊 , −𝟏 ,

𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊}          

𝟑√اوجد الصيغة القطبية للمقدار  مثال: + 𝒊)𝟐( هثم جد الجذور الخمسة ل 

𝒁 = √𝟑 + 𝒊 ⟹  𝒓 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √𝟑 + 𝟏 = √𝟒 = 𝟐  

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
=
√𝟑

𝟐
   ,     𝒔𝒊𝒏 𝜽 =

𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
=
𝟏

𝟐
               𝜽 =  

𝝅

𝟔
الربع الاولتقع في         

𝒁 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟔
) 

𝒁𝟐 = (𝟐)𝟐(𝒄𝒐𝒔 
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟔
)𝟐 

𝒁𝟐 = 𝟒(𝒄𝒐𝒔𝟐 
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟐

𝝅

𝟔
= 𝟒(𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟑
) 

(𝒁𝟐)
𝟏
𝟓 = 𝟒

𝟏
𝟓(𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟑
)
𝟏
𝟓 

√𝒛𝟐
𝟓

= √𝟒
𝟓
(
𝒄𝒐𝒔

𝝅 + 𝟔𝒌𝝅
𝟑

𝟓
+ 𝒊
𝒔𝒊𝒏

𝝅 + 𝟔𝒌𝝅
𝟑

𝟓
)      

√𝒛𝟐
𝟓

= √𝟒
𝟓
(𝒄𝒐𝒔

𝝅 + 𝟔𝒌𝝅

𝟏𝟓
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅 + 𝟔𝒌𝝅

𝟏𝟓
)      ,    𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒 

𝒁𝟏 = √𝟒
𝟓
(𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟏𝟓
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟏𝟓
)                         𝒌 =   عندما 𝟎 

𝒁𝟐 = √𝟒
𝟓
(𝒄𝒐𝒔

𝟕𝝅

𝟏𝟓
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧

𝟕𝝅

𝟏𝟓
)        𝒌 = ا عندم 𝟏   

𝒁𝟑 = √𝟒
𝟓
(𝒄𝒐𝒔

𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟓
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟓
)          𝒌 = 𝟐    عندما

𝒁𝟒 = √𝟒
𝟓
(𝒄𝒐𝒔

𝟏𝟗𝝅

𝟏𝟓
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟏𝟗𝝅

𝟏𝟓
)   𝒌 =    عندما 𝟑
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𝒁𝟓 = √𝟒
𝟓
(𝒄𝒐𝒔

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟑
)   𝒌 =  عندما   𝟒

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ( 1- 5تمارين )حل 

 : احسب ما يلي/  1س

a) [𝒄𝒐𝒔
𝟓

𝟐𝟒
𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟓

𝟐𝟒
𝝅]𝟒 = [𝒄𝒐𝒔𝟒

𝟓

𝟐𝟒
𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝟒

𝟓

𝟐𝟒
𝝅] = [𝒄𝒐𝒔

𝟓𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟔
] 

𝝅

𝟔
= 𝟑𝟎   ,   𝟓 × 𝟑𝟎 = 𝟏𝟓𝟎    ,   𝟏𝟖𝟎 − 𝟏𝟓𝟎 = 𝟑𝟎  تقع في الربع الثاني   

= −𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟔
= [−

√𝟑

𝟐
+ 𝒊
𝟏

𝟐
] 

b) [𝒄𝒐𝒔𝟑
𝟕

𝟏𝟐
𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟕

𝟏𝟐
𝝅]−𝟑 

[𝒄𝒐𝒔 (−𝟑
𝟕

𝟏𝟐
𝝅) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(−𝟑

𝟕

𝟏𝟐
𝝅)] = [𝒄𝒐𝒔

−𝟕𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

−𝟕𝝅

𝟒
] = [𝒄𝒐𝒔

𝟕𝝅

𝟒
− 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟕𝝅

𝟒
]   

 𝟕 × 𝟒𝟓 = 𝟑𝟏𝟓    ,     
𝝅

𝟒
=  تقع في الربع الرابع    𝟒𝟓

= 𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
= [

𝟏

√𝟐
+ 𝒊 (

𝟏

√𝟐
)] =

𝟏

√𝟐
+
𝟏

√𝟐
𝒊 

 ما يأتي : )أو التعميم( فرااحسب باستخدام مبرهنة ديمو/  2س

a) (𝟏 − 𝒊)𝟕            1/ د    وزاري  2012 

𝒛 = 𝟏 − 𝒊 ⟹ 𝒓 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √𝟏 + 𝟏 = √𝟐 

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
= 

𝟏

√𝟐
     

  𝒔𝒊𝒏𝜽 =
𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||

−𝟏

√𝟐
  

𝜽 = 𝟐𝝅 −
𝝅

𝟒
=
𝟖𝝅−𝝅

𝟒
=
𝟕𝝅

𝟒
          الربع الرابعتقع في 

𝒁 = √𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟕𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟕𝝅

𝟒
)            الصيغة القطبية

  فرانبدأ بتطبيق مبرهنة ديمو

𝒁𝟕 = (√𝟐)𝟕(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟕 = (√𝟐)𝟕(𝒄𝒐𝒔
𝟕𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟕𝝅

𝟒
)𝟕 

𝒁𝟕 = (√𝟐)𝟕 (𝒄𝒐𝒔𝟕
𝟕𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝟕

𝟕𝝅

𝟒
) = (√𝟐)𝟔√𝟐(𝒄𝒐𝒔

𝟒𝟗𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟒𝟗𝝅

𝟒
) 

𝟒𝟗𝝅

𝟒
− 𝟏𝟐𝝅 =

𝟒𝟗𝝅−𝟒𝟖𝝅

𝛑
=
𝛑

𝟒
الرابعالربع تقع في         
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= 𝟐𝟑√𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
) 

= 𝟖√𝟐(
𝟏

√𝟐
+ 𝒊

𝟏

√𝟐
) =

𝟖√𝟐

√𝟐
+ 𝒊
𝟖√𝟐

√𝟐
= 𝟖 + 𝟖𝒊 

 

b) (√𝟑 +   2/ د 2014وزاري         𝟗−(𝟏

𝒁 = √𝟑 + 𝟏 ⟹ 𝒓 =  ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √𝟑 + 𝟏 = √𝟒 = 𝟐 

        𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
=
√𝟑

𝟐
   ,   𝒔𝒊𝒏𝜽 =

𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
=
𝟏

𝟐
     𝜽 =

𝝅

𝟔
      الاولاوية في الربع الز      

       𝒁 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟔
)            الصيغة القطبية

  فرانبدأ بتطبيق مبرهنة ديمو

𝒁−𝟗 = (√𝟑 + 𝟏)−𝟗 = 𝒓−𝟗(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)−𝟗 = (𝟐)−𝟗(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟔
)−𝟗 

𝒁−𝟗 =
𝟏

(𝟐)𝟗
(𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟔
)−𝟗 =

𝟏

𝟓𝟏𝟐
(𝒄𝒐𝒔 (

−𝟗𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

−𝟗𝝅

𝟔
)) 

𝒁−𝟗 =
𝟏

𝟓𝟏𝟐
(𝒄𝒐𝒔 (

−𝟑𝝅

𝟐
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

−𝟑𝝅

𝟐
)) =

𝟏

𝟓𝟏𝟐
(𝒄𝒐𝒔

𝟑𝝅

𝟐
− 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅

𝟐
) 

𝒁−𝟗 =
𝟏

𝟓𝟏𝟐
(𝟎 − 𝒊 (−𝟏)) =

𝒊

𝟓𝟏𝟐
 

  2/ د 2013وزاري   بسط ما ياتي :/  3س

a) 
[𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜽]𝟓

[𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽]𝟑
                

[𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜽]𝟓

[𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽]𝟑
=
[(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝜽)𝟐]𝟓

[(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟑]𝟑
=
(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝜽)𝟏𝟎

(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝜽)𝟗
= 𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝜽 

b)  (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟖(𝒄𝒐𝒔𝜽 − 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟒 

= (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟒(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟒(𝒄𝒐𝒔𝜽 − 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟒 

= (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟒[(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)(𝒄𝒐𝒔𝜽 − 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)]𝟒 

= (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟒[(𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟐 − (𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐]𝟒 

= (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟒[(𝒄𝒐𝒔𝜽)𝟐 + (𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐]𝟒 = (𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟒[(𝟏)]𝟒 

= 𝒄𝒐𝒔𝟒𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝟒𝜽  

𝟏−فر جد الجذور التربيعية للعدد المركب ا/ باستخدام مبرهنة ديمو 4س + √𝟑𝒊  

𝒁 = −𝟏 + √𝟑𝒊 ⟹ 𝒓 = ||𝒁|| = √(−𝟏)𝟐 + (√𝟑)𝟐 = √𝟏 + 𝟑 = √𝟒 = 𝟐 
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𝐜𝐨𝐬𝛉 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
=
−𝟏

𝟐
    , 𝒔𝒊𝒏𝜽 =

𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
=
√𝟑

𝟐
        𝜽 =

𝝅

𝟑
        الثاني الزاوية في الربع

𝝅−
𝝅

𝟑
=
𝟐𝝅

𝟑
 

√𝒁 = √−𝟏 + √𝟑𝒊 =  (−𝟏 + √𝟑𝒊)
𝟏
𝟐 = (𝒓)

𝟏
𝟐(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)

𝟏
𝟐 

√𝒁 = 𝟐
𝟏
𝟐 [𝒄𝒐𝒔

𝟐𝝅
𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅

𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟐𝝅
𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅

𝟐
] 

√𝒁 = √𝟐(𝒄𝒐𝒔

𝟐𝝅+ 𝟔𝒌𝝅
𝟑
𝟐

+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟐𝝅+ 𝟔𝒌𝝅
𝟑
𝟐

) = √𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟐𝝅 + 𝟔𝒌𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟐𝝅 + 𝟔𝒌𝝅

𝟔
) 

𝒊𝒇    𝒌 = 𝟎  ⟹ 𝒁𝟏 = √𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟐𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟐𝝅

𝟔
) = √𝟐(𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟑
) 

𝒁𝟏 = √𝟐(
𝟏

𝟐
+ 𝒊

√𝟑

𝟐
) =

𝟏

√𝟐
+ 𝒊

√𝟑

√𝟐
                                                         𝒌 =    عندما    𝟎

𝒁𝟐 = √𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟖𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟖𝝅

𝟔
) = √𝟐(𝒄𝒐𝒔

𝟒𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟒𝝅

𝟑
)               𝒌 =    عندما    𝟏

𝒁𝟐 = √𝟐(−𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
− 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟑
) = √𝟐 (−

𝟏

𝟐
− 𝒊 

√𝟑

𝟐
) =

−𝟏

√𝟐
−
√𝟑

√𝟐
𝒊    

𝟒𝝅

𝟑
  تقع في الربع الثالث     

𝟒𝝅

𝟑
− 𝝅 =

𝟒𝝅−𝟑𝝅

𝟑
=
𝝅

𝟑
, 𝒔𝒊𝒏حيث ان    𝒄𝒐𝒔  سالبة في الربع الثالث  

  𝟐𝟕𝒊باستخدام مبرهنة ديموفر جد الجذور التكعيبية للعدد /  5س

𝒁 = 𝟐𝟕𝒊  ⟹ 𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒁|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √(𝟐𝟕)𝟐 = 𝟐𝟕  

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
=

𝟎

𝟐𝟕
= 𝟎     , 𝒔𝒊𝒏 𝜽 =

𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
=
𝟐𝟕

𝟐𝟕
= 𝟏    𝛉 =  

𝝅

𝟐
 الربع الأول  

√𝒁
𝟑
= √𝟐𝟕𝒊

𝟑
= (𝟐𝟕𝒊)

𝟏
𝟑 = 𝒓

𝟏
𝟑(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)

𝟏
𝟑 = (𝟐𝟕)

𝟏
𝟑 (𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟐
)
𝟏
𝟑 

√𝒁
𝟑
= √𝟐𝟕

𝟑
 (𝒄𝒐𝒔(

𝝅
𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅

𝟑
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(

𝝅
𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅

𝟑
))       𝒌 = 𝟎 , 𝟏 , 𝟐 

𝒊𝒇    𝒌 = 𝟎 ⟹ 𝒁𝟏 =  𝟑 (𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟔
)) = 𝟑 [

√𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒊] =  [

𝟑√𝟑

𝟐
+
𝟑

𝟐
𝒊] 

𝒊𝒇    𝒌 = 𝟏 ⟹ 𝒁𝟐 =  𝟑 (𝒄𝒐𝒔 (
𝟓𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝟓𝝅

𝟔
))           𝝅 −

𝟓𝝅

𝟔
=
𝝅

𝟔
 تقع في لربع الثاني    
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  𝒁𝟐 = 𝟑 (−𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟔
)) = 𝟑 [

−√𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒊] = [

−𝟑√𝟑

𝟐
+
𝟑

𝟐
𝒊] 

𝒊𝒇    𝒌 = 𝟐 ⟹ 𝒁𝟑 =  𝟑 (𝒄𝒐𝒔 (
𝟗𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝟗𝝅

𝟔
)) = 𝟑(𝒄𝒐𝒔 (

𝟑𝝅

𝟐
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝟑𝝅

𝟐
)) 

       𝒁𝟑 = 𝟑 (𝟎+ (−𝟏)𝒊) = 𝟎− 𝟑𝒊 = −𝟑𝒊  

 إحيائي 1دور  2018وزاري  .  فر اباستخدام مبرهنة ديمو (𝟏𝟔−)جد الجذور الاربع للعدد /  6س

𝒁 = −𝟏𝟔 ⟹ 𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒛|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √(𝟏𝟔)𝟐 = 𝟏𝟔 

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
=
−𝟏𝟔

𝟏𝟔
= −𝟏     , 𝒔𝒊𝒏 𝜽 =

𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
=

𝟎

𝟏𝟔
= 𝟎    𝛉 = 𝝅  الربع الثاني 

√𝒁
𝟒
= √−𝟏𝟔

𝟒
= (−𝟏𝟔)

𝟏
𝟒 = 𝒓

𝟏
𝟒(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)

𝟏
𝟒 = (𝟏𝟔)

𝟏
𝟒 (𝒄𝒐𝒔𝝅 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝝅)

𝟏
𝟒 

√𝒁
𝟒
= √𝟏𝟔

𝟒
 (𝒄𝒐𝒔 (

𝝅+𝟐𝒌𝝅

𝒏
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅+𝟐𝒌𝝅

𝒏
))       𝒏 = 𝟒     ,   𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑 

𝒊𝒇  𝒌 = 𝟎 ⟹ 𝒁𝟏 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
) = 𝟐 [

𝟏

√𝟐
+

𝟏

√𝟐
𝒊] = √𝟐 + √𝟐𝒊  

𝒊𝒇  𝒌 = 𝟏 ⟹ 𝒁𝟐 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟑𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅

𝟒
) = 𝟐(−𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
) 

    𝒁𝟐 = 𝟐(
−𝟏

√𝟐
+

𝟏

√𝟐
𝒊) = −√𝟐 + √𝟐𝒊 

𝒊𝒇  𝒌 = 𝟐 ⟹ 𝒁𝟑 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟓𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟒
) = 𝟐(−𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟒
− 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟒
) 

     𝒁𝟑 = 𝟐(
−𝟏

√𝟐
−

𝟏

√𝟐
𝒊) = −√𝟐 − √𝟐𝒊 

𝒊𝒇  𝒌 = 𝟑 ⟹ 𝒁𝟒 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟕𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟕𝝅

𝟒
) = 𝟐(𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟒
− 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
) 

     𝒁𝟒 = 𝟐(
𝟏

√𝟐
−

𝟏

√𝟐
𝒊) = √𝟐 − √𝟐𝒊 

  فراباستخدام مبرهنة ديمو (𝟔𝟒𝒊−) / جد الجذور الستة للعدد 7س

𝒁 = −𝟔𝟒𝒊 ⟹ 𝒓 = 𝒎𝒐𝒅 𝒁 = ||𝒛|| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √(𝟔𝟒)𝟐 = 𝟔𝟒 

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒙

𝒓
=

𝒙

||𝒁||
=

𝟎

𝟔𝟒
= 𝟎     , 𝒔𝒊𝒏 𝜽 =

𝒚

𝒓
=

𝒚

||𝒁||
=
−𝟔𝟒

𝟔𝟒
= −𝟏    𝛉 =

𝟑𝝅

𝟐
 الربع الثالث  

√𝒁
𝟔
= √−𝟔𝟒𝒊

𝟔
= (−𝟔𝟒𝒊)

𝟏
𝟔 = 𝒓

𝟏
𝟔(𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝜽)

𝟏
𝟔 = (𝟔𝟒)

𝟏
𝟔 (𝒄𝒐𝒔

𝟑𝝅

𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅

𝟐
)
𝟏
𝟔 
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√𝒁
𝟔
= √𝟔𝟒

𝟔
= [𝒄𝒐𝒔(

𝟑𝝅
𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(

𝟑𝝅
𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅

𝟔
)] 

√𝒁
𝟔
= 𝟐 [𝒄𝒐𝒔 (

𝟑𝝅+𝟒𝒌𝝅

𝟏𝟐
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝟑𝝅+𝟒𝒌𝝅

𝟏𝟐
)]     ,    𝒌 = 𝟎, 𝟏 , 𝟐 , . . 𝟓 

𝒊𝒇   𝒌 = 𝟎 ⟹ 𝒁𝟏 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟑𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅

𝟏𝟐
) = 𝟐(cos

𝝅

𝟒
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
) =𝟐 (

𝟏

√𝟐
+

𝟏

√𝟐
𝒊) = √𝟐 + √𝟐𝒊 

𝒊𝒇   𝒌 = 𝟏 ⟹ 𝒁𝟐 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟕𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟕𝝅

𝟏𝟐
) = 𝟐(𝒄𝒐𝒔(

𝝅

𝟑
+
𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(

𝝅

𝟑
+
𝝅

𝟒
))  

                                𝒁𝟐 = 𝟐 [𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟑
) 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟒
) − 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟑
) 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟒
) +  𝒊 ( 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟑
) 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟒
) + 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟑
) 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟒
))] 

                               𝒁𝟐 = 𝟐 [(
𝟏

𝟐
) (

𝟏

√𝟐
)− (

√𝟑

𝟐
) (

𝟏

√𝟐
)+  𝒊 (

√𝟑

𝟐

𝟏

√𝟐
+
𝟏

𝟐

𝟏

√𝟐
)] = 𝟐 [(

𝟏

𝟐√𝟐
)− (

√𝟑

𝟐√𝟐
)+  𝒊((

√𝟑

𝟐√𝟐
)+ (

𝟏

𝟐√𝟐
))] 

                                  𝒁𝟐 =  𝟐 [(
𝟏−√𝟑

𝟐√𝟐
)+  𝒊 (

√𝟑+𝟏

𝟐√𝟐
)] = (

𝟏−√𝟑

√𝟐
)+  𝒊 (

√𝟑+𝟏

√𝟐
)  

𝒊𝒇   𝒌 = 𝟐 ⟹  𝒁𝟑 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟏𝟏𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟏𝟏𝝅

𝟏𝟐
) 

𝒊𝒇   𝒌 = 𝟑 ⟹ 𝒁𝟒 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟏𝟓𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟏𝟓𝝅

𝟏𝟐
) =2(𝒄𝒐𝒔

𝟓𝝅

𝟒
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟒
) =2(−𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟒
− 𝒊𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
الثالث ربعتقع في ال  (  

                           𝒁𝟒 = 𝟐 (
−𝟏
√𝟐
  − 𝟏

 √𝟐
𝒊)=−√𝟐   − √𝟐 𝐢 

𝒊𝒇   𝒌 = 𝟒 ⟹ 𝒁𝟓 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟏𝟗𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟏𝟗𝝅

𝟏𝟐
) 

𝒊𝒇   𝒌 = 𝟓 ⟹ 𝒁𝟔 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟐𝟑𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏

𝟐𝟑𝝅

𝟏𝟐
) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 حلول التمارين العامة الخاصة بالفصل الأول

, 𝒙/ جد قيم 1س 𝒚 ∈ 𝑹  والتي تحقق  
𝒚

𝟏+𝒊
= 

𝒙𝟐+𝟒 

𝒙+𝟐𝒊
 (3/ د 2013وزاري )     

= 𝟒الحل : بما ان   −𝟒𝒊𝟐  

𝒚

𝟏 + 𝒊
=  
𝒙𝟐 − 𝟒𝒊𝟐 

𝒙 + 𝟐𝒊
⟹

𝒚

𝟏 + 𝒊
=  
(𝒙 + 𝟐𝒊)(𝒙 − 𝟐𝒊) 

𝒙 + 𝟐𝒊
 ⟹ 

𝒚

𝟏 + 𝒊
= (𝒙 − 𝟐𝒊) 

𝒚 = (𝟏 + 𝒊)(𝒙 − 𝟐𝒊) 

𝒚 = 𝒙 − 𝟐𝒊 + 𝒙𝒊 − 𝟐𝒊𝟐  

𝒚 + 𝟎𝒊 = 𝒙 + 𝟐 − 𝟐𝒊 + 𝒙𝒊  

𝒚 + 𝟎𝒊 = (𝒙 + 𝟐) + (−𝟐 + 𝒙)𝒊  

𝒚 = 𝒙 + 𝟐   … . . (𝟏) 

𝟎 = −𝟐 + 𝒙   . . . (𝟐)    ⟹   𝒙 =  𝟐 

∴   𝒚 = 𝟐 + 𝟐 = 𝟒  
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𝒛/ اذا كان 2س =  
𝟏− √𝟑𝒊

𝟏+ √−𝟑
𝒛جد باستخدام مبرهنة ديموافر  عدداً مركبا  

𝟏

𝟐 

 الحل : 

∵  √−𝟑 =  √𝟑 𝒊  

𝒛 =  
𝟏 − √𝟑𝒊

𝟏 + √𝟑𝒊
 .
𝟏 − √𝟑𝒊

𝟏 − √𝟑𝒊
=
𝟏 − √𝟑𝒊 − √𝟑𝒊 − 𝟑𝒊𝟐 

𝟏 +  𝟑
=  
−𝟐 − 𝟐√𝟑𝒊

𝟒
 

∴ 𝒛 =  
−𝟏

𝟐
− 
√𝟑𝒊

𝟐
  

 نجد السعة والمقياس 

𝒓 =  √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = √
𝟏

𝟒
+ 
𝟑

𝟒
=  √𝟏 =     المقياس    𝟏

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =  
𝒙

𝒓
=  
−
𝟏
𝟐
𝟏
= −

𝟏

𝟐
       , 𝒔𝒊𝒏 𝜽 =  

𝒚

𝒓
=  
−√𝟑

𝟐
 

 تقع في الربع الثالث  𝛉نستنتج أن الزاوية  

∴ 𝒂𝒓𝒈 (𝒛) =  𝝅 + 
𝝅

𝟒
=  
𝟒𝝅

𝟑
  

 الصورة القطبية للعدد المركب 

𝒛 = 𝒓 (𝒄𝒐𝒔 𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝜽) 

𝒛 = 𝟏 (𝒄𝒐𝒔 
𝟒𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟒𝝅

𝟑
) 

𝒛
𝟏
𝟐 = 𝟏

𝟏
𝟐  (𝒄𝒐𝒔 

𝟒𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟒𝝅

𝟑
)

𝟏
𝟐
= [𝒄𝒐𝒔(

𝟒𝝅
𝟑 + 𝟐𝒌𝝅

𝟐
)+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏(

𝟒𝝅
𝟑 + 𝟐𝒌𝝅

𝟐
)]    𝒌 = 𝟎 , 𝟏 

𝒊𝒇   𝒌 = 𝟎 ⟹ 𝒛
𝟏

𝟐 =  𝒄𝒐𝒔 
𝟒𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟒𝝅

𝟔
= 𝒄𝒐𝒔 

𝟐𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟐𝝅

𝟑
)  تقع في الربع الثاني        

𝟐𝝅

𝟑
) 

𝒛
𝟏
𝟐 = −𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 

𝟐𝝅

𝟑
= (−

𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊) 

𝒊𝒇   𝒌 = 𝟏 ⟹ 𝒛
𝟏
𝟐 = [𝒄𝒐𝒔(

𝟒𝝅
𝟑
+ 𝟐𝝅

𝟐
)+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏(

𝟒𝝅
𝟑
+ 𝟐𝝅

𝟐
)] 

𝒛
𝟏

𝟐 = 𝒄𝒐𝒔(
𝟒𝝅+𝟔𝝅
𝟑

𝟐
)+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏(

𝟒𝝅+𝟔𝝅
𝟑

𝟐
) = 𝒄𝒐𝒔 (

𝟏𝟎𝝅

𝟔
)+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝟏𝟎𝝅

𝟔
الرابع  تقع في الربع   (  

𝒛
𝟏
𝟐 = 𝒄𝒐𝒔(

𝟓𝝅

𝟑
)+ 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝟓𝝅

𝟑
) = 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟑
)− 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟑
) = (

𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊) 
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𝒁س / اذا كان  = 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 +  𝒊𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙      فاثبت أن
𝟐

𝟏+𝒛
= 𝟏 − 𝒊 𝒕𝒂𝒏 𝒙    

 / دور أول 2019وزاري خارج القطر 

 1ط الحل : 

𝑳𝑯𝑺 ∶  
𝟐

𝟏 + 𝒛
=  

𝟐

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 
 

           =
𝟐

𝟏+𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙−𝟏 +𝟐𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 
 

           =
𝟐

𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒄𝒐𝒔𝒙+𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)
=

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙+ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒄𝒐𝒔𝒙+𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)
=

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙−𝒊𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒄𝒐𝒔𝒙+𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)
 

           =
(𝒄𝒐𝒔𝒙−𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)(𝒄𝒐𝒔𝒙+𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒄𝒐𝒔𝒙+𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)
=
(𝒄𝒐𝒔𝒙−𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)

𝒄𝒐𝒔𝒙
=
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
− 

𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
= 𝟏 − 𝒊 𝒕𝒂𝒏 𝒙 ∶ 𝑹𝑯𝑺 

 :  2ط 

𝑳𝑯𝑺 ∶  
𝟐

𝟏 + 𝒛
=  

𝟐

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 
 

           =
𝟐

𝟏+𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙−𝟏 +𝟐𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 
 

           =
𝟐

𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙(𝒄𝒐𝒔𝒙+𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)
=
(𝒄𝒐𝒔𝒙+𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)−𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒙
=
(𝒄𝒐𝒔𝒙−𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙)

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 

           =
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
− 

𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
= 𝟏 − 𝒊 𝒕𝒂𝒏 𝒙 ∶ 𝑹𝑯𝑺 

𝒁اذا كان س/  = 𝒄𝒐𝒔 𝜽 +  𝒊𝒔𝒊𝒏 𝜽    اثبت أن
𝒁𝒏

𝟏+𝒁𝟐𝒏
=

𝟏

𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽
 / دور ثاني 2019وزاري      

 الحل : 

𝑳𝑯𝑺 ∶  
𝒁𝒏

𝟏 + 𝒁𝟐𝒏
= 

(𝒄𝒐𝒔 𝜽 +  𝒊𝒔𝒊𝒏 𝜽)𝒏

𝟏 + (𝒄𝒐𝒔 𝜽 +  𝒊𝒔𝒊𝒏 𝜽)𝟐𝒏 
 

           =
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽

𝟏+𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒏𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒏𝜽 
 

           =
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽

𝟏+𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒏𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒏𝜽 
 

           =
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽

𝟏+𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒏𝜽−𝟏+𝒊(𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽)  
= 

𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽

𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒏𝜽+𝒊(𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽)  
 

           =
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽+𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽

𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽(𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽+𝒊𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽)
= 

𝟏

𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽
 ∶ 𝑹𝑯𝑺   
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 القطوع المخروطية

, 𝒙𝟏)ليكن  القطع المخروطي : 𝒚𝟏) ثابتة في المستوي وليكن نقطة  𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = في مستقيم ثابت  𝟎

, 𝒙𝟏)المستوي نفسه لذا فإن مجموعة كل النقاط التي نسبة بعد كل منها عن النقطة  𝒚𝟏)  الى بعدها عن

𝒂𝒙المستقيم  + 𝒃𝒚 + 𝒄 = يسمى بالقطع المخروطي أو هو كل هندسي ش تكون (𝒆)تساوي عدد ثابت  𝟎

+ 𝒂𝒙)مستقيم معلوم اوي بعدها عن نقطة معلومة يسموعة النق  التي بعدها عن مج  𝒃𝒚 + 𝒄 =  𝟎) 

 : (𝒆)تساوي عدداً ثابتا 

1) 𝐹(𝑥, 𝑦)                            البؤرة  

2) 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 =   معادلة الدليل    0

3) 𝑒 الاختلاف المركزي (𝒆 =  
𝒄

𝒂
) 

4) |2𝑝| =   المسافة بين البؤرة والدليل

 
 

𝐞)  قطع زائد  > 𝟏) 𝟎)  قطع ناقص     < 𝐞 < 𝟏) 𝐞)  قطع مكافيء    = 𝟏)  

 
 

 

 

 المعادلة العامة للقطع المخروطي : 

(𝒙 − 𝒙𝟏)
𝟐 + (𝒚 − 𝒚𝟏)

𝟐 = 𝒆𝟐  
(𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄)𝟐

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
 

  ملاحظات :

, 𝒙)( النقطة السينية )تقع على المحور السيني( أحداثيها الصادي يكون صفراً 1 𝟎)  . 

, 𝟎)( النقطة الصادية )تقع على المحور الصادي( إحداثيها السيني يكون صفراً 2 𝒚)  . 

 (𝒚( كل مستقيم يوازي المحور السيني معادلته تكون )ما يقطعه من المحور 3

 (𝒙( كل مستقيم يوازي المحور الصادي معادلته تكون )ما يقطعه من المحور 4

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 Parabolaالقطع المكافئ  

, 𝑀 (𝑥هو مجموعة النق  القطع المكافئ :  𝑦) في المستوي والتي يكون بعدها عن نقطة ثابتة𝐅(𝐩 , 𝟎)   

𝒑تسمى البؤرة حيث  ≠  وهو لا يحتوي البؤرة .( Dمستقيم معلوم يسمى )الدليل  يساوي بعدها عن 𝟎

هو مجموعة من النق  داخل مستوي والتي يكون بعدها عن نقطة معلومة مساويا لبعدها عن  أو بمعنى آخر

 مستقيم معلوم .

 

 (e>1قطع زائد )

 (e=1) مكافئقطع 

 (e<1>0) ناقصقطع 

 البؤرة

 (e=0دائرة )

ئ
ع المكاف

ط
ل الق

دلي
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 لقطع المكافئ حالتان هما : ل

– 𝒙) المحور السيني أولًا : البؤرة تقع على  𝒂𝒙𝒊𝒔)  نقطة الاصل فيوالرأس  . 

 الفتحة نحو اليمين :  -1

√(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
𝟐 + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)

 قانون البعد                             𝟐

𝑀𝐹

𝑀𝑄
= 𝑒 = 1 ⟹ 𝑀𝐹 = 𝑀𝑄    المكافئتعريف القطع             

√(𝒙 − 𝒑)𝟐 + (𝒚 − 𝟎)𝟐 = √(𝒙 + 𝒑)𝟐 + (𝒚 − 𝒚)𝟐 بتربيع الطرفين      

𝒙𝟐 − 𝟐𝒑𝒙 + 𝑷𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒑𝒙 + 𝑷𝟐 

∴ 𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙     ∀ 𝒑 >  معادلة القطع المكافئ     𝟎

𝒙 =  −𝒑                                         معادلة الدليل  

 
 
 

 

  الفتحة نحو اليسار : -2

𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙  معادلة القطع المكافئ     

𝒙 = 𝒑   معادلة الدليل                          

– 𝒚) محور الصادات : البؤرة تقع على ثانيا  𝒂𝒙𝒊𝒔)  نقطة الاصل :  فيوالرأس 

 الفتحة نحو الاعلى : -1

 تكون هنا معادلة القطع دالة حقيقية 

√(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
𝟐 + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)

 قانون البعد      𝟐

M𝐹 = MQ    المكافئتعريف القطع                    

√(𝒙 − 𝟎)𝟐 + (𝒚 − 𝒑)𝟐 = √(𝒙 − 𝒙)𝟐 + (𝒚 + 𝒑)𝟐 بتربيع الطرفين      

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒑𝒚 + 𝑷𝟐 = 𝒚𝟐 + 𝟐𝒑𝒚 + 𝑷𝟐 

 𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚    ∀ 𝒑 >       معادلة القطع المكافئ   𝟎

𝒚 =  −𝒑   معادلة الدليل                                     

 
 

  الفتحة نحو الاسفل : -2

𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚  معادلة القطع المكافئ     

𝒚 =  𝒑  معادلة الدليل                      

𝒚 

𝒙 

𝑭 (𝟎 , 𝒑) 

𝑴 (𝒙 , 𝒚) 

𝑸 (𝒙 , −𝒑) 
𝑫    

𝒚 

𝑴 (𝒙 , 𝒚)  𝑸(−𝒑 , 𝒚) 

(−𝒑 , 𝟎) 
𝒙 

𝑫    

𝑭 (𝒑 , 𝟎)  
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أحداهما عندما يكون على  (0 , 0)نلاحظ مما سبق انه يوجد معادلتين للقطع المكافئ الذي راسه نقطة الاصل 

 المحور السيني والاخرى عندما يكون على المحور الصادي والجدول أدناه يوضح ذلك : 

𝒙عندما يكون على محور السينات  − 𝒂𝒙𝒊𝒔  عندما يكون على محور الصادات𝒚 − 𝒂𝒙𝒊𝒔 

𝒙البؤرة تنتمي لمحور السينات ( 1 − 𝒂𝒙𝒊𝒔 1 ) الصاداتالبؤرة تنتمي لمحور 𝒚 − 𝒂𝒙𝒊𝒔 

, 𝑭 (𝒑البؤرة ( 2 𝒙ومعادلة الدليل  (𝟎 = −𝒑 2 ) البؤرة𝑭 (𝟎 , 𝒑)  ومعادلة الدليل𝒚 = −𝒑 

𝒚معادلة محور القطع هي ( 3 = 𝒙معادلة محور القطع هي ( 3 𝟎 = 𝟎 

( الدليل يوازي المحور السيني 4 الصاديالدليل يوازي المحور ( 4  

( التناظر حول محور الصادات5 التناظر حول محور السينات( 5  

( المحور الصادي ينصف الدليل6 المحور السيني ينصف الدليل ( 6  

𝒚𝟐القانون ( 7 = 𝟒𝒑𝒙 7 القانون )𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 

  ملاحظات عامة :

 صحيح .اشارة البؤرة عكس اشارة الدليل والعكس  .1

𝟐𝒑المسافة بين البؤرة والدليل  .2 = 

 كل نقطة تنتمي للقطع المكافئ فهي تحقق معادلته )اي ان القطع المكافئ يمر بها(  .3

 كل نقطة تنتمي للقطع المكافئ بعدها عن البؤرة يساوي بعدها عن الدليل . .4

𝒃𝟐رأس القطع المكافئ هو نقطة الاصل ومعادلة المميز الخاصة به هي  .5 − 𝟒𝒂𝒄 = 𝟎 

 جدول تظهر فيه جميع حالات القطع المكافئ : 

 المعادلة البؤرة الدليل المحور القطع اتجاه التناظر

𝒙 − 𝒂𝒙𝒊𝒔 يمين  𝒙 𝒙 =   −𝒑 𝑭 (𝒑 , 𝟎) 𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 

𝒙 − 𝒂𝒙𝒊𝒔 يسار 𝒙 𝒙 =  𝒑 𝑭 (−𝒑 , 𝟎)  𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙 

𝒚 − 𝒂𝒙𝒊𝒔  أعلى 𝒚 𝒚 =  −𝒑 𝑭 (𝟎 , 𝒑)  𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 

𝒚 − 𝒂𝒙𝒊𝒔 أسفل 𝒚 𝒚 =  𝒑 𝑭 (𝟎 ,−𝒑)  𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚 

 البؤرة ومعادلة الدليل للقطع المكافئ في كل مما يأتي :  جد :مثال  

a) 𝒚𝟐 = −𝟖𝒙 
𝒚𝟐 = −𝟖𝒙  

𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙      المعادلة القياسيةبالمقارنة مع  

𝟒𝒑 = 𝟖 ⟹ 𝒑 = 
𝟖

𝟒
= 𝟐  

𝑭 (−𝒑 , 𝟎) =  𝑭 (−𝟐 ,  البؤرة  (𝟎

𝒙 = 𝒑 ⟹ 𝒙 =   معادلة الدليل     𝟐

b) 𝒚𝟐 = 𝟒𝒙 

 

𝒚 

(𝟏 , 𝟐) 𝒙 = −𝟏 

𝒙 

𝑫    

𝑭 (𝟏 , 𝟎) 

(𝟏 , − 𝟐) 
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∵ الحل :   𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙  

𝟒𝒑 = 𝟒 ⟹ 𝒑 =
𝟒

𝟒
= 𝟏  

𝑭 (𝒑 , 𝟎) = 𝑭(𝟏 ,  البؤرة   (𝟎

      𝒙 = −𝒑 ⟹ 𝒙 =   معادلة الدليل     𝟏−

     𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙⟹ 𝒚𝟐 = 𝟒(𝟏)𝒙 = 𝟒𝒙 ⟹ 𝒚 = ±𝟐√𝒙 
𝒙 𝟎 𝟏 𝟐 

𝒚 𝟎 ±𝟐 ±𝟐√𝟐 

  ملاحظات لإيجاد معادلة القطع المكافئ رأسه نقطة الاصل ضمن الحالات الرئيسية الاتية :

 ونكتب المعادلة ونعوض . 𝒑اذا علمت بؤرة القطع المكافئ فإن الحل يكون بشكل مباشر تستخرج قيمة  أولا :

اذا علمت معادلة الدليل فإن البؤرة ستكون على نفس المحور الذي يقطعه الدليل بالاتجاه الاخر فنقوم  ثانيا:

 ونكتب المعادلة ونعوض . 𝒑باستخراج احداثي البؤرة ثم نستخرج قيمة 

, 𝟑)بؤرته هي أ( ذا علمت ان اجد معادلة القطع المكافئ  :مثال   . ورأسه في نقطة الاصل (𝟎

𝟐𝒙   ب( معادلة الدليل                                                           − 𝟔 =  ورأسه في نقطة الاصل . 𝟎

 أ( الحل : 

∵ (𝒑 , 𝟎) = (𝟑 ,   البؤرة (𝟎

∴ 𝒑 = 𝟑 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙    المعادلة القياسية للقطع المكافئ 

∴ 𝒚𝟐 = 𝟒(𝟑)𝒙 ⟹    𝒚𝟐 = 𝟏𝟐𝒙    المكافئمعادلة القطع  

 ب(         

∵ 𝟐𝒙 − 𝟔 =   معادلة الدليل   𝟎

∴ 𝟐𝒙 = 𝟔 ⟹ 𝒙 = 𝟑 

∴ 𝒑 = 𝟑  ⟹ 𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙   المعادلة القياسية للقطع المكافئ 

∴ 𝒚𝟐 = −𝟒(𝟑)𝒙 ⟹  𝒚𝟐 = −𝟏𝟐𝒙     المكافئمعادلة القطع  

, 𝟎)جد معادلة القطع المكافئ اذا علم : أ( بؤرته  :مثال   وراسه في نقطة الأصل  (𝟓

𝒚ب( معادلة الدليل          =  ورأسه في نقطة الاصل  𝟕

 الحل : أ( 

∵ ( 𝟎 , 𝒑) = (𝟎 ,   البؤرة (𝟓

∴ 𝒑 = 𝟓 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚    المعادلة القياسية للقطع المكافئ 

∴ 𝒙𝟐 = 𝟒(𝟓)𝒙 ⟹    𝒙𝟐 = 𝟐𝟎𝒚   المكافئ معادلة القطع  

 ب(          

∵ 𝒚 =     معادلة الدليلبالمقارنة مع    𝟕

∴ 𝒑 = 𝟕 ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚      المعادلة القياسية للقطع المكافئ 

   𝒙𝟐 = −𝟒(𝟕)𝒚 ⟹  𝒙𝟐 = −𝟐𝟖𝒚     المكافئ  معادلة القطع  
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اذا مر القطع المكافئ بنقطة معينة فإنها تحقق معادلته فإذا كانت البؤرة تنتمي الى محور السينات  ثالثا :

ثم اعادة تعويضها بمعادلة القطع  𝒑تكتب إحدى معادلتي محور السينات ثم التعويض بها لإستخراج قيمة 

ور الصادات ثم التعويض بها المكافئ واذا كانت البؤرة تنتمي لمحور الصادات كذلك نكتب احدى معادلتي مح

ثم اعادة تعويضها بمعادلة القطع المكافئ وفي حالة لم يحدد موقع البؤرة يتم اخذ احتمالان  𝒑لإستخراج قيمة 

 معا .

, 𝟐)جد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تنتمي لمحور السينات ورأسه نقطة الاصل ويمر بالنقطة :مثال  𝟒)  . 

الحل : بما ان النقطة تقع بالربع الأول والبؤرة تقع على محور السينات فإن البؤرة تقع على محور السينات 

 الموجب فتكون المعادلة 

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹ (𝟒)𝟐 = 𝟒𝒑(𝟐) ⟹ 𝟏𝟔 = 𝟖𝒑 ⟹ 𝒑 =
𝟏𝟔

𝟖
= 𝟐             

∴ 𝒚𝟐 = 𝟖𝒙 

جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تقع على محور الصادات ويمر بالنقطة  : مثال

(−𝟏 ,−𝟒)  . 

الحل : بما ان انقطة تقع بالربع الثالث والبؤرة تقع على محور الصادات فإن البؤرة تقع على محور الصادات 

 السالب فتكون المعادلة 

𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚⟹ (−𝟏)𝟐 = −𝟒𝒑(−𝟒) ⟹ 𝟏 = 𝟏𝟔𝒑⟹ 𝒑 =
𝟏

𝟏𝟔
             

∴ 𝒙𝟐 = −
𝟏

𝟒
𝒚 

, 𝟐−)جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر بالنقطة مثال : 𝟔) . 

 الحل : يوجد احتمالين للمعادلة القياسية للقطع المكافئ لعدم تحديد البؤرة ، والاحتمالين هما : 

 ثانيا : البؤرة تنتمي لمحور السينات السالب أولًا : البؤرة تنتمي لمحور الصادات الموجب

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚     المكافئالمعادلة القياسية للقطع  

(−𝟐)𝟐 = 𝟒𝒑(𝟔) 

𝟒 = 𝟐𝟒𝒑 ⟹ 𝒑 =
𝟒

𝟐𝟒
=
𝟏

𝟔
 

𝒙𝟐 = 𝟒 (
𝟏

𝟔
) 𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 =

𝟐

𝟑
𝒚 المكافئ  معادلة القطع  

𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙     المكافئالمعادلة القياسية للقطع  

(𝟔)𝟐 = −𝟒𝒑(−𝟐)     

𝟑𝟔 = 𝟖𝒑 ⟹ 𝒑 =
𝟗

𝟐
 

  𝒚𝟐 = −𝟒(
𝟗

𝟐
) 𝒙⟹ 𝒚𝟐 = −𝟏𝟖𝒙 معادلة القطع المكافئ   

اذا مر القطع المكافئ بنقطتين تقعان في ربعين متجاورين فإن البؤرة تقع على محور تناظر الربعين فنقوم  رابعا :

ثم اعادة تعويضها بمعادلة  𝒑بكتابة المعادلة المناسبة ثم نقوم بتعويض اي نقطة من النقطتين لاستخراج قيمة 

 القطع . 

,(𝟒−, 𝟐) تين جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقط مثال : (𝟐 ,  ورأسه نقطة الاصل .   (𝟒

النقطتان تقعان بالربعين الأول والرابع فهذا يعني ان البؤرة تقع على محور السينات الموجب وبالتالي  ∵الحل : 

 تكون معادلة القطع المكافئ هي 

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹ (𝟒)𝟐 = 𝟒𝒑(𝟐) ⟹ 𝟏𝟔 = 𝟖 𝒑 ⟹ 𝒑 =
𝟏𝟔

𝟖
= 𝟐  

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙   ⟹  𝒚𝟐 = 𝟒(𝟐)𝒙   ⟹  𝒚𝟐 = 𝟖𝒙      معادلة القطع المكافئ 
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, 𝟑√𝟐−)جد معادلة القطع المكافئ الذي مركزه نقطة الاصل ويمر بالنقطتين  مثال : −𝟏), (√𝟔 ,−
𝟏

𝟐
)   

الحل : بما ان النقطتين تقعان في الربعين الثالث والرابع فإن البؤرة تقع على محور الصادات السالب وبذلك 

 تكون معادلة القطع المكافئ هي 

𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚   ⟹ (√𝟔)
𝟐
= −𝟒𝒑(−

𝟏

𝟐
)  ⟹ 𝟔 = 𝟐𝒑⟹ 𝒑 = 𝟑 

𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚   ⟹  𝒙𝟐 = −𝟒(𝟑)𝒚   ⟹  𝒙𝟐 = −𝟏𝟐𝒚      معادلة القطع المكافئ 

, (𝟏−,𝟒−)جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين  مثال :  والرأس في نقطة الاصل .  (𝟏−,𝟒)

بما ان النقطتين تقعان في الربعين الثالث والرابع فإن البؤرة تقع على محور الصادات السالب وبذلك الحل : 

 تكون معادلة القطع المكافئ هي 

𝒙𝟐 = −𝟒 𝒑𝒚 

(−𝟒)𝟐 = −𝟒 𝒑(−𝟏) ⟹ 𝟏𝟔 =  −𝟒 𝒑 (– 𝟏)  ⟹ 𝟏𝟔 = 𝟒𝒑 ⟹ 𝒑 =
𝟏𝟔

𝟒
= 𝟒 

𝒙𝟐 = −𝟒 (𝟒)𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟏𝟔𝒚     معادلة القطع المكافئ 

, 𝑎)اذا مر دليل القطع المكافئ بنقطة معينة  : خامسا 𝑏)  فاذا كانت البؤرة تقع على محور السينات فإن معادلة

𝑥الدليل هي  = 𝑎  فنقوم باستخراج احداثي البؤرة ثم نستخرج قيمة𝑝  ثم نكتب المعادلة المناسبة ثم التعويض

𝑦بها ، واذا كانت البؤرة تنتمي لمحور الصادات فإن معادلة الدليل هي  = 𝑏  فنقوم باستخراج احداثي البؤرة

ونكتب المعادلة المناسبة ونعوض بها وفي حالة عدم تحديد موقع البؤرة فيتم اخذ احتمالان  𝑝ثم نستخرج قيمة 

 معا . 

ودليله يمر بالنقطة  السيناتعادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي لمحور جد م :مثال 

(−𝟐 , 𝟑)  . 

الحل : بما ان محور القطع المكافئ هو محور السينات والدليل يمر بنقطة تقع في الربع الثاني فإن البؤرة تقع 

 على المحور السيني الموجب وبالتالي تكون 

𝒙 = , 𝑭(𝟐  معادلة الدليل   𝟐− 𝟎) ⟹ 𝒑 = 𝟐 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟖𝒙 

ودليله يمر بالنقطة  الصاداتجد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي لمحور  مثال :

(𝟐 ,−𝟒)  . 

 معادلة الدليل هي :  فتكون  موجبة البؤرة صاديةالحل : 

  𝒚 =  −𝟒 ⟹ 𝑭(𝟎, 𝟒) ⟹ 𝒑 = 𝟒⟹ 𝒙𝟐 = 𝟒 𝒑𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = (𝟒)(𝟒)𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟏𝟔𝒚  
 . (𝟓−, 𝟑)بالنقطة دليل القطع المكافيء جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر مثال :

 الحل : يوجد احتمالين للمعادلة القياسية للقطع المكافيء لعدم تحديد البؤرة ، والاحتمالين هما : 

 ثانيا : البؤرة تنتمي لمحور السينات السالب الصادات الموجبأولًا : البؤرة تنتمي لمحور 

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚    المعادلة القياسية للقطع المكافيء 

𝒚 = −𝟓 ⟹ 𝒑 = 𝟓 ⟹ 𝑭(𝟎 , 𝟓) 
𝒙𝟐 = 𝟒 (𝟓)𝒚 

𝒙𝟐 = 𝟐𝟎𝒚  معادلة القطع المكافيء  

𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙    المعادلة القياسية للقطع المكافيء 

𝒙 = 𝟑 ⟹ 𝒑 = 𝟑⟹ 𝑭(−𝟑 , 𝟎) 
 𝒚𝟐 = −𝟒(𝟑)𝒙 

𝒚𝟐 = −𝟏𝟐𝒙 معادلة القطع المكافيء   



 

72 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 (𝒙اذا مر الدليل بنقطتين مختلفتين فإن معادلة الدليل هي  سادسا : = )𝒐𝒓 (𝒚 المسق   ( =

 ثم تكتب المعادلة المناسبة ثم التعويض بها . 𝒑المتساوي من النقطتين فنقوم باستخراج احداثي قيمة 

 جد معادلة القطع المكافئ في الحالات التالية:  مثال :

, 𝟑−)دليله يمر بالنقطتين  -1 𝟗) (−𝟑 ,  ورأسه نقطة الاصل :  (𝟏

𝒙الحل : معادلة الدليل هي  = 𝒑أي أن  𝟑− = 𝟑 

𝑭(𝟑 , 𝟎) ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟒 𝒑𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟒(𝟑)𝒙⟹ 𝒚𝟐 = 𝟏𝟐𝒙  

, 𝟕−) دليله يمر بالنقطتين -2 𝟐), (−𝟒 ,  ورأسه نقطة الاصل :  (𝟐

𝒚الحل : معادلة الدليل هي  = 𝒑أي أن  𝟐 = 𝟐 

𝑭(𝟎 , −𝟐) ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟒 𝒑𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟒(𝟐)𝒙⟹ 𝒙𝟐 = −𝟖𝒚 

اذا مر الدليل بنقطة تقع على احد المحورين الاحداثيين فإن البؤرة تقع على نفس المحور بالاتجاه  سابعا :

 الاخر .

 جد معادلة القطع المكافئ في الحالات الاتية :  مثال :

, 𝟒−)دليله يمر بالنقطة  -1  ورأسه نقطة الاصل :  (𝟎

, 𝟒−)الحل : بما ان الدليل يمر بالنقطة  , 𝟒)فهذا يعني أن البؤرة  (𝟎 𝒑اي ان  (𝟎 = 𝟒 

𝒚𝟐 = 𝟒 𝒑𝒙⟹ 𝒚𝟐 = 𝟒 (𝟒)𝒙⟹ 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔𝒙 

𝟐𝒙دليله يمر بنقطة تقاطع  -2 + 𝟑𝒚 =  مع محور الصادات ورأسه نقطة الاصل :  𝟏𝟐

 الحل : 

𝒙 = ⟹عندما 𝟎  𝟐(𝟎) + 𝟑𝒚 = 𝟏𝟐  ⟹ 𝟑𝒚 = 𝟏𝟐  ⟹ 𝒚 = 𝟒 

𝑭(𝟎,−𝟒) ⟹ 𝒑 = 𝟒⟹ 𝒙𝟐 = −𝟒 𝒑𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟒 (𝟒)𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟏𝟔𝒚 

, 𝟑√)ؤرته اذا علم ان ب باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ مثال :  نقطة الاصل .  في ورأسه (𝟎

, 𝑭(√𝟑البؤرة الحل :  , 𝑴(𝒙ولتكن النقطة  (𝟎 𝒚)  نقطة تنتمي  الى منحني القطع المكافئ ولتكن النقطة

𝑸(−√𝟑 , 𝒚)  هي نقطة تقاطع العمود المرسوم منM  على الدليل𝐃     فمن تعريف القطع المكافئ 

𝑴𝑭 =  𝑴𝑸     تعريف القطع المكافئ 

 

√(𝒙 − √𝟑)
𝟐
+ (𝒚 − 𝟎)𝟐 = √(𝒙 + √𝟑)

𝟐
+ (𝒚 − 𝒚)𝟐    تربيعالب  

(𝒙 − √𝟑)
𝟐
+ (𝒚)𝟐 = (𝒙 + √𝟑)

𝟐
 

𝒙𝟐 − 𝟐√𝟑𝒙 + 𝟑 + 𝒚𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟐√𝟑𝒙 + 𝟑 

 𝒚𝟐 = 𝟒√𝟑𝒙     معادلة القطع المكافئ 

 

𝟑𝒙𝟐 جد البؤرة ومعادلة الدليل للقطع المكافئ  مثال : − 𝟐𝟒𝒚 = 𝟎  

 الحل : 

∵(    3)نقسم طرفي المعادلة على       𝟑𝒙𝟐 − 𝟒𝒚 = 𝟎 ⟹ 𝟑𝒙𝟐 = 𝟐𝟒𝒚   

𝒙𝟐 = 𝟖𝒚  

𝑀 (𝑥 , 𝑦) 
𝑦 

𝑴 (−√𝟑 , 𝒚) 

𝑭 (√𝟑 , 𝟎) 
𝒙 
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𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚     بالمقارنة مع المعادلة القياسية 

𝟒𝒑 = 𝟖 ⟹ 𝒑 
𝟖

𝟒
= 𝟐 

𝑭 (𝟎 , 𝒑) = 𝑭 (𝟎 ,     البؤرة (𝟐

𝒚 = −𝒑 ⟹ 𝒚 =  معادلة الدليل  𝟐−

𝟑𝒚𝟐جد البؤرة والدليل للقطع المكافئ :  مثال : = 𝟏𝟔𝒙 − 𝒚𝟐 

 الحل : 

𝟑𝒚𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔𝒙 

𝟒𝒚𝟐 (4)نقسم على  = 𝟏𝟔𝒙           

𝒚𝟐 = 𝟒 𝒙 

𝒚𝟐 = 𝟒 𝒑𝒙 ⟹ 𝟒𝒑 = 𝟒⟹ 𝒑 =
𝟒

𝟒
= 𝟏 

, 𝑭 (𝟏البؤرة هي   = 𝒙معادلة الدليل و (𝟎  −𝟏 

𝒙𝟐اذا كانت     مثال : − 𝟐𝒌𝒚 = , 𝟎) تمثل معادلة قطع مكافئ بؤرته 𝟎  .   (𝒌)فجد قيمة  (𝟏

, 𝟎)الحل : البؤرة  𝒙𝟐معادلة القطع هي :  فتكونصادية موجبة  (𝟏 = 𝟒 𝒑𝒚 

𝒑 =  𝟏 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟒 𝒚 
𝒙𝟐 = 𝟒 𝒚 
𝒙𝟐 = 𝟐𝒌𝒚 
𝟐𝐤 =  𝟒 ⟹ 𝒌 = 𝟐  

من معادلة القطع المكافئ   𝒂جد قيمة  :مثال 
𝟏

𝟒
𝒚𝟐 = 𝒂𝒙   𝟔−)رأسه نقطة الاصل ويمر دليله بالنقطة , 𝟑).  

 الحل : 
𝟏

𝟒
𝒚𝟐 = 𝒂𝒙⟹ 𝒚𝟐 = 𝟒𝒂𝒙   معادلة قطع مكافئ بؤرته تقع على محور السينات 

∵ (−𝟔 , ⟹ الدليل يمر بالنقطة  (𝟑 𝒙 = 𝒑 معادلة الدليل 𝟔− = 𝟔 

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 
𝒚𝟐 = 𝟒𝒂𝒙 
𝟒𝒂 = 𝟒𝒑 ⟹ 𝒂 = 𝒑 ⟹ 𝒂 = 𝟔 

 

  ملاحظات :

,𝑥1)( اذا كان القطع المكافئ يمر بالنقطتين 1 −𝑦1) , (𝑥1, 𝑦1) . فالبؤرة سينية 

,𝑥1−)( اذا كان القطع المكافئ يمر بالنقطتين 2 𝑦1) , (𝑥1, 𝑦1) . فالبؤرة صادية 

 

𝒚𝟐اذا كانت :واجب  − 𝟒𝒌𝒙 = , 𝟐−)قطع مكافئ بؤرته  تمثل معادلة  𝟎  .  (𝒌)فجد قيمة  (𝟎

,2−)جد معادلة القطع المكافئ الذي الذي يمر بالنقطتين  : واجب 1) , (2,  والرأس في نقطة الاصل .  (1

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 متساويان

 متساويان
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 أنسحاب المحاور للقطع المكافئ

على احدى المحاور الاحداثية  درسنا في الامثلة السابقة القطع المكافئ الذي يكون رأسه نقطة الاصل وبؤرته تقع

)السينية أو الصادية( ، والآن سوف ندرس القطع المكافئ بعد إنسحابه الى جهة معينة وسوف نرمز الى رأس 

, 𝒉)القطع بـ  𝒌)  : وهذا الجدول يلخص لنا جميع الحالات 

 فتحة

 القطع

 المحور

 الموازي
 معادلة الدليل البؤرة

معادلة 

 المحور
 معادلة القطع

𝑥 𝐹̅(𝑝 يمين + ℎ , 𝑘) 𝑥 =  −𝑝 + ℎ 𝑦 =  𝑘  (𝑦 − 𝑘)2 = 4𝑝(𝑥 − ℎ) 

𝑥 𝐹̅(−𝑝 يسار + ℎ , 𝑘) 𝑥 =  𝑝 + ℎ 𝑦 =  𝑘 (𝑦 − 𝑘)2 = −4𝑝(𝑥 − ℎ) 

, 𝑦 𝐹̅(ℎ أعلى  𝑝 + 𝑘) 𝑦 =  −𝑝 + 𝑘 𝑥 =  ℎ (𝑥 − ℎ)2 = 4𝑝(𝑦 − 𝑘) 

, 𝑦 𝐹̅(ℎ أسفل −𝑝 +  𝑘) 𝑦 =  𝑝 + 𝑘 𝑥 =  ℎ (𝑥 − ℎ)2 = −4𝑝(𝑦 − 𝑘) 

 

 يوضح الفروق بين المعادلات بين كلا المحورين : والجدول أدناه

𝒙عندما يكون على محور السينات  − 𝒂𝒙𝒊𝒔  عندما يكون على محور الصادات𝒚 − 𝒂𝒙𝒊𝒔 

𝐹̅(𝑝( البؤرة 1 + ℎ , 𝑘) ومعادلة الدليل 𝑥 = −𝑝 + ℎ 1 ) البؤرة𝐹̅(ℎ , 𝑝 + 𝑘) ومعادلة الدليل 𝑦 = −𝑝 + 𝑘 

 ( الدليل يوازي المحور السيني2 ( الدليل يوازي المحور الصادي2

 ( الرأس والبؤرة يقعان على الاحداثي الصادي3 ( الرأس والبؤرة يقعان على الاحداثي السيني3

, 𝑽 (𝒉( الرأس 4 𝒌) 4 الرأس )𝑽 (𝒉 , 𝒌) 

𝑦)( القانون 5 − 𝑘)2 = 4𝑝(𝑥 − ℎ) 5 القانون )(𝑥 − ℎ)2 = 4𝑝(𝑦 − 𝑘) 

𝑦( معادلة المحور 6 = 𝑘 6 معادلة المحور )𝑥 = ℎ 
 

 الرأس هو منتصف البعد بين البؤرة والدليل اي ان ملاحظة :

𝒙
الرأس

=
𝒙
الدليل

+𝒙
البؤرة

𝟐
𝒚وكذلك    

الرأس
=
𝒚
الدليل

+𝒚
البؤرة

𝟐
 

𝑦)   الرأس والبؤرة ومعادلة المحور ومعادلة الدليل للقطع المكافئ : عين مثال : + 1)2 = 4 (𝑥 − 2) 

 بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ  اليمين :الحل : الفتحة نحو 

(𝑦 − 𝑘)2 = 4𝑝 (𝑥 − ℎ) 

ℎ =  2         𝑘 =  −1    ⟹ (ℎ , 𝑘) =  (2 ,  الرأس    (1−

∵  4𝑝 =  4 ⟹ 𝑝 =
4

4
= 1    

𝐹̅(𝑝        البؤرة   + ℎ , 𝑘) = 𝐹̅(1 + 2 ,−1) =  𝐹̅(3 , −1) 

𝑦                            معادلة المحور = 𝑘 ⟹ 𝑦 =  −1    

= 𝑥    معادلة الدليل  −𝑝 +  ℎ ⟹ 𝑥 = −1 + 2 = 1  
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 لمقارنة ممكنة مع معادلة القطعفي بعض الحالات نحتاج الى التحويل لصيغة المربع الكامل لجعل ا ملاحظة :

𝑥2)فإذا كانت المعادلة  + 𝑏𝑥 = 𝑐)   مربع نصف معامل فنضيف للطرفين(𝑥 ) اي(
𝑏

2
ولا يصح هذا القانون  2(

1)معامل الا اذا كان  =  𝑥2 ) . 

𝑥2 ناقش القطع المكافئ  مثال : + 4𝑥 + 2𝑦 − 2 = 0   

 الحل : 

𝑥2 + 4𝑥 = −2𝑦 + 2 
𝑥2 + 4𝑥+4 = −2𝑦 + 2+4 

(𝑥 + 2)2 = −2𝑦 + 6  

(𝑥 + 2)2 = −2(𝑦 − 3) 

(𝑥 − ℎ)2 = −4𝑝 (𝑦 − 𝑘) 

ℎ =  −2      ,       𝑘 = 3      ⟹ (ℎ , 𝑘) = (−2 ,  الرأس   (3

−4𝑝 = −2  ⟹ 𝑝 =
−2

−4
=
1

2
   ⟹ 𝐹̅(ℎ , −𝑝 + 𝑘) = 𝐹̅ (−2 ,

−1

2
+ 3) =  𝐹̅ (−2 ,

5

2
) البؤرة     

𝑥 = ℎ ⟹ 𝑥 =  معادلة المحور   2−

∵  𝑦 = 𝑝 + 𝑘 ⟹ 𝑦 =  
1

2
+ 3 =

1 + 6

2
=
7

2
 ⟹ 𝑦 = 3

1 

2
 معادل الدليل   

 جد احداثي الرأس والبؤرة ومعادلة محور القطع ومعادلة الدليل للقطع المكافئ :  مثال :

 الحل : 

3𝑦2 − 24𝑦 = 12 𝑥      ]  ÷ 3  
𝑦2 − 8𝑦 = 4 𝑥      
𝑦2 − 8𝑦+16 = 4 𝑥 +16 

(𝑦 − 4)2 =  4(𝑥 + 4) 
(𝑦 − 𝑘)2 =  4𝑝(𝑥 − ℎ) 

ℎ =  −4      ,       𝑘 = 4   ⟹ (ℎ , 𝑘) = (−4 ,  الرأس   (4

4𝑝 = 4  ⟹ 𝑝 =
4

4
= 1 ⟹ 𝐹̅(𝑝 + ℎ , 𝑘) =  𝐹̅(1 − 4 , 4) = 𝐹̅(−3,  البؤرة (4

𝑦 = 𝑘 ⟹ 𝑦 = معادلة المحور                                         4  

𝑥 =  −𝑝 + ℎ ⟹  𝑥 =  −1 − 4 =  معادلة الدليل    5−

, 𝟏−)جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه  مثال : , 𝟑)ويمر بالنقطة  (𝟑 ومحوره يوازي محور  (𝟓

 السينات . 

 الحل : 

(𝑦 − 𝑘)2 =  4𝑝(𝑥 − ℎ) 
(𝑦 − 3)2 =  4𝑝(𝑥 + 1) 

(ℎ , 𝑘) ⟹ , 3) الرأس (3, 1−) 5) ∈  للقطع

(5 − 3)2 =  4𝑝(3 + 1) ⟹ 4 = 16 𝑝 ⟹ 𝑝 =  
1

4
 ⟹    ∴   (𝑦 − 3)2 = (𝑥 +  المعادلة    (1
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 .جد احداثي الرأس والبؤرة ومعادلة محور القطع ومعادلة الدليل للقطع المكافئ  مثال :

 الحل :

𝑦2 + 8 𝑦 − 8 𝑥 + 24 = 0  

𝑦2 + 8 𝑦 = 8 𝑥 − 24  

𝑦2 + 8 𝑦+(16) = 8 𝑥 − 24+(16) 

𝑦2 + 8 𝑦 + (16) = 8 𝑥 − 8  

(𝒚 + 𝟒)𝟐 = 𝟖( 𝒙 − 𝟏) 

(𝒚 − 𝒌)𝟐 = 𝟒𝒑( 𝒙 − 𝒉) 

𝒉 = 𝟏      ,       𝒌 =  −𝟒   ⟹ (𝒉 , 𝒌) = (𝟏 ,  الرأس   (𝟒−

𝟒𝒑 = 𝟖 ⇒ 𝒑 =
𝟖

𝟒
= 𝟐 ⟹ 𝑭̅(𝒑 + 𝒉, 𝒌) =  𝑭̅(𝟐 + 𝟏,−𝟒) =  𝑭̅(𝟑,     البؤرة          (𝟒−

 𝒚 = 𝒌 ⇒ 𝒚 =                                                   معادلة الدليل  𝟒− 

𝒙 = −𝒑 + 𝒉   ⇒   𝒙 =  −𝟐 + 𝟏   ⇒    𝒙 =  معادلة المحور   𝟏− 

 ستنتاج معادلة المحور من الجزء الذي فيه تربيع في المعادلة ، كما في الامثلة أدناه : يمكننا ا ملاحظة :

(𝑦 − 5)2 = 6(𝑥 − 2)     ⇒     𝑦 = 5   

(𝑥 + 2)2 = 3 (𝑦 − 1)    ⇒     𝑥 = −2   

𝑥2 = 12𝑦    ⇒     𝑥 = 0 

𝑦2 = −4𝑥   ⇒     𝑦 = 0 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  2)– (1حل تمارين 

 / جد المعادلة للقطع المكافئ في كل مما يأتي ثم أرسم المنحني البياني لها : 1س

 ( والرأس نقطة الاصل 0 , 5أ( البؤرة )

  : ( سينية موجبة )الفتحة نحو اليمين(0 , 5الحل : البؤرة )

𝒑 = 𝟓 ⇒  𝒙 =  معادلةالدليل    𝟓−

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⇒  𝒚𝟐 = 𝟒(𝟓)𝒙 ⇒  𝒚𝟐 = 𝟐𝟎 𝒙 

𝒙 𝟎 𝟏 𝟐 𝟓 
𝒚 𝟎 ±𝟐√𝟓 ±𝟐√𝟏𝟎 ±𝟏𝟎 

 

 

 

 

 

𝒙 = 𝟓 𝑦 

𝐹 (5 , 0) 
𝑥 
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  ( :صادية سالبة )الفتحة نحو الاسفل  (𝟒−, 𝟎)ب( البؤرة 

 الحل :

𝒑 = 𝟒 ⇒ 𝒚 =  معادلةالدليل    𝟒 

𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚 ⇒ 𝒙𝟐 = −𝟒(𝟒)𝒚 ⇒  𝒙𝟐 = −𝟏𝟔 𝒚  

𝒙 𝟎 ±𝟒 ±𝟒√2 
𝒚 𝟎 −𝟏 −𝟐 

 

 

 

 ( والرأس نقطة الاصل 𝟐√ , 0ج( البؤرة )

 ( صادية موجبة )الفتحة نحو الأعلى( : 𝟐√ , 0الحل : البؤرة )

𝒑 = √𝟐 ⇒  𝒚 =         معادلة الدليل 𝟐√−

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 ⇒ 𝒙𝟐 = 𝟒√𝟐 𝒚  

   

𝒙 𝟎 
±𝟐√√𝟐 

±𝟐√𝟐 

𝒚 𝟎 1 √𝟐 

 

 

𝟒𝒚د( معادلة دليل القطع المكافئ  +  𝟑 =  نقطة الاصل في والرأس    𝟎 

 الحل : 

𝟒𝒚 +  𝟑 =  𝟎 ⟹ 𝟒𝒚 = −𝟑 ⇒ 𝒚 = 
−𝟑

𝟒
        الدليلمعادلة 

𝒚 = −𝒑 ⟹ 𝒑 =
𝟑

𝟒
⇒  𝑭 (𝟎 ,

𝟑

𝟒
)   البؤرة

 حة نحو الأعلى(  : تحظ بأن البؤرة صادية موجبة )الفنلا

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 ⇒   𝒙𝟐 = 𝟒(
𝟑

𝟒
) 𝒚  

                        ⇒  𝒙𝟐 = 𝟑 𝒚  

𝒙 𝟎 ±√𝟑 ±√𝟔 
𝒚 𝟎 𝟏 𝟐 

 

 

 

 

𝒚 = 𝟒 

𝒚 

𝑭 (𝟎, −𝟒) 

𝒙 

𝒚 = −√𝟐 

𝑦 

𝑭 (𝟎 , √𝟐) 

𝑥 

𝒚 

𝑦 =
−𝟑

𝟒
 

𝑦 

𝑭 (𝟎,
𝟑

𝟒
) 

𝑥 
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 في كل مما يأتي جد البؤرة والرأس ومعادلتي المحور والدليل والقطع المكافئ :  /2س

1) 𝒙𝟐 = 𝟒𝒚 

(𝒙 − 𝟎)𝟐 = 𝟒(𝒚 −  الفتحة نحو الاعلى        (𝟎

(𝒙 − 𝒉)𝟐 = 𝟒𝒑(𝒚 − 𝒌) 

𝒉 =  𝟎   , 𝒌 =  𝟎    , 𝟒𝒑 =  𝟒  ⇒ 𝒑 = 𝟏  

𝑭 (𝟎 , 𝒑) = 𝑭 (𝟎 ,  البؤرة(𝟏

𝑽 (𝒉 , 𝒌) = 𝑽 (𝟎 ,   الرأس(𝟎

𝒙 = 𝒚  معادلة المحور    𝟎 =   معادلة الدليل       𝟏− 

𝟐) 𝟐𝒙 + 𝟏𝟔𝒚𝟐 = 𝟎  

𝒚𝟐 = 
−𝟏

𝟖
 𝒙 ⇒   (𝒚 − 𝟎)𝟐 =

−𝟏

𝟖
(𝒙 −  الفتحة نحو اليسار        (𝟎

(𝒚 − 𝒌)𝟐 = −𝟒𝒑(𝒙 − 𝒉) 

𝒉 = 𝟎        ,      𝒌 = 𝟎    , 𝟒𝒑 =
𝟏

𝟖
 ⇒   𝒑 =  

𝟏

𝟑𝟐
 

𝑭 (−𝒑 , 𝟎) = 𝑭 (−
𝟏

𝟑𝟐
 , 𝟎)  البؤرة

𝑽 (𝒉 , 𝒌) = 𝑽 (𝟎 ,   الرأس(𝟎

𝒚 = 𝒙  معادلة المحور    𝟎 =  
𝟏

𝟑𝟐
  معادلة الدليل

3) 𝒚𝟐 = −𝟒(𝒙 − 𝟐) 

𝒚)الحل : بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ  − 𝒌)𝟐 = −𝟒𝒑(𝒙 − 𝒉) نحصل على 

(𝒚 − 𝟎)𝟐 = −𝟒(𝒙 −  الفتحة نحو اليسار        (𝟐

𝒉 =  𝟐    , 𝒌 =  𝟎    ,   − 𝟒𝒑 = − 𝟒  ⇒ 𝒑 = 𝟏  

𝑭̅(−𝒑 + 𝒉 , 𝒌) = 𝑭̅(−𝟏 + 𝟐 , 𝟎) =  𝑭̅ (𝟏 ,  البؤرة       (𝟎

𝑽̅(𝒉 , 𝒌) = 𝑽̅(𝟐 ,   الرأس(𝟎

𝒚 =   معادلة المحور    𝟎

∵  𝒙 =  𝒑 + 𝒉      ⇒ 𝒙 = 𝟏 + 𝟐 =   معادلة الدليل    𝟑

4) (𝒙 − 𝟏)𝟐 = 𝟖 (𝒚 − 𝟏) 

(𝒙 − 𝒉)𝟐 = 𝟒𝒑(𝒚 − 𝒌)        الفتحة نحو الاعلى 

𝒉 =  𝟏   , 𝒌 =  𝟏    ,       𝟒𝒑 =  𝟖  ⇒ 𝒑 = 𝟐  

𝑭̅(𝒉 , 𝒑 + 𝒌) = 𝑭̅(𝟏,  البؤرة   (𝟑

𝑽̅(𝒉 , 𝒌) = 𝑽̅(𝟏 ,    الرأس    (𝟏
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𝒙 =    معادلة المحور    𝟏

∵ 𝒚 =  −𝒑 + 𝒌    ⇒ 𝒚 = −𝟐 + 𝟏 =   معادلة الدليل    𝟏−

5) 𝒚𝟐 + 𝟒𝒚 + 𝟐𝒙 =          1/ د 2012وزاري      𝟔−

 في الطرف الآخر 𝒙في طرف وحدود  𝒚نرتب المعادلة بحيث تكون حدود الحل : 

𝒚𝟐 + 𝟒𝒚 = −𝟐𝒙 − 𝟔 

 بشكل مربع كامل  𝒚الى طرفي معادلة القطع المكافئ حتى تكون حدود  𝟒نضيف 

𝒚𝟐 + 𝟒𝒚 + 𝟒 = −𝟐𝒙 − 𝟔 + 𝟒 

(𝒚 + 𝟐)𝟐 = −𝟐𝒙 − 𝟐 الفتحة نحو اليسار           

(𝒚 + 𝟐)𝟐 = −𝟐 (𝒙 + 𝟏) 

(𝒚 − 𝒌)𝟐 = −𝟒𝒑(𝒙 − 𝒉) 

𝒉 =  −𝟏    , 𝒌 =  −𝟐    ,   − 𝟒𝒑 = − 𝟐  ⇒ 𝒑 =
𝟏 

𝟐
 

𝑭̅(−𝒑 + 𝒉 , 𝒌) = 𝑭̅ (
−𝟑

𝟐
 , −𝟐)  البؤرة  

𝑽̅(𝒉 , 𝒌) = 𝑽̅(−𝟏 ,    الرأس   (𝟐−

𝒚 =    معادلة المحور    𝟐−

∵ 𝒙 =  𝒑 + 𝒉      ⇒ 𝒙 =
𝟏 

𝟐
− 1 =

−𝟏

𝟐
 معادلة الدليل   

6) 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝒚 = 𝟎 

 في الطرف الآخر 𝒙في طرف وحدود  𝒚نرتب المعادلة بحيث تكون حدود الحل : 

𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 = 𝒚 

 بشكل مربع كامل 𝒙الى طرفي المعادلة حتى تكون حدود  𝟗نضيف 

𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟗 = 𝒚 + 𝟗 

(𝒙 + 𝟑)𝟐 = 𝒚 + 𝟗 الفتحة نحو الاعلى            

(𝒙 − 𝒉)𝟐 = 𝟒𝒑(𝒚 − 𝒌) 

𝒉 =  −𝟑    , 𝒌 =  −𝟗    ,   𝟒𝒑 = 𝟏  ⇒ 𝒑 =
𝟏 

𝟒
 

𝑭̅(𝒉 , 𝒑 + 𝒌) = 𝑭̅ (−𝟑 ,
𝟏 

𝟒
− 𝟗) = 𝑭̅ (−𝟑 ,

−𝟑𝟓 

𝟒
)    البؤرة   

𝑽̅(𝒉 , 𝒌) = 𝑽̅(−𝟑 ,   الرأس      (𝟗−

𝒙 =   معادلة المحور    𝟑−

 𝒚 = − 𝒑 + 𝒌   ⇒ 𝒚 = −
𝟏 

𝟒
− 9 =  

−𝟏−36

𝟒
=
−𝟑𝟕

𝟒
 معادلة الدليل  
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, 𝟐)/ جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين 3س 𝟓) ، (𝟐 ,  . والرأس في نقطة الاصل (𝟓−

  : فتكون المعادلة )سينية موجبة(الحل : نلاحظ بأن الاحداثي السيني في النقطتين متساويتين وموجبتين 

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙     النقطتان تحققان المعادلة 

𝟐𝟓 = 𝟒𝒑 (𝟐) ⇒ 𝟐𝟓 = 𝟖 𝒑 ⇒ 𝒑 = 
𝟐𝟓

𝟖
 

 

𝒚𝟐اي ان المعادلة هي :  = 𝟒(
𝟐𝟓

𝟖
)𝒙   ⇒  𝒚𝟐 = (

𝟐𝟓

𝟐
)  𝒙  

, 𝟑−)/ اذا كان دليل القطع المكافئ يمر بالنقطة 4س والرأس في نقطة الاصل جد معادلة القطع المكافئ   (𝟒

 . أن بؤرته تنتمي لأحد المحورين  علما

 الحل : البؤرة تنتمي لأحد المحورين اي أن هنالك أحتمالان : 

 البؤرة صادية  البؤرة سينية 

∵ 𝒙 = −𝟑 ⇒ 𝒑 =   معادلة الدليل  𝟑

∵  𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⇒ 𝒚𝟐 = 𝟒(𝟑)𝒙  
           ⇒  𝒚𝟐 = 𝟏𝟐𝒙 

𝒚 =  𝟒 ⇒ 𝒑 =   معادلة الدليل   𝟒

 𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚 ⇒ 𝒚𝟐 = −𝟒(𝟒)𝒚  
             ⇒  𝒙𝟐 = −𝟏𝟔𝒚 

𝑨𝒙𝟐/ قطع مكافئ معادلته 5س + 𝟖𝒚 = , 𝟏)ويمر بالنقطة  𝟎 ثم جد بؤرته ودليله ثم  𝑨جد قيمة  (𝟐

 ارسم القطع . 

 الحل : 

(𝟏,  تنتمي للقطع المكافئ فهي تحقق معادلته  (𝟐

𝑨(𝟏)𝟐 + 𝟖(𝟐) = 𝟎 ⇒ 𝑨 = −𝟏𝟔 

−𝟏𝟔 𝒙𝟐 + 𝟖𝒚 = 𝟎 ⇒ 𝒙𝟐 = 
𝟏

𝟐
 𝒚 

 𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 

 

   نلاحظ بأن البؤرة صادية موجبة )الفتحة نحو الاعلى(

𝟒𝒑 = 
𝟏

𝟐
⇒ 𝒑 =  

𝟏

𝟖
 

, 𝑭 (𝟎البؤرة  𝒑)  ⟹ 𝑭 (𝟎 ,
𝟏

𝟖
 ) 

𝒚 =  −
𝟏

𝟖
 معادلة الدليل    

±𝟏 
±
𝟏

√𝟐
 

𝟎 𝒙 

𝟐 𝟏 𝟎 𝒚 

 

 

𝒚 = −
𝟏

𝟖
 

𝑭 (𝟎 ,
𝟏

𝟖
) 

𝒚 
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 / باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ : 6س 

, 7)البؤرة  -1  والرأس في نقطة الاصل :  (0

 الحل : 

𝒑 = 𝟕 ⟹ 𝒙 =  معادلة الدليل   𝟕−

𝑀𝐹 = 𝑀𝑄   المكافئتعريف القطع  

√(𝒙 − 𝟕)𝟐 + (𝒚 − 𝟎)𝟐 = √(𝒙 + 𝟕)𝟐 + (𝒚 − 𝒚)𝟐 بتربيع الطرفين      

(𝒙 − 𝟕)𝟐 + (𝒚 − 𝟎)𝟐 = (𝒙 + 𝟕)𝟐 

𝒙𝟐 − 𝟏𝟒𝒙 + 𝟒𝟗 + 𝒚𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟏𝟒𝒙 +  𝟒𝟗 

−𝟏𝟒𝒙 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟒𝒙  

 𝒚𝟐 = 𝟐𝟖𝒙       معادلة القطع المكافئ      

 
 

𝒚معادلة الدليل  -2 =   والرأس في نقطة الاصل  𝟑√

𝒚 = √𝟑    ,    𝒚 = 𝒑  ⟹ 𝒚 = √𝟑 

∴   𝑭(𝟎 , −𝒑) = 𝑭 (𝟎 ,   البؤرة   (𝟑√−

𝑴𝑭 = 𝑴𝑸   المكافئتعريف القطع  

√(𝒙 − 𝟎)𝟐 + (𝒚 + √𝟑)
𝟐
= √(𝒙 − 𝒙)𝟐 + (𝒚 − √𝟑)

𝟐
بتربيع الطرفين      

𝒙𝟐 + (𝒚 + √𝟑)
𝟐
= (𝒚 − √𝟑)

𝟐
   

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐√𝟑𝒚 + 𝟑 = 𝒚𝟐 − 𝟐√𝟑𝒚 +  𝟑 

𝒙𝟐 + 𝟐√𝟑𝒚 = −𝟐√𝟑𝒚  

 𝒙𝟐 = −𝟒√𝟑𝒚  معادلة القطع المكافئ      

 

 قطع مكافئ

𝑝𝐹1 = 𝑝𝐹2      باستخدام قانون المسافة 

(√    = √      )2 

 ور رفع الجذتبالتربيع 
 

 

𝒚 

𝑴 (𝒙 , 𝒚)  𝑸(−𝟕 , 𝒚) 

𝒙 

𝒙 = −𝟕 

𝑭 (𝟕 , 𝟎)  

𝒚 

𝑴 (𝒙 , 𝒚)  

𝑸(𝒙 , √𝟑) 

𝒙 

𝒚 = √𝟑 

𝑭 (𝟎 ,−√𝟑 )  
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 أمثلة إضافية محلولة

, 𝟏𝟏)جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقاط  مثال : −𝟏𝟎), (−𝟏𝟑 , , 𝟏−) والذي رأسه  (𝟏𝟎− 𝟐).  

  (𝒙)الحل : قيمة المحور الصادي للنقطتين ثابتة وهذا يدل على ان محور التماثل هو 

∴ 𝒙 =  
𝒙𝟏 + 𝒙𝟐
𝟐

=  
−𝟏𝟑 + 𝟏𝟏

𝟐
=  
−𝟐

𝟐
= −𝟏   ⟹ 𝒙 = −𝟏  

𝒙)أن محور التماثل يوازي المحور الصادي وهذا يعني أن القانون هو نلاحظ  − 𝒉)𝟐 = 𝟒𝒑 (𝒚 − 𝒌)  

∴  (𝒙 + 𝟏)𝟐 = 𝟒𝒑 (𝒚 − المكافئصيغة معادلة القطع     (𝟐  

, 𝟏𝟏)النقطة   معادلته لذا فهي تحقق المكافئللقطع  ∈  (𝟏𝟎−

(𝟏𝟐)𝟐 = 𝟒𝒑 (−𝟏𝟐)  ⟹ 𝟏𝟐 = −𝟒𝒑  ⟹ 𝒑 =   الفتحة نحو الاسفل  𝟑−

∴  (𝒙 + 𝟏)𝟐 = 𝟒(−𝟑)(𝒚 − 𝟐) ⟹     (𝒙 + 𝟏)𝟐 = −𝟏𝟐(𝒚 −  معادلة القطع المكافئ   (𝟐

, 𝟏𝟐−)النق   مثال : −𝟔), (𝟒 , −𝟔), (𝟎 , 𝒚للقطع المكافئ   تنتمي  (𝟎 = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄    جد احداثي

 البؤرة ومعادلة الدليل  والرأس والبعد البؤري . 

, 𝟎)النقطة  ∵الحل :   للقطع المكافئ لذا فهي تحقق معادلته  ∈  (𝟎

𝟎 = 𝟎 + 𝟎 + 𝒄 ⟹ 𝒄 = 𝟎  

, 𝟒)النقطة  ∵   معادلته لذا فهي تحقق المكافئللقطع  ∈  (𝟔−

−𝟔 = 𝟏𝟔𝒂 + 𝟒𝒃 + 𝒄 ]  ÷ 𝟐 ⟹ 𝟖𝒂 + 𝟐𝒃 = −𝟑……(𝟏)  

, 𝟏𝟐−)النقطة  ∵    معادلته لذا فهي تحقق المكافئللقطع  ∈  (𝟔−

−𝟔 = 𝟏𝟒𝟒𝒂 − 𝟏𝟐𝒃 ]  ÷ 𝟔  ⟹ 𝟐𝟒𝒂 − 𝟐𝒃 = −𝟏…… (𝟐)  

 فنحصل على :  المعادلتين حلًا آنيانحل 

𝟑𝟐𝒂 = −𝟒 ⟹ 𝒂 =
−𝟏

𝟖
 ⟹ 𝟖 (

−𝟏

𝟖
 ) + 𝟐𝒃 = −𝟑 ⟹ −𝟏 + 𝟐𝒃 = −𝟑 ⟹ 𝟐𝒃 = −𝟐 ⟹ 𝒃 = −𝟏 

∴ 𝒚 =
−𝟏

𝟖
𝒙𝟐 − 𝒙 ⟹ 𝟖𝒚 = −𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 ⟹ 𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 = −𝟖𝒚  معادلة القطع المكافئ 

 بشكل مربع كامل  (𝒙)( الى طرفي معادلة القطع المكافئ حتى تكون حدود 16باضافة )

𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟏𝟔 = −𝟖𝒚 + 𝟏𝟔 ⟹ (𝒙 + 𝟒)𝟐 = −𝟖𝒚 + 𝟏𝟔 ⟹ (𝒙 + 𝟒)𝟐 = −𝟖(𝒚 − 𝟐) 

𝒙)بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ  − 𝒉)𝟐 = −𝟒𝒑(𝒚 − 𝒌)  نحصل على 

𝒉 = −𝟒    ,   𝒌 = 𝟐  ⟹ 𝑽̅(𝒉 , 𝒌) = 𝑽̅(−𝟒 ,   الرأس      (𝟐

∵  −𝟒𝒑 = −𝟖 ⟹ 𝒑 = 𝟐 ⟹ 𝑭(𝒉 ,−𝒑 + 𝒌) = 𝑭 (−𝟒 ,−𝟐 + 𝟐) = 𝑭(−𝟒 ,  البؤرة  (𝟎

∵ 𝒙 = 𝒉 ⟹ 𝒙 =  معادلة المحور   𝟒−

∵ 𝒚 = 𝒑 + 𝒌 ⟹𝒚 = 𝟐 + 𝟐 ⟹𝒚 =  معادلة الدليل   𝟒

∴ البعد البؤري   = 𝟒𝒑 = 𝟖  
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 جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويحقق الشروط التالية : مثال :

, 5)بؤرته  (1 0)  

𝒙البؤرة تنتمي لمحور السينات  ∵الحل :    − 𝒂𝒙𝒊𝒔 ⟸  معادلة القطع المكافئ هي𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙   

∵   (𝐩 , 𝟎) = (𝟓 , 𝟎) ⟹ 𝒑 = 𝟓   ∴   𝒚𝟐 = 𝟒(𝟓)𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟐𝟎𝒙   ∀ 𝒙 > 𝟎  
, 𝟎) بؤرته (2 𝟑) 

𝒚البؤرة تنتمي لمحور الصادات  ∵الحل :  − 𝒂𝒙𝒊𝒔 ⟸  معادلة القطع المكافئ هي𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚   

∵   (𝟎 , 𝐩) = (𝟎 , 𝟑) ⟹ 𝒑 = 𝟑   ∴   𝒙𝟐 = 𝟒(𝟑)𝒙 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟏𝟐𝒙   ∀ 𝒚 > 𝟎  
𝟐𝒚 معادلة دليله (3 − 𝟔 = 𝟎   

 الحل : 

∵ 𝟐𝒚 − 𝟔 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒚 = 𝟔 ⟹ 𝒚 = 𝟑  ⟹ 𝒑 = −𝟑  ⟹ 𝑭(𝟎 ,−𝟑)   البؤرة 

∴ 𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚  

𝒙𝟐 = −𝟒(−𝟑)𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟏𝟐𝒚    معادلة القطع المكافئ 

, 𝟐√) بؤرته تنتمي لمحور الصادات ويمر بالنقطة (4
𝟏

𝟐
)  

𝒚البؤرة تنتمي لمحور الصادات  ∵الحل :  − 𝒂𝒙𝒊𝒔 ⟸  معادلة القطع المكافئ هي𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚   

, 𝟐√)النقطة  ∵          
𝟏

𝟐
 تنتمي للقطع فهي تحقق معادلته  (

(√𝟐)
𝟐
= 𝟒𝒑 

𝟏

𝟐
 ⟹ 𝟐 = 𝟐𝒑 ⟹ 𝒑 = 𝟏  

 ∵   𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟒(𝟏)𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟒𝒚 معادلة القطع المكافئ 

, 𝟏) يمر بالنقطتين (5 𝟐√𝟓), (𝟏 ,  جد معادلته ومعادلة دليله .  (𝟓√−

𝒚𝟐ثابتة لم تتغير( معادلته هي  𝒙النقطتين متناظرتان حول محور السينات )لأن قيمة  ∵الحل :  = 𝟒𝒑𝒙   

 نعوض أحدى النقطتين لأنه يمر بها  ∴          

( 𝟐√𝟓)𝟐 = 𝟒𝒑 (𝟏) ⟹ 𝟐𝟎 = 𝟒𝒑 ⟹ 𝒑 = 𝟓 ⟹ 𝒙 =    معادلة الدليل  𝟓−

∵  𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 = 𝟒(𝟓)𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟐𝟎𝒙      معادلة القطع المكافئ 

, 2)بؤرته تنتمي لمحور السينات ودليله يمر بالنقطة  (6 −4) 

𝒚𝟐معادلة القطع المكافئ هي  ⟸البؤرة تنتمي لمحور السينات  ∵الحل :  = −𝟒𝒑𝒙   

, 𝟐)دليله يمر بالنقطة  ∵           𝒙لذا فإن  (𝟒− =  هي معادلة القطع الدليل لأن الدليل يقطع  𝟐

𝒑الاحداثي السيني               = −𝟐  

𝒑 = −𝟐 ⟹ 𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = −𝟒(−𝟐)𝒙⟹ 𝒚𝟐 = 𝟖𝒙                المكافئمعادلة القطع  

𝒙𝟐رأسه نقطة الاصل وبؤرته مركز الدائرة التي معادلتها  (7 +  𝒚𝟐 − 𝟒𝒚 + 𝟏 = 𝟎  

, 0) =الحل : مركز الدائرة  2) = (
0

2
 ,
−(−4)

2
) = (

(−𝑥 معامل)

2
 ,
(−𝑦 معامل)

2
 البؤرة = (

∴ 𝑝 = 𝒙𝟐والبؤرة تنتمي لمحور الصادات ومعادلة القطع المكافئ هي  2 = 𝟒𝒑𝒚   

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 = 𝟒(𝟐)𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟖𝒙     معادلة القطع المكافئ 

𝒚دليله يوازي المحور الصادي ومعادلة محوره  (8 = , 𝟐−)ويمر بالنقطة  𝟎 𝟏) 

, 𝟐−)الدليل يوازي المحور الصادي ويمر بالنقطة  ∵الحل :  𝟏) 
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 الدليل يقطع الاحداثي السيني السالب والبؤرة تقع على الاحداثي السيني والموجب  ∴          

𝒚𝟐معادلة القطع المكافئ هي   ∴           = 𝟒𝒑𝒙 

, 𝟐−)القطع يمر بالنقطة  ∵            لذا فهي تحققه (𝟏

∵  𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹ (𝟏)𝟐 = 𝟒𝒑(−𝟐) ⟹ 𝟏 = −𝟖𝒑 ⟹ 𝒑 =
−𝟏

𝟖
 

∴  𝒚𝟐 = 𝟒(
−𝟏

𝟖
)𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 =

−𝟏

𝟐
𝒙 معادلة القطع المكافئ   

𝒙يقطع من المستقيم  (9 =  ( وحدات10قطعة طولها ) 𝟒

 الحل : 

∵ 2 𝒚 = 𝟏𝟎 ⟹ 𝒚 = 𝟓 ⟹ (𝟒 , 𝟓)(𝟒 , المكافئرأسي القطع   (𝟓−  

𝒚𝟐معادلة القطع المكافئ  ⟸التناظر حول محور السينات  ∵           = 𝟒𝒑𝒙  𝟒)والنقطة ,  تحققه (𝟓

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹ (𝟓)𝟐 = 𝟒𝒑(𝟒) ⟹ 𝟐𝟓 = 𝟏𝟔𝒑 ⟹ 𝒑 =
𝟐𝟓

𝟏𝟔
  

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟒(
𝟐𝟓

𝟏𝟔
)𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = (

𝟐𝟓

𝟒
)𝒙  

 جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويحقق الشروط التالية :  مثال :

𝒛بؤرته الصيغة الديكارتية للعدد  -1 =
−𝟒+𝟐𝒊

𝟐−𝒊
  

 الحل : 

𝒛 =
−𝟒+𝟐𝒊

𝟐−𝒊
×
𝟐−𝒊

𝟐−𝒊
=
−𝟖−𝟒𝒊+𝟒𝒊−𝟐

𝟓
=
−𝟏𝟎

𝟓
= −𝟐 ⟹ (−𝟐 ,   الصيغة الديكارتية (𝟎

∴ (−𝟐 , 𝟎) = (𝒑 , ⟹  البؤرة (𝟎 𝒑 = −𝟐  

∴ 𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 = 𝟒(−𝟐)𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = −𝟖𝒙   المكافئمعادلة القطع  

, 𝟑)بؤرته تنتمي لأحد المحورين ودليله يمر بالنقطة  -2 𝟒)  

, 𝟑)الدليل يمر بالنقطة  ∵الحل :  𝒑يوجد دليلان  ⟸ولم يحدد لأي المحورين يوازي  (𝟒 = 𝟑  , 𝒑 = 𝟒  

, 𝟎)يوجد بؤرتانالأولى   ∴           , 𝟑−)والثانية  (𝟒−  مما يعني قطعان مكافئان  (𝟎

∴  𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙 = −𝟒 (𝟑)𝒙 ⟹ 𝒚𝟐 = −𝟏𝟐𝒙  معادلة القطع المكافئ الأول 

∴  𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚 = −𝟒 (𝟒)𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟏𝟔𝒚  معادلة القطع المكافئ الثاني 

, 𝑨(𝟎حيث  𝑨𝑩𝑪يمر برؤوس المثلث  -3 𝟎), 𝑩 (−𝟐 , 𝟒), 𝑪 (𝟐 ,𝒎)  ثم أوجد قيمة𝒎  . 

  تقع أما في الربع الأول أو الرابع (𝒎, 𝟐)النقطة  ∵الحل : 

 للربع الأول لكي يتحقق القطع  ∈ (𝒎, 𝟐)النقطة  ⟸        

𝒙𝟐البؤرة تقع على المحور الصادي والقانون   ⟸         = 𝟒𝒑𝒚  

, 𝟐−)القطع يمر بالنقطة  ∵          فهي تحققه  (𝟒

∴ (−𝟐)𝟐 = 𝟒𝒑(𝟒) ⟹ 𝟒 = 𝟏𝟔 𝒑 ⟹ 𝒑 =
𝟒

𝟏𝟔
 ⟹ 𝒑 =

𝟏

𝟒
 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 = 𝟒 (

𝟏

𝟒
)𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝒚 

 تقع على القطع لذا فهي تحقق معادلة القطع  (𝒎, 𝟐)النقطة  ∵        

∴ (𝟐)𝟐 = 𝒎 ⟹ 𝒎 = 𝟒  

𝟐𝒚رأسه نقطة الاصل ومعادلة دليله  -4 + √𝟑 = 𝟎 

𝟐𝒚 + √𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝑦 = −√𝟑  ⟹ 𝒚 =
−√𝟑

𝟐
 ⟹ 𝒑 =

√𝟑

𝟐
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∵   𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 = 𝟒 (
√𝟑

𝟐
) 𝒚 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟐√𝟑𝒚 معادلة القطع المكافئ 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 واجبات

 / في كل مما يأتي جد البؤرة ومعادلتي المحور والدليل للقطع المكافئ : 1س

𝟏) 𝒚𝟐 = −𝟖(𝒙 − 𝟐) 

𝟐) 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝒚 = 𝟎 
𝟑) 𝒙𝟐 + 𝟐𝟖𝒚 = 𝟎  

, 𝟐−)/ اذا كان دليل القطع المكافئ يمر بالنقطة 2س والرأس في نقطة الأصل فجد معادلته علما ان بؤرته تنتمي  (𝟓

 لأحد المحورين . 

 / في كل مما يأتي جد معادلة القطع المكافئ الذي : 3س

, 𝟕−)بؤرته  .1  والرأس في نقطة الاصل .  (𝟎

𝟐𝒙معادلة الدليل له  .2 − 𝟑 =  والرأس في نقطة الأصل .  𝟎

, 𝟑)بؤرته تنتمي لمحور السينات ويمر بالنقطة  .3   . والرأس في نقطة الاصل (𝟔

, 𝟒−)بؤرته تنتمي لمحور السينات ودليله يمر بالنقطة  .4  والرأس في نقطة الأصل .  (𝟓

𝟐𝒚معادلة الدليل له  .5 + √𝟑 =  والرأس في نقطة الأصل .  𝟎

, 𝟐)/ اذا كانت النقطة 4س 𝒚𝟐تنتمي للقطع المكافئ  (𝟒 = (𝒂 + 𝟒)𝒙 فجد قيمة (𝒂) ثم جد أحداثي البؤرة ومعادلة

 الدليل . 

 / باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ الذي : 5س

, 𝟒)بؤرته .1  والرأس في نقطة الأصل .   (𝟎

𝐲معادلة الدليل  .2 − 𝟓 =  والرأس في نقطة الأصل .  𝟎
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 Ellipse  الناقصالقطع 

)البؤرتان( تسميان  هو مجموعة من النق  في المستوي التي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتينالقطع الناقص : 

  (𝟐𝒂)تساوي  عدداًثابتاتساوي 

∵ 𝑷𝑭𝟏 +  𝑷𝑭𝟐 = 𝟐𝒂  
 

, O (0البؤرتان على المحور السيني والمركز نقطة الاصل  0) 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

 

𝒂)حيث أن  > 𝒄) , (𝒂 > 𝒃) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

, 𝐎 (𝟎والمركز نقطة الاصل  البؤرتان على المحور الصادي 𝟎) 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏  

 

 

 

 

 

 

 

 اذا وقع المحور الكبير عن محور السينات فإن البؤرتان والرأسان هما على محور السينات . 

 جدول يبين مفردات القطع الناقص في الحالتين

 المعادلة  القطبان الرأسان  البؤرتان  القطع الناقص 

 𝐹1(𝑐, 0) 
𝐹2 (−𝑐, 0) 

𝑉1(𝑎, 0) 
𝑉2 (−𝑎, 0) 

(0, 𝑏) 
(0, −𝑏) 

𝑥2

𝑎2
+ 
𝑦2

𝑏2
= 1 

 𝐹1(0, 𝑐) 
 

𝐹2(0, −𝑐) 

 

𝑉1(0, 𝑎) 
 

𝑉2 (0,−𝑎) 

(𝑏, 0) 
 

(−𝑏, 0) 

 

𝑥2

𝑏2
+ 
𝑦2

𝑎2
= 1 

 :  القطع الناقصخواص 

1)    𝑎 > 𝑏 , 𝑐       حيث ان(𝑎 , 𝑏 , 𝑐 > 0) 

2 )𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2     ⇐   𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2     ⇐ 𝑎 > 𝑏 , 𝑐       

2𝑎طول المحور الكبير ( 3  )العدد الثابت(      =

𝑃 (𝑥, 𝑦) 

𝑦 

𝐹2 (−𝑐, 0) 𝐹1 (𝑐, 0) 𝑉1 (𝑎, 0) 𝑉2 (−𝑎, 0) 

 (0, 𝑏) 

 (0, −𝑏) 

2𝑏 

2𝑎 

𝒚 

(𝑏, 0) 𝒙 
𝐎 

𝐹2 (0 , −𝑐) 

𝐹1 (0 , 𝑐) 

𝑉2 (0, −𝑎) 

𝑉1 (0, 𝑎) 

 𝑃(𝑥, 𝑦) 

(−𝑏, 0) 
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2𝑏طول المحور الصغير ( 4 =  

2cالمسافة بين البؤرتين ( 5  )البعد البؤري(    =

𝐴)( مساحة القطع الناقص : 6 = 𝑎𝑏𝜋  وحدة مربعة ) 

𝑃)( محي  القطع الناقص :7 = 2𝜋√
𝑎2+𝑏2

2
𝜋   حيث    =  

22

7
 )   

𝑒( الاختلاف المركزي :8 =  
𝑐

𝑎
=
√𝑎2− 𝑏2

𝑎
< 1       ,   (0 < 𝑒 < 𝑐اي ان  (1 = √𝑎2 − 𝑏2 

النسبة بين طولي محوريه ( 9
2𝑎

2𝑏
=  

 .  (𝑏)والاصغر هو  (𝑎)والاكبر هو  (𝑏)أو  (𝑎)اذا مر القطع بنقطة أحد احداثياتها صفر فالاحداثي الثاني هو أما ( 10

  ملاحظات :

         القياسية المعادلة أكبر فالبؤرتان سينيتان وتكون 𝑥2)( اذا كان مقام الـ )1
𝑥2

𝑎2
+ 

𝑦2

𝑏2
= 1 

        القياسيةالمعادلة فالبؤرتان صاديتان وتكون أكبر  (𝑦2)( اذا كان مقام الـ 2
𝑥2

𝑏2
+ 

𝑦2

𝑎2
= 1 

1ن في معادلة القطع الناقص دائما( الطرف الايم3 =  . 

 لقطع .امعادلة تحقق الناقص ( كل نقطة تنتمي الى القطع 4

, 𝐹2(−2,0) جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه  باستخدام التعريف :مثال  𝐹1(2,0) ( 6والعدد الثابت . ) 

 الحل : 

 

𝑃 (𝑥 , 𝑦) ∈   القطع الناقص   

∴ 𝑃𝐹1 + 𝑃 𝐹2 = 2𝑎  (حسب التعريف) 

√(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 0)2  + √(𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 0)2 = 6 

√(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 6 − √(𝑥 + 2)2 + 𝑦2  (بتربيع الطرفين)    

𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 = 36 − 12 √(𝑥 + 2)2 + 𝑦2 + 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2 

[12 √(𝑥 + 2)2 + 𝑦2 = 36 + 8𝑥 ]  ÷ 4  

3 √(𝑥 + 2)2 + 𝑦2 = 9 + 2𝑥    (بتربيع الطرفين) 

9(𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2) = 81 + 36𝑥 + 4𝑥2 

9𝑥2 + 36𝑥 + 36 + 9𝑦2 = 81 + 36𝑥 + 4𝑥2 

5𝑥2 + 9𝑦2 = 45      ]  ÷ 45    

𝑥2

9
+ 

𝑦2

5
= 1 معادلة القطع الناقص              

 

 

𝑦 

𝑃 (𝑥, 𝑦) 

𝑦 

𝐹2 (−2,0) 𝐹1 (2,0) 
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 القطع الناقص 

𝑝𝐹1 + 𝑝𝐹2 = 2𝑎   كمية ثابتة باستخدام قانون 

√
 المسافة بين نقطة

 وبؤرته الاولى
+ √

 المسافة بين نفس

 النقطة وبؤرته الثانية
= 2𝑎                        انتبه الجذر لا يرفع كاملا 

 في كل مما يأتي جد طول كل من المحورين وإحداثيات كل من البؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي  مثال :

𝟏) 
𝒙𝟐

𝟐𝟓
+ 
𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏 

𝟐) 𝟒𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐 =
𝟒

𝟑
 

 الحل : 

1)  
𝒙𝟐

𝟐𝟓
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏 

𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 ⇒ 𝒂 = 𝟓 ⇒ ∴  𝑽𝟏(𝟓, 𝟎)  , 𝑽𝟐(−𝟓, 𝟎) 

𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 ⇒ 𝒃 = 𝟒  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐  ⇒  𝒄𝟐 =  𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 = 𝟗 ⇒  𝒄 =  𝟑 

∴  𝑭𝟏(𝟑, 𝟎)  , 𝑭𝟐(−𝟑, 𝟎)              البؤرتان

∴ 𝒂 = 𝟓 ⇒ 𝟐𝒂 =     طول المحور الكبير     𝟏𝟎

∴ 𝒃 = 𝟒 ⇒ 𝟐𝒃 =    طول المحور الصغير      𝟖

𝒆 =
𝒄

𝒂
=
𝟑

𝟓
<  الاختلاف المركزي  𝟏

2) 𝟒𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐 =
𝟒

𝟑
  

𝟒𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐 =
𝟒

𝟑
   (×

𝟑

𝟒
) 

𝟏𝟐𝒙𝟐

𝟒
+
𝟗𝒚𝟐

𝟒
= 𝟏 ⟹ 

𝒙𝟐

𝟒
𝟏𝟐

+
𝒚𝟐

𝟒
𝟗

= 𝟏 ⟹
𝒙𝟐

𝟏
𝟑

+
𝒚𝟐

𝟒
𝟗

= 𝟏  

𝒂𝟐 =
𝟒

𝟗
 ⟹ 𝒂 =

𝟐

𝟑
    , 𝒃𝟐 =

𝟏

𝟑
 ⟹ 𝒂 =

𝟏

√𝟑
     

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 =
𝟒

𝟗
−
𝟏

𝟑
=
𝟏

𝟗
⟹ 𝒄 =

𝟏

𝟑
     

𝟐𝒂 = 𝟐 (
𝟐

𝟑
) =

𝟒

𝟑
 طول المحور الكبير           

𝟐𝒃 = 𝟐 (
𝟏

√𝟑
) =

𝟐

√𝟑
 طول المحور الصغير      

∴  𝑽𝟏 (𝟎 ,
𝟐

𝟑
)    ,    𝑽𝟐 (𝟎 ,

−𝟐

𝟑
) 𝑭𝟏    ,     الرأسان   (𝟎 ,

𝟏

𝟑
)    ,    𝑭𝟐 (𝟎 ,

−𝟏

𝟑
)   

𝒆 =
𝒄

𝒂
= 

𝟏

𝟑
𝟐

𝟑

= 
𝟏

𝟑
 ×  

𝟑

𝟐
=
𝟏

𝟐
<  الاختلاف المركزي    𝟏
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,  𝐹1(3,0)جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه  مثال : 𝐹2(−3,0)  ورأساه𝑽𝟏(𝟓, 𝟎)  , 𝑽𝟐(−𝟓, ومركزه  (𝟎

 نقطة الاصل . 

 البؤرتان والرأسان على المحور السيني فإن معادلة القطع الناقص  ∴الحل : 

∴
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

𝒄 = 𝟑 ⇒ 𝒄𝟐 = 𝟗        𝒂 = 𝟓 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐  ⇒  𝟗 =  𝟐𝟓 − 𝒃𝟐 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟗 = 𝟏𝟔     ∴ 𝒃 =  𝟒  

∴
𝒙𝟐

𝟐𝟓
+ 
𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏  

عادلة لموالمحي  والمساحة جد طول كل من المحورين وإحداثي كل من البؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي  مثال :

16𝑥2   لقطع الناقصا + 25𝑦2 = 400 

 الحل :  

16𝑥2 + 25𝑦2 = 400 ]  ÷ 400 ⟹
𝑥2

25
+ 
𝑦2

16
= 1 

𝑎2)طول المحور الكبير(  = 25    ⇒  𝑎 = 5  ⇒ 2𝑎 = 10         

𝑏2)طول المحور الصغير(  = 16  ⇒   𝑏 = 4  ⇒ 2𝑏 = 8         

𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 25 − 16 = 9   ⇒ 𝑐 = 3     

𝐹1(3,0)  ,   𝐹2(−3,0)    البؤرتان  

𝑉1(5,0) , 𝑉2(−5,0)       الرأسان    

𝑒 =  
𝑐

𝑎
=  
3

5 
  الاختلاف المركزي     

𝑨 =  𝒂𝒃𝝅 = (𝟓)(𝟒)𝝅 = 𝟐𝟎𝝅    وحدة مربعة  

𝑷 = 𝟐𝝅√
𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝟐
= 𝟐𝝅√

𝟐𝟓 + 𝟏𝟔

𝟐
= 𝟐𝝅√

𝟒𝟏

𝟐
 وحدة   

( 12( وحدات ومن الصادات )8جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ويقطع من محور السينات ) مثال :

 وحدة ثم جد المسافة بين بؤرتيه ومساحة منطقته ومحيطه وأختلافه المركزي . 

  البؤرتان صاديتانفالحل : ما يقطعه من الصادات أكبر مما يقطعه من السينات 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 

𝟐𝒂 = 𝟏𝟐  ⇒   𝒂 =  𝟔   ⇒  𝒂𝟐 = 𝟑𝟔   

𝟐𝒃 = 𝟖    ⇒   𝒃 =  𝟒   ⇒  𝒃𝟐 = 𝟏𝟔   

𝑥2

16
+ 
𝑦2

36
=  (معادلة القطع)     1

𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 36 − 16 = 20   ⇒ 𝑐 = 2√5 
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2𝑐 =  (المسافة بين البؤرتين)    5√4

 𝐴 = 𝑎𝑏𝜋 = 24𝜋  وحدة مربعة                          ساحةالم  

 𝑃 = 2𝜋√
𝑎2+𝑏2

2
 = 2𝜋 √

36+16

2
=  2𝜋√26      المحي 

𝑒 =  
𝑐

𝑎
=
2√5

6
=  
√5

3
  الاختلاف المركزي    

, 0) نقاط تقاطع القطع مع المحورين  ملاحظة : 𝑦) , (𝑥 ,  .ب والأبعد الى المركز هو الرأستمثل الرؤوس والاقطا (0

, 𝟎)جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين  : مثال 𝟑), (−𝟒 , ثم جد  (𝟎

 مساحته ومحيطه .

 الحل :

𝒂 = 𝟒    ,    𝒃 = 𝟑     ∴  
𝒙𝟐

𝟏𝟔
+ 

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏       

𝑨 = 𝒂𝒃𝝅 = (𝟒)(𝟑)𝝅 = 𝟏𝟐𝝅  مربعة وحدة  

𝐏 = 𝟐𝛑√
𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝟐
= 𝟐𝛑√

𝟏𝟔 + 𝟗

𝟐
= 𝟐𝛑√

𝟐𝟓

𝟐
= 𝟓√𝟐𝝅 

, 4)جد معادلة القطع الناقص إحدى بؤرتيه  مثال : )وإختلافه المركزي  (0
1

2
)  . 

 المعادلة هي : فالحل : البؤرة سينية 

𝑥2

𝑎2
+ 

𝑦2

𝑏2
= 1  

𝑐 =  4 ⇒ 𝑐2 = 16  

𝑒 =  
𝑐

𝑎
=  
1

2
 ⇒ 𝑎 = 2𝑐 ⇒ 𝑎 = 8 ⇒  𝑎2 = 64  

𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2  ⇒  𝑏2 = 64 − 16 = 48                
𝑥2

64
+ 

𝑦2

48
= 1            معادلة القطع الناقص      

, 0)  جد معادلة القطع الناقص إحدى بؤرتيه مثال : )والنسبة بين طولي محوريه  (3−
4

5
) 

 :  هيالمعادلة فالحل : البؤرة صادية 

𝑥2

𝑏2
+ 
𝑦2

𝑎2
= 1 

𝑐 = − 3 ⇒ 𝑐2 = 9  

طول المحور الصغير

طول المحور الكبير
= 
4

5
 ⇒
2𝑏

2𝑎
=
4

5
⇒ 𝑏 =

4𝑎

5
 …………… (1) 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2   ⇒  𝑎2 = (
4𝑎

5
)
2

+ 9  

𝑎2 −
16𝑎

25

2

= 9   ]   × 25  

25𝑎2 − 16𝑎2 = 225  

9𝑎2 = 225   ⇒ 𝑎2 = 25   ⇒    𝑎 = 5  
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 ( 1) معادلة ( في𝑎نعوض قيمة )

𝑏 =  
4(5)

5
= 4 ⇒  𝑏2 = 16                         

𝒙𝟐

𝟏𝟔
+ 

𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏  معادلة القطع الناقص  

𝑘𝑥2لتكن  : مثال + 4𝑦2 = , 3√)معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الاصل وإحدى بؤرتيه  36  .  (𝑘)جد قيمة  (0

 1/ د 2015وزاري            (36)الحل : نقسم طرفي المعادلة على 

 
𝒌𝒙𝟐

𝟑𝟔
+ 

𝟒𝒚𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏 ⇒

𝒙𝟐

𝟑𝟔

𝒌

+ 
𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏  

 عادلة القطع : مالبؤرة سينية 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

⇒ 𝒂𝟐 = 
𝟑𝟔

𝒌
       ,        𝒃𝟐 = 𝟗        ,     𝒄 =  √𝟑 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐   ⇒ 𝟑 =   
𝟑𝟔

𝒌
− 𝟗 ⇒  

𝟑𝟔

𝒌
= 𝟑 + 𝟗  ⇒  

𝟑𝟔

𝒌
= 𝟏𝟐 ⇒ 𝒌 =  

𝟑𝟔

𝟏𝟐
= 𝟑 

 (6)مركزه في نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السينات والمسافة بين البؤرتين جد معادلة القطع الناقص الذي  مثال :

 . وحدة (2)والفرق بين طولي المحورين يساوي  ،وحدات 

𝟐𝒄       الحل : = 𝟔 ⇒  𝒄 = 𝟑 

𝟐𝒂الفرق بين طولي المحورين  − 𝟐𝒃 = 𝒂 (2) بالقسمة على  𝟐 − 𝒃 = 𝟏 ⟸  𝒂 = 𝒃 + 𝟏  (𝑎عن  بتعويض )نبدأ ⟸

 𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  

(𝒃 + 𝟏)𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝟗 

𝒃𝟐 + 𝟐𝒃 + 𝟏 = 𝒃𝟐 + 𝟗 ⇒ 𝟐𝒃 + 𝟏 = 𝟗 ⇒ 𝟐𝒃 = 𝟗 − 𝟏 ⇒ 𝟐𝒃 = 𝟖 ⇒  𝒃 = 𝟒 

 𝒃𝟐 = 𝟏𝟔   ⇒ 𝒂 = 𝟒 + 𝟏 

𝒂 = 𝟓 ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟐𝟓                                      
𝒙𝟐

𝟐𝟓
+
𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏  معادلة القطع الناقص      

𝑦2 ئجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع المكاف : مثال − 12𝑥 = 0 

 . وحدات  (10)وطول محوره الصغير يساوي 

 الحل : 

 من القطع المكافئ :          

𝒚𝟐 = 𝟏𝟐𝒙 

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 

𝟒𝒑 =  𝟏𝟐 ⇒ 𝒑 = 𝟑   𝑭(𝟑 ,  البؤرة   (𝟎

 من القطع الناقص :          

𝟐𝒃                  طول المحور الصغير = 𝟏𝟎 ⇒  𝒃 = 𝟓 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 

𝑭𝟏(𝟑, 𝟎),    𝑭𝟐(−𝟑, ⇒   البؤرتان     (𝟎   𝒄 = 𝟑 ⇒  𝒄
𝟐 = 𝟗  
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𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 + 𝟗 ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟑𝟒  

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 ⇒  

𝒙𝟐

𝟑𝟒
+
𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏  معادلة القطع الناقص     

         كافئ الذي معادلتهالمقطع المركزه نقطة الاصل واحد رأسيه هو بؤرة الذي جد معادلة القطع الناقص  مثال :

𝒚𝟐 = 𝟐𝟎𝒙   والنسبة بين طول محوره الصغير والبعد بين البؤرتين
4

3
 . 

 الحل : 

 القطع المكافئ :          

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 

𝒚𝟐 = 𝟐𝟎𝒙   

 𝟒𝒑 = 𝟐𝟎 ⟹ 𝒑 = 𝟓 ⟹ 𝑭 (𝟓 , 𝟎) 

 القطع الناقص :          

𝑽𝟏(𝟓, 𝟎)  ,   𝑽𝟐(−𝟓, 𝟎)   ⟹ 𝒂 = 𝟓  

 
𝟐𝒃

𝟐𝒄
=
𝟒

𝟑
⟹
𝒃

𝒄
=
𝟒

𝟑
⟹ 𝟑𝒃 = 𝟒𝒄 ⟹ 𝒄 =

𝟑 𝒃

𝟒
 ⟹ 𝒄 = 𝟒 

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 

[𝟐𝟓 = 𝒃𝟐 +
𝟗𝒃𝟐

𝟏𝟔
] × 𝟏𝟔 

𝟒𝟎𝟎 = 𝟏𝟔𝒃𝟐 + 𝟗𝒃𝟐⟹ 𝟒𝟎𝟎 = 𝟐𝟓𝒃𝟐 

𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 ⟹ 𝒃 = 𝟒 ⟹
𝒙𝟐

𝟐𝟓
+
𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏  

, 𝟎)جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحد بؤرتيه  مثال :  . 𝟏𝟑𝟔ومجموع مربعي طولي محوريه  (𝟒

 الحل :

(𝟐𝐚)𝟐 + (𝟐𝐛)𝟐 = 𝟏𝟑𝟔 

[𝟒 𝒂𝟐 + 𝟒 𝒃𝟐 = 𝟏𝟑𝟔   ]         ÷  𝟒 

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟑𝟒 ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟑𝟒 − 𝒃𝟐    ………(𝟏) 

𝒄 =  𝟒  ⇒       𝒄𝟐 =  𝟏𝟔 

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⇒ 𝟑𝟒 − 𝒃𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝟏𝟔 ⇒ −𝟐𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 − 𝟑𝟒 

−𝟐𝒃𝟐 = −𝟏𝟖 ⇒  𝒃𝟐 =
−𝟏𝟖

−𝟐
= 𝟗    

𝒂𝟐 = 𝟑𝟒 −  𝟗 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 ⇒  
𝒙𝟐

𝒃𝟐
+
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 ⇒  

𝒙𝟐

𝟗
+
𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏   معادلة القطع الناقص  

نقطتان على محور السينات واحد بؤرتيه تبعد عن جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرته  مثال :

,  𝟑الرأسين بالعددين 𝟕  . 

 الحل :

𝟐𝒂 = 𝟕 + 𝟑 
𝟐𝒂 = 𝟏𝟎 ⇒   𝒂 = 𝟓                                             𝑽𝟏(𝟓, 𝟎) ,   𝑽𝟐(−𝟓, 𝟎) 
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𝟐𝒄 = 𝟕 − 𝟑 = 𝟒 ⟹ 𝒄 = 𝟐 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟒            𝑭𝟏(𝟐, 𝟎) ,   𝑭𝟐(−𝟐, 𝟎)  

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐   ⟹ 𝟐𝟓 = 𝒃𝟐 + 𝟒 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟒 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟐𝟏 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏      ⟹

𝒙𝟐

𝟐𝟓
+
𝒚𝟐

𝟐𝟏
= 𝟏  

 دلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تنتميان الى محور السينات ويمر بالنقطتيناجد مع :مثال 

(𝟑 ,
√𝟔

𝟐
) (𝟐 , 𝟐) . 

لان البؤرة تقع على محور السينات الحل : 
𝒙𝟐

𝑎2
+
𝒚𝟐

𝑏2
= , 2)بتعويض النقطة   𝟏  في المعادلة العامة : (2

          
𝟒

𝒂𝟐
+

𝟒

𝒃𝟐
= 𝟏 

(× 𝒂𝟐𝒃𝟐)  
⇒      𝟒𝒃𝟐 + 𝟒𝒂𝟐 = 𝒂𝟐𝒃𝟐…… . . . … . . (𝟏) 

, 𝟑))بتعويض النقطة           
√𝟔

𝟐
 في المعادلة العامة   

[
𝟗

𝒂𝟐
+

𝟔
𝟒
𝒃𝟐
= 𝟏] 

(× 𝒂𝟐𝒃𝟐)  
⇒      𝟗𝒃𝟐 +

𝟔

𝟒
𝒂𝟐 = 𝒂𝟐𝒃𝟐……… . (𝟐) 

𝟒𝒃𝟐 + 𝟒𝒂𝟐 = 𝒂𝟐𝒃𝟐    …… . . (𝟏) 

∓𝟗𝒃𝟐 ∓
𝟔

𝟒
𝒂𝟐 = ∓𝒂𝟐𝒃𝟐 … . .   بالطرح    (𝟐)

−𝟓𝒃𝟐 +
𝟏𝟎

𝟒
𝒂𝟐 = 𝟎 

](1نعوض في معادلة )
𝟏𝟎

𝟒
𝒂𝟐 = 𝟓𝒃𝟐 ]

(× 𝟒) 
⇒   𝟏𝟎𝒂𝟐 = 𝟐𝟎𝒃𝟐⟹ 𝒂𝟐 =

𝟐𝟎𝒃𝟐

𝟏𝟎
⟹ 𝒂𝟐 = 𝟐𝒃𝟐     

𝟒𝒃𝟐 + 𝟒(𝟐𝒃𝟐) = (𝟐𝒃𝟐)𝒃𝟐⟹  𝟒𝒃𝟐 + 𝟖𝒃𝟐 = 𝟐𝒃𝟒⟹ 𝟏𝟐𝒃𝟐 = 𝟐𝒃𝟒
÷𝟐𝒃𝟐 
⇒   𝒃𝟐 = 𝟔 

𝒂𝟐 = 𝟐 (𝟔) ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟏𝟐 ⟹
𝒙𝟐

𝟏𝟐
+
𝒚𝟐

𝟔
= 𝟏    معادلة القطع الناقص    

, 𝟑)القطع يمر في النقطة  : عن السؤال التالي ملاحظة هذه النقطة تقع على احد المحاور الاحداثية حيث النقطة  (𝟎

(𝟑 , لذلك يجب ان ننتبه الى  ،تقع على المحور الاحداثي السيني لذلك هذه النقطة تمثل اما رأس القطع او القطب  (𝟎

< 𝒂 الملاحظة وهي يجب ان تكون  𝒃  ,    𝒂 > 𝒄 . نستخرج أولا البؤرة للقطع المكافئ )معادلة القطع المكافئ معلومة ف

 . (وستكون بؤرة للقطع الناقص

𝒚𝟐 المكافئقطع الالاصل واحد بؤرتيه هي بؤرة  نقطة القطع الناقص الذي مركزهجد معادلة  مثال : + 𝟖𝒙 = 𝟎 

, 𝟑)ويمر بالنقطة  𝟎)  . 

 الحل : 

 القطع المكافئ :            

𝒚𝟐 = −𝟖𝒙 

𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙 

 −𝟒𝒑 = −𝟖 ⟹  𝒑 =
−𝟖

−𝟒
⟹ 𝒑 = 𝟐 ⟹ 𝑭(−𝟐, 𝟎) 
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 القطع الناقص :            

𝐕𝟏(𝟑, 𝟎)     ,    𝐕𝟐(−𝟑, 𝟎)   , 𝐅𝟏(𝟐, 𝟎)     ,    𝐅𝟐(−𝟐, 𝟎)    

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 

𝟗 = 𝒃𝟐 + 𝟒 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟗 − 𝟒 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟓 ⟹ 
𝒙𝟐

𝟗
+
𝒚𝟐

𝟓
= 𝟏   معادلة القطع الناقص  

𝟐𝒚𝟐كافئ المقطع الالاصل وبؤرتيه بؤرة نقطة جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه  مثال : − 𝟏𝟔𝒙 = ويمر   𝟎

, 𝟎)بالنقطة −𝟓)  . 

 الحل :

 القطع المكافئ :            

[𝟐𝒚𝟐 − 𝟏𝟔𝒙 = 𝟎]  ÷ 𝟐 

𝒚𝟐 = 𝟖𝒙                

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹ 𝟒𝒑 = 𝟖 ⟹ 𝒑 = 𝟐 ⟹ 𝑭(𝟐, 𝟎) 

 محور البؤرة في القطع الناقص لان النقطة تقع على غيرالقطع الناقص :            

(𝟎,−𝟓) , (𝟎 , ⟹  القطبين هما       (𝟓   𝒃 = 𝟓 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 

𝐅𝟏(𝟐, 𝟎)     ,    𝐅𝟐(−𝟐, 𝟎) ⟹ 𝒄 = 2 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟒 

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 

𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 + 𝟒 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟐𝟗 ⟹ 
𝒙𝟐

𝟐𝟗
+
𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏  معادلة القطع الناقص   

𝒙𝟐كافئ المقطع الجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل والمار ببؤرة  مثال : + 𝟏𝟐𝒚 = والبعد بين   𝟎

 .وحدة طول  6بؤرتيه يساوي 

 الحل : 

 القطع المكافئ :

𝒙𝟐 = −𝟏𝟐𝒚 

𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚 ⇒ −𝟒𝒑 = −𝟏𝟐 ⟹ 𝒑 = 
𝟏𝟐

𝟒
= 𝟑   ,   𝑭(𝟎,−𝟑) 

 القطع الناقص :

𝟐𝒄 = 𝟔 ⟹ 𝒄 = 𝟑 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟗 
𝒄قيمة  نلاحظ ان = , 𝟎)لذلك تعتبر  𝒄اكبر من  𝒂لان  𝒂 بدل قيمة يجوز ان تكون ولا 𝟑  : 𝒃هي  (𝟑−

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟗 + 𝟗 ⇒    𝒂𝟐 = 𝟏𝟖 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟹  

𝒙𝟐

𝟏𝟖
+
𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏  معادلة القطع الناقص    



 

95 

𝟐𝒙مركزه نقطة الاصل ويمر بنقطتي تقاطع المستقيم الذي جد معادلة القطع الناقص  مثال : − 𝒚 = مع المحورين  𝟖

 . الاحداثيين

الناقص الذي مركزه نقطة الاصل بنقطتي تقعان في ربعين متجاورين فان الرأس يمثل النقطة ذات اذا مر القطع الحل : 

 المطلق الاكبر )أي يجرد العدد من الاشارة( والقطب يمثل النقطة ذات المطلق الاصغر .

𝒚 =  اذا كانت        𝟎 

𝟐𝒙 − (𝟎) = 𝟖 ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟖 ⟹ 𝒙 = 𝟒  ⟹ (𝟒, 𝟎) 

𝒙 =     اذا كانت       𝟎

𝟐(𝟎) − 𝒚 = 𝟖 ⟹ 𝒚 =  𝟖  ⟹ (𝟎, 𝟖) 

𝒂 = 𝟖 ⇒   𝒂𝟐 = 𝟔𝟒  ,    𝒃 = 𝟒  ⇒    𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 ⟹ 

𝒙𝟐

𝟏𝟔
+
𝒚𝟐

𝟔𝟒
= 𝟏  معادلة القطع الناقص   

𝟐𝒙جد معادلة القطع الناقص الذي يمر بنقطة تقاطع المستقيم  مثال : + 𝟑𝒚 = مع محور السينات حيث مساحة  𝟏𝟐

 .  𝟐𝟒𝝅المنطقة لهذا القطع 

 الحل : 

𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟏𝟐 ⟹  𝟐𝒙 + 𝟑(𝟎) = 𝟏𝟐 ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟏𝟐 ⇒  𝒙 =  𝟔 ⇒  (𝟔, 𝟎)       
,𝟔) لمستقيم قطع الاحداثي السيني في النقطةا  ∵ 𝟎) 

𝑽𝟏(𝟔, 𝟎)       , 𝑽𝟐(−𝟔, 𝟎)    ,   𝒂 = 𝟔 

𝑨 = 𝒂𝒃𝝅  , 𝟐𝟒𝝅 = 𝟔𝒃𝝅 ⇒  𝒃 =
𝟐𝟒𝝅

𝟔𝝅
      

(𝟎 , ⇒  الاقطاب    (𝟒−,𝟎)   ,    (𝟒 𝒃 = 𝟒 

 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐  ⟹  𝒄𝟐 = 𝟑𝟔 − 𝟏𝟔  ⇒  𝒄𝟐 = 𝟐𝟎 
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟹ 

𝒙𝟐

𝟑𝟔
+
𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏   معادلة القطع الناقص   

𝒙𝟐بؤرة القطع المكافئ هي جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه  مثال : = −𝟐𝟒𝒚  

𝒚𝟐ويمس دليل القطع المكافئ  + 𝟏𝟔𝒙 = 𝟎  

  : الحل 

 القطع المكافئ : 

𝒙𝟐 = −𝟐𝟒𝒚      

𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚 ⇒  𝟒𝒑 = 𝟐𝟒 ⟹ 𝒑 =
𝟐𝟒

𝟒
= 𝟔 ⟹ 𝑭(𝟎 , −𝟔)    

 دليل القطع المكافئ : 

𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙  

𝒚𝟐 = −𝟏𝟔𝒙  ⇒  𝟒𝒑 = 𝟏𝟔 ⟹ 𝒑 =
𝟏𝟔

𝟒
= 𝟒 

تنتمي                                                                                     الناقصللقطع  (𝟒, 𝟎) 

𝒃 = 𝟒 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟔         

, 𝑭𝟐(𝟎,−𝟔) لبؤرتان ا 𝑭𝟏(𝟎, 𝟔) 
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𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐    ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟏𝟔 + 𝟑𝟔 = 𝟓𝟐 ⟹
𝒙𝟐

𝟑𝟔
+
𝒚𝟐

𝟓𝟐
= 𝟏   معادلة القطع الناقص    

  لرسم القطع الناقص : ملاحظات

, 𝑽𝟏(𝒂نعين  .1 𝟎)  , 𝑽𝟐 (−𝒂 , 𝟎)  . 

, 𝑴𝟏(𝟎نعين  .2 𝒃)  , 𝑴𝟐 (𝟎 , −𝒃) 

 بالترتيب حتى يكون منحني متصل .   𝑽𝟏  𝑽𝟐   𝑴𝟏   𝑴𝟐نصل بين النقاط الاربعة  .3

, 𝑭𝟏(𝒄نعين البؤرتين  .4 𝟎)  , 𝑭𝟐 (−𝒄 , 𝟎) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 إنسحاب المحاور للقطع الناقص

 ،الاحداثيةقعان على إحدى المحاور درسنا في الامثلة السابقة القطع الناقص الذي يكون مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه ت

, 𝒉)والآن سوف ندرس القطع الناقص بعد إنسحابه الى جهة معينة وسوف نرمز الى مركز القطع  𝒌)  وهذا الجدول

 يلخص لنا جميع الحالات : 
 

 القانون المعادلة  المركز القطبان الرأسان  البؤرتان  القطع الناقص 

 𝑭𝟏̅̅ ̅(𝒄 + 𝒉, 𝒌) 
𝑭𝟐̅̅ ̅(−𝒄 + 𝒉, 𝒌) 

𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝒂 + 𝒉, 𝒌) 
𝑽𝟐̅̅̅̅  (−𝒂 + 𝒉, 𝒌) 

(𝒉, 𝒃 + 𝒌) 
(𝒉,−𝒃 + 𝒌) 

(𝒉 , 𝒌) 

(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒂𝟐
+ 
(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

 𝑭𝟏̅̅ ̅(𝒉, 𝒄 + 𝒌) 
 

𝑭𝟐̅̅ ̅(𝒉,−𝒄 + 𝒌) 

𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝒉, 𝒂 + 𝒌) 
 

𝑽𝟐̅̅̅̅  (𝒉,−𝒂 + 𝒌) 

(𝒃 + 𝒉, 𝒌) 
 

(−𝒃 + 𝒉, 𝒌) 

 

(𝒉 , 𝒌) 

 

(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒃𝟐
+ 
(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 

 

 أكبريؤخذ من البس  الذي مقامه  والمحور الصغير،  أصغريؤخذ من البس  الذي مقامه  معادلة المحور الكبير ملاحظة :

 مثلًا : ف

 

(𝒙 − 𝟒)𝟐

𝟏𝟎𝟎
+ 
(𝒚 + 𝟕)𝟐

𝟔𝟒
= 𝟏 

 وطول ومعادلة كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطع الناقص :  والقطبين جد البؤرتين والرأسين مثال :

(𝒙 − 𝟓)𝟐

𝟐𝟓
+ 
(𝒚 + 𝟒)𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏 

 المعادلة هي : فالحل : البؤرتان سينيتان 

(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒂𝟐
+ 
(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

𝒉 = 𝟓    ,   𝒌 =  −𝟒     ,   𝒂𝟐 = 𝟐𝟓  ⇒ 𝒂 = 𝟓    

𝒃𝟐 = 𝟏𝟔  ⇒ 𝒃 = 𝟒  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐  ⇒  𝒄𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 = 𝟗  ⇒  𝒄 = 𝟑 

𝑭𝟏̅̅ ̅(𝒄 + 𝒉, 𝒌) =  𝑭𝟏̅̅ ̅ (𝟖, −𝟒)            البؤرتان

𝑭𝟐̅̅ ̅(−𝒄 + 𝒉, 𝒌) =  𝑭𝟐̅̅ ̅(𝟐, −𝟒) 

𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝒂 + 𝒉, 𝒌) = 𝑽𝟏̅̅̅̅  (𝟏𝟎 ,        الرأسان  (𝟒−

معادلة المحور  

 الصغير

𝒙 =  𝟒 𝒚 = معادلة المحور   𝟕−

 الكبير
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𝑽𝟐̅̅̅̅ (−𝒂 + 𝒉, 𝒌) = 𝑽𝟐̅̅̅̅ (𝟎 , −𝟒) 

𝟐𝒂     طول المحور الكبير  =   وحدة 𝟏𝟎

= 𝟐𝒃   طول المحور الصغير     وحدة  𝟖 

𝒚  معادلة المحور الكبير  = 𝒚اي ان           𝟒−  = 𝒌  

𝒙  معادلة المحور الصغير  = 𝒙اي ان               𝟓 = 𝒉 

𝒆             الاختلاف المركزي =
𝒄

𝒂
=
𝟑

𝟓
 

 جد البؤرتين والرأسين وطول ومعادلة كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطع الناقص : مثال :

 𝟒𝒙𝟐 + 𝟗𝒚𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟑𝟔𝒚 = −𝟒   

 مربع كامل وكما يلي  (𝒚)وحدود  (𝒙)نرتب القطع بحيث تكون حدود الحل : 

𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟗𝒚𝟐 + 𝟑𝟔𝒚 = −𝟒   
𝟒(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙) + 𝟗(𝒚𝟐 + 𝟒𝒚) = −𝟒 

 اي ما اضفناه الى المربع الكامل للقوس الأول والقوس الثاني :  (𝟒𝟎)نضيف الى طرفي المعادلة 

(
𝟏

𝟐
× 𝟐)𝟐 =   𝒙مربع نصف معامل           𝟏

(
𝟏

𝟐
× 𝟒)𝟐 = (𝟐)𝟐 =   𝒚مربع نصف معامل           𝟒

𝟒(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏) + 𝟗(𝒚𝟐 + 𝟒𝒚 + 𝟒) = −𝟒 + 𝟒𝟎 

[𝟒(𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝟗(𝒚 + 𝟐)𝟐 = 𝟑𝟔] ÷ 𝟑𝟔 

(𝒙−𝟏)𝟐

𝟗
+ 

(𝒚+𝟐)𝟐

𝟒
= 𝟏   

بالمقارنة بالمعادلة القياسية للقطع الناقص  
(𝒙−𝒉)𝟐

𝒂𝟐
+ 

(𝒚−𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

𝒉 = 𝟏    , 𝒌 =  −𝟐     ,    𝒂𝟐 = 𝟗  ⇒ 𝒂 = 𝟑    

𝒃𝟐 = 𝟒  ⇒ 𝒃 = 𝟐  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐  ⇒  𝒄𝟐 = 𝟗 − 𝟒 = 𝟓  ⇒  𝒄 = √𝟓 

𝑭𝟏̅̅ ̅(𝒄 + 𝒉, 𝒌) =  𝑭𝟏̅̅ ̅ (√𝟓 + 𝟏 , −𝟐)              البؤرتان على محور السينات 

𝑭𝟐̅̅ ̅(−𝒄 + 𝒉, 𝒌) =  𝑭𝟐̅̅ ̅ (−√𝟓 + 𝟏 , −𝟐) 

𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝒂 + 𝒉, 𝒌) = 𝑽𝟏̅̅̅̅  (𝟒 ,  الرأسان                        (𝟐−

𝑽𝟐̅̅̅̅ (−𝒂 + 𝒉, 𝒌) = 𝑽𝟐̅̅̅̅ (−𝟐 ,−𝟐) 

𝟐𝒂      طول المحور الكبير  =   وحدة  𝟔

= 𝟐𝒃   طول المحور الصغير    وحدة  𝟒 

𝒚  معادلة المحور الكبير  =  −𝟐         

𝒙  معادلة المحور الصغير  = 𝟏       

𝒆       الاختلاف المركزي  =
𝒄

𝒂
=
√𝟓

𝟑
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 مراجعة

 . نرتب الحدودية 1

𝟏. نجعل معامل 2 =  𝒚𝟐 , 𝒙𝟐 

𝟏. نجعل الطرف الايمن 3 = 

 المعادلة مع المعادلة القياسية  . نقارن4

+ 𝟐𝒂     . مجموع طولي المحورين هو5  𝟐𝒃 

𝟐𝒂  . الفرق بين طولي المحورين هو6 −  𝟐𝒃 

 . النسبة بين طولي المحورين 7

  * اذا كان البس  أكبر من المقام
𝟐𝒂 

𝟐𝒃
 

  * اذا كان البس  أصغر من المقام
𝟐𝒃

𝟐𝒂
 

         المعادلةفإن  𝑥البؤرتان تقعان على المحور السيني  𝑦2أكبر من مقام  𝑥2* اذا كان مقام 
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

        لةالمعادفإن  𝑦البؤرتان تقعان على المحور الصادي  𝑥2من مقام أكبر  𝑦2اذا كان مقام  *
𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ( 2– 2)حل تمارين 

/ عين كل من البؤرتين والرأسين والقطبين والمركز ثم جد طول ومعادلة كل من المحورين والاختلاف المركزي 1س

 للقطوع الناقصة المبينة معادلتها في كل مما يأتي : 

𝟏) 𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏 

 الحل : 

𝒙𝟐

𝟏
+
𝒚𝟐

𝟏
𝟐

=    بالمقارنة   𝟏
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

𝒂𝟐 = 𝟏 ⇒ 𝒂 = 𝟏    ,       𝒃𝟐 = 
𝟏

𝟐
⇒ 𝒃 =  

𝟏

√𝟐
 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟏 −
𝟏

𝟐
= 
𝟏

𝟐
⇒ 𝑐 =  

𝟏

√𝟐
 

∴  𝑭𝟏 (
𝟏

√𝟐
, 𝟎)  , 𝑭𝟐 (−

𝟏

√𝟐
,  البؤرتان على محور السينات    (𝟎

∴  𝑉1(1,0)  , 𝑉2(−1,0)                الرأسان  

∴  𝑃1 (0,
𝟏

√𝟐
)  , 𝑃2 (0,−

𝟏

√𝟐
 القطبان )طرفا المحور الصغير (    (

2𝑎 ⇒ 2 (1) =  طول المحور الكبير                     2

2𝑏 ⇒ 2(
𝟏

√𝟐
) =

𝟐

√𝟐
 طول المحور الصغير     𝟐√ =

2𝑐 = 2 (
𝟏

√𝟐
) =     المسافة بين البؤرتين           𝟐√ 

𝒚 = 𝒙   ,     معادلة المحور الكبير 𝟎 = 𝟎 , 𝟎)  ,      معادلة المحور الصغير  المركز  (𝟎
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𝒆 =
𝒄

𝒂
= 

𝟏

√𝟐
𝟏
=
𝟏

√𝟐
< 𝟏  

𝟐) 𝟗𝒙𝟐 + 𝟏𝟑𝒚𝟐 = 𝟏𝟏𝟕 

  117الحل : بالقسمة على 

𝒙𝟐

𝟏𝟑
+
𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 

𝒂𝟐 = 𝟏𝟑 ⇒ 𝒂 = √𝟏𝟑    ,       𝒃𝟐 =  𝟗 ⇒ 𝒃 = 𝟑 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟏𝟑 − 𝟗 =  𝟒 ⇒ 𝒄 =  𝟐 

∴  𝑭𝟏(𝟐, 𝟎)  , 𝑭𝟐(−𝟐 , 𝟎)      البؤرتان على محور السينات   

∴  𝑽𝟏(√𝟏𝟑 , 𝟎)  , 𝑽𝟐(−√𝟏𝟑,   الرأسان                        (𝟎

∴  𝑷𝟏(𝟎, 𝟑)  , 𝑷𝟐(𝟎,−𝟑)                                القطبان 

𝟐𝒂 ⇒ 𝟐 (√𝟏𝟑) =  طول المحور الكبير                     𝟏𝟑√𝟐

𝟐𝒃 ⇒ 𝟐(𝟑) =  طول المحور الصغير                                  𝟔

𝟐𝒄 = 𝟐 (𝟐) =     المسافة بين البؤرتين                               𝟒 

𝒚 = 𝒙   ,      معادلة المحور الكبير 𝟎 = 𝟎 , 𝟎)   ,    معادلة المحور الصغير   المركز  (𝟎

𝒆 =
𝒄

𝒂
=  

𝟐

√𝟏𝟑
< 𝟏  

𝟑)
(𝒙 − 𝟒)𝟐

𝟖𝟏
+
(𝒚 + 𝟏)𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏  

بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الناقص الحل : 
(𝒙−𝒉)𝟐

𝒂𝟐
+
(𝒚−𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

𝒉 = 𝟒   ,   𝒌 = −𝟏  , (𝒉 , 𝒌) = (𝟒 , −𝟏)   ,   𝒂𝟐 = 𝟖𝟏 ⟹   𝒂 = 𝟗   ,   𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 ⟹  𝒃 = 𝟓  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟖𝟏 − 𝟐𝟓 = 𝟓𝟔 ⇒   𝒄 = 𝟐√𝟏𝟒 

𝑭̅𝟏(𝒄 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑭̅𝟏(𝟐√𝟏𝟒 + 𝟒,−𝟏)         البؤرتان على محور السينات

𝑭̅𝟐(−𝒄 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑭̅𝟐(−𝟐√𝟏𝟒 + 𝟒 , −𝟏) 

𝑽̅𝟏(𝒂 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑽̅𝟏(𝟏𝟑 ,−𝟏)     الرأسان 

𝑽̅𝟐(−𝒂 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑽̅𝟐(−𝟓 , −𝟏) 

𝑷̅𝟏(𝒉 , 𝒃 + 𝒌) =  𝑷̅𝟏(𝟒 , 𝟒)           القطبان

𝑷̅𝟐(𝒉 ,− 𝒃 + 𝒌) =  𝑷̅𝟐(𝟒 ,−𝟔) 

2𝑎 = 2(9) = وحدة 18       طول المحور الكبير 

2𝑏 = 2(5) = وحدة 10       طول المحور الصغير

2𝑐 = 2(2√14) =  المسافة بين البؤرتين     وحدة 14√4

𝑦 =  معادلة المحور الكبير        1− 
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𝑥 = 4            معادلة المحور الصغير  

𝒆 =
𝒄

𝒂
=  
𝟐√𝟏𝟒

𝟗
< 𝟏  

𝟒) 
(𝒙+𝟑)𝟐

𝟗
+
(𝒚+𝟐)𝟐

𝟐𝟓
=   1/ د 2013وزاري     𝟏

بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الناقص الحل : 
(𝒙−𝒉)𝟐

𝒃𝟐
+
(𝒚−𝒌)𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 

𝒉 = −𝟑    ,   𝒌 = −𝟐      ,     𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 ⟹   𝒂 = 𝟓      ,     𝒃𝟐 = 𝟗 ⟹  𝒃 = 𝟑  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟗 = 𝟏𝟔 ⇒   𝒄 = 𝟒 

𝑭̅𝟏(𝒉 , 𝒄 + 𝒌) =  𝑭̅𝟏(−𝟑 , 𝟐)         البؤرتان على محور السينات

𝑭̅𝟐(𝒉 ,−𝒄 + 𝒌) =  𝑭̅𝟐(−𝟑 , −𝟔) 

𝑽̅𝟏(𝒉 , 𝒂 +  𝒌) =  𝑽̅𝟏(−𝟑 ,  الرأسان      (𝟑

𝑽̅𝟐(𝒉 , −𝒂 + 𝒌) =  𝑽̅𝟐(−𝟑 , − 𝟕) 

𝑷̅𝟏(𝒉 + 𝒃 , 𝒌) =  𝑷̅𝟏(𝟎 ,−𝟐)           ينالقطب

𝑷̅𝟐(𝒉 −  𝒃, 𝒌) =  𝑷̅𝟐(−𝟔 ,−𝟐) 

2𝑎 = 2(5) = وحدة 10       طول المحور الكبير 

2𝑏 = 2(3) = وحدة   6       طول المحور الصغير

2𝑐 = 2(4) =  المسافة بين البؤرتين     وحدة  8

𝑦 =  −2             الصغيرمعادلة المحور 

𝑥 = −3             الكبير  معادلة المحور  

𝒆 =
𝒄

𝒂
=  
𝟒

𝟓
< 𝟏 

5) 𝒙𝟐 + 𝟐𝟓𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏𝟓𝟎𝒚 + 𝟐𝟎𝟒 = 𝟎 

 ( مربع كامل وكما يلي : y( وحدود )xالحل : نرتب المعادلة بحيث تكون حدود )

𝒙𝟐 + 𝟐𝟓𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏𝟓𝟎𝒚 = −𝟐𝟎𝟒 ⟹ (𝒙𝟐 + 𝟒𝒙) + 𝟐𝟓(𝒚𝟐 − 𝟔𝐲) = −𝟐𝟎𝟒 

(
𝟏

𝟐
× 𝟒)𝟐 = (𝟐)𝟐 =   𝒙مربع نصف معامل           𝟒

(
𝟏

𝟐
× 𝟔)𝟐 = (𝟑)𝟐 =   𝒚مربع نصف معامل           𝟗

 بشكل مربع كامل (y)( وحدود x( الى طرفي معادلة القطع الناقص حتى تكون حدود )229باضافة )

(𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟒)+25 (𝒚𝟐 − 𝟔𝒚 + 𝟗) =  −𝟐𝟎𝟒 + 𝟐𝟐𝟗 

(𝒙 + 𝟐)𝟐 + 𝟐𝟓 (𝒚 − 𝟑)𝟐 = 𝟐𝟓 ] ÷ (𝟐𝟓) 

(𝒙+𝟐)𝟐

𝟐𝟓
+
(𝒚−𝟑)𝟐

𝟏
=  معادلة القطع الناقص  𝟏
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بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الناقص  
(𝒙−𝒉)𝟐

𝒂𝟐
+
(𝒚−𝒌)𝟐

𝒃𝟐
=  نحصل على :  𝟏

𝒉 = −𝟐    ,   𝒌 = 𝟑   ⟹ (𝒉 , 𝒌) = (−𝟐 ,   مركز القطع الناقص (𝟑

𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 ⟹ 𝒂 = 𝟓    ,   𝒃𝟐 = 𝟏 ⟹ 𝒃 = 𝟏 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟏 = 𝟐𝟒 ⟹ 𝒄 = 𝟐√𝟔 

𝑭̅𝟏(𝒄 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑭̅𝟏(𝟐√𝟔 − 𝟐,  البؤرتان على محور السينات    (𝟑

𝑭̅𝟐(−𝒄 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑭̅𝟐(−𝟐√𝟔 − 𝟐, 𝟑) 

𝑽̅𝟏(𝒂 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑽̅𝟏(𝟑 , 𝟑)             الرأسان

𝑽̅𝟐(−𝒂 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑽̅𝟐(−𝟕, 𝟑) 

𝑷̅𝟏(𝒉 , 𝒃 + 𝒌) =  𝑷̅𝟏(−𝟐, 𝟒)          القطبان

𝑷̅𝟐(𝒉 ,− 𝒃 + 𝒌) =  𝑷̅𝟐(−𝟐, 𝟐) 

𝟐𝒂 = 𝟐(𝟓) =  طول المحور الكبير    وحدة 𝟏𝟎

𝟐𝒃 = 𝟐(𝟏) =  طول المحور الصغير    وحدة 𝟐

𝟐𝒄 = 𝟐(𝟐√𝟔) =  المسافة بين البؤرتين      وحدة 𝟔√𝟒

𝒚 =  𝟑           معادلة المحور الكبير   

𝒙 = −𝟐 معادلة المحور الصغير            

 / جد المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل في كل مما يأتي : 2س

, 𝟓)البؤرتان هما النقطتان  -1 , 𝟓−)و  (𝟎  ( وحدة 𝟏𝟐وطول محوره الكبير يساوي ) (𝟎

 معادلة القطع : والحل : البؤرتان سينيتان 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

𝒄 = 𝟓 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟐𝟓  

𝟐𝒂 = 𝟏𝟐 ⇒ 𝒂 = 𝟔 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟑𝟔 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 

𝟐𝟓 = 𝟑𝟔 − 𝒃𝟐  ⇒  𝒃𝟐 = 𝟏𝟏              
𝒙𝟐

𝟑𝟔
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟏
= 𝟏     الناقصمعادلة القطع     

𝒙ويتقاطع مع محور السينات عند  (𝟐±, 𝟎)البؤرتان هما  -2 =  ±𝟒 

 معادلة القطع : والحل : البؤرتان صاديتان 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 

𝒄 = 𝟐 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟒 
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𝒃 = 𝟒 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟏𝟔  

 𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐⟹ 𝒂𝟐 = 𝟏𝟔 + 𝟒 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟐𝟎 ⟹
𝒙𝟐

𝟏𝟔
+ 

𝒚𝟐

𝟐𝟎
= 𝟏       الناقصمعادلة القطع 

 وحدة على الترتيب  1 , 5أحدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي محوره الكبير بالعددين  -3

 الحل : مثل هذا السؤال يحل باستخدام الرسم 

𝟐𝒂 = 𝟓 + 𝟏 = 𝟔 ⇒ 𝒂 = 𝟑 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟗 

𝟐𝒄 = 𝟓 − 𝟏 = 𝟒 ⇒ 𝒄 = 𝟐 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟒 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 

𝟒 =  𝟗 − 𝒃𝟐 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟓 

 

 

 هناك حالتين لمعادلة القطع الناقص وهما :  ∴

       اذا كانت البؤرتان صاديتان فمعادلة القطع هي 
𝒙𝟐

𝟓
+ 

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 

          اذا كانت البؤرتان سينيتان فمعادلة القطع هي
𝒙𝟐

𝟗
+ 

𝒚𝟐

𝟓
= 𝟏  

إختلافه المركزي يساوي  -4
1

2
 ( وحدة طول12وطول محوره الصغير )  

 الحل :  لم يحدد موقع البؤرتين فنكتب معادلتين 

∵ 𝒆 =
𝒄

𝒂
 ⇒  

𝟏

𝟐
=  
𝒄

𝒂
 ⇒ 𝒂 = 𝟐𝒄 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟒𝒄𝟐 

∵ 𝟐𝒃 = 𝟏𝟐 ⇒ 𝒃 = 𝟔 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟑𝟔 

∵ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 

𝒄𝟐 =  𝟒𝒄𝟐 −  𝟑𝟔 ⇒ 𝟑𝒄𝟐 =  𝟑𝟔 ⇒ 𝒄𝟐 =  𝟏𝟐 

𝒂𝟐 = 𝟒(𝟏𝟐) ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟒𝟖 

   اذا كانت البؤرتان صاديتان فمعادلة القطع هي
𝒙𝟐

𝟑𝟔
+ 

𝒚𝟐

𝟒𝟖
= 𝟏 

     ذا كانت البؤرتان سينيتان فمعادلة القطع هيا
𝒙𝟐

𝟒𝟖
+ 

𝒚𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏 

 ( وحدات 3( وحدات ونصف محوره الصغير يساوي )8المسافة بين بؤرتيه تساوي ) 

 الحل : لم يحدد موقع البؤرتين 

𝟐𝒄 = 𝟖 ⇒ 𝒄 = 𝟒 ⇒ 𝒄𝟐 = 𝟏𝟔  

𝟏

𝟐
(𝟐𝒃) = 𝟑 ⟹ 𝐛 = 𝟑 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟗  

𝑦 

𝐹2 𝐹1 
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𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐⟹ 𝒂𝟐 = 𝟗 + 𝟏𝟔 ⇒    𝒂𝟐 = 𝟐𝟓  

  اذا كانت البؤرتان صاديتان فمعادلة القطع هي
𝒙𝟐

𝟗
+ 

𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏 

    اذا كانت البؤرتان سينيتان فمعادلة القطع هي
𝒙𝟐

𝟐𝟓
+ 

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 

 / باستخدام التعريف جد معادلة القطع الناقص اذا علم : 3س

, 0)بؤرتاه النقطتان  -1 , 0)ورأساه النقطتان  (±2  ، ومركزه نقطة الأصل  (±3

 الحل : 

 
∵ 𝑐 = 2       ,     𝑎 = 3  

𝑝𝐹1 + 𝑝𝐹2 = 2𝑎            حسب التعريف 

√(𝑥 − 0)2 + (𝑦−2)2 + √(𝑥 − 0)2 + (𝑦 + 2)2 = 2 (3) 

√𝑥2 + (𝑦−2)2 + √𝑥2 + (𝑦 + 2)2 = 6 

[√𝑥2 + (𝑦−2)2 = 6 − √𝑥2 + (𝑦 +    بتربع الطرفين    2[2(2

 (𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4) = (36 − 12√𝑥2 + (𝑦 + 2)2 + 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑦 + 4) 

 (12√𝑥2 + (𝑦 + 2)2) = 36 + 8𝑦          4  نقسم على 

3√𝑥2 + (𝑦 + 2)2 = 9 + 2𝑦                بتربيع الطرفين

9[𝑥2 + (𝑦 + 2)2] = (9 + 2𝑦)2           

9(𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑦 + 4) = 81 + 36𝑦 + 4𝑦2 

9 𝑥2 + 9 𝑦2 + 36𝑦 + 36 = 81 + 36𝑦 + 4𝑦2 

9𝑥2 + 5 𝑦2 = 45 ⟹
𝑥2

5
+
𝑦2

9
= 1  

( والبؤرتان تقعان على محور السينات ومركزه في 10( وحدة والعدد الثابت )6المسافة بين البؤرتين ) -2

 نقطة الاصل . 

 الحل : 

∵ 2𝑐 = 6   ⇒   𝑐 = 3    ⇒    (±3 ,  البؤرتان    (0

∵ 2𝑎 = 10 ⇒   𝑎 = 5    ⇒    (±5 ,  الرأسان    (0

∴ 𝑃𝐹1 + 𝑃 𝐹2 = 2𝑎  (حسب التعريف) 

√(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 0)2  + √(𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 0)2 = 2 (5) 

𝒚 

𝒙 
𝐎 

𝐹2 (0 , −2) 

𝐹1 (0 ,2) 

𝑉2 (0, −3) 

𝑉1 (0,3) 

 𝑃(𝑥, 𝑦) 
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√(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 + √(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 = 10    

√(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 10 − √(𝑥 + 3)2 + 𝑦2    بتربيع الطرفين 

𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 = 100 − 20 √(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 + 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 

[20 √(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 = 100 + 12𝑥        ]  ÷ 4  

5√(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 = 25 + 3𝑥    (بتربيع الطرفين) 

25(𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2) = 625 + 150𝑥 + 9𝑥2 

25𝑥2 + 150𝑥 + 225 + 25𝑦2 = 625 + 150𝑥 + 9𝑥2 

16𝑥2 + 25𝑦2 = 625 − 225    

16𝑥2 + 25𝑦2 = 400 ]  ÷ (400) ⟹
𝑥2

25
+ 

𝑦2

16
= 1           معادلة القطع الناقص   

/ جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته 4س

𝒚𝟐 + 𝟖𝒙 = , 𝟑√𝟐)بأن القطع الناقص يمر بالنقطة  علما  𝟎 √𝟑) 

 القطع المكافئ :الحل : 

𝑦2 = −8𝑥        

𝑦2 = −4𝑥𝑝 ⟹ −4𝑝 =  −8 ⇒ 𝑝 = 2     ⇒ (−2 ,  البؤرة  (0

, 𝑭 (−𝟐بؤرة القطع المكافئ  , 𝑭 (−𝟐وهي تمثل احدى بؤرتي القطع الناقص )سينية(  (𝟎 𝟎) 

 القطع الناقص :

𝑭𝟏 (𝟐 , 𝟎)  ,   𝑭𝟐 (−𝟐 , 𝟎) , 𝒄 = 𝟐 ⇒  𝒄
𝟐 = 𝟒     

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐   ⇒  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝟒…… . (𝟏) 

(2√3 ,  :  معادلتهتحقق فهي تنتمي للقطع الناقص  (3√

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟹

(𝟐√𝟑)𝟐

𝒂𝟐
+ 
(√𝟑)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏……(𝟐) 

𝟏𝟐

𝒃𝟐 + 𝟒
+ 
𝟑

𝒃𝟐
= 𝟏  ]  ×  𝒃𝟐(𝒃𝟐 + 𝟒) 

𝟏𝟐𝒃𝟐 + 𝟑𝒃𝟐 + 𝟏𝟐 =  𝒃𝟐(𝒃𝟐 + 𝟒) 

𝟏𝟓𝒃𝟐 + 𝟏𝟐 = 𝒃𝟒 + 𝟒𝒃𝟐 

𝒃𝟒 − 𝟏𝟏𝒃𝟐 − 𝟏𝟐 = 𝟎 

(𝒃𝟐 − 𝟏𝟐)(𝒃𝟐 + 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒃𝟐نعوض في معادلة  = 𝟏𝟐 ⇒   𝒂𝟐 = 𝟏𝟐 + 𝟒 = 𝟏𝟔      (1)  

𝒐𝒓           𝒃𝟐 تهمل    𝟏− =                       ،
𝒙𝟐

𝟏𝟔
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟐
= 𝟏       معادلة القطع الناقص    

𝑦 

𝑃 (𝑥, 𝑦) 

𝑦 

𝐹2 (−3,0) 𝐹1 (3,0) 𝑉1 (5,0) 𝑉2 (−5,0) 
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وبؤرتاه على محور السينات ويمر بالنقطتين  الاصل / جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة5س

(𝟑 , 𝟒) , (𝟔 , 𝟐)   . 

 هي     الناقص عادلة القطعفمالحل : البؤرتان سينيتان 
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

    : تحقق معادلتهفهي  تنتمي للقطع الناقص(2 , 6)
(𝟔)𝟐

𝒂𝟐
+ 

(𝟐)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏⟹

𝟑𝟔

𝒂𝟐
+ 

𝟒

𝒃𝟐
= 𝟏… . . (1) 

   : تحقق معادلتهفهي  تنتمي للقطع الناقص(4 , 3)
(𝟑)𝟐

𝒂𝟐
+ 

(𝟒)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟹ 

𝟗

𝒂𝟐
+ 

𝟏𝟔

𝒃𝟐
= 𝟏……(2) 

𝟏𝟒𝟒

𝒂𝟐
+ 

𝟏𝟔

𝒃𝟐
= 𝟒…………… . . … . . (1)  

∓
𝟗

𝒂𝟐
∓ 

𝟏𝟔

𝒃𝟐
=   (𝟐)………بالطرح    ∓𝟏

𝟏𝟑𝟓

𝒂𝟐
= 𝟑 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟒𝟓  

 ( 1في المعادلة ) 𝒂𝟐نعوض قيمة 

𝟑𝟔

𝟒𝟓
+ 
𝟒

𝒃𝟐
= 𝟏 ⇒ 

𝟒

𝒃𝟐
= 𝟏 − 

𝟑𝟔

𝟒𝟓
⇒  

𝟒

𝒃𝟐
=
𝟏

𝟓
 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟐𝟎 

  معادلة القطع الناقص 
𝒙𝟐

𝟒𝟓
+ 

𝒚𝟐

𝟐𝟎
= 𝟏 

𝒙𝟐 الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه نقطتا تقاطع المنحنيجد معادلة القطع الناقص / 6س + 𝒚𝟐 − 𝟑𝒙 = 𝟏𝟔 

𝒚𝟐مع محور الصادات ويمس دليل القطع المكافئ  = 𝟏𝟐𝒙 . 

𝒙𝟐 ∵الحل :  + 𝒚𝟐 − 𝟑𝒙 = 𝒙يقطع المحور الصادي فإن    المنحني  𝟏𝟔 =  𝟎 

𝟎 + 𝒚𝟐 − 𝟑(𝟎) = 𝟏𝟔 ⇒  𝒚𝟐 = 𝟏𝟔 ⇒ 𝒚 = ±𝟒 ⇒ (𝟎 , 𝟒), (𝟎 , −𝟒) 

وتمثلان بؤرتي القطع الناقص )فتكون معادلته صادية( : 
𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏   

𝒄 = 𝟒 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟏𝟔  

 لإيجاد معادلة الدليل للقطع المكافئ : 

𝒚𝟐 = 𝟏𝟐𝒙   

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹  𝟒𝒑 = 𝟏𝟐  ⇒ 𝒑 = 𝟑   

𝒙 = ⇒  معادلة الدليل  𝟑− (−𝟑 , التماس نقطة  (𝟎  

, 𝟑−)، وبما ان النقطةة ومعادلة القطع المكافئ سينية معادلة القطع الناقص صادي تحقق معادلة القطع    (𝟎

 لأنه يمر بها .ص قالنا

(−𝟑)𝟐

𝒃𝟐
+ 
(𝟎)𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 ⟹

𝟗

𝒃𝟐
= 𝟏⟹ 𝒃𝟐 = 𝟗 

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐⟹ 𝒂𝟐 = 𝟗 + 𝟏𝟔 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 ⟹
𝒙𝟐

𝟗
+ 

𝒚𝟐

𝟐𝟓
=  معادلة القطع الناقص  𝟏
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محور السينات ومركزه في نقطة الاصل وطول محوره الى / جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتمي 7س

𝒚𝟐الكبير ضعف طول محوره الصغير ويقطع القطع المكافئ  + 𝟖𝒙 = عند النقطة التي احداثيها السيني   𝟎

 .  (𝟐−)يساوي 

 الحل : 

 القطع المكافئ :

𝒙لإيجاد نقطتا تقاطع القطع الناقص مع القطع المكافئ :  =  −𝟐 

𝒚𝟐 + 𝟖(−𝟐) = 𝟎 ⇒ 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔 ⇒  𝒚 = ±𝟒 ⇒   (−𝟐,−𝟒), (−𝟐 , 𝟒) 

 القطع الناقص : 

معادلة القطع  تنتمي لمحور السيناتالبؤرتان 
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏   

𝟐𝒂 = 𝟐 (𝟐𝒃)  ⇒ 𝒂 = 𝟐𝒃 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟒𝒃𝟐 

 تحقق معادلته( : اي تنتمي للقطع الناقص ) النقاط

(−𝟐)𝟐

𝟒𝒃𝟐
+ 
(𝟒)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  ⇒   

𝟒

𝟒𝒃𝟐
+ 
𝟏𝟔

𝒃𝟐
= 𝟏 ⇒

𝟏

𝒃𝟐
+ 
𝟏𝟔

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟹

𝟏𝟕

𝒃𝟐
= 𝟏 ⇒   𝒃𝟐 = 𝟏𝟕 

𝒂𝟐 = 𝟒 (𝟏𝟕) ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟔𝟖 ⟹
𝒙𝟐

𝟔𝟖
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟕
= 𝟏  معادلة القطع الناقص   

𝒉𝒙𝟐/ قطع ناقص 8س + 𝒌𝒚𝟐 =  (𝟔𝟎)ومركزه نقطة الاصل ومجموع مربعي طولي محوريه يساوي  𝟑𝟔

𝒚𝟐وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته  = 𝟒√𝟑𝒙  ما قيمة كل من𝒉 , 𝒌  ؟ 

 : القطع المكافئالحل : 

 نلاحظ بأن معادلة القطع المكافئ سينية موجبة : 

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙    

𝒚𝟐 = 𝟒√𝟑𝒙 ⇒ 𝒑 =  √𝟑 

, 𝑭 (√𝟑بؤرة القطع المكافئ   لناقص )فتكون معادلته السينية( وهي تمثل أحدى بؤرتي القطع ا  (𝟎

 القطع الناقص :

𝒉𝒙𝟐 + 𝒌𝒚𝟐 = 𝟑𝟔 ⇒  
𝒙𝟐

𝟑𝟔
𝒉

+ 
𝒚𝟐

𝟑𝟔
𝒌

= 𝟏   

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏   , 𝒄 =  √𝟑   ⇒ 𝒄𝟐 = 3 

 ( : 60مجموع مربعي طولي محوريه يساوي )

(𝟐𝒂)𝟐 + (𝟐𝒃)𝟐 = 𝟔𝟎  

𝟒 𝒂𝟐 + 𝟒 𝒃𝟐 = 𝟔𝟎   

 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟏𝟓  ⇒  𝒃𝟐 = 𝟏𝟓 − 𝒂𝟐 

 𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐⟹  𝒂𝟐 =  𝟏𝟓 − 𝒂𝟐 + 3 
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𝟐𝒂𝟐 = 𝟏𝟖 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟗  ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟓 − 𝟗 = 𝟔 

معادلة القطع الناقص  
𝒙𝟐

𝟗
+ 

𝒚𝟐

𝟔
= 𝟏   

بالمقارنة : 
𝒙𝟐

𝟑𝟔

𝒉

+ 
𝒚𝟐

𝟑𝟔

𝒌

= 𝟏   

𝟑𝟔

𝒉
= 𝟗 ⇒ 𝒉 = 𝟒     ,      

𝟑𝟔

𝒌
= 𝟔 ⇒    𝒌 = 𝟔 

          / جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه في نقطة الاصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ9س

𝒙𝟐 = 𝟐𝟒𝒚    3/ د 2012وزاري         وحدة . (𝟑𝟔)محوريه  ومجموع طولي  

 الحل : 

 القطع المكافئ : 

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚    
𝒙𝟐 = 𝟐𝟒𝒚   𝟒𝒑 = 𝟐𝟒 ⇒ 𝒑 = 𝟔 

, 𝑭 (𝟎بؤرة القطع المكافئ   دى بؤرتي القطع الناقص )صادية( وهي تمثل إح (𝟔

 القطع الناقص : 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏    ,   𝒄 = 𝟔 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟑𝟔  

 :  (36)مجموع طولي محوريه 

𝟐𝒂 +  𝟐𝒃 =  𝟑𝟔 ⇒ 𝒂 + 𝒃 = 𝟏𝟖 ⇒ 𝒂 = 𝟏𝟖 − 𝒃  

 𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 

(𝟏𝟖 − 𝒃)𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝟑𝟔 ⇒ 𝟑𝟐𝟒 − 𝟑𝟔𝒃 + 𝒃𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝟑𝟔 

𝟑𝟔𝒃 = 𝟑𝟐𝟒 − 𝟑𝟔 ⇒ 𝟑𝟔𝐛 = 𝟐𝟖𝟖 ⇒ 𝒃 = 
𝟐𝟖𝟖

𝟑𝟔
= 𝟖 ⇒ 𝒂 = 𝟏𝟖 − 𝟖 = 𝟏𝟎  

∴ 𝒃𝟐 =  𝟔𝟒     ,    𝒂𝟐 = 𝟏𝟎𝟎  

معادلة القطع الناقص 
𝒙𝟐

𝟔𝟒
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏 

, 𝑭𝟐(−𝟒/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه 10س 𝟎) , 𝑭𝟏(𝟒 , ينتمي للقطع الناقص  𝑸والنقطة  (𝟎

 1/ د 2014وزاري     وحدة .  (𝟐𝟒)يساوي  𝑸 𝑭𝟏𝑭𝟐بحيث أن محي  المثلث 

 معادلة القطع : والحل :   البؤرتان سينيتان 

∵  𝑭𝟐(−𝟒 , 𝟎) , 𝑭𝟏(𝟒 , 𝟎) 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏      ,   𝒄 = 𝟒 ⇒    𝒄𝟐 =  𝟏𝟔  

 مجموع أضلاعه الثلاثة =محي  المثلث 
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𝑸 𝑭𝟏 +𝑸𝑭𝟐⏟        
𝟐𝒂

+ 𝑭𝟏𝑭𝟐⏟  
2𝑐

= 𝟐𝟒  

𝑭𝟏𝑭𝟐 = 𝟐𝒄 = 𝟐 (𝟒) =  المسافة بين البؤرتين      𝟖

𝑸 𝑭𝟏 +𝑸𝑭𝟐 =  𝟐𝒂    حسب تعريف القطع الناقص 

𝟐𝒂 + 𝟖 = 𝟐𝟒 ⇒ 𝟐𝒂 = 𝟐𝟒 − 𝟖 ⇒ 𝟐𝒂 = 𝟏𝟔  

𝒂 = 𝟖  ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟔𝟒 

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ⇒ 𝟔𝟒 = 𝒃𝟐 + 𝟏𝟔 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟒𝟖 

معادلة القطع الناقص 
𝒙𝟐

𝟔𝟒
+ 

𝒚𝟐

𝟒𝟖
= 𝟏 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 أمثلة اضافية محلولة

 𝟐𝟒𝛑جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تنتميان لمحور السينات ومساحته  مثال :

والنسبة بين طول محوريه 
𝟑

𝟖
 .  

 الحل : 

𝑨 = 𝒂𝒃𝝅 ⟹ 𝟐𝟒𝛑 = 𝒂𝒃𝝅⟹ 𝒂 =
𝟐𝟒

𝒃
 

𝟐𝒂

𝟐𝒃
=
𝟑

𝟖
 ⟹ 𝟑𝒂 = 𝟖𝒃 ⟹ 𝒂 =

𝟖𝒃

𝟑
 ⟹

𝟐𝟒

𝒃
=
𝟖𝒃

𝟑
⟹ 𝟖𝒃𝟐 = 𝟕𝟐 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟗 

∴ 𝒃 = 𝟑  ⟹ 𝒂 =
𝟐𝟒

𝒃
=
𝟐𝟒

𝟑
= 𝟖  

∴  
𝒙𝟐

𝟔𝟒
+ 

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏  معادلة القطع الناقص   

اه ينطبقان على المحورين الاحداثيين واحدى جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل ومحور مثال :

𝒙𝟐بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته ) − 𝟏𝟐𝒚 =  ( وطول محوره الكبير ضعف طول محوره الصغير 𝟎

 الحل : من القطع المكافئ : 

𝒙𝟐 = 𝟒𝒂𝒚    

𝒙𝟐 = 𝟏𝟐𝒚  ⟹ 𝟒𝒑 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝒑 = 𝟑   ⟹    (𝟎 ,  البؤرة  (𝟑

 من القطع الناقص : 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏      ⟸   𝒄 = 𝟑 ⟸  (𝟎 , 𝟑) , (𝟎 ,   البؤرتان  (𝟑−

∵ 𝒂 = 𝟐𝒃 ⟹  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⟹  (𝟐𝒃)𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝟗 ⟹   𝟒𝒃𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝟗 ⟹  𝟑𝒃𝟐 = 𝟗⟹ 𝒃𝟐 = 𝟑 

∴  𝒂𝟐 = 𝟒𝒃𝟐 = 𝟒 (𝟑) = 𝟏𝟐  ⟹  
𝒙𝟐

𝟑
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟐
= 𝟏  معادلة القطع الناقص    

𝑦 

𝑄 (𝑥, 𝑦) 

𝑦 

𝐹2 (−4,0) 𝐹1 (4,0) 
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, 𝟎)جد معادلة القطع الناقص الذي يمر بالنقطة  مثال :  وحدات . 6والمسافة بين بؤرتيه  (𝟑

 الحل : 

∵ 𝟐𝒄 = 𝟔 ⟹ 𝒄 = 𝟑  

∵ 𝒂 > 𝒄   ⟹ 𝒃 = 𝟑  

∵ 𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ⟹  𝒂𝟐 = 𝟗 + 𝟗 ⟹  𝒂𝟐 = 𝟏𝟖 

∴
𝒙𝟐

𝟗
+ 
𝒚𝟐

𝟏𝟖
=       𝒐𝒓    معادلة القطع الناقص الأولى     𝟏

𝒙𝟐

𝟏𝟖
+ 
𝒚𝟐

𝟗
=  معادلة القطع الناقص الثانية  𝟏

𝑴𝒙𝟐لتكن  مثال : +𝑵𝒚𝟐 = والنسبة بين طول محوره الكبير  (0 , 3)معادلة قطع ناقص إحدى بؤرتيه   𝟒𝟎𝟎

ومحوره الصغير 
𝟒

𝟓
𝑴 ,𝑵فجد قيم كل من  = ∈ 𝑹  

 الحل : 

𝑴𝒙𝟐 +𝑵𝒚𝟐 = 𝟒𝟎𝟎  ] ÷ 𝟒𝟎𝟎 ⟹  
𝑴𝒙𝟐

𝟒𝟎𝟎
+
𝑵𝒚𝟐

𝟒𝟎𝟎
= 𝟏 ⟹  

𝒙𝟐

𝟒𝟎𝟎

𝑴

+
𝒚𝟐

𝟒𝟎𝟎
𝑵

= 𝟏  

البؤرة تنتمي لمحور السينات فإن   ∵
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏         

𝒂𝟐 =
𝟒𝟎𝟎

𝑴
    ,   𝒃𝟐 = 

𝟒𝟎𝟎

𝑵
        ,      𝒄 = 𝟑    

∵  
𝟐𝒃

𝟐𝒂
=
𝟒

𝟓
 ⟹ 𝒃 = 

𝟒

𝟓
𝒂 ⟹ 𝒃𝟐 =

𝟏𝟔

𝟐𝟓
𝒂𝟐  

∵  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⟹ [𝒂𝟐 =
𝟏𝟔

𝟐𝟓
𝒂𝟐 + 𝟗] × 𝟐𝟓 

𝟐𝟓𝒂𝟐 = 𝟏𝟔𝒂𝟐 + 𝟐𝟐𝟓 ⟹ 𝟗𝒂𝟐 = 𝟐𝟐𝟓 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟐𝟓     ,    𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 

𝑴 = 
𝟒𝟎𝟎

𝒂𝟐
=
𝟒𝟎𝟎

𝟐𝟓
= 𝟏𝟔 

𝑵 = 
𝟒𝟎𝟎

𝒃𝟐
=
𝟒𝟎𝟎

𝟏𝟔
= 𝟐𝟓  

∴  
𝒙𝟐

𝟐𝟓
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏     معادلة القطع الناقص        

والذي يكون البعد بين بؤرتيه مساويا للبعد بين بؤرة  𝟖𝟎𝝅جد معادلة القطع الناقص الذي مساحته   : مثال

𝒚𝟐)القطع المكافئ  + 𝟐𝟒𝒙 =  ( ودليله . 𝟎

  القطع المكافئالحل : 

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 
𝒚𝟐 = −𝟐𝟒𝒙 
∴  𝟒𝒑 = −𝟐𝟒 ⟹ 𝐩 = −𝟔  ⟹ |𝟐𝐩| = 𝟏𝟐  

𝟐𝒄 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝐜 = 𝟔 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟑𝟔 

 القطع الناقص 

𝑨 = 𝒂𝒃𝝅 ⟹ 𝟖𝟎𝝅 = 𝒂𝒃𝝅 ⟹ 𝐚𝒃 = 𝟖𝟎 ⟹ 𝒃 =
𝟖𝟎

𝒂
⟹ 𝒃𝟐 =

𝟔𝟒𝟎𝟎

𝒂𝟐
 

∵  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ⟹ 𝒂𝟐 =
𝟔𝟒𝟎𝟎

𝒂𝟐
+ 𝟑𝟔

(×𝒂𝟐)
⇒    𝒂𝟒 = 𝟔𝟒𝟎𝟎 + 𝟑𝟔𝒂𝟐 
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 𝒂𝟒 − 𝟑𝟔𝒂𝟐 − 𝟔𝟒𝟎𝟎 = 𝟎 ⟹ (𝒂𝟐 − 100)(𝒂𝟐 + 64) = 0  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒂𝟐 = 𝟏𝟎𝟎     ⟹ 𝒃𝟐 =
𝟔𝟒𝟎𝟎

𝟏𝟎𝟎
= 𝟔𝟒   

𝒐𝒓          𝒃𝟐 =     يهمل    𝟔𝟒−

∴  
𝒙𝟐

𝟏𝟎𝟎
+ 

𝒚𝟐

𝟔𝟒
= 𝟏 معادلة القطع الناقص الأول             ∴  

𝒙𝟐

𝟔𝟒
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏 معادلة القطع الناقص الثاني           

 اذا كانت    مثال :
𝒚𝟐

𝟑𝑴−𝟐
− 𝒙 = , 𝟏−)معادلة قطع مكافيء دليله يمر بالنقطة   𝟎 جد معادلة القطع الناقص  (𝟐

ومربع طول النسبة بين محوريه  (𝑴, 𝟎)الذي أحد بؤرتيه 
𝟑

𝟒
=  . 

 : نلاحظ ان القطع المكافئ من النوع السيني لذا فإن معادلة الدليل له  من القطع المكافئالحل : 

𝒙 = −𝒑 =  −(−𝟏) ⟹  𝒙 =  لأنه يقع على المحور السيني       𝟏

𝒚𝟐 = (𝟑𝑴 − 𝟐)𝒙    
𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙 ⟹  𝟑𝑴− 𝟐 = 𝟒𝒑 ⟹  𝟑𝑴 − 𝟐 = 𝟒 ⟹  𝑴 = 𝟐 

, 𝟎): بؤرتاه  من القطع الناقص          −𝟐) , (𝟎 , والقانون  (𝟐
𝒙𝟐

𝒃𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏 

∵  
𝟒𝒃𝟐

𝟒𝒂𝟐
=
𝟑

𝟒
 ⟹  𝒃𝟐 =

𝟑

𝟒
𝒂𝟐     ,      𝒄𝟐 = 𝟒 

∵  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⟹   𝒂𝟐 =
𝟑

𝟒
𝒂𝟐 + 𝟒 

  ×𝟒    
⇒  𝟒𝒂𝟐 = 𝟑𝒂𝟐 + 𝟏𝟔 ⟹  𝒂𝟐 = 𝟏𝟔    ,   𝒃𝟐 = 𝟏𝟐 

∴  
𝒙𝟐

𝟏𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏  معادلة القطع الناقص   

, 𝑭𝟏(−√𝟔جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه  مثال : 𝟎) , 𝑭𝟐(√𝟔 , ويمر خلال    (𝟎

𝒚𝟐بؤرة القطع المكافئ  −𝟏𝟐𝒙+ 𝟐𝒚− 𝟏𝟏 = 𝟎   

  من القطع المكافئ :الحل : 

𝒚𝟐في الطرف الآخر  (x)في طرف وحدود  (y)نرتب المعادلة بحيث تكون حدود  +𝟐𝒚 = 𝟏𝟐𝒙+ 𝟏𝟏   

 بشكل مربع كامل .  (y)المكافئ حتى تكون حدود القطع  الى طرفي معادلة (1)نضيف 

𝒚𝟐 + 𝟐𝒚+ 𝟏 = 𝟏𝟐𝒙+ 𝟏𝟏 + 𝟏⟹ (𝒚 + 𝟏)𝟐 = 𝟏𝟐𝒙+ 𝟏𝟐 ⟹ (𝒚+ 𝟏)𝟐 = 𝟏𝟐(𝒙 + 𝟏) 

𝒚)المكافئ     بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع  − 𝒌)𝟐 = 𝟒𝒑(𝒙 − 𝒉)  نحصل على 

𝒉 = −𝟏     ,     𝒌 = −𝟏  ⟹ (𝒉 , 𝒌) = (−𝟏 ,   الرأس (𝟏−

∵  𝟒𝒑 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝒑 = 𝟑 ⟹    𝑭(𝒑 + 𝒉 , 𝒌) = 𝑭(𝟑 − 𝟏 , −𝟏) = 𝑭 (𝟐 , −𝟏) 

 من القطع الناقص : 

, 𝟔√–)بؤرتي القطع الناقص  ∵ 𝟎) , (√𝟔 , فإن   (𝟎
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+ 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  𝒄𝟐 = 𝟔       ,        

, 𝟐)النقطة  ∴  تحقق معادلة القطع الناقص لأنه يمر بها )بؤرة القطع المكافئ(  (𝟏−

𝟒

𝒂𝟐
+ 
𝟏

𝒃𝟐
= 𝟏 

(×𝒂𝟐 𝒃𝟐)
⇒      4𝑏2 + 𝑎2 = 𝑎2𝑏2   … . . (𝟏) 

∵ 𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⟹ 𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝟔 ……………(𝟐) 

𝟒𝒃𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝟔 = (𝒃𝟐 + 𝟔)𝒃𝟐⟹ 𝟓𝒃𝟐 + 𝟔 = 𝒃𝟒 +𝟔𝒃𝟐  ⟹  𝒃𝟒 + 𝒃𝟐 − 𝟔 = 𝟎 

(𝒃𝟐 + 𝟑)(𝒃𝟐 − 𝟐) = 𝟎 



 

111 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒃𝟐 = 𝟐  ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟖  

𝒐𝒓           𝒃𝟐 =   يهمل  𝟑−

∴  
𝒙𝟐

𝟖
+ 

𝒚𝟐

𝟐
= 𝟏  معادلة القطع الناقص     

جد احداثي البؤرتين والرأسين والقطبين وطول ومعادلة كل من المحورين ومقدار الاختلاف المركزي ومعادلة  مثال :

, 𝟏)القطع الناقص الذي مركزه  ومحوره الكبير يوازي محور الصادات وإحدى بؤرتيه تبعد عن الرأسين بالبعدين  (𝟒−

𝟐 ,  وحدة طول .  𝟏𝟎

𝟐𝒂مجموع البعدين  ∵الحل :  𝟐𝒄والفرق بين البعدين          = = 

𝟐𝒂 = 𝟐 + 𝟏𝟎 ⟹ 𝟐𝒂 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝒂 = 𝟔      ,     𝟐𝒄 = 𝟏𝟎 − 𝟐 ⟹ 𝟐𝒄 = 𝟖 ⟹ 𝒄 = 𝟒  

محوره الكبير يوازي محور الصادات فإن المعادلة القياسية للقطع الناقص       ∵
(𝒙−𝒉)𝟐

𝒃𝟐
+ 

(𝒚−𝒌)𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏   

∵  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⟹  𝒃𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒄𝟐  ⟹  𝒃𝟐 = 𝟑𝟔 − 𝟏𝟔 = 𝟐𝟎 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟐𝟎   , 𝒉 = 𝟏   , 𝒌 = −𝟒 
(𝒙−𝟏)𝟐

𝟐𝟎
+ 

(𝒚+𝟒)𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏  

𝟐𝒄 = 𝟐 (𝟒) =  المسافة بين البؤرتين       وحدة 𝟖

𝒙 = 𝒉   ⟹   𝒙 = 𝒚  ,     معادلة المحور الكبير          𝟏 = 𝒌 ⟹ 𝒚 =   معادلة المحور الصغير  𝟒−

𝑭̅𝟏(𝒉 , 𝒌 + 𝒄) =  𝑭̅𝟏(𝟏 , 𝟎)     ,     𝑭̅𝟐(𝒉 , 𝒌 − 𝒄) =  𝑭̅𝟐(𝟏 ,      البؤرتان   (𝟖−

𝑽̅𝟏(𝒉 , 𝒌 + 𝒂) =  𝑽̅𝟏(𝟏 , 𝟐)    ,     𝑽̅𝟐(𝒉 , 𝒌 − 𝒂) =  𝑽̅𝟐(𝟏 ,−𝟏𝟎)     الرأسان 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  Hyperbola الزائدالقطع 

نقطتين ثابتتين هي مجموعة النق  في المستوي التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي اي منها عن  :  القطع الزائد

 ( . 𝟐𝒂)البؤرتان( يساوي عدداً ثابتا )

|𝑷𝑭𝟏 − 𝑷𝑭𝟐| = 𝟐𝒂    حسب التعريف  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  معادلة قطع زائد بؤرتاه سينيتان والمركز نقطةالاصل                                         

          والمركز نقطةالاصلمعادلة قطع زائد بؤرتاه صاديتان 
𝒚𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

 جدول يبين مفردات القطع الزائد في الحالتين :

 المعادلة القطبان الرأسان البؤرتان القطع الزائد

 

 

 

𝑭𝟏 (𝒄 , 𝟎) 
𝑭𝟐 (−𝒄 , 𝟎) 

𝑽𝟏 (𝒂 , 𝟎) 
𝑽𝟐 (−𝒂 , 𝟎) 

(𝟎 , 𝒃) 
(𝟎 , −𝒃) 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
− 
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏    

 

 

 

𝑭𝟏 (𝟎 , 𝒄) 
𝑭𝟐 (𝟎 , −𝒄) 

𝑽𝟏 (𝟎 , 𝒂) 
𝑽𝟐 (𝟎, −𝒂) 

(𝒃 , 𝟎) 
(−𝒃 , 𝟎) 

𝒚𝟐

𝒂𝟐
− 
𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

 

 

 

 

 

𝟐𝒄 

𝒚 

𝑭𝟏 (𝒄 , 𝟎) 
𝒙 

𝑭𝟐 (−𝒄 , 𝟎) 𝑽𝟐 (−𝒂   , 𝟎) 𝑽𝟏   (𝒂 , 𝟎) 

 (𝟎 , 𝒃) 
𝑷 (𝒙, 𝒚) 

 (𝟎 , −𝒃) 

𝟐𝒂 

 

𝟐𝒃 
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  ملاحظات :

1)  𝐜 > 𝒂 , 𝒃  دائما   ،𝒂 , 𝒃 , 𝒄 > 𝟎   

2𝑎( طول المحور الحقيقي 2  )العدد الثابت(    =

2𝑏( طول المحور التخيلي 3  )المحور المرافق(     =

2c ( المسافة بين البؤرتين4  )البعد البؤري(    =

𝑒( الاختلاف المركزي :5 =  
𝑐

𝑎
>   1     

6 )𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 

 ( موجبة فالقطع الزائد بؤرتاه سينيتان . 𝑥2اذا كانت إشارة الـ )( 7

  ( موجبة فالقطع الزائد بؤرتاه صاديتان . 𝑦2اذا كانت إشارة الـ )( 8

 عين البؤرتين والرأسين وطول كل من المحوريين الحقيقي والمرافق للقطع الزائد  مثال :
𝒙𝟐

𝟔𝟒
− 

𝒚𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏  

  الحل :

∵  𝒂𝟐 = 𝟔𝟒  ⟹ 𝒂 = 𝟖  ⟹ 𝟐𝒂 = المحور الحقيقيطول         وحدة    𝟏𝟔  

∵  𝒃𝟐 = 𝟑𝟔  ⟹ 𝒃 = 𝟔 ⟹ 𝟐𝒃 = المرافق   طول المحور         وحدة    𝟏𝟐  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟔𝟒 + 𝟑𝟔 ⟹ 𝒄𝟐 =  𝟏𝟎𝟎 ⟹   𝒄 = 𝟏𝟎  

𝑽𝟏(𝟖 , 𝟎)  ,   𝑽𝟐 (−𝟖 ,  رأسا القطع الزائد     (𝟎

𝑷𝟏(𝟎 , 𝟔)  ,   𝑷𝟐 (𝟎 ,  قطبا القطع الزائد    (𝟔−

𝑭𝟏(𝟏𝟎 , 𝟎)  ,   𝑭𝟐 (−𝟏𝟎 ,      بؤرتا القطع الزائد  (𝟎

 

 

( وحدات وبؤرتاه هما 𝟒جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وطول محوره المرفق ) مثال :

, 𝑭𝟏(𝟎النقطتان  √𝟖) , 𝑭𝟐(𝟎 , −√𝟖) .  

 البؤرتان تنتمي لمحور الصادات  ∵الحل : 

المعادلة القياسية للقطع الزائد   ∴         
𝒚𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

∵ 𝟐𝒃 = 𝟒 ⇒ 𝒃 = 𝟐  ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟒 

𝒄 = √𝟖  ⇒  𝒄𝟐 = 𝟖 

∵ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟖 − 𝟒 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟒   

𝒚𝟐

𝟒
− 

𝒙𝟐

𝟒
= 𝟏  معادلة القطع الزائد   

لأن  2√قائم وأختلافه المركزي ثابت هو الزائد القطع اليسمى وفي هذا المثال يكون المحور الحقيقي مساوٍ للمحور المرافق 

 النقاط الاربعة تشكل رؤوس مربع . 

 

𝒚 

𝑭𝟏(𝟏𝟎 , 𝟎) 

 

𝒙 
𝑭𝟐(−𝟏𝟎 , 𝟎)  

(𝟔 , 𝟎) 

 

(−𝟔 , 𝟎) 

 

𝑽𝟐(−𝟖 , 𝟎)  𝑽𝟏(𝟖 , 𝟎)  
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  .وبؤرتاه على محور الصادات (𝟏𝟐)والمسافة بين بؤرتيه  (𝟐)ختلافه المركزي إجد معادلة القطع الزائد  مثال :

 معادلة القطع  فالحل : البؤرتان صاديتان 

𝒚𝟐

𝒂𝟐
− 
𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏    

𝟐𝐜 =  𝟏𝟐 ⇒ 𝒄 = 𝟔  

𝒆 =  
𝒄

𝒂
 ⇒ 𝒂 =  

𝒄

𝒆
⟹ 𝒂 = 

𝟔

𝟐
= 𝟑 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟗   

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐      ⇒  𝒃𝟐 = 𝟑𝟔 − 𝟗 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟐𝟕  

 معادلة القطع الزائد             
𝒚𝟐

𝟗
− 

𝒙𝟐

𝟐𝟕
= 𝟏 

, 𝟏𝟎)جد معادلة القطع الزائد الذي احدى بؤرتاه  مثال :  .  𝟒والفرق بين طول محوره الحقيقي والتخيلي يساوي  (𝟎

 الحل :

𝒄 = 𝟏𝟎 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟏𝟎𝟎  

𝟐𝒂 − 𝟐𝒃 = 𝟒 ⇒ 𝒂 − 𝒃 = 𝟐  

𝒂 =  𝟐 +  𝒃 ……… . . (𝟏) 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

𝟏𝟎𝟎 =  𝒃𝟐 + (𝟐 + 𝒃)𝟐 

𝟏𝟎𝟎 =  𝒃𝟐 + 𝟒 + 𝟒𝒃 + 𝒃𝟐 

𝟏𝟎𝟎 = 𝟐𝒃𝟐 + 𝟒 + 𝟒𝒃  

[𝟐𝒃𝟐 + 𝟒𝒃 − 𝟗𝟔 = 𝟎 ]  ÷ 𝟐 

𝒃𝟐 + 𝟐𝒃 − 𝟒𝟖 = 𝟎 

(𝒃 +  𝟖 ) (𝒃 –  𝟔)  =  𝟎  

𝒃 =   تهمل    𝟖− 

𝒃 =  𝟔  ⇒  𝒃𝟐 = 𝟑𝟔  

𝒂 = 𝟐 +  𝟔 =  𝟖 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟔𝟒                           
𝒙𝟐

𝟔𝟒
− 

𝒚𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏  معادلة القطع الزائد   

, 𝟎)جد معادلة القطع المخروطي الذي مركزه نقطة الاصل أحد بؤرتيه  مثال : , 𝟎)وأحد رأسيه  (𝟔− 𝟒)  . 

 الحل : 

𝒄 = 𝟔 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟑𝟔  

𝒂 =  𝟒 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟏𝟔         ∴ 𝒄 > 𝒂     لأنه قطع زائد  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

𝟑𝟔 =  𝟏𝟔 + 𝒃𝟐  ⇒  𝒃𝟐 = 𝟑𝟔 − 𝟏𝟔 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟐𝟎  

𝒚𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏   ⇒     

𝒚𝟐

𝟏𝟔
− 

𝒙𝟐

𝟐𝟎
= 𝟏  معادلة القطع الزائد   
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𝒚𝟐جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وأحد رأسيه بؤرة القطع المكافئ  مثال : − 𝟑𝟐𝒙 = 𝟎  

والنسبة بين البعد بين بؤرتيه الى طول محوره المرافق كنسبة 
𝟓

𝟑
 ؟   

 الحل : 

𝒚𝟐 − 𝟑𝟐𝒙 =  القطع المكافئ                         𝟎

𝒚𝟐 = 𝟑𝟐𝒙  

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙  ⇒ 𝒑 = 𝟖  

< 𝑐لم يذكر نوعه ولكن من علاقة  يالقطع المخروط 𝑎    . نحصل على أنه قطع زائد 

𝑭𝟏(𝟖 , 𝟎)      بؤرة القطع المكافئ هي     

𝑽𝟏 , 𝑽𝟐                           للقطع الزائد

𝟐𝒄

𝟐𝒃
=  
𝟓

𝟑
 ⟹ 𝟑𝒄 = 𝟓𝒃 ⟹  𝒄 =  

𝟓𝒃

𝟑
……… (𝟏) 

(
𝟓𝒃

𝟑
)
𝟐

= 𝟔𝟒 +  𝒃𝟐          

[
𝟐𝟓𝒃

𝟗

𝟐
= 𝟔𝟒 +  𝒃𝟐] × 𝟗          

𝟐𝟓𝒃𝟐 = 𝟓𝟕𝟔 + 𝟗 𝒃𝟐⟹ 𝟐𝟓𝒃𝟐 − 𝟗𝒃𝟐 = 𝟓𝟕𝟔          

𝟏𝟔𝒃𝟐 = 𝟓𝟕𝟔 ⇒  𝒃𝟐 = 
𝟓𝟕𝟔

𝟏𝟔
= 𝟑𝟔  ⇒ 𝒃 = 𝟔  

𝒙𝟐

𝟔𝟒
− 

𝒚𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏  معادلة القطع الزائد        

جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تنتميان الى محور السينات ويمر بالنقطتين  مثال :

(−𝟓 ,
𝟗

𝟒
) , (𝟒√𝟐 ,  ؟  (𝟑

, 𝟐√𝟒)الحل : نعوض النقطة  في معادلة القطع  (𝟑
𝒙𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏     

(𝟒√𝟐)𝟐

𝒂𝟐
− 
(𝟑)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

(
𝟑𝟐

𝒂𝟐
− 
𝟗

𝒃𝟐
= 𝟏)𝒂𝟐𝒃𝟐 

𝟑𝟐 𝒃𝟐 − 𝟗𝒂𝟐 = 𝒂𝟐𝒃𝟐    ……………(𝟏) 

(−𝟓)𝟐

𝒂𝟐
− 
(
𝟗
𝟒
)
𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

 (
𝟐𝟓

𝒂𝟐
− 

𝟖𝟏

𝟏𝟔

𝒃𝟐
= 𝟏)𝒂𝟐𝒃𝟐 

   𝟐𝟓𝒃𝟐 −
𝟖𝟏

𝟏𝟔
𝒂𝟐 = 𝒂𝟐𝒃𝟐   …… .… . . (𝟐) 
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∓𝟐𝟓𝒃𝟐 −
𝟖𝟏

𝟏𝟔
𝒂𝟐 = ∓ 𝒂𝟐𝒃𝟐…… . . . (𝟐) 

   𝟑𝟐 𝒃𝟐 − 𝟗𝒂𝟐 = 𝒂𝟐𝒃𝟐    … . ……… (𝟏) 

 [𝟕𝒃𝟐 −
𝟔𝟑

𝟏𝟔
𝒂𝟐 = 𝟎] × 𝟏𝟔  

𝟏𝟏𝟐𝒃𝟐 − 𝟔𝟑𝒂𝟐 = 𝟎  

𝟔𝟑𝒂𝟐 = 𝟏𝟏𝟐𝒃𝟐⟹ 𝒂𝟐 = 
𝟏𝟏𝟐

𝟔𝟑
𝒃𝟐⟹ 𝒂𝟐 = 

𝟏𝟔

𝟗
𝒃𝟐 

   𝟑𝟐𝒃𝟐 − 𝟗.
𝟏𝟔

𝟗
𝒃𝟐 = 

𝟏𝟔

𝟗
𝒃𝟐𝒃𝟐 

𝟑𝟐𝒃𝟐 − 𝟏𝟔𝒃𝟐 = 
𝟏𝟔

𝟗
𝒃𝟒⟹ 𝟏𝟔𝒃𝟐 = 

𝟏𝟔

𝟗
𝒃𝟒⟹ 𝟏𝟔 =  

𝟏𝟔

𝟗
𝒃𝟐⟹ 𝒃𝟐 = 𝟗                      

𝒂𝟐 = 
𝟏𝟔

𝟗
𝒃𝟐⟹ 𝒂𝟐 = 

𝟏𝟔

𝟗
×  𝟗 = 𝟏𝟔  

𝒙𝟐

𝟏𝟔
− 

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏  معادلة القطع الزائد      

, 𝟑)جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل ويمر بالنقطة  مثال :  ؟  وحدات 10والبعد بين بؤرتيه  (𝟎

 الحل : 

𝒂 =  𝟑 ⟹ 𝒂𝟐 =  𝟗 

𝟐𝒄 =  𝟏𝟎 ⇒ 𝒄 = 𝟓 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟐𝟓  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

𝟐𝟓 = 𝟗 + 𝒃𝟐 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 ⇒ 𝒃 = 𝟒  

𝒙𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏   ⟹    

𝒙𝟐

𝟗
− 

𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏  معادلة القطع الزائد       

𝒚𝟐كافئ المقطع الجد معادلة القطع الزائد أحد بؤرتيه بؤرة  مثال : = −𝟒𝟎𝒙   قطع الوالذي يمس دليل

𝒚𝟐  كافئالم + 𝟏𝟔𝒙 =  ؟  𝟎

 الحل : 

𝒚𝟐 = −𝟒𝟎𝒙                                  ,      𝒚𝟐 = −𝟏𝟔𝒙 

𝟒𝟎 =  𝟒𝒑  ⇒  𝒑 =  
𝟒𝟎

𝟒
= 𝟏𝟎   ,      𝟏𝟔 = 𝟒𝒑   ⟹   𝒑 =  

𝟏𝟔

𝟒
= 𝟒  

= 𝒙معادلة الدليل  𝟒  , 𝒂 =  𝟒  

𝒂𝟐نقطة التماس  = , 𝟒)لقطع الزائد ل  𝟏𝟔 𝟎)   

= 𝐜 بؤرتي القطع الزائد  𝟏𝟎    ,  𝑭𝟏(𝟏𝟎 , 𝟎)  , 𝑭𝟐(−𝟏𝟎 , 𝟎)         𝒄 =  𝟏𝟎  ⟹    𝒄𝟐 =  𝟏𝟎𝟎 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

𝟏𝟎𝟎 =  𝟏𝟔 + 𝒃𝟐 

𝒃𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟔  

𝒃𝟐 = 𝟖𝟒  

𝒙𝟐

𝟏𝟔
− 
𝒚𝟐

𝟖𝟒
= 𝟏 
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عين البؤرتين والرأسين وطول كل من المحورين الحقيق والمرافق للقطع الزائد     مثال :
𝒙𝟐

𝟔𝟒
− 

𝒚𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏  

 الحل : 

∵  𝒂𝟐 = 𝟔𝟒 ⟹  𝒂 = 𝟖 ⟹  𝟐𝒂 = 𝟐 × 𝟖 =  طول المحور الحقيقي   وحدة 𝟏𝟔

∵  𝒃𝟐 = 𝟑𝟔 ⟹  𝒃 = 𝟔 ⟹  𝟐𝒃 = 𝟐 × 𝟔 =  طول المحور المرافق     وحدة 𝟏𝟐

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟔𝟒 + 𝟑𝟔 = 𝟏𝟎𝟎 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 ⟹ 𝒄 = 𝟏𝟎 

𝑽𝟏(𝟖 , 𝟎) , 𝑽𝟐 (−𝟖 ,  رأسا القطع الزائد          (𝟎

𝑷𝟏(𝟎 , 𝟔) , 𝑷𝟐 (𝟎 ,       قطبا القطع الزائد    (𝟔−

𝑭𝟏(𝟏𝟎 , 𝟎) , 𝑭𝟐 (−𝟏𝟎 , القطع الزائد بؤرتا    (𝟎  

, 𝟎)جد معادلة القطع الزائد الذي إحدى بؤرتيه  مثال :  وحدات .  (𝟖)وطول محوره الحقيقي (𝟓√𝟐−

         معادلة القطعو ةالحل : البؤرة صادي
𝒚𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

𝒄 = 𝟐√𝟓 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟐𝟎  

𝟐𝒂 = 𝟖 ⇒ 𝒂 = 𝟒 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟏𝟔  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ⇒  𝒃𝟐 = 𝟐𝟎 − 𝟏𝟔 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟒 

        دمعادلة القطع الزائ
𝒚𝟐

𝟏𝟔
− 

𝒙𝟐

𝟒
= 𝟏 

 اذا مر القطع الزائد بنقطة إحدى إحداثياتها )صفر( ، فالنقطة تمثل إحدى رؤوسه .  ملاحظة :

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 إنسحاب المحاور للقطع الزائد

ثية ، درسنا في الامثلة السابقة القطع الزائد الذي يكون مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تقعان على أحدى المحاور الاحدا

, 𝒉)والآن سوف ندرس القطع الزائد بعد إنسحابه الى جهة معينة وسوف نرمز الى مركز القطع بـ  𝒌) الجدول ا وهذ

 :  يلخص لنا جميع الحالات

 المعادلة القطبان الرأسان البؤرتان القطع الزائد

 

 

 

𝑭𝟏̅̅ ̅(𝒄 + 𝒉, 𝒌) 
 

𝑭𝟐̅̅ ̅(−𝒄 + 𝒉, 𝒌) 

𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝒂 + 𝒉, 𝒌) 
 

𝑽𝟐̅̅̅̅  (−𝒂 + 𝒉, 𝒌) 

(𝒉 , 𝒃 + 𝒌) 
 

(𝒉 , − 𝒃 + 𝒌) 
 

(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒂𝟐
− 
(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏    

 

 

𝑭𝟏̅̅ ̅(𝒉, 𝒄 + 𝒌) 
 

𝑭𝟐̅̅ ̅(𝒉, −𝒄 + 𝒌) 

𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝒉, 𝒂 + 𝒌) 
 

𝑽𝟐̅̅̅̅  (𝒉, −𝒂 + 𝒌) 

(𝒃 + 𝒉 , 𝒌) 
 

(−𝒃 + 𝒉 , 𝒌) 

(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒂𝟐
− 
(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏    
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               :للقطع الزائد الذي معادلتهوطول المحورين جد إحداثيات المركز والبؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي  مثال :
(𝒙+𝟐)𝟐

𝟗
− 

(𝒚−𝟏)𝟐

𝟒
= 𝟏 

بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الزائد       الحل : 
(𝒙−𝒉)𝟐

𝒂𝟐
− 

(𝒚−𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

ℎ = −2               ,        𝑘 = 1 ⟹ (ℎ , 𝑘) = (−2 ,  مركز القطع الزائد    (1

𝒂𝟐 = 9  ⟹ 𝑎= 3  ⟹ 2𝑎 =  طول المحور الحقيقي      وحدة  6

𝒃𝟐 = 4  ⟹ 𝑏= 2  ⟹ 2𝑏 =  طول المحور المرافق        وحدة  4

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟗 + 𝟒 = 𝟏𝟑 ⟹ 𝒄 = √𝟏𝟑  
𝑭𝟏̅̅̅̅ (𝒄 + 𝒉, 𝒌) = 𝑭𝟏̅̅̅̅ (√𝟏𝟑 − 𝟐 , 𝟏)       ,   𝑭𝟐̅̅̅̅ (𝒉 − 𝒄, 𝒌) = 𝑭𝟐̅̅̅̅ (−𝟐 − √𝟏𝟑,  البؤرتان     (𝟏
𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝒂 + 𝒉, 𝒌) =  𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝟏 , 𝟏)      ,    𝑽𝟐̅̅̅̅ (−𝒂 + 𝒉, 𝒌) =  𝑽𝟐̅̅̅̅ (−𝟓 ,   الرأسان    (𝟏

𝒆 =  
𝒄

𝒂
=  

√𝟏𝟑

𝟑
>   الاختلاف المركزي   𝟏

 جد إحداثيات المركز والبؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي للقطع الزائد الذي معادلته :  مثال :

𝟒𝒙𝟐 − 𝟗𝒚𝟐 − 𝟏𝟔𝒙 − 𝟓𝟒𝒚 = 𝟏𝟎𝟏 

 الحل :

𝟒(𝒙𝟐 − 𝟒𝒙) − 𝟗(𝒚𝟐 + 𝟔𝒚) = 𝟏𝟎𝟏 

𝟒(𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒) − 𝟗(𝒚𝟐 + 𝟔𝒚 + 𝟗) = 𝟏𝟎𝟏 + 𝟏𝟔 − 𝟖𝟏       (
𝟏

𝟐
 𝒙 𝟐(معامل = (

𝟏

𝟐
 (𝟒) )𝟐 = 𝟒 

𝟒(𝒙 − 𝟐)𝟐 − 𝟗(𝒚 + 𝟑)𝟐 = 𝟑𝟔    ]  ÷ 𝟑𝟔                                   (
𝟏

𝟐
 𝒚 𝟐(معامل = (

𝟏

𝟐
 (𝟔) )𝟐 = 𝟗 

(𝒙 − 𝟐)𝟐

𝟗
− 
(𝒚 + 𝟑)𝟐

𝟒
= 𝟏      

(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒂𝟐
− 
(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏

⟩  ⇒ |
𝒉 = 𝟐     ,    𝒌 = −𝟑    , 𝒂 = 𝟑       ,     𝒃 = 𝟐

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟗 + 𝟒 = 𝟏𝟑     ⇒    𝒄 =  √𝟏𝟑
 

, 𝒉)                        المركز : 𝒌)  =  (𝟐 , −𝟑)   

𝑭𝟏̅̅̅̅                    البؤرتان : (𝒄 + 𝒉, 𝒌) = 𝑭𝟏̅̅̅̅ (𝟐 + √𝟏𝟑,−𝟑)  

        𝑭𝟐̅̅̅̅ (−𝒄 + 𝒉, 𝒌) = 𝑭𝟐̅̅̅̅ (𝟐 − √𝟏𝟑 , −𝟑) 

 الرأسان : 

𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝒂 + 𝒉, 𝒌) = 𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝟓 , −𝟑)      

  𝑽𝟐̅̅̅̅ (−𝒂 + 𝒉, 𝒌) =  𝑽𝟏̅̅̅̅ (−𝟏 ,−𝟑) 

= 𝒆    الاختلاف المركزي :
𝒄

𝒂
= 

√𝟏𝟑

𝟑
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  2)– (3حل تمارين 

 / عين كل من البؤرتين والرأسين ثم جد طول كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطوع الزائدة الاتية : 1س

a) 𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒚𝟐 = 𝟒𝟖  

 (48)نقسم طرفي المعادلة على الحل : 

𝒙𝟐

𝟒
− 
𝒚𝟐

𝟏𝟐
= 𝟏 

𝒂𝟐 = 𝟒 ⇒ 𝒂 =  𝟐  ⇒ 𝟐𝒂 = طول المحور الحقيقي                                   وحدة 𝟒  

𝒃𝟐 = 𝟏𝟐 ⇒ 𝒃 = 𝟐√𝟑  ⇒ 𝟐𝒃 = 𝟐 (𝟐√𝟑) =  طول المحور المرافق     وحدة 𝟑√𝟒

∵  𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟒 + 𝟏𝟐 = 𝟏𝟔 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟏𝟔 ⇒  𝒄 = 𝟒 

, 𝑭𝟏(𝟒  البؤرتان 𝟎)  , 𝑭𝟐(−𝟒 , , 𝑽𝟏(𝟐  الرأسان                     (𝟎 𝟎)  , 𝑽𝟐(−𝟐 , 𝟎) 

= 𝒆      الاختلاف المركزي
𝒄

𝒂
= 

𝟒

𝟐
= 𝟐 > 𝟏 

b) 𝟏𝟔𝒙𝟐 − 𝟗 𝒚𝟐 = 𝟏𝟒𝟒  
 (144الحل : نقسم طرفي المعادلة على )

𝒙𝟐

𝟗
− 
𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏 

𝒂𝟐 = 𝟗 ⇒ 𝒂 = 𝟑    ⇒ 𝟐𝒂 =  طول المحور الحقيقي        وحدة   𝟔

𝒃𝟐 = 𝟏𝟔 ⇒ 𝒃 = 𝟒 ⇒ 𝟐𝒃 = المرافق    طول المحور       وحدة   𝟖  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟗 + 𝟏𝟔 = 𝟐𝟓 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟐𝟓 ⇒ 𝒄 = 𝟓  

, 𝑭𝟏(𝟓البؤرتان  𝟎)  , 𝑭𝟐(−𝟓 , 𝟎)                      𝑽𝟏(𝟑 , 𝟎)  , 𝑽𝟐(−𝟑 ,  الرأسان   (𝟎

𝒆 =
𝒄

𝒂
= 

𝟓

𝟑
>  الاختلاف المركزي      𝟏

c) 𝟐 (𝒚 + 𝟏)𝟐 − 𝟒 (𝒙 − 𝟏)𝟐 =           2/ د2011وزاري  𝟖

  (8)الحل : نقسم طرفي المعادلة على 

(𝒚 + 𝟏)𝟐

𝟒
− 
(𝒙 − 𝟏)𝟐

𝟐
= 𝟏 

بالمقارنة

⇒    
(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒂𝟐
− 
(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏    ,   𝒉 = 𝟏  , 𝒌 = −𝟏 ⟹ (𝒉 , 𝒌) = (𝟏 , −𝟏)  

𝒂𝟐 = 𝟒 ⇒ 𝒂 = 𝟐   ⟹ 𝟐𝒂 =        طول المحور الحقيقي        وحدة  𝟒 

𝒃𝟐 = 𝟐 ⇒ 𝒂 = √𝟐 ⟹ 𝟐𝒃 =          طول المحور المرافق    وحدة 𝟐√𝟐 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟒 + 𝟐 = 𝟔 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟔 ⟹ 𝒄 = √𝟔 

𝑭𝟏̅̅      البؤرتان ̅(𝒉 , 𝒄 + 𝒌 ) =  𝑭𝟏̅̅ ̅(𝟏 , √𝟔 − 𝟏) 

 𝑭𝟐̅̅ ̅(𝒉 , −𝒄 + 𝒌) =  𝑭𝟐̅̅ ̅(𝟏 , − √𝟔 − 𝟏)  

𝑽𝟏̅̅̅̅                 الرأسان (𝒉 , 𝒂 + 𝒌) =   𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝟏 , 𝟏) 

𝑽𝟐̅̅̅̅ (𝒉 , −𝒂 + 𝒌) =  𝑽𝟐̅̅̅̅ (𝟏 , −𝟑)  

= 𝒆 الاختلاف المركزي           
𝒄

𝒂
= 

√𝟔

𝟐
> 𝟏  
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d) 𝟏𝟔𝒙𝟐 + 𝟏𝟔𝟎𝒙 − 𝟗𝒚𝟐 + 𝟏𝟖𝒚 =  𝟏𝟖𝟓 
 الحل : نرتب معادلة القطع الزائد بشكل مربع كامل كما يلي : 

𝟏𝟔 (𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙) − 𝟗 (𝒚𝟐 − 𝟐𝒚) = 𝟏𝟖𝟓  
  كاملبشكل مربع  (𝒚)وحدود  (𝒙)الى طرفي المعادلة حتى تكون حدود  (391)باضافة 

(
𝟏

𝟐
 𝒙 𝟐(معامل = (

𝟏

𝟐
 (𝟏𝟎) )𝟐 = 𝟐𝟓 

(
𝟏

𝟐
 𝒚 𝟐(معامل = (

𝟏

𝟐
 (𝟐) )𝟐 = 𝟏 

𝟏𝟔 (𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙 + 𝟐𝟓) − 𝟗 (𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 + 𝟏) = 𝟏𝟖𝟓 + 𝟒𝟎𝟎 − 𝟗     

𝟏𝟔 (𝒙 + 𝟓)𝟐 − 𝟗 (𝒚 − 𝟏)𝟐 = 𝟓𝟕𝟔 

𝟏𝟔 (𝒙 + 𝟓)𝟐

𝟓𝟕𝟔
−
𝟗 (𝒚 − 𝟏)𝟐

𝟓𝟕𝟔
=
𝟓𝟕𝟔

𝟓𝟕𝟔
 

(𝒙+𝟓)𝟐

𝟑𝟔
− 

(𝒚−𝟏)𝟐

𝟔𝟒
= 𝟏 

بالمقارنة

⇒    
(𝒙−𝒉)𝟐

𝒂𝟐
− 

(𝒚−𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  ,   𝒉 = −𝟓  , 𝒌 = 𝟏 ⟹ (𝒉 , 𝒌) = (−𝟓 , 𝟏)  

𝒂𝟐 = 𝟑𝟔 ⇒ 𝒂 = 𝟔 ⟹ 𝟐𝒂 = وحدة          طول المحور الحقيقي    𝟏𝟐   

𝒃𝟐 = 𝟔𝟒 ⇒ 𝒂 = 𝟖 ⟹ 𝟐𝒃 = وحدة        طول المحور المرافق        𝟏𝟔   

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟑𝟔 + 𝟔𝟒 = 𝟏𝟎𝟎 ⇒ 𝒄𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 ⟹ 𝒄 = 𝟏𝟎 

𝑭𝟏̅̅          البؤرتان ̅(𝒄 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑭𝟏̅̅ ̅(𝟓, 𝟏) 

𝑭𝟐̅̅ ̅(−𝒄 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑭𝟐̅̅ ̅(−𝟏𝟓 , 𝟏) 

𝑽𝟏̅̅̅̅        الرأسان (𝒂 + 𝒉 , 𝒌) =   𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝟏 , 𝟏) 

          𝑽𝟐̅̅̅̅ (−𝒂 + 𝒉 , 𝒌) =  𝑽𝟐̅̅̅̅ (−𝟏𝟏 , 𝟏)    

= 𝒆الاختلاف المركزي            
𝒄

𝒂
= 

𝟏𝟎

𝟔
=
𝟓

𝟑
> 𝟏 

 : ثم ارسم القطع / أكتب معادلة القطع الزائد في الحالات الاتية 2س

, 𝟓±)البؤرتان هما النقطتان  -أ 𝒙ويتقاطع مع محور السينات عند  (𝟎 =  ومركزه نقطة الاصل .  ∓𝟑 

 معادلة القطع : والحل : البؤرتان سينيتان 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 ⇒  𝒄 = 𝟓  ⇒  𝒄𝟐 = 𝟐𝟓  

∵ 𝑭𝟏̅̅ ̅(−𝟓 , 𝟎)   ,    𝑭𝟐̅̅ ̅ (𝟓 , 𝟎)    

= 𝒙ويتقاطع مع محور السينات عند   والرأسان هما : ∓𝟑

𝑽𝟏(𝟑 , 𝟎)      , 𝑽𝟐(−𝟑 , 𝟎)   ⇒ 𝒂 = 𝟑 ⇒  𝒂
𝟐 = 𝟗  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

𝟐𝟓 =  𝟗 + 𝒃𝟐   ⟹  𝒃𝟐 = 𝟏𝟔   
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معادلة القطع الزائد  
𝒙𝟐

𝟗
− 

𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( وحدات ، وينطبق محوراه على المحورين 10( وحدة ، وطول محوره المرافق )12طول محوره الحقيقي ) -ب

 الاحداثيين ومركزه نقطة الاصل . 

 الحل : 

∵ 𝟐𝒂 = 𝟏𝟐 ⇒ 𝒂 = 𝟔 ⇒  𝒂𝟐 = 𝟑𝟔  

∵ 𝟐𝒃 = 𝟏𝟎 ⇒ 𝒂 = 𝟓 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 

∵ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 + 𝟑𝟔 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟔𝟏 

 البؤرتان صاديتان      البؤرتان سينيتان 

فإن معادلة القطع الزائد هي : 
𝒙𝟐

𝟑𝟔
− 

𝒚𝟐

𝟐𝟓
= فإن معادلة القطع الزائد هي :   𝟏

𝒚𝟐

𝟑𝟔
− 

𝒙𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒚 

𝑭𝟏 (𝟓 , 𝟎) 
𝒙 
𝑭𝟐 (−𝟓 , 𝟎) 𝑽𝟐 (−𝟑   , 𝟎) 𝑽𝟏   (𝟑 , 𝟎) 

 (𝟎 , 𝟒) 

 (𝟎 , −𝟒) 

 

𝒚 

𝑭𝟏 
𝒙 

𝑭𝟐 𝑽𝟐 𝑽𝟏    

 

𝒚 

𝑭𝟏 

𝒙 

𝑭𝟐 

𝑽𝟐 

𝑽𝟏     

𝒚 

𝑭𝟏 
𝒙 

𝑭𝟐 𝑽𝟐 𝑽𝟏    (−𝟓, 𝟎) (𝟓, 𝟎) (𝟑, 𝟎) (−𝟑, 𝟎) 

(𝟎, 𝟒) 

(𝟎,−𝟒) 
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 ( . 3وحدة وإختلافه المركزي ) 𝟐√𝟐مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور الصادات وطول محوره المرافق  (ج

 2/ د 2013وزاري    معادلة القطع الزائد والحل :   البؤرتان صاديتان 

𝒚𝟐

𝒂𝟐
− 
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

∵ 𝟐𝒃 =  𝟐√𝟐  ⇒ 𝒃 =  √𝟐  ⇒  𝒃𝟐 = 𝟐 

∵ 𝒆 =  
𝒄

𝒂
 ⇒  𝟑 =

𝒄

𝒂
⇒ 𝒄 = 𝟑𝒂 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟗 𝒂𝟐 

∵ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ⇒   𝟗 𝒂𝟐 = 𝒂𝟐 +  𝟐 ⇒  𝟖𝒂𝟐 = 𝟐 ⇒  𝒂𝟐 =
𝟏

𝟒
    , 𝒄𝟐 =

𝟗

𝟒
 

𝑭𝟏̅̅ ̅ (𝟎 ,
𝟑

𝟐
 )   ,    𝑭𝟐̅̅ ̅ (𝟎 , −

𝟑

𝟐
 ) 

𝑽𝟏̅̅̅̅ (𝟎 ,
𝟏

𝟐
 )   ,    𝑽𝟐̅̅̅̅ (𝟎 , −

𝟏

𝟐
 ) 

𝒚𝟐

𝟏

𝟒

− 
𝒙𝟐

𝟐
= 𝟏   ⇒  

𝟒𝒚𝟐

𝟏
− 

𝒙𝟐

𝟐
=      معادلة القطع الزائد    𝟏

 
 
 
 
 

 

, 𝟐√𝟐−)ه يجد باستخدام التعريف القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرت /3س 𝟎) , (𝟐√𝟐 , وينطبق  (𝟎

 .  (𝟒)والقيمة المطلقة للفرق بين بعدي أية نقطة منه عن بؤرتيه يساوي محوراه على المحورين الاحداثيين 

 الحل : 

∵ 𝟐𝒂 = 𝟒 ⟹ 𝒂 = 𝟐  

, 𝑃(𝑥 النقطة 𝑦) ∈   القطع الزائد

∴  |𝒑𝑭𝟏 − 𝒑 𝑭𝟐| = 𝟐𝒂   (حسب التعريف) 

 

 

 

 

 

 

 

𝒑𝑭𝟏 − 𝒑 𝑭𝟐 = ±𝟐𝒂 

√(𝒙 − 𝟐√𝟐)
𝟐
+ (𝒚 − 𝟎)𝟐 − √(𝒙 + 𝟐√𝟐)

𝟐
+ (𝒚 − 𝟎)𝟐 = ±𝟒 

√(𝒙 − 𝟐√𝟐)
𝟐
+ 𝒚𝟐 − √(𝒙 + 𝟐√𝟐)

𝟐
+ 𝒚𝟐 = ±𝟒 

𝒚 

𝑭𝟏 

𝒙 

𝑭𝟐 

𝑽𝟐 

𝑽𝟏     

𝐹1(𝟐√𝟐 , 0) 

𝑦 

𝐹2(−𝟐√𝟐 , 0) 

𝒑(𝒙,𝒚) 
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√(𝒙 − 𝟐√𝟐)
𝟐
+ 𝒚𝟐 = ±𝟒 + √(𝒙 + 𝟐√𝟐)

𝟐
+ 𝒚𝟐  (بتربيع الطرفين)     

𝒙𝟐 − 𝟒√𝟐𝒙 + 𝟖 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔 ± 𝟖 √(𝒙 + 𝟐√𝟐)
𝟐
+ 𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝟒√𝟐𝒙 + 𝟖 + 𝒚𝟐 

[±𝟖√(𝒙 + 𝟐√𝟐)
𝟐
+ 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔 + 𝟖√𝟐𝒙        ]  ÷ 𝟖  

± √(𝒙 + 𝟐√𝟐)
𝟐
+ 𝒚𝟐 = 𝟐 + √𝟐𝒙    (بتربيع الطرفين) 

𝒙𝟐 + 𝟒√𝟐𝒙 + 𝟖 + 𝒚𝟐 = 𝟒 + 𝟒√𝟐𝒙 + 𝟐𝒙𝟐 

[ 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 = 𝟒      ]  ÷  𝟒 ⟹
𝒙𝟐

𝟒
− 

𝒚𝟐

𝟒
= 𝟏  معادلة القطع الزائد  

( وحدات وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر 6/ قطع زائد طول محوره الحقيقي )4س

, 𝟏)بالنقطتين  𝟐√𝟓), (𝟏 , ، جد معادلتي القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل والقطع الزائد الذي  (𝟓√𝟐−

  1/ د 2014وزاري       3/ د 2013وزاري    مركزه نقطة الاصل . 

  القطع المكافئمن الحل  : 

, 𝟏)النقطتان  ∵ 𝟐√𝟓), (𝟏 ,               بؤرته سينية وفتحته نحو اليمينمتناظرة مع المحور السيني لذا ف (𝟓√𝟐−

𝒚𝟐معادلة القطع المكافئ و = 𝟒𝒑𝒙   . 

, 𝟏) النقطة  ∵   القطع المكافئ )لأنه يمر بها(  معادلة تحقق(𝟓√−

(𝟐√𝟓)𝟐 = 𝟒 𝒑 (𝟏)  ⇒ 𝟐𝟎 = 𝟒𝒑 ⇒ 𝒑 = 𝟓  ⇒ (𝟓 ,  البؤرة   (𝟎

𝒚𝟐 = 𝟐𝟎𝒙   عادلة القطع المكافئم  

, 𝟓)بؤرة القطع المكافئ   تمثل إحدى بؤرتي القطع الزائد  (𝟎

 في القطع الزائد 

∵ 𝟐𝒂 = 𝟔 ⟹ 𝒂 = 𝟑⟹ 𝒂𝟐 = 𝟗 

  (𝟓 , 𝟎), (−𝟓, 𝟎) بؤرتا القطع الزائد ∵
𝒙𝟐

𝒂𝟐
− 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏   

∴ 𝒄 =  𝟓 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟐𝟓  
∴ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ⇒   𝟐𝟓 = 𝟗 + 𝒃𝟐 ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟔   

معادلة القطع الزائد 
𝒙𝟐

𝟗
− 

𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏 

𝒉𝒙𝟐قطع زائد مركزه نقطة الاصل ومعادلته  /5س − 𝒌𝒚𝟐 = وحدة وبؤرتاه  𝟐√𝟔وطول محوره الحقيقي  𝟗𝟎

𝟗𝒙𝟐تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص الذي معادلته  + 𝟏𝟔𝒚𝟐 = , 𝒉جد قيمة كل من  𝟓𝟕𝟔 𝒌   التي تنتمي الى

  2/ د 2012وزاري مجموعة الاعداد الحقيقية .  

 الحل : 

 القطع الناقص : من

[𝟗𝒙𝟐 + 𝟏𝟔𝒚𝟐 = 𝟓𝟕𝟔  ] ÷ 𝟓𝟕𝟔 ⟹
𝟗𝒙𝟐

𝟓𝟕𝟔
+
𝟏𝟔𝒚𝟐

𝟓𝟕𝟔
=
𝟓𝟕𝟔

𝟓𝟕𝟔
⟹
𝒙𝟐

𝟔𝟒
+
𝒚𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏   

 𝒂𝟐 = 𝟔𝟒        𝒃𝟐 = 𝟑𝟔  ⟹ 𝒂𝟐 = 𝒄𝟐 + 𝒃𝟐⟹ 𝒄𝟐 = 𝟔𝟒 − 𝟑𝟔 = 𝟐𝟖  ⇒ 𝒄 = 𝟐√𝟕  

∴ (−𝟐√𝟕 , 𝟎) , (𝟐√𝟕 ,   بؤرتا القطع الناقص  (𝟎
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 من القطع الزائد :

𝒙𝟐

𝒂𝟐
−
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 𝒄   ⟸القانون   = 𝟐√𝟕 ⟸ (−𝟐√𝟕 , 𝟎) , (𝟐√𝟕 ,   بؤرتا القطع الزائد   (𝟎

𝒄 = 𝟐√𝟕  ⇒ 𝒄𝟐 = 𝟐𝟖  

𝟐𝒂 =  𝟔√𝟐 ⇒ 𝒂 = 𝟑√𝟐  ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟏𝟖 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 ⇒ 𝟐𝟖 =  𝟏𝟖 + 𝒃𝟐  ⇒  𝒃𝟐 = 𝟏𝟎 ⟹ 
𝒙𝟐

𝟏𝟖
−
𝒚𝟐

𝟏𝟎
= 𝟏 ادلة القطع الزائدمع       

[𝒉𝒙𝟐 − 𝒌𝒚𝟐 = 𝟗𝟎] ÷ 𝟗𝟎 ⟹
𝒉𝒙𝟐

𝟗𝟎
−
𝒌𝒚𝟐

𝟗𝟎
=
𝟗𝟎

𝟗𝟎
 ⇒  

𝒙𝟐

𝟗𝟎

𝒉

−
𝒚𝟐

𝟗𝟎

𝒌

= 𝟏  

𝒂𝟐 =
𝟗𝟎

𝒉
⟹ 𝒉 =

𝟗𝟎

𝒂𝟐
=
𝟗𝟎

𝟏𝟖
⇒ 𝒉 = 𝟓           ,     𝒃𝟐 =

𝟗𝟎

𝒌
⟹ 𝒌 =

𝟗𝟎

𝒃𝟐
=
𝟗𝟎

𝟏𝟎
⇒ 𝒌 = 𝟗        

 9 , 1/ أكتب معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل اذا علمت أن أحد رأسيه يبعد عن البؤرتين بالعددين 6س

 3/ د 2012وزاري       وحدات على الترتيب وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين . 

 الحل : 

𝟐𝒄 =  𝟏 + 𝟗 = 𝟏𝟎 ⇒ 𝒄 =  𝟓 ⇒   𝒄𝟐 = 𝟐𝟓  

𝟐𝒂 =  𝟗 − 𝟏 = 𝟖 ⇒ 𝒂 =  𝟒   ⇒  𝒂𝟐 = 𝟏𝟔  

∵ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ⇒   𝒃𝟐 = 𝒄𝟐 − 𝒂𝟐⟹ 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 ⇒  𝒃𝟐 = 𝟗   

 هناك احتمالين لمعادلة القطع الزائد 

  سينية معادلة القطع الزائد
𝒙𝟐

𝟏𝟔
− 

𝒚𝟐

𝟗
=  صادية     معادلة القطع الزائد  𝟏

𝒚𝟐

𝟏𝟔
− 

𝒙𝟐

𝟗
= 𝟏 

𝒙𝟐معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتا القطع الزائد الذي معادلته  /جد7س − 𝟑𝒚𝟐 = والنسبة بين   𝟏𝟐

طولي محوريه  
5

3
  3/ د 2013وزاري        ومركزه نقطة الاصل .  =

  من القطع الزائدالحل : 

[𝒙𝟐 − 𝟑𝒚𝟐 = 𝟏𝟐 ] ÷ 𝟏𝟐 ⇒  
𝒙𝟐

𝟏𝟐
−
𝟑𝒚𝟐

𝟏𝟐
=
𝟏𝟐

𝟏𝟐
 ⇒  

𝒙𝟐

𝟏𝟐
−
𝒚𝟐

𝟒
= 𝟏 

∴  𝒂𝟐 = 𝟏𝟐         𝒃𝟐 = 𝟒    ⟹ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ⇒   𝒄𝟐 = 𝟏𝟐 + 𝟒 ⇒  𝒄𝟐 = 𝟏𝟔 ⇒ 𝒄 = 𝟒   

, 𝟒−) بؤرتا القطع الزائد ∴ 𝟎) , (𝟒 , 𝟎) 

 من القطع الناقص

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

(−𝟒 , 𝟎) , (𝟒 , 𝟎) ⟹ 𝒄 = 𝟒 ⟹ 𝒄𝟐 =   بؤرتا القطع الناقص  𝟏𝟔
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∵
𝟐𝒂

𝟐𝒃
=  
𝟓

𝟑
  ⇒ 𝒂 =  

𝟓𝒃

𝟑
  ⇒  𝒂𝟐 = 

𝟐𝟓𝒃𝟐

𝟗
 

𝒂𝟐 = 𝒄𝟐 + 𝒃𝟐   ⇒ [
𝟐𝟓𝒃𝟐

𝟗
= 𝟏𝟔 + 𝒃𝟐  ]   × 𝟗    

𝟐𝟓𝒃𝟐 = 𝟏𝟒𝟒 + 𝟗𝒃𝟐   ⇒ 𝟏𝟔𝒃𝟐 = 𝟏𝟒𝟒  ⇒   𝒃𝟐 = 𝟗   

𝒂𝟐 =
𝟐𝟓𝒃𝟐

𝟗
=  
𝟐𝟓(𝟗)

𝟗
 ⇒   𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 

معادلة القطع الناقص 
𝒙𝟐

𝟐𝟓
+
𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 

, 𝐏 (𝟔 / النقطة8س 𝐋) الى القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل ومعادلته  تنتمي𝒙𝟐 − 𝟑𝒚𝟐 = جد كلًا من  𝟏𝟐

 .  Lأ( قيمة 

 .  Pب( طول نصف القطر البؤري للقطع المرسوم في الجهة اليمنى من النقطة 

 الحل : 

, 𝐏 (𝟔النقطة  (أ 𝐋) تحقق معادلته وهي  تنتمي الى القطع الزائد        𝒙𝟐 − 𝟑𝒚𝟐 = 𝟏𝟐 

(𝟔)𝟐 − 𝟑𝒚𝟐 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝟑𝟔 − 𝟑𝑳𝟐 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝟑𝑳𝟐 = 𝟐𝟒  ⇒  𝑳𝟐 = 𝟖 ⇒ 𝑳 =  ±𝟐√𝟐  

∴ 𝑷𝟏 (𝟔 , 𝟐√𝟐)   ,   𝑷𝟐 (𝟔 , −𝟐√𝟐)   

 لقطع الزائد : من ا (ب

[𝒙𝟐 − 𝟑𝒚𝟐 = 𝟏𝟐] ÷ 𝟏𝟐 ⇒  
𝒙𝟐

𝟏𝟐
−
𝟑𝒚𝟐

𝟏𝟐
=
𝟏𝟐

𝟏𝟐
⇒  
𝒙𝟐

𝟏𝟐
−
𝒚𝟐

𝟒
= 𝟏 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟏𝟐    𝒃𝟐 = 𝟒  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ⇒   𝒄𝟐 = 𝟏𝟐 + 𝟒 = 𝟏𝟔 ⇒  𝒄 = ±𝟒 ⇒  𝑭𝟏(𝟒 , 𝟎)   ,   𝑭𝟐(−𝟒 , 𝟎) 

, 𝑭𝟏(𝟒بنصف القطر البؤري )اليمين( هو البعد بين البؤرة اليمنى  المقصود  .  Pوالنقطة  (𝟎

𝑷𝟏𝑭𝟏 = √(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
𝟐 + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)

𝟐 = √(𝟔 − 𝟒)𝟐 + (𝟐√𝟐 − 𝟎)𝟐 = √𝟒 + 𝟖 =  √𝟏𝟐 = 𝟐√𝟑      وحدة طول

𝑷𝟐𝑭𝟏 = √(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
𝟐 + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)

𝟐 = √(𝟔 − 𝟒)𝟐 + (−𝟐√𝟐 − 𝟎)𝟐 = √𝟒 + 𝟖 = √𝟏𝟐 =  وحدة طول 𝟑√𝟐

/ جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص 9س
𝒙𝟐

𝟗
+
𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝒙𝟐    ويمس دليل القطع المكافئ 𝟏 +

𝟏𝟐𝒚 =   1/ د 2015وزاري             2/ د 2014وزاري             1/ د 2011وزاري      .  𝟎

 الحل :

  من القطع المكافئ

𝒙𝟐 = −𝟏𝟐𝒚

    𝒙𝟐 = −𝟒𝒑𝒚     
⟩ ⇒  −𝟒𝒑 =  −𝟏𝟐  ⇒   𝒑 = 𝟑  

𝒚معادلة الدليل  = 𝒑 ⟹ 𝒚 =  𝟑 

 من القطع الناقص

𝒙𝟐

𝟗
+
𝒚𝟐

𝟐𝟓
= 𝟏  ⇒ 𝒂𝟐 = 𝟐𝟓     ,    𝒃𝟐 = 𝟗   

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⇒   𝒄𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟗 ⇒ 𝒄𝟐 = 𝟏𝟔 ⟹ 𝒄 = 𝟒 
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 من القطع الزائد

, 𝟎)دليل القطع المكافئ يقطع المحور الصادي عند النقطة  ∵  وهي رأس القطع الزائد  (𝟑

𝒂 = 𝟑  ⇒  𝒂𝟐 = 𝟗  

    معادلة القطع الزائدفبؤرتا القطع الناقص )صاديتان( وتنطبقان على بؤرتي القطع الزائد 
𝒚𝟐

𝒂𝟐
−
𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏    

𝒄𝟐    بؤرتا القطع الزائد = 𝟏𝟔 ⟸ 𝒄 = 𝟒 ⟸ (𝟎 , 𝟒), (𝟎 , −𝟒)  

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐  ⇒ 𝟏𝟔 = 𝟗 + 𝒃𝟐  ⇒ 𝒃𝟐 = 𝟕 

  معادلة القطع الزائد 
𝒚𝟐

𝟗
−
𝒙𝟐

𝟕
= 𝟏 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 أمثلة اضافية محلولة

جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل والبؤرتان على محور الصادات وطول المحور الحقيقي  مثال :

والنسبة بين المسافة بين بؤرتيه وطول محوره الحقيقي  𝟏𝟔له 
𝟓

𝟒
    . 

 الحل :

∵ 𝟐𝒂 = 𝟏𝟔 ⟹ 𝒂 = 𝟖 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟔𝟒 

∵
𝟐𝒄

𝟐𝒂
=
𝟓

𝟒
   ⟹

𝒄

𝟖
=
𝟓

𝟒
 ⟹  𝒄 = 𝟏𝟎 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐⟹ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟔𝟒 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟑𝟔  
𝒚𝟐

𝟔𝟒
−
𝒙𝟐

𝟑𝟔
= 𝟏  معادلة القطع الزائد    

𝒙𝟐جد معادلة القطع الزائد الذي احدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ  مثال : = 𝟐𝟎𝒚  وطول محوره المرافق

يساوي البعد بين بؤرتي القطع الناقص 
𝒙𝟐

𝟗
+
𝒚𝟐

𝟏𝟔
= 𝟏     

 المكافئ :من القطع الحل : 

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚 

𝒙𝟐 = 𝟐𝟎𝒚 

𝟒𝒑 = 𝟐𝟎 ⟹ 𝒑 = 𝟓 ⟹  (𝟎 ,  البؤرة  (𝟓

 من القطع الناقص :          

𝒂𝟐 = 𝟏𝟔    ,     𝒃𝟐 = 𝟗  ⟹  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐  ⟹  𝒄𝟐 = 𝟕 ⟹  𝒄 = √𝟕   ⟹ 𝟐𝒄 = 𝟐√𝟕  

 من القطع الزائد :         

∵ 𝟐𝒃 = 𝒃       طول المحور المرافق   𝟕√𝟐 = √𝟕  ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟕  

, 𝟎) بؤرتا القطع الزائد −𝟓)  , (𝟎, 𝟓) 𝒄 = 𝟓 ⟸    
𝒚𝟐

𝒂𝟐
−
𝒙𝟐

𝒃𝟐
=      ⟸ القانون    𝟏

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐⟹ 𝒂𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟕 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟏𝟖   

معادلة القطع الزائد   
𝒚𝟐

𝟏𝟖
−
𝒙𝟐

𝟕
= 𝟏 
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, 𝟎)جد معادلة القطع الزائد الذي يمر بالنقطتين  مثال : 𝟑√𝟐)  , (𝟑 , −𝟔)  

, 𝟎)القطع الزائد يمر بالنقطة  ∵الحل :  𝒂لذا فالنقطة تمثل رأس القطع الزائد وقيمة  (𝟐√𝟑 =   فإن 𝟐√𝟑

𝒚𝟐

𝒂𝟐
−
𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

∴ (𝟑 ,   تنتمي للقطع الزائد لذا فهي تحقق معادلته (𝟔−

(−𝟔)𝟐

(𝟑√𝟐)𝟐
−
(𝟑)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟹

𝟑𝟔

𝟏𝟖
−
𝟗

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟹  𝟐 −

𝟗

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟗 

𝒚𝟐

𝟏𝟖
−
𝒙𝟐

𝟗
= 𝟏  

جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه رأسا القطع الناقص  : مثال
𝒙𝟐

𝟏𝟎𝟎
+
𝒚𝟐

𝟔𝟒
= طول محوره الحقيقي و  𝟏

 وحدة .( 𝟏𝟐)

  من القطع الناقص :الحل : 

–)رأسا القطع الناقص  𝟏𝟎 , 𝟎) , (𝟏𝟎 , 𝟎)  𝒂𝟐 = 𝟏𝟎𝟎    ,    𝒃𝟐 = 𝟔𝟒  ⟹   𝒂 =  ±𝟏𝟎 ⟹   

 من القطع الزائد : 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
−
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 ⟸ 𝒄 = 𝟏𝟎 ⟸ (– 𝟏𝟎 , 𝟎) , (𝟏𝟎 ,   بؤرتا القطع الزائد        (𝟎

∵ 𝟐𝒂 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝒂 = 𝟔 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟑𝟔  

∵ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐⟹ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟑𝟔 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟔𝟒 

𝒙𝟐

𝟑𝟔
−
𝒚𝟐

𝟔𝟒
= 𝟏  معادلة القطع الزائد   

جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبعده البؤري مساويا لبعد بؤرة القطع المكافئ عن  مثال :

𝒚𝟐دليله  + 𝟐𝟒𝒙 =  1/ د 2016.     وزاري  𝟖𝟎𝝅 𝒄𝒎𝟐 اذا علمت ان  مساحة القطع الناقص،  𝟎

  القطع المكافئ : الحل : في

𝒚𝟐 = −𝟒𝒑𝒙 

𝒚𝟐 + 𝟐𝟒𝒙 = 𝟎 ⟹   𝒚𝟐 = −𝟐𝟒𝒙  

−𝟐𝟒𝒙 = −𝟒𝒑𝒙
(÷ −𝟒)
⇒    𝒑 = 𝟔 ⟹   𝟐𝒑 =  البعد بين بؤرة القطع المكافئ ودليله     𝟏𝟐

 في القطع الناقص :           

𝟐𝒄 = 𝟏𝟐 ⟹  𝒄 = 𝟔 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟑𝟔 
𝒂𝟐 = 𝒄𝟐 + 𝒃𝟐  ⟹  𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 𝟑𝟔…… .…… (𝟏) 

𝑨 = 𝒂𝒃𝝅 = 𝟖𝟎𝝅 ⟹ 𝒃 =
𝟖𝟎

𝒂
 …………… . . (𝟐) 

 ( فينتج : 1( في المعادلة )2نعوض المعادلة )

𝒂𝟐 − (
𝟖𝟎

𝒂
)
𝟐

= 𝟑𝟔 
(× 𝒂𝟐)
⇒    𝒂𝟒 − 𝟔𝟒𝟎𝟎 = 𝟑𝟔𝒂𝟐⟹  𝒂𝟒 − 𝟑𝟔𝒂𝟐 − 𝟔𝟒𝟎𝟎 = 𝟎 

(𝒂𝟐 − 𝟏𝟎𝟎)(𝒂𝟐 + 𝟔𝟒) = 𝟎 
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𝒂𝟐  أما = 𝟏𝟎𝟎  ⟹ 𝒃𝟐 =
𝟔𝟒𝟎𝟎

𝒂𝟐
=
𝟔𝟒𝟎𝟎

𝟏𝟎𝟎
= 𝟔𝟒 

𝒂𝟐   أو =  يهمل   𝟔𝟒−

 هناك معادلتان للقطع الناقص لأن موقع البؤرتين غير محدد وهما :  ∴

𝒙𝟐

𝟏𝟎𝟎
+
𝒚𝟐

𝟔𝟒
= 𝟏       𝒐𝒓   

𝒙𝟐

𝟔𝟒
+

𝒚𝟐

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏  

جد معادلة القطع الزائد والناقص اذا كان كل يمر ببؤرتي الآخر وكلاهما يقعان على محور السينات  مثال :

 1/ د 2016وزاري       وحدة طول . 6 وحدة طول وطول المحور الحقيقي يساوي 𝟐√𝟔وطول المحور الكبير 

 كل من القطعين يمر ببؤرة الآخر  ∵الحل : 

 رأسا القطع الناقص يمثلان بؤرتا القطع الزائد وبؤرتا القطع الناقص تمثلان رأسا القطع الزائد  ∴          

 في القطع الناقص : 

𝟐𝒂 = 𝟔√𝟐  ⟹ 𝒂 = 𝟑√𝟐  ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟏𝟖 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟗 

∵  𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 

∴  𝒃𝟐 = 𝟏𝟖 − 𝟗 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟗 

∴  
𝒙𝟐

𝟏𝟖
+
𝒚𝟐

𝟗
=  معادلة القطع الناقص    𝟏

 في القطع الزائد : 

𝟐𝒂 = 𝟔 ⟹ 𝒂 = 𝟑 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟗⟹ 𝒄𝟐 = 𝟗 

∵  𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒄𝟐⟹ 𝒃𝟐 = 𝟏𝟖 − 𝟗      ∴ 𝒃𝟐 = 𝟗 

∴  
𝒙𝟐

𝟗
−
𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 معادلة القطع الزائد      

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 حل التمارين العامة الخاصة باالفصل الثاني

يمر ببؤرة الاخر فإذا  نقطة تقاطع محوريه نقطة الاصل احدهما قطع زائدمركزه نقطة الاصل و / قطع ناقص4س

𝟗𝒙𝟐  كانت + 𝟐𝟓𝒚𝟐 =  3/ د 2014وزاري      معادلة القطع الناقص فجد :  𝟐𝟐𝟓

 ثم ارسمهأ( مساحة القطع الناقص           ب( محي  القطع الناقص           ج( معادلة القطع الزائد 

 د( الاختلاف المركزي لكل منهما 

 الحل : 

 مساحة القطع الناقص  (أ

𝟗𝒙𝟐 + 𝟐𝟓𝒚𝟐 = 𝟐𝟐𝟓
÷𝟐𝟐𝟓 
⇒    

𝟗𝒙𝟐

𝟐𝟐𝟓
+
𝟐𝟓𝒚𝟐

𝟐𝟐𝟓
=
𝟐𝟐𝟓

𝟐𝟐𝟓
 ⇒  

𝒙𝟐

𝟐𝟓
+
𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏  

𝒂𝟐 = 𝟐𝟓   ⟹   𝒂 = 𝟓      ,      𝒃𝟐 = 𝟗 ⟹ 𝒃 = 𝟑   

∴ 𝑨 = 𝒂𝒃𝝅 = (𝟓)(𝟑)𝝅 = 𝟏𝟓 𝝅 وحدة مربعة  

 محي  القطع الناقص  (ب



 

129 

𝒑 = 𝟐𝝅√
𝒂𝟐+ 𝒃𝟐

𝟐
= 𝟐𝝅 √

𝟐𝟓+𝟗 

𝟐
= 𝟐𝝅 √

𝟑𝟒 

𝟐
= 𝟐𝝅√𝟏𝟕    وحدة   

 
 من القطع الناقص : (ج

𝒂𝟐 = 𝟐𝟓   ⟹   𝒂 = 𝟓     ,    𝒃𝟐 = 𝟗 ⟹   𝒃 = 𝟑   

𝒂𝟐 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐    ⟹    𝒄𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟗 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟏𝟔   ⟹  𝒄 = 𝟒 

∴ (𝟓 , 𝟎)  , ( −𝟓 , , 𝟒)      الرأسان    (𝟎 𝟎), (−𝟒 ,   البؤرتان (𝟎

 من القطع الزائد :

 القطع الزائد يمر ببؤرة القطع الناقص ∵

(𝟓 , 𝟎)  , ( −𝟓 , , 𝟒)         البؤرتان    (𝟎 𝟎), (−𝟒 ,   الرأسان (𝟎

𝒃𝟐 = 𝒄𝟐 − 𝒂𝟐⟹ 𝒃𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 ⟹ 𝒃𝟐 = 𝟗  

  معادلة القطع الزائد 
𝒙𝟐

𝟏𝟔
−
𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 

 الاختلاف المركزي :  (د

𝒆 =
𝒄

𝒂
= 

𝟒

𝟓
<  الاختلاف المركزي للقطع الناقص      𝟏

𝒆 =
𝒄

𝒂
= 

𝟓

𝟒
>          الاختلاف المركزي للقطع الزائد 𝟏

 

 

 

 

 

وحدة  𝟕𝝅/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان لمحور السينات ومركزه نقطة الاصل ومساحة منطقته 5س

  1/ د 2018وزاري               3/ د 2015وزاري        وحدة .  𝝅 𝟏𝟎 مربعة ومحيطه يساوي

 الحل : 

𝟕𝝅مساحة منطقة القطع الناقص  = 

𝑨 = 𝒂𝒃𝝅 = 𝟕𝝅 ⟹ 𝒂𝒃 = 𝟕  ⟹ 𝒃 = 
𝟕

𝒂
……… (𝟏) 

𝟏𝟎𝝅محي  القطع الناقص  = 

𝑷 =  𝟐𝝅√
𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝟐
 ⟹ 𝟏𝟎𝝅 = 𝟐𝝅√

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝟐

(÷2𝜋)
⇒     𝟓 = √

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝟐
 بالتربيع  

𝒂𝟐+𝒃𝟐

𝟐
= 𝟐𝟓 ⟹ 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟓𝟎 ………(𝟐)    

 ( : 2)معادلة في  (1) معادلة بتعويض

[𝒂𝟐 +
𝟒𝟗

𝒂𝟐
= 𝟓𝟎 ]  ×  𝒂𝟐 

𝐹1(𝟓 , 0) 

𝒚 

𝐹2(−𝟓 , 0) 

(𝟎 , 𝟑) 

(𝟎 ,−𝟑) 
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𝒂𝟒 − 𝟓𝟎𝒂𝟐 + 𝟒𝟗 = 𝟎  

(𝒂𝟐 − 𝟒𝟗)(𝒂𝟐 − 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒂𝟐 = 𝟒𝟗  ⟹ 𝒂 = 𝟕  ⟹ 𝒃 =  
𝟕

𝒂
=
𝟕

𝟕
⟹ 𝒃 = 𝟏⟹ 𝒃𝟐 = 𝟏 

𝒐𝒓          𝒂𝟐 = 𝟏     ⟹ 𝒂 = 𝟏  ⟹  𝒃 =  
𝟕

𝒂
=
𝟕

𝟏
⟹ 𝒃 =   يهمل 𝟕

 لأن قيمة(𝒂)   يجب ان تكون أكبر من قيمة(𝒃) الناقصمعادلة القطع   .  في القطع الناقص  
𝒙𝟐

𝟒𝟗
+
𝒚𝟐

𝟏
= 𝟏 
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 تطبيقات التفاضل

 القواعد الاساسية للمشتقة )مراجعة( 

 شتقة الدالة الثابتة تساوي صفرم:   القاعدة الأولى

1) 𝒇(𝒙) =  𝟑 ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟎  

2) 𝒇(𝒙) =  
𝟐

𝟓
 ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟎  

𝒇(𝒙)اذا كان :  القاعدة الثانية = 𝒙𝒏   فإن𝒇́(𝒙) = 𝒏𝒙𝒏−𝟏  

1) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 

2) 𝒇(𝒙) = √𝒙 = 𝒙
𝟏

𝟐 ⟹ 𝒇́(𝒙) =
𝟏

𝟐
𝒙
−𝟏

𝟐 =
𝟏

𝟐√𝒙
 

𝒇(𝒙)اذا كان :  القاعدة الثالثة = 𝒂𝒙𝒏  فإن𝒇́(𝒙) = 𝒂𝒏𝒙𝒏−𝟏     حيث𝒙 ∈ 𝑹 

1) 𝒇(𝒙) = 𝟔𝒙𝟒⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟐𝟒𝒙𝟑 

2) 𝒇(𝒙) = 𝟕√𝒙 = 𝟕𝒙
𝟏

𝟐⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟕(
𝟏

𝟐
)𝒙

−𝟏

𝟐 =
𝟕

𝟐√𝒙
 

3) 𝒇(𝒙) = −𝟓𝒙−𝟑⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟏𝟓𝒙−𝟒 =
𝟏𝟓

𝒙𝟒
 

 مشتقة مجموع دوال يساوي مجموع مشتقاتها :  القاعدة الرابعة

1) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟕𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟕 

2) 𝒇(𝒙) = 𝟔𝒙𝟒 +
𝟏

𝒙
⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟐𝟒𝒙𝟑 −

𝟏

𝒙𝟐
 

 مشتقة الأولى(× مشتقة الثانية + الدالة الثانية × )مشتقة حاصل ضرب دالتين = الدالة الأولى :  القاعدة الخامسة

𝒇(𝒙) = (𝟒𝒙𝟑 + 𝟕𝒙)(𝟐𝒙)⟹ 𝒇́(𝒙) = (𝟒𝒙𝟑 + 𝟕𝒙)(𝟐) + (𝟐𝒙)(𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟕) = 𝟖𝒙𝟑 + 𝟏𝟒𝒙 + 𝟐𝟒𝒙𝟑 + 𝟏𝟒𝒙 

مشتقة قسمة دالتين = :  القاعدة السادسة
المقام ×  مشتقة البسط−البسط × مشتقة المقام

𝟐(المقام)
 

𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙𝟑 + 𝟏

𝒙𝟒 + 𝟏
⟹ 𝒇́(𝒙) =  

(𝒙𝟒 + 𝟏)(𝟔𝒙𝟐) − (𝟐𝒙𝟑 + 𝟏)(𝟒𝒙𝟑)

(𝒙𝟒 + 𝟏)𝟐
=
𝟔𝒙𝟔 + 𝟔𝒙𝟐 − 𝟖𝒙𝟔 − 𝟒𝒙𝟑

(𝒙𝟒 + 𝟏)𝟐
 

𝒇(𝒙)مشتقة مجموعة دوال مرفوعة لأس معين اذا كان :  القاعدة السابعة = [𝒈(𝒙)]𝒏  فإن 

𝒇́(𝒙) = 𝒏[𝒈(𝒙)]𝒏−𝟏. 𝒈́(𝒙) 

1) 𝒇(𝒙) = (𝟒𝒙𝟑 + 𝟕𝒙)𝟓⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟓(𝟒𝒙𝟑 + 𝟕𝒙)𝟒 . 𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟕 

2) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐√𝟒𝒙𝟑 + 𝟐𝒙⟹𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐(𝟒𝒙𝟑 + 𝟐𝒙)
𝟏

𝟐 
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𝒇́(𝒙) = 𝒙𝟐[
𝟏

𝟐
(𝟒𝒙𝟑 + 𝟐𝒙)

−
𝟏
𝟐
(𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟐)] +  (𝟒𝒙𝟑 + 𝟐𝒙)

𝟏
𝟐. (𝟐𝒙) 

          =  
𝒙𝟐(𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟐)

𝟐(𝟒𝒙𝟑 + 𝟐𝒙)
𝟏
𝟐

+ 𝟐𝒙 (𝟒𝒙𝟑 + 𝟐𝒙)
𝟏
𝟐 

  القواعد الاساسية لأشتقاق الدوال الدائرية :

1) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒚  ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 (𝒚).
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

2) 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝒚  ⟹ 𝒇́(𝒙) = −𝒔𝒊𝒏 (𝒚) .
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

3) 𝒇(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏 𝒚  ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝒔𝒆𝒄𝟐(𝒚).
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

4) 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒕 𝒚  ⟹ 𝒇́(𝒙) = −𝒄𝒔𝒄𝟐(𝒚).
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

5) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒆𝒄 𝒚  ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝒔𝒆𝒄 𝒚 𝒕𝒂𝒏 𝒚 .
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

6) 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒔𝒄 𝒚  ⟹ 𝒇́(𝒙) = −𝒄𝒔𝒄 𝒚 𝒄𝒐𝒕 𝒚 .
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

 بعض العلاقات والقوانين المهمة :

𝟑) 𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝒙) = 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝟐) 𝒄𝒐𝒔 (𝟐𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝟏) 𝒔𝒊𝒏𝟐 + 𝒄𝒐𝒔𝟐 = 𝟏 

𝟔) 𝒄𝒐𝒕 =
𝟏

𝒕𝒂𝒏 𝒙
 𝟓) 𝒔𝒆𝒄 =

𝟏

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 𝟒) 𝒄𝒔𝒄 =

𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙
 

𝟖) 𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙 + 𝟏 = 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 𝟕) 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 + 𝟏 = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 

𝟖) 𝒔𝒊𝒏 (𝑨 ± 𝑩) = 𝒔𝒊𝒏 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝑩 ± 𝒄𝒐𝒔 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝑩 

𝟗) 𝒄𝒐𝒔 (𝑨 ± 𝑩) = 𝒄𝒐𝒔 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝑩 ∓ 𝒔𝒊𝒏 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝑩 

 جد مشتقة ما يأتي :  :مثال 

1) 𝒇(𝒙) = √𝒔𝒊𝒏 𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒙) =
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝟐√𝒔𝒊𝒏 𝒙
                  

مشتقة داخل الجذر

(الدالة)√ (دليل الجذر)
𝟏−الدليل

  

2) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = (𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝟐⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 . (𝒄𝒐𝒔 𝒙) 

3) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 (−𝒔𝒊𝒏 𝒙) + 𝒄𝒐𝒔 𝒙 (𝒄𝒐𝒔 𝒙) 

          = −𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝒄𝒐𝒔 (𝟐𝒙) 

4) 𝒇(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏 𝒙 − 𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 − 𝟏 = (𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 + 𝟏) − 𝟏 = 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 
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 العليا المشتقات ذات الرتب

= 𝒚اذا كانت   𝒇(𝒙)   دالة قابلة للاشتقاق فإن مشتقتها الاولى هي𝒚́ =  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇́(𝒙)   وهي دالة جديدة والدالة

𝒚́́اذا توافرت فيها شروط الاشتقاق فإن مشتقتها دالة تمثل المشتقة الثانية ويرمز لها   𝒇́(𝒙)الجديدة  =  
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝒇́́(𝒙) 

    تسمى المشتقة الثالثة ويرمز لهااق فإن مشتقتها دالة جديدة واذا توافرت فيها شروط الاشتق وهذه الاخيرة أيضا

 𝒚 ́́́ =  
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝒇́́
́
(𝒙)  ن المشتقة الثانية ويطلق على هذه المشتقات بالمشتقات م يمكن ايجاد مشتقات متتالية وبدءاوهكذا

𝒚(𝒏)كما يلي :  𝒏العليا . وتكتب المشتقة من الرتبة  = 
𝒅𝒏𝒚

𝒅𝒙𝒏
=  𝒇(𝒏)(𝒙)  حيث𝒏  عدد صحيح موجب  

  ملاحظات عامة :

𝒔]اذا كانت  = 𝒇(𝒙)]  حيث(𝒔)  تمثل ازاحة الجسم عند اي زمن(𝒕)  : لذا فإن 

1- 
𝒅𝒔

𝒅𝒕
= 𝒇́(𝒕)  المشتقة الأولى وهي تمثل السرعة اللحظية للجسم ويرمز لها بالرمز(𝒗)  . 

2- 
𝒅𝟐𝒔

𝒅𝒕𝟐
= 𝒇́́(𝒕)  المشتقة الثانية وهي تمثل التعجيل للجسم )معدل تغيير السرعة( ويرمز لها بالرمز(𝒈)  . 

3- 
𝒅𝟑𝒔

𝒅𝒕𝟑
= 𝒇́́
́
(𝒕)  . المشتقة الثالثة وهي تمثل معدل التغير الزمني للتعجيل 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 المشتقة الضمنية

= 𝒚اذا كانت   𝒇(𝒙)  دالة بدلالة𝒙  فعند اشتقاق معادلة بدلالة𝒙  و𝒚  بالنسبة الى𝒙  نضيف
𝒅𝒚

𝒅𝒙
بعد كل  𝒚́ أو 

 أكبر من واحد كما ياتي :  𝒚وتستخدم المشتقة الضمنية عندما يكون قيمة اس  𝒚مشتقة للـ 

= 𝒚اذا كانت  :مثال   𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙   فجد  
𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒
 

 :الحل 

 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟐𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙  ,

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= −𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 . (𝟐) = −𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙    

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝟖𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙    ⟹  

𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒
= 𝟏𝟔 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

𝒚𝟐اذا كانت  :مثال  + 𝒙𝟐 = 𝒚فأثبت أن   𝟏
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ (

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)𝟐 + 𝟏 = 𝟎   

 𝒙بالنسبة الى  ضمنيا نشتق العلاقة المعطاة اشتقاقا :الحل 

 𝟐𝒚 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒙 = 𝟎  ] ÷ 𝟐  

𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒚 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+
𝒅𝒚

𝒅𝒙
  .  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒚 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ (

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)
𝟐

+ 𝟏 = 𝟎   

𝒙𝒚لتكن  :مثال  − 𝟏𝟑 = 𝒙حيث  𝟎 ≠ 𝟎 , 𝒚 ≠  فجد المشتقة الثانية .  𝟎
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 الحل : 

𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 − 𝟎 = 𝟎 ⟹ 𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝟎          

𝒙
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 . (𝟏) +

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟎 ⟹ 𝒙

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟎⟹ 𝒙

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝟐

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟎⟹ 𝒚′′ =

−𝟐𝒚′

𝒙
 

= 𝒚اذا كانت  :مثال  𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙   اثبت ان𝒚′′ = −𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

= 𝒚                         :الحل  𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙⟹ 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙     

𝒚′ = − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 . (𝟐) = −𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ⟹     𝒚′′ = −𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 . (𝟐) = −𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙       

𝒇(𝒙)للدالة     ′′′′𝒚  جد  :مثال  = 𝒙𝟓 + 𝟐 𝒙𝟑 + 𝟑𝒙 + 𝟏          

 الحل :   

    𝒚́ = 𝟓𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟑 

𝒚́́ = 𝟐𝟎𝒙𝟑 + 𝟏𝟐𝒙 

𝒚′′′ = 𝟔𝟎𝒙𝟐 + 𝟏𝟐  

𝒚′′′′  = 𝟏𝟐𝟎𝒙 

𝒚اذا كانت  :مثال  = 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙  اثبت ان  
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝟏𝟔𝒚 = 𝟏𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

  :الحل 

𝒚 =  𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 ⇒  𝒚 =  𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝟒 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟒 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝟑 .  𝐜𝐨𝐬 𝒙  

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟒 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝟑. (−𝒔𝒊𝒏𝒙) + ( 𝒄𝒐𝒔𝒙). ( 𝟏𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 . 𝐜𝐨𝐬 𝒙 )   

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= −𝟒𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 + 𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙                                      

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= −𝟒𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 + 𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 (𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)  

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= −𝟒𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 + 𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝟏𝟐𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= −𝟏𝟔 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 + 𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

∴  
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝟏𝟔𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 = 𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ⟹

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝟏𝟔𝒚 = 𝟏𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙     

 للدوال الاتية :  ′𝒚جد  :مثال 

1)  𝒇(𝒙)  = 𝒔𝒊𝒏 (𝟐 𝒙𝟐 + 𝒙 +  𝟑) ⇒ 𝒚′ =  (𝟒𝒙 +  𝟏) 𝒄𝒐𝒔 ( 𝟐 𝒙𝟐 +  𝒙 +  𝟑 )  
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2)  𝒇(𝒙)  = 𝒄𝒐𝒕√𝒙
𝟑
⇒ 𝒚′ =

−𝟏

𝟑 √𝒙𝟐 
𝟑  𝒄𝒔𝒄𝟐 √𝒙

𝟑
 

3)  𝒇(𝒙)  = 𝒔𝒆𝒄 
𝟏

𝒙
  ⇒ 𝒚′ =

−𝟏

𝒙𝟐
𝒔𝒆𝒄

𝟏

𝒙
𝒕𝒂𝒏

𝟏

𝒙
 

4) 𝒇(𝒙)  =  𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒙 ⇒ 𝒚′ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 .  𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 +  𝒕𝒂𝒏 𝒙 . (−𝒔𝒊𝒏𝒙 ) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 .  𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 −  𝒕𝒂𝒏 𝒙 . 𝒔𝒊𝒏𝒙  

 للدوال الاتية : ′𝒚جد  :مثال 

𝟏) 𝒇(𝒙)  =  𝒔𝒊𝒏𝟑(𝝅 𝒙𝟐  +  𝟑𝒙 + ضع القوة خارج القوس  ناذا كانت الدالة مرفوعة لقوة *   ( 𝟐  

             𝒇(𝒙)  =  𝒔𝒊𝒏 ( 𝝅𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 +  𝟐)
𝟑

             الكبير ثم نشتق الدالة حسب الدالة القوسية 

            𝒇′(𝒙) = 𝟑 𝒔𝒊𝒏 ( 𝝅𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 +  𝟐)
𝟐
 𝐜𝐨𝐬 ( 𝝅𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 +  𝟐) ( 𝟐𝛑𝐱 +  𝟑 )  

2) 𝒇(𝒙)  = 𝒄𝒐𝒔−𝟒𝒙𝟐 ⇒  𝒇(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 𝐱𝟐
−𝟒

 ⇒  𝒚′ =  −𝟒 𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟐
−𝟓

. (− 𝟐𝒙⏟

مشتقة الزاوية

 𝒔𝒊𝒏 𝒙𝟐)  

3) 𝒇(𝒙)  = 𝒔𝒆𝒄
𝟐

𝟑 𝒙𝟐  ⇒ 𝒇(𝒙) =  𝐬𝐞𝐜𝒙𝟐
𝟐

𝟑 

     𝒇′(𝒙) =  
𝟐

𝟑 
[𝒔𝒆𝒄 𝒙𝟐]

−𝟏

𝟑    .  (𝒔𝒆𝒄 𝒙𝟐𝒕𝒂𝒏 𝒙𝟐)( 𝟐𝒙⏟

مشتقة الزاوية

)  

 للدوال الاتية : ′𝒚جد  :مثال 

1) 𝒔𝒊𝒏(𝒙 𝒚) =  𝒙𝟐 +  𝟑𝒚 ⇒  𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒚 𝒙𝒚′ +  𝒚(𝟏)  =  𝟐𝒙 +  𝟑𝒚′ 

     𝒙𝒚′  𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒚 +  𝒚 𝒄𝒐𝒔 𝒙𝒚 =  𝟐𝒙 +  𝟑𝒚′ 

     𝒙𝒚′ 𝒄𝒐𝒔 𝒙𝒚 −  𝟑𝒚′ = 𝟐𝒙 – 𝒚 𝒄𝒐𝒔 𝒙𝒚  

     𝒚′ ( 𝒙𝒄𝒐𝒔 𝒙𝒚 − 𝟑 )  =  𝟐𝒙 − 𝒚 𝒄𝒐𝒔 𝒙𝒚 ⇒ 𝒚′ = 
𝟐𝒙−𝒚𝒄𝒐𝒔 𝒙𝒚

𝒙𝒄𝒐𝒔 𝒙𝒚−𝟑
 

2) √𝒕𝒂𝒏𝒙 =  𝟐 𝒚𝟐 + 𝒙  

      
𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙

𝟐 √𝒕𝒂𝒏𝒙
= 𝟒 𝒚 𝒚′ +  𝟏 ⟹

𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙

𝟐 √𝒕𝒂𝒏𝒙
 −  𝟏 =  𝟒 𝒚 𝒚′⟹ 𝒚′ =

𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙

𝟐 √𝒕𝒂𝒏𝒙
 − 𝟏

𝟒𝒚
   

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  3)– (1حل تمارين 

جد  : 1س
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
 لكل مما يأتي :  

a) 𝒚 = √𝟐 − 𝒙                 ,             ∀ 𝒙 < 2  

𝒚 =  (𝟐 –  𝒙)
𝟏
𝟐⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=   
𝟏

𝟐
(𝟐 − 𝒙)− 

𝟏
𝟐  . (−𝟏) = −

𝟏

𝟐
(𝟐 − 𝒙)− 

𝟏
𝟐 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=  
𝟏

𝟒
(𝟐 − 𝒙)− 

𝟑
𝟐 . (−𝟏) =  

−𝟏 

𝟒(𝟐 − 𝒙)
𝟑
𝟐
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b) 𝒚 =  
𝟐−𝒙

𝟐+𝒙
       ,      𝒙 ≠ −𝟐 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

(𝟐+𝒙) .(−𝟏)−(𝟐−𝒙) .  (𝟏)

(𝟐+𝒙)𝟐
= 

−𝟐−𝒙−𝟐+𝒙

(𝟐+𝒙)𝟐
 =

−𝟒

(𝟐+𝒙)𝟐
= −𝟒 (𝟐 + 𝒙)−𝟐 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟖 (𝟐 + 𝒙)−𝟑 . (𝟏) =  

𝟖

(𝟐 + 𝒙)𝟑
 

c) 𝟐𝒙𝒚 –  𝟒𝒚 +  𝟓 =  𝟎   ,   𝒚 ≠ 𝟎  , 𝒙 ≠ 𝟐  

 𝒚 (𝟐𝒙 –  𝟒) =  −𝟓  ⟹ 𝒚 = 
−𝟓

(𝟐𝒙−𝟒)
= −𝟓 (𝟐𝒙 − 𝟒)−𝟏 

 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓 (𝟐𝒙 − 𝟒)−𝟐 . 𝟐 = 𝟏𝟎 (𝟐𝒙 − 𝟒)−𝟐 

 
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= −𝟐𝟎 (𝟐𝒙 − 𝟒)−𝟑. 𝟐 =  

−𝟒𝟎

(𝟐𝒙−𝟒)𝟑
 

𝒇́́جد  : 2س
́
(𝒙) لكل مما يأتي  :   

a) 𝒇 (𝒙) = 𝟒 √𝟔 − 𝟐𝒙                      ∀ 𝒙 < 3  

     𝒇 (𝒙) = 𝟒 (𝟔 − 𝟐𝒙)
𝟏

𝟐   ⟹ 𝒇́(𝒙) =  𝟒 (
𝟏

𝟐
) (𝟔 − 𝟐𝒙)−

𝟏

𝟐 . (−𝟐) = −𝟒(𝟔 − 𝟐𝒙)−
𝟏

𝟐                                

    𝒇́́ (𝒙) = −𝟒(−
𝟏

𝟐
) (𝟔 − 𝟐𝒙)

−
𝟑
𝟐 . (−𝟐)  = −𝟒(𝟔 − 𝟐𝒙)−

𝟑
𝟐 

   𝒇́́
́
(𝒙)   =  𝟔 (𝟔 − 𝟐𝒙)

−
𝟑
𝟐
−𝟏
 . (−𝟐)  = −𝟏𝟐(𝟔 − 𝟐𝒙)−

𝟓
𝟐 = 

−𝟏𝟐

(𝟔−𝟐𝒙)
𝟓
𝟐

 

  𝒇́́
́
(𝟏) =

−𝟏𝟐

(𝟔−𝟐(𝟏))
𝟓
𝟐

 =
−𝟏𝟐

(𝟒)
𝟓
𝟐

=
−𝟏𝟐

(𝟐𝟐)

𝟓
𝟐

 =  
−𝟏𝟐

𝟑𝟐
 =

−𝟑

𝟖
 

b) 𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧𝝅𝒙 

  𝒇́(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬𝝅𝒙 . (𝝅) =  𝝅𝐜𝐨𝐬𝝅𝒙  , 𝒇́́(𝒙) = −𝝅𝒔𝒊𝒏𝝅𝒙 . (𝝅) = −𝝅𝟐 𝒔𝒊𝒏𝝅𝒙 

 𝒇́́
́
(𝒙) = −𝝅𝟐 𝐜𝐨𝐬𝝅𝒙 (𝝅) = −𝝅𝟑 𝐜𝐨𝐬𝝅𝒙   

𝒇́́
́
(𝟏)  =  −𝝅𝟑𝒄𝒐𝒔𝝅 (𝟏) = −𝝅𝟑(−𝟏) = 𝝅𝟑 

c)  𝒇(𝒙) =  
𝟑

𝟐−𝒙
  , 𝒙 ≠ 𝟐  

 𝒇 (𝒙) = 𝟑 (𝟐 − 𝒙)−𝟏   ⟹ 𝒇́(𝒙)  =  −𝟑(𝟐 − 𝒙)−𝟐 . (−𝟏) = 𝟑 (𝟐 − 𝒙)−𝟐 

   𝒇́́(𝒙) = −𝟔(𝟐 − 𝒙)−𝟑 . (−𝟏) = 𝟔 (𝟐− 𝒙)−𝟑 

  𝒇́́
́
(𝒙) = −𝟏𝟖 (𝟐− 𝒙)−𝟒(−𝟏) = 𝟏𝟖 (𝟐− 𝒙)−𝟒 = 

𝟏𝟖

(𝟐−𝒙)𝟒
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    ∴  𝒇́́
́
(𝟏) =  

𝟏𝟖

(𝟐−𝟏)𝟒
= 𝟏𝟖 

𝒚اذا كانت  : 3س =  𝒕𝒂𝒏 𝒙  فبرهن ان
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐱𝟐
= 𝟐𝒚 (𝟏 + 𝒚𝟐)   حيث𝒙 ≠  

(𝟐𝒏+𝟏)𝝅

𝟐
 , 𝒏 ∈ 𝒛 

 الحل : 

 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= [𝒔𝒆𝒄𝒙]𝟐 ⇒

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟐 [𝒔𝒆𝒄𝒙]. 𝒔𝒆𝒄𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒙 = 𝟐 𝒕𝒂𝒏𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟐 𝒕𝒂𝒏𝒙 (𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙) = 𝟐𝒚 (𝟏 + 𝒚𝟐) 

= 𝒚/ اذا كانت 4س  𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙    : فبرهن ان𝒚(𝟒) –  𝒚 +  𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒙 =  𝟎     

 الحل : 

 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙 . 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 (𝟏) ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝒙 . (−𝒔𝒊𝒏𝒙) +  𝒄𝒐𝒔𝒙 . (𝟏) + 𝒄𝒐𝒔𝒙 = −𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 +  𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙  

 
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= −𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙 (−𝟏) − 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙 = −𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙  

 
𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒
= −𝒙(−𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝒄𝒐𝒔𝒙 . (−𝟏) − 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙  

𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒
= 𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒙  

𝑳 . 𝑺 . 𝑯 =  𝒚(𝟒) –  𝒚 +  𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒙 ⟹  𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 –  𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒙 –  𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 +  𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒙 =  𝟎 =  𝐑. 𝐒 . 𝐇 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 (المعادلات المرتبطة بالزمن )المعادلات الزمنية

 تغيرات تبعااكثر من متغير بحيث تتوقف كل من هذه المتغيرات على متغير واحد ومثاله الزمن فتتغير كل الماذا وجد 

𝒚لزمنل بالنسبة ه حيث هنا يكون الاشتقاق دائمالتغير = 𝒈(𝒕) , 𝒙 =  𝒇(𝒕)   فمنها المتغيرات ،𝒙 , 𝒚  متغيرين تابعين

 . (𝒕) كل منهما مرتبط بالمتغير المستقل

 ولحل اي سؤال يتعلق بالمعادلات المرتبطة بالزمن نتبع مما يأتي : 

المتغيرات والثوابت ونضع لها رموز ونحدد العلاقة الرئيسية في حل  ونحددنرسم مخطط )اذا احتجنا اليه(  -1

 . ، ...( مسافة )حجم ، مساحة ، السؤال وحسب السؤال  

 اذا كان في السؤال اكثر من متغير نحاول ايجاد علاقة اخرى بين المتغيرات .  -2

 .  𝐭نشتق الطرفين بالنسبة للزمن  -3

 نعوض معطيات السؤال من المتغيرات في المشتقة .  -4

 𝒄𝒎 𝟏𝟔وطول قطر قاعدته   𝒄𝒎 𝟐𝟒مخروطي قاعدته افقية ورأسه للاسفل ارتفاعه يساوي  مرشح  :مثال 

جد معدل تغير عمق السائل في  s31 cm/ بمعدل سائلال ترسب منيبينما  s35cm/يصب فيه سائل بمعدل 

 . 𝒄𝒎 𝟏𝟐اللحظة التي يكون فيها عمق السائل 
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 :الحل 

  𝒓 = القاعدة نفرض نصف القطر

  𝒗 = حجم السائلنفرض 

 𝒉 =السائل  نفرض ارتفاع

 = 𝒕𝒂𝒏 𝜽     نستخدم ظل الزاوية                                      
𝒓

𝒉
= 

𝟖

𝟐𝟒
⟹

𝒓

𝒉
= 
𝟏

𝟑
⟹ 𝒓 = 

𝟏

𝟑
𝒉 . . … .… (𝟏)  

                                                                                                                  𝒗 = 
𝟏

𝟑
𝝅𝒓𝟐𝒉… .… . … (𝟐) 

 (2( في معادلة )1نعوض معادلة )

  

𝒗 = 
𝟏

𝟑
𝝅(
𝟏

𝟑
𝒉)𝟐𝒉 ⟹ 𝒗 =

𝟏

𝟐𝟕
𝝅𝒉𝟑 ⟹

𝒅𝒗

𝒅𝒕
=

𝟏

𝟐𝟕
𝝅(𝟑)𝒉𝟐

𝒅𝒉

𝒅𝒕
 

𝒅𝒗

𝒅𝒕
=
𝟏

𝟗
𝝅𝒉𝟐

𝒅𝒉

𝒅𝒕
……… . . (𝟑)  

           معدل التسرب  –معدل تغير حجم السائل في المخروط = معدل الصب  
𝒅𝒗

𝒅𝒕
= 𝟓 − 𝟏 = 𝟒 𝐜𝐦𝟑/𝐬 

 (3)في معادلة  معدل تغير الحجمنعوض 

𝟒 =
𝟏

𝟗
𝝅(𝟏𝟐)𝟐

𝒅𝒉

𝒅𝒕

𝒅𝒉

𝒅𝒕
=
(𝟒)(𝟗)

𝟏𝟒𝟒𝝅
=
𝟏

𝟒𝝅
𝒄𝒎/𝒔  

𝒚𝟐 نقطة متحركة على منحني القطع المكافيء Mلتكن  :مثال  = 𝟒𝒙 𝟕) بحيث يكون معدل ابتعادها عن النقطة, 𝟎) 

.𝟎يساوي 𝟐 𝐮𝐧𝐢𝐭/𝐬  الزمني للاحداثي السيني للنقطة  جد معدل التغيرM  عندما يكون𝒙 =  1/د2017وزاري .   𝟒 

∈النقطة الحل :    لتكن   𝐌 (𝐱 , 𝐲)     للقطع المكافيء 

, 𝐍 (𝟕لتكن النقطة                𝟎) 

S                  المسافة بين𝐍 ,𝐌  

 

 

 

𝑺 = √(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
𝟐 + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)

𝟐 

𝑺 = √(𝒙 − 𝟕)𝟐 + (𝒚 − 𝟎)𝟐 = √𝒙𝟐 − 𝟏𝟒𝒙 + 𝟒𝟗 + 𝒚𝟐             𝒚𝟐 = 𝟒𝒙   نعوض عن   

𝑺 = √𝒙𝟐 − 𝟏𝟒𝒙 + 𝟒𝟗 + 𝟒𝒙 = √𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟒𝟗 = (𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟒𝟗)
𝟏
𝟐 

𝒅𝒔

𝒅𝒕
=  
𝟏

𝟐
(𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟒𝟗)−

𝟏
𝟐(𝟐𝒙 − 𝟏𝟎) .

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 
𝒅𝒔

𝒅𝒕
=

𝟐𝒙 − 𝟏𝟎 

𝟐√𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟒𝟗
 .
𝒅𝒙

𝒅𝒕
 

𝟏𝟔 

𝑟 

𝒉 

𝑟 

𝟐𝟒 

𝑴 (𝒙 , 𝒚)  
𝒔 

𝒙 
𝑵 (𝟕 , 𝟎)  
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𝟎. 𝟐 =
𝟐(𝟒)−𝟏𝟎 

𝟐√(𝟒)𝟐−𝟏𝟎(𝟒)+𝟒𝟗
 .
𝒅𝒙

𝒅𝒕
⟹ 𝟎.𝟐 =

−𝟐 

𝟐√𝟐𝟓
 .
𝒅𝒙

𝒅𝒕
⟹ 𝟎. 𝟐 = 

−𝟐

𝟏𝟎

𝒅𝒙

𝒅𝒕
⟹ 𝟎.𝟐 = −𝟎. 𝟐

𝒅𝒙

𝒅𝒕
⟹ 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 =−𝟏 𝒖𝒏𝒊𝒕/𝒔    

يتسرب منه الماء   𝒎 𝟐خزان مملوء بالماء على شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة طولها   :مثال 

.h3m𝟎/بمعدل   2/د2013   1/د2011وزاري .  𝒕جد معدل تغير انخفاض الماء في الخزان عند أي زمن  𝟒

t 𝒗اي زمن  فين احجم الماء في الخز نفرض :الحل  =  

t 𝒉ارتفاع الماء في الخزان في اي زمن  نفرض           =  

𝑨مساحة القاعدةنفرض            =  

          
𝒅𝒉

𝒅𝒕
 معدل انخفاض الماء في الخزان وهو المطلوب 

  ان الماء يأخذ شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة. 

∴  
𝒅𝒗

𝒅𝒕
= −𝟎.  ( تسرب الاشارة السالبة تعني نقصان(   𝟒

𝒗 = 𝑨𝒉 ⟹ 𝒗 = (𝟐)(𝟐)𝒉 ⟹  𝒗 = 𝟒𝒉 ⟹ 
𝒅𝒗

𝒅𝒕
 =  𝟒

𝒅𝒉

𝒅𝒕
 

−𝟎. 𝟒 =  𝟒 
𝒅𝒉

𝒅𝒕
⟹ 

𝒅𝒉

𝒅𝒕
 =
−𝟎. 𝟒

𝟒
=  −𝟎. 𝟏  𝒎/𝒉 

.𝟎معدل تغير انخفاض الماء في الخزان  𝟏
𝒎

𝒉
= 

بحيث تبقى   cm/s 2يتمدد طولها بمعدل 296cmصفيحة مستطيلة من المعدن مساحتها تساوي  :مثال 

  2/ د 2011  3/ د 2014وزاري  . cm 8ك عندما يكون عرضها لمساحتها ثابتة جد معدل النقصان في عرضها وذ

 :الحل 

t   𝒙في اي زمن  نفرض طول المستطيل =                            

t 𝒚المستطيل في اي زمن  عرضنفرض  =                                                                  
𝒅𝒙

𝐝𝐭
= 𝟐𝐜𝐦/𝐬    طولبالمعدل التغير 

𝒅𝒚

𝐝𝐭
 معدل تغير العرض                ? =

𝑨  العلاقة = 𝒙𝒚 ⟹ 𝟗𝟔 =  𝒙 𝒚 … . . (𝟏)  ⟹ 𝟗𝟔 =  𝒙 (𝟖) ⟹ 𝒙 =
𝟗𝟔

𝟖
= 𝟏𝟐 

  𝒕بالنسبة الى   (1معادلة )نشتق طرفي 

0 = 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒕
 +  𝒚

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 

𝟏𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝟖(𝟐) = 𝟎 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=
−𝟏𝟔

𝟏𝟐
= −

𝟒

𝟑
 𝒄𝒎/𝒔   

معدل التناقص في عرض المستطيل     
𝟒

𝟑
𝒄𝒎/𝒔 = 

𝒙 

𝒚 
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ند طرفه الاسفل على ارض افقية وطرفه العلوي على حائط راسي فإذا انزلق تيس 𝒎 𝟏𝟎سلم طوله   :مثال 

عن الحائط  𝒎 𝟖عندما يكون الطرف الاسفل على بعد   𝒎/𝒔 𝟐بمعدل  الطرف الاسفل مبتعدا عن الحائط

 :جد 

 1/د2012   2/د2014وزاري   السلم والارض .  بينسرعة تغير الزاوية ( 2 معدل انزلاق الطرف العلوي ( 1

 عند اية لحظة  نفرض: الحل 

𝒙عد الطرف الاسفل عن الحائط هو بُ          =  

𝒚    عد الطرف الاعلى عن الارض هوبُ          = 

𝛉     قياس الزاوية بين السلم والارض          =   

معدل تغير بعد الطرف الاسفل عن الحائط    
𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟐   

1) 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 =  𝟏𝟎𝟎   𝟔𝟒 + 𝒚𝟐 =  𝟏𝟎𝟎 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟑𝟔     ,   𝒙 = 𝟖    𝒚 =  𝟔 

     𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 =  نشتق الطرفين    𝟏𝟎𝟎 

     𝟐𝒙 
𝒅𝒙

𝒅𝒕
 +  𝟐 𝒚 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎   𝟐(𝟖)(𝟐) + 𝟐(𝟔)

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎 ⟹ 𝟑𝟐 + 𝟏𝟐 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎 ⟹ 𝟏𝟐

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= −𝟑𝟐 

    
𝒅𝒚

𝒅𝒕
=
−𝟖

𝟑
𝒎/𝒔   

معدل انزلاق الطرف العلوي 
𝟖

𝟑
𝒎/𝒔 =   

2) 𝐬𝐢𝐧  = 
𝒚

𝟏𝟎
⟹ 𝐜𝐨𝐬  

𝒅

𝒅𝒕
= 

𝟏

𝟏𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒕 
                    𝒄𝒐𝒔 𝜽 =

 المجاور

الوتر
=

𝒙

𝟏𝟎
نعوض     

    
𝒙

𝟏𝟎

𝒅

𝒅𝒕
 =

𝟏

𝟏𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒕
                            ,                

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=
−𝟖

𝟑
 𝒙 = 𝟖  ومن تعويض القيم 

    
𝟖

𝟏𝟎

𝒅𝜽

𝒅𝒕
= 

𝟏

𝟏𝟎
(
−𝟖

𝟑
)= 

−𝟏

𝟑
  𝒓𝒂𝒅/ 𝒔  سرعة تغير الزاوية بين السلم والارض 

𝒙𝟐 نقطة تتحرك على الدائرة  :مثال  + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 + 𝟑 = فاذا كان معدل تغير الاحداثي السيني  𝟎

,𝒑(𝟏عند النقطة   𝟑𝒄𝒎/𝒔𝒆𝒄لها   جد معدل التغير في الاحداثي الصادي عند نفس النقطة .  (𝟐

 الحل : 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 + 𝟑 = 𝟎  𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝟐𝒚 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝟒

𝒅𝒙

𝒅𝒕
− 𝟔

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝟎 = 𝟎 

 𝒑(𝟏, 𝟐)       ,      
𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟑      ,     

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= ? 

𝟐(𝟏)(𝟑) + 𝟐(𝟐)
𝒅𝒚

𝒅𝒕
 +  𝟒(𝟑) − 𝟔 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎   𝟔 + 𝟒 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝟏𝟐 − 𝟔

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎 

𝟏𝟖 − 𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎 

10m 
 𝑦حائط 

𝑥 ارض  
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𝟏𝟖 =  𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒕
  
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟗𝒄𝒎/𝒔𝒆𝒄 

مغطى بطبقة من الجليد بحيث شكله يبقى مكعب ، فإذا بدأ الجليد  𝒄𝒎 𝟖مكعب صلد طول حرفه  :مثال 

𝟏𝒄𝒎فجد معدل النقصان بسمك الجليد في اللحظة التي يكون فيها هذا السمك  𝒄𝒎𝟑/𝒔 𝟔بالذوبان بمعدل  =  

 الحل : 

t 𝒙نفرض سمك الجليد في اي زمن  =  

t 𝒗نفرض حجم الجليد في اي زمن  =  

المطلوب حساب  
𝒅𝒙

𝒅𝒕
𝒙عندما       = 𝟏  ،

𝒅𝒗

𝒅𝒕
= −𝟔𝒄𝒎𝟑/𝒔  

 حجم المكعب الاصلي  –حجم الجليد = حجم المكعب المغطى بالجليد 

𝒗 = (𝟖 + 𝟐𝒙)𝟑  نشتق بالنسبة للزمن     𝟑(𝟖) −

𝒅𝒗

𝒅𝒕
= 𝟑(𝟖 + 𝟐𝒙)𝟐. (𝟐)

𝒅𝒙

𝒅𝒕
− 𝟎 ⟹ −𝟔 = 𝟔(𝟖 + 𝟐(𝟏))

𝟐 𝒅𝒙

𝒅𝒕
 ⟹ −𝟏 = (𝟏𝟎)𝟐

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
=

−𝟏

𝟏𝟎𝟎
 𝒄𝒎/𝒔    

.𝟎معدل النقصان في سمك الجليد  𝟎𝟏𝒄𝒎/𝒔 =  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  3)– (2حل تمارين 

سلم يستند طرفه الاسفل على ارض افقية وطرفه الاعلى على حائط رأسي فاذا انزلق الطرف الاسفل مبتعداً  : 1س

فجد معدل انزلاق الطرف العلوي عندما يكون قياس الزاوية بين السلم والارض تساوي  2m/sعن الحائط بمعدل 


𝟑
 . 

  :الحل 

 

𝒛𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐              𝒕 نشتق بالنسبة للزمن  

𝟎 = 𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝟐𝒚

𝒅𝒚

𝒅𝒕
……… . (𝟏) 

𝒕𝒂𝒏 𝜽 =
𝒚

𝒙
⟹ 𝒕𝒂𝒏 



𝟑
=
𝒚

𝒙
⟹√𝟑 =

𝒚

𝒙
⟹ 𝒚 = √𝟑 𝒙    ( 1نعوض في معادلة)  

𝟐𝒙(𝟐) + 𝟐√𝟑 𝒙 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎 

𝟒𝒙 + 𝟐√𝟑 𝒙 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎 ⟹ 𝟐√𝟑 𝒙 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= −𝟒𝒙 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=
−𝟒𝒙

𝟐√𝟑 𝒙 
⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒕
=
−𝟐

√𝟑
 𝒎/𝒔  

 

𝒛 𝒚 

𝒙 
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.𝟕عمود طوله  : 2س 𝟐 𝒎   𝟏في نهايته مصباح يتحرك رجل طوله. 𝟖 𝒎  مبتعدا عن العمود وبسرعة  

𝟑𝟎 𝒎/𝒎𝒊𝒏   . 1/ د 2013وزاري    جد معدل تغير طول ظل الرجل  

  : الحل 

𝒙نفرض بعد الرجل عن العمود  = 

𝒚ل ــــــــنفرض طول ظل الرج = 

 او من تشابه المثلثين نحصل على   (𝒕𝒂𝒏)من استعمال  

 

𝒕𝒂𝒏 𝜽 =  
𝟕.𝟐

𝒙+𝒚
 في المثلث الكبير        

𝒕𝒂𝒏 𝜽 =  
𝟏.𝟖

𝒚
 في المثلث الصغير        

𝟕. 𝟐

𝒙 + 𝒚
=
𝟏. 𝟖

𝒚
 ⟹

𝟒

𝒙 + 𝒚
=
𝟏

𝒚
 

t         𝟒𝒚  نشتق بدلالة  = 𝒙 + 𝒚 ⟹ 𝟑𝒚 = 𝒙        

𝟑 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
⟹ 𝟑 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟑𝟎 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟏𝟎  𝒎/𝒎𝒊𝒏     معدل تغيير طول ظل الرجل 

𝒚 نقطة تتحرك على القطع المكافيء Mلتكن  : 3س = 𝒙𝟐 احداثي النقطة  جدM  عندما يكون المعدل الزمني

, 𝟎)لأبتعادها عن النقطة 
𝟑

𝟐
 2/د2012وزاري .   Mيساوي ثلثي المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي للنقطة  (

  :الحل 

∈لتكن النقطة  𝑴(𝒙 , 𝒚)                للقطع المكافيء
𝒅𝒔

𝒅𝒕
=
𝟐

𝟑

𝒅𝒚

𝒅𝒕
 M المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي للنقطة 

, 𝑵(𝟎لتكن النقطة 
𝟑

𝟐
)  

S  المسافة بين𝐌 , 𝐍  

 

𝑴𝑵̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
𝟐 + ( 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)

𝟐   

𝑺 = √(𝒙 − 𝟎)𝟐 + ( 𝒚 −
𝟑

𝟐
)𝟐 

  𝐒 = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟑𝒚 +
𝟗

𝟒
                    𝒚 = 𝒙𝟐  نضع   

𝑺 = √𝒚 + (𝒚𝟐 − 𝟑𝒚 +
𝟗

𝟒
)  ⟹  𝑺 = √𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 +

𝟗

𝟒
 

𝟕. 𝟐𝒎  

𝟏. 𝟖 

𝒙 + 𝒚 

𝒚 𝒙 

𝑵 (𝟎 ,
𝟑

𝟐
) 

𝑴 (𝒙 , 𝒚) 
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𝒅𝒔

𝒅𝒕
=  

𝟐𝒚
𝒅𝒚
𝒅𝒕
− 𝟐

𝒅𝒚
𝒅𝒕

𝟐√𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 +
𝟗
𝟒

⟹
𝟐

𝟑

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=

𝟐  
𝒅𝒚
𝒅𝒕
(𝒚 − 𝟏)

𝟐 (𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 +
𝟗
𝟒)
𝟏
𝟐

⟹
𝟐

𝟑
=

 (𝒚 − 𝟏)

 √𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 +
𝟗
𝟒

 

 𝟐 √𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 +
𝟗

𝟒
= 𝟑(𝒚 −  بتربيع الطرفين   (𝟏

𝟒(𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 +
𝟗

𝟒
) = 𝟗( 𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 + 𝟏)  

𝟒𝒚𝟐  − 𝟖𝒚 + 𝟗 = 𝟗𝒚𝟐 − 𝟏𝟖𝒚 + 𝟗 ⟹ 𝟒𝒚𝟐  − 𝟗𝒚𝟐 − 𝟖𝒚 + 𝟏𝟖𝒚 + 𝟗 − 𝟗 = 𝟎  

[−𝟓𝒚𝟐  +  𝟏𝟎𝒚 = 𝟎]    ( −𝟓 )  ⟹ 𝒚𝟐  − 𝟐𝒚 = 𝟎  

𝒚(𝒚 − 𝟐) = 𝟎 

𝒚    أما = 𝟎 ⟹ 𝒙 =   تهمل  (𝟎,𝟎)                               𝟎

𝒚    أو = 𝟐⟹ 𝒙 = ∓√𝟐                      𝐌( ∓√𝟐 , 𝟐 )  

𝒙𝟐جد النقطة التي تنتمي للدائرة : 4س + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟖𝒚 = والتي عندها يكون المعدل الزمني   𝟏𝟎𝟖

 3/د 2012وزاري    .   tبالنسبة للزمن  𝒚يساوي المعدل الزمني لتغير  𝒙لتغير 

 :الحل 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
=
𝒅𝒚

𝒅𝒕
 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟖𝒚 = 𝟏𝟎𝟖……… .  العلاقة المعطاة      (𝟏)

𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝟐𝒚

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝟒

𝒅𝒙

𝒅𝒕
− 𝟖

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎                 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
بـ       
𝒅𝒙

𝒅𝒕
نعوض بدل كل             

𝟐𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝟐𝒚 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝟒

𝒅𝒚

𝒅𝒕
− 𝟖 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒕
( 𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟒 − 𝟖) = 𝟎  


𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 +  𝟐𝒚 +  𝟒 − 𝟖 = 𝟎 ⟹ [𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟒 = 𝟎] ÷ 𝟐  

 𝒙 + 𝒚 − 𝟐 = 𝟎 ⟹  𝒚 = 𝟐 − 𝒙… . .   معادلة عوضها في معادلة الدائرةن (1)               (𝟐)

𝒙𝟐 + (𝟐 − 𝒙)𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟖 ( 𝟐 − 𝒙) = 𝟏𝟎𝟖  

𝒙𝟐 + 𝟒 − 𝟒𝒙 + 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏𝟔 + 𝟖𝒙 − 𝟏𝟎𝟖 = 𝟎  

[𝟐𝒙𝟐  +  𝟖𝒙 − 𝟏𝟐𝟎 = 𝟎 ]  𝟐 ⟹ 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟔𝟎 = 𝟎 ⟹ (𝒙 + 𝟏𝟎) ( 𝒙 − 𝟔) = 𝟎 

𝒙       اما = −𝟏𝟎     (2)   نعوضها في 

𝒚 = 𝟐 + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟐 ⟹ (−𝟏𝟎 , 𝟏𝟐 )   
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𝒙       أو = 𝟔           (2)   نعوضها في 

𝒚 = 𝟐 − 𝟔 = −𝟒 ⟹ (𝟔,−𝟒)  

(−𝟏𝟎 , 𝟏𝟐 ) , النقطتان هما   ( 𝟒−,𝟔 ) ∴ 

متوازي سطوح مستطيلة ابعاده تتغير بحيث تبقى قاعدته مربعة الشكل ، يزداد طول ضلع القاعدة :  5س

.𝟎)بمعدل  𝟑 𝒄𝒎/𝒔)  𝟎)وارتفاعه يتناقص بمعدل. 𝟓 𝒄𝒎/𝒔)  جد معدل تغير الحجم عندما يكون طول

 .   𝒄𝒎 𝟑والارتفاع  𝒄𝒎 𝟒القاعدة 

t 𝒙في اي زمن  نفرض طول القاعدة  الحل /  =      
𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟎. 𝟑 

t 𝒚ه في اي زمن نفرض ارتفاع             =             
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎. 𝟓 

t 𝒗في اي زمن  نفرض الحجم             =               

  = الارتفاع×  العرض× الطول الحجم  

                                                                  𝒗 = 𝒙𝟐. 𝒚 

                                                             
𝒅𝒗

𝒅𝒕
= 𝒙𝟐.

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝒚. 𝟐𝒙 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 

                 
𝒅𝒗

𝒅𝒕
= (𝟒)𝟐. ( −𝟎. 𝟓) + ( 𝟑)(𝟐)(𝟒)(𝟎. 𝟑) 

 
𝒅𝒗

𝒅𝒕
= 𝟏𝟔. (−𝟎. 𝟓) + 𝟕. 𝟐 =  −𝟖 + 𝟕. 𝟐 = −𝟎. 𝟖 cm3/s 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 حلول الاسئلة الوزارية حول المعادلات المرتبطة

كل منهما في طريق  m. تحركت سيارتان من نقطة  m: طريقان متعامدان يلتقيان في  1د/ 2009سؤال وزاري 

. جد معدل الابتعاد  km/h 60ومعدل سرعة السيارة الثانية  km/h 80وكان معدل سرعة السيارة الاولى 

 .  mبين السيارتين بعد ربع ساعة من بدء الحركة من 

الحل / 
𝒅𝒛

𝒅𝒕
=?     

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟔𝟎 𝒌𝒎\𝒉          

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟖𝟎 𝒌𝒎\𝒉       

𝒌𝒎 𝟐𝟎 المسافة التي قطعتها السيارة الاولى بعد ربع ساعة     = 𝟖𝟎 ×
𝟏

𝟒 
=  

𝟔𝟎المسافة التي قطعتها السيارة الثانية بعد ربع ساعة                ×
𝟏

𝟒 
= 𝟏𝟓 𝒌𝒎 = 

= المسافة الزمن  ×   السرعة 

  𝒙 =  𝟐𝟎    , 𝒚 = 𝒛𝟐      فيثاغورس                 𝟏𝟓  = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐   

𝒛𝟐 = (𝟐𝟎)𝟐 + (𝟏𝟓)𝟐 = 𝟒𝟎𝟎 + 𝟐𝟐𝟓 = 𝟔𝟐𝟓 ⟹ 𝒛𝟐 = 𝟔𝟐𝟓 ⟹ 𝒛 = 𝟐𝟓                             

𝒚 

𝒙 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟎. 𝟓 

𝒙 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟎. 𝟑 

𝐳 

𝒙 

𝐲 

𝒎 

  2سيارة

  1سيارة
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𝟐𝒛 .
𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 𝟐𝒙 .

𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝟐𝒚 .

𝒅𝒚

𝒅𝒕
 ]  ÷ 𝟐 

𝒛 .
𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 𝒙 .

𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝒚 .

𝒅𝒚

𝒅𝒕
 

𝟐𝟓 
𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 𝟐𝟎 (𝟖𝟎) + 𝟏𝟓 (𝟔𝟎) 

𝟐𝟓 
𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 𝟏𝟔𝟎𝟎 + 𝟗𝟎𝟎 ⟹ 𝟐𝟓 

𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 𝟐𝟓𝟎𝟎 ⟹ 

𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 

𝟐𝟓𝟎𝟎

𝟐𝟓
= 𝟏𝟎𝟎 𝒌𝒎\𝒉     

( يرتكز على حائط شاقولي ، فإذا كان تحرك الطرف الاسفل للسلم m 13: سلم طوله )2/ د2009سؤال وزاري 

. جد معدل أنزلاق الطرف الاعلى للسلم عن الارض في اللحظة التي يكون  𝐦/𝐬 𝟒مبتعداً عن الحائط بمعدل 

 من الحائط .  𝟓𝒎فيها الطرف الاسفل على بعد 

الحل : 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
=?        

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟒 𝒎/𝒔      

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔𝟗 ⇒ 𝟐𝟓 + 𝒚𝟐 = 𝟏𝟔𝟗 ⇒  𝒚𝟐 = 𝟏𝟒𝟒            

                                                             ∴ 𝒚 = 𝟏𝟐 𝒎 

                                                   𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+  𝟐𝒚 

𝒅𝒚

𝐝𝐭
= 𝟎 ]  ÷ 𝟐 

        𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+   𝒚 

𝒅𝒚

𝐝𝐭
= 𝟎 ⇒ 𝟓 (𝟒) +  𝟏𝟐

𝒅𝒚

𝐝𝐭
= 𝟎 

 𝟐𝟎 + 𝟏𝟐 
𝒅𝒚

𝐝𝐭
= 𝟎 ⇒ 𝟏𝟐 

𝒅𝒚

𝐝𝐭
= −𝟐𝟎 

𝒅𝒚

𝐝𝐭
=
−𝟐𝟎

𝟏𝟐
 →
𝒅𝒚

𝐝𝐭
=
−𝟓

𝟑 
𝒎/𝒔 

𝒙𝟐 : جد نقطة على الدائرة التي معادلتها 1د / 1996سؤال وزاري  + 𝒚𝟐 −  𝟒𝒙 = يكون عندها معدل 𝟒

 .  𝒙عدل إزدياد لم مساويا 𝒚إزدياد 

الحل :            
𝒅𝒚

𝒅𝒕
=
𝒅𝒙

𝒅𝒕
 

  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 −  𝟒𝒙 = 𝟒 …… . . (𝟏) 

  𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+  𝟐𝒚 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
−  𝟒 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟎          

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=
𝒅𝒙

𝒅𝒕
  نضع 

[𝟐𝒙
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+  𝟐𝒚 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
−  𝟒 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟎 ] ÷  𝟐 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 

∴ 𝒙 + 𝒚 − 𝟐 =  𝟎 ⇒ 𝒚 = 𝟐 − 𝒙 ……… . (𝟐)      (1نعوض في معادلة )   

𝒙𝟐 + (𝟐 − 𝒙)𝟐 −  𝟒𝒙 = 𝟒 ⇒  𝒙𝟐 + 𝟒 − 𝟒𝒙 + 𝒙𝟐 −  𝟒𝒙 = 𝟒  

𝟐𝒙𝟐 −  𝟖𝒙 = 𝟎 ]  ÷ 𝟐  ⇒  𝒙𝟐 −  𝟒𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒙(𝒙 − 𝟒) =  𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒚 = 𝟐 − 𝟎 ⇒ 𝒚 = 𝟐                           (𝟎 ,  النقطة  (𝟐

13 m 

𝒚 

𝒙 
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𝒐𝒓   𝒙 –  𝟒 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟒 ⇒ 𝒚 = 𝟐 − 𝟒 ⇒ 𝒚 =  −𝟐    (𝟒 ,  النقطة (𝟐−

( عن m 3أجتازت أشارة مرورية حمراء إرتفاعها ) (𝐦/𝐬 𝟑𝟎) بسرعة : سيارة تسير1د/ 1997 سؤال وزاري

( أصطدمت بسيارة أخرى نتيجة عدم الالتزام بقوانين 𝒎 𝟑√𝟑سطح الارض وبعد أن أبتعدت عنها مسافة )

 المرور جد سرعة تغير المسافة بين السيارة والاشارة الضوئية . 

الحل : 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= ?   ,   

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟑𝟎 𝒎/𝒔   ,   𝒚 = 𝟑√𝟑 𝒎  

𝒚𝟐 = 𝒙𝟐 +  𝟗     

                                         (𝟑√𝟑)
𝟐
= 𝒙𝟐 +  𝟗 ⇒ 𝟐𝟕 = 𝒙𝟐 +  𝟗  

𝒙𝟐 = 𝟏𝟖  ⇒   𝒙 = 𝟑√𝟐 

                                 [2y 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟐𝒙 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 ]  ÷ 𝟐  

                             𝟑√𝟑
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟑√𝟐(𝟑𝟎) ⇒ ∴  

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=  
𝟑𝟎 √𝟐

√𝟑
  𝒎/𝒔 

.𝟎): اسطوانة دائرية قائمة يزداد ارتفاعها بمعدل 2د/  2000سؤال وزاري  𝟓 𝒄𝒎/𝒔)   بحيث يظل حجمها

 .   cm 5( جد معدل تغير نصف قطر القاعدة عندما يكون الارتفاع 𝟑𝟐𝟎𝝅 𝒄𝒎𝟑) مساويا ادائم

 الحل :

  𝒉 = 𝟓 𝒄𝒎    ,      
𝒅𝒓

𝒅𝒕
= ?       ,    𝒗 = 𝟑𝟐𝟎𝛑 𝒄𝒎𝟑     ,   

𝒅𝒉

𝒅𝒕
= 𝟎. 𝟓 𝒄𝒎/𝒔   

𝒗 =  𝝅 𝒓𝟐𝒉 ⇒ 𝟑𝟐𝟎𝝅 = 𝝅 𝒓𝟐𝒉 ⇒ 𝟑𝟐𝟎 = 𝒓𝟐𝒉  العلاقة       

 𝒉 =  𝟓 ⇒  𝟑𝟐𝟎 = (𝟓) 𝒓𝟐  ⇒  𝒓𝟐 = 𝟔𝟒 ⇒ 𝒓 = 𝟖 𝒄𝒎  

 𝟑𝟐𝟎 = 𝒓𝟐𝒉 
نشتق

⇒ 𝟎 =  𝒓𝟐
𝒅𝒉

𝒅𝒕
+  𝒉 . 𝟐𝒓 .

𝒅𝒓

𝒅𝒕
 

𝟎 = 𝟔𝟒 . (𝟎. 𝟓) +  𝟓 . (𝟏𝟔).
𝒅𝒓

𝒅𝒕
 

𝟖𝟎 
𝒅𝒓

𝒅𝒕
=  −𝟑𝟐 ⇒  

𝒅𝒓

𝒅𝒕
=  
−𝟑𝟐

𝟖𝟎
=  
−𝟐

𝟓
 𝒄𝒎/𝒔 

خزان على شكل مخروط دائري قائم رأسه الى الاسفل ، طول نصف قطر  : يراد ملئ 1/ د 2018س وزاري 

جد سرعة ،  𝒎𝟑/𝒎𝒊𝒏 𝟐، فاذا كان معدل ملئ الماء  (𝒎 𝟏𝟎) ( والارتفاع يساوي𝒎 𝟓قاعدته يساوي )

  . (𝒎 𝟔) ارتفاع الماء عندما يكون ارتفاع الماء يساوي

 الحل : 

𝒓نفرض نصف قطر المخروط  =  

𝒉نفرض الارتفاع  =  

𝒗نفرض الحجم  =                                                                                                                                                                                    

𝒚 

𝒙  السيارة

 

ℎ 

𝑟 
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𝒗 = 
𝟏

𝟑
𝝅𝒓𝟐𝒉………(𝟏) 

𝒕𝒂𝒏 𝜽 = 
𝒓

𝒉
= 

𝟓

𝟏𝟎
⟹ 

𝒓

𝒉
= 
𝟏

𝟐
⟹ 𝟐𝒓 = 𝒉 ⟹ 𝒓 =  

𝟏

𝟐
𝒉. . … . . (      1( في )2نعوض )    (𝟐)  

𝒗 = 
𝟏

𝟑
𝝅(
𝟏

𝟐
𝒉)𝟐𝒉 

𝒗 =
𝟏

𝟑
𝝅 
𝟏

𝟒
𝒉𝟐.  𝒉 ⟹ 𝒗 =

𝝅

𝟏𝟐
𝒉𝟑  نشتق 

𝒅𝒗

𝒅𝒕
=

𝝅

𝟏𝟐
𝟑𝒉𝟐

𝒅𝒉

𝒅𝒕
 ⟹  

𝒅𝒗

𝒅𝒕
=
𝝅

𝟒
(𝟔)𝟐

𝒅𝒉

𝒅𝒕
   

𝒅𝒗

𝒅𝒕
=
𝒅𝒗

𝒅𝒕
=
𝝅

𝟒
𝟑𝟔
𝒅𝒉

𝒅𝒕
⟹ 𝟐 = 𝟗𝝅

𝒅𝒉

𝒅𝒕

𝒅𝒉

𝒅𝒕
=
𝟐

𝟗𝝅
 𝒎/𝒎𝒊𝒏  

 

 

وحدة مربعة فإذا أزداد طول  (𝝅 𝟔𝟎)قطعة معدنية على شكل قطع ناقص بمساحة ثابتة تساوي  :مثال 

.𝟎)محوره الاصغر بمعدل  وحدة طول / دقيقة فجد معدل النقصان في طول محوره الاكبر عندما يكون  (𝟐

 ( وحدة طول . 12طول محوره الاصغر )

 الحل : 

𝟐𝒂نفرض طول المحور الاكبر  =           

𝟐𝒃نفرض طول المحور الاصغر  =          

𝑨العلاقة هي قانون المساحة للقطع الناقص  = 𝒂𝒃𝝅     

نشتق العلاقة أعلاه 
𝒅𝑨

𝒅𝒕
= 𝒂 

𝒅𝒃

𝒅𝒕
𝝅 + 𝒃 𝝅 

𝒅𝒂

𝒅𝒕
التغير بالمساحة                           (𝟏)……

𝒅𝑨

𝒅𝒕
=  لأنها ثابتة   𝟎

𝟐𝒃 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝒃 = 𝟔 

𝑨 = 𝒂𝒃𝝅 ⟹ 𝟔𝟎𝝅 = 𝒂 (𝟔 𝝅) ⟹ 𝒂 =
𝟔𝟎𝝅

𝟔 𝝅
= (1نعوض في )  𝟏𝟎  

𝟎 = (𝟏𝟎)(𝟎. 𝟐) 𝝅 + 𝟔 𝝅 
𝒅𝒂

𝒅𝒕
⟹ 𝟔 𝝅 

𝒅𝒂

𝒅𝒕
= −𝟐𝝅 ⟹

𝒅𝒂

𝒅𝒕
=
−𝟐𝝅

𝟔𝝅
=
−𝟏

𝟑
 

معدل النقصان في طول محوره الأكبر    ∴
𝟏

𝟑
 وحدة طول / دقيقة   =

 

 

 

 

 

𝟓 𝒎 

𝑟 

𝒉 

𝑟 

𝟏𝟎 
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  مبرهنتا رول والقيمة المتوسطة

  (𝑹𝒐𝒍𝒍𝒆′𝒔 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎)مبرهنة رول 

 𝒇  ذا كانت الدالةا

, 𝒂]مستمرة في الفترة المغلقة  (1 𝒃]  

, 𝒂)قابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة  (2 𝒃) 

3) 𝒇 (𝒃) = 𝒇 (𝒂) 

𝒇́(𝒄)وتحقق   (a , b)الى  تنتمي cفإنه يوجد على الاقل قيمة واحدة       = 𝟎 

 ( هذه النظرية تعني هندسيا وجود نقطة واحدة على الاقل تنتمي للمنحني وتكون موازية لمحور السينات.1 ملاحظات :

 ( عند عدم توفر أحد الشروط الثلاثة فإن مبرهنة رول لا تنطبق . 2               

 : الممكنة cجد قيمة ثم  قق لكل من الدوال التاليةحبين هل أن مبرهنة رول تت :مثال 

a) 𝒇 (𝒙) =  (𝟐 − 𝒙)𝟐    ,    𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟒] 

, 𝟎]الدالة مستمرة على الفترة ( 1الحل :   لأنها كثيرة حدود  [𝟒

, 𝟎)( الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 2            لأنها كثيرة حدود  (𝟒

 𝒇 (𝟒)  ,   𝒇 (𝟎)( نجد 3          

𝒇 (𝟎) =  (𝟐 − 𝟎)𝟐 = 𝟒  ,   𝒇 (𝟒) =  (𝟐 − 𝟒)𝟐 = (−𝟐)𝟐 =  𝟒     

𝒇 (𝟎) = 𝒇 (𝟒)  ضمن الفترة المعطاةتحقق مبرهنة رول   𝒇الدالة      ∴

𝒇́(𝒙) = 𝟐 (𝟐 − 𝒙)(−𝟏) =  −𝟐 (𝟐 − 𝒙) 

 𝒇́(𝒄) =  −𝟐 (𝟐 − 𝒄)    

 −𝟐 (𝟐 − 𝒄) = 𝟎 ]  ÷  −𝟐  

𝟐 − 𝒄 = 𝟎  ⟹ ∴ 𝒄 = 𝟐   ∈ (𝟎 , 𝟒) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

b) 𝒇 (𝒙) =  𝟗𝒙 +  𝟑𝒙𝟐 − 𝒙𝟑   , 𝒙 ∈ [−𝟏 , 𝟏] 

, 𝟏−] الدالة مستمرة على الفترة( 1الحل :   لأنها كثيرة حدود  [𝟏

, 𝟏−)الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة ( 2            لأنها كثيرة حدود   (𝟏

,   𝒇(−𝟏)( نجد 3          𝒇(𝟏) 

𝒇 (−𝟏) =  𝟗(−𝟏) +  𝟑(−𝟏)𝟐 − (−𝟏)𝟑 = −𝟗 + 𝟑 + 𝟏 =  −𝟓  

𝑓(𝑎) 

𝑔 = 𝑓(𝑎) 

𝑓́ = 0  
𝑓́ = 0  

𝑓́ = 0  

𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑓(𝑏) 
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𝒇 (𝟏) =  𝟗(𝟏) +  𝟑(𝟏)𝟐 − (𝟏)𝟑 =  𝟗 + 𝟑 − 𝟏 =  𝟏𝟏  

 𝒇 (−𝟏) ≠ 𝒇 (𝟏)  لأن الشرط الثالث لم يتحققلا تحقق مبرهنة رول  𝒇الدالة    ∵

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

c) 𝒇 (𝒙) =  {
𝒙𝟐 + 𝟏     𝒙 ∈ [−𝟏 , 𝟐]

−𝟏                𝒙 ∈ [−𝟒 ,−𝟏]
 

, 𝟒−]الحل : مجال الدالة  𝟐] =  

𝐥𝐢𝐦
𝒙 →−𝟏+

(𝒙𝟐 + 𝟏) = (−𝟏)𝟐 + 𝟏 = 𝟐 = 𝑳𝟏 

𝐥𝐢𝐦
𝒙 →−𝟏−

−𝟏 = −𝟏 =  𝑳𝟐                     ∴  𝐋𝟏  ≠  𝐋𝟐 

= 𝒙مستمرة لأن الغاية غير موجودة عند  غيرالدالة  ∴  وهو الحد الفاصل للفترة  𝟏−

 لا تحقق مبرهنة رول    𝒇  الدالة ∴

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

d) 𝒇 (𝒙)  =  𝒌   , 𝒙  ∈ [𝒂 , 𝒃] 

, 𝐚]الدالة مستمرة على الفترة  (1الحل :  𝐛]  لأنها دالة ثابتة . 

 لأنها كثيرة الحدود .  (a , b)قابلة للاشتقاق على الفترة ( الدالة 2          

          3)𝒇(𝒂) = 𝒌     ,     𝒇 (𝒃)  =  𝒌     ,    𝒇 (𝒂)  =  𝒇 (𝒃)  =  𝒌          

, 𝐚)يمكن أن تكون اي قيمة ضمن الفترة  𝒄الدالة تحقق شروط مبرهنة رول وإن قيمة  ∴ 𝐛)  . 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :بين أن هذه الدوال لا تحقق مبرهنة رول  :مثال 

1) 𝒇 (𝒙) =  √𝒙𝟐 − 𝟗            , 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟓] 

, 𝟎]الدالة غير مستمرة على ( 1الحل :   الدالة غير معرفة .  لأن [𝟓

, 𝟎) على للاشتقاق قابلة الدالة غير ( 2    𝒙عند  غير معرفة لأنها  (𝟓 = 𝟑  . 

 الدالة لا تحقق مبرهنة رول ∴

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2) 𝒇 (𝒙) =  
𝟑𝒙

𝟐𝒙−𝟒
         ,     𝒙 ∈ [−𝟏 , 𝟑] 

= 𝒙( الدالة غير مستمرة عند 1الحل :  𝟐،    غير معرفة لأنها  𝟐  ∈ [−𝟏 , 𝟑]  

= 𝒙لأنها غير معرفة عند غير قابلة للاشتقاق ( الدالة 2            𝟐 . 

 الدالة لا تحقق مبرهنة رول   ∴

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3) 𝒇 (𝒙) =  √𝒙 − 𝟒
𝟑

    ,   𝒙 ∈ [−𝟏 , 𝟓] 

, 𝟏−]دالة مستمرة على ( ال1الحل :  𝟓]    
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, 𝟏−)على  الدالة غير قابلة للاشتقاق( 2           𝒙لأنها غير معرفة عند   (𝟓 = 𝟒 

 الدالة لا تحقق مبرهنة رول   ∴

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝟎الدالة  التي تجعل 𝒙مستمرة على اي فترة ، ولكنها غير قابلة للاشتقاق عند  الدالة المطلقة دائما ملاحظة : =  . 

𝒇(𝒙)هل أن الدالة  :مثال  = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙    ,   𝒙 ∈ [
−𝝅

𝟒
  ,
𝝅

𝟒
 إن أمكن ؟  cتحقق شروط مبرهنة رول ثم جد  [

]على مستمرة الدالة ( 1الحل : 
−𝝅

𝟒
  ,
𝝅

𝟒
]  

]ومعرفة على  قابلة للاشتقاق( الدالة 2   
−𝝅

𝟒
  ,
𝝅

𝟒
]  

,𝒇(𝒂)( نجد 3    𝒇(𝒃)                 𝒇 (𝒂) = 𝒇 (−
𝝅

𝟒
) = 𝒄𝒐𝒔 𝟐 (−

𝝅

𝟒
) = 𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟐
= 𝟎   

                                                          𝒇 (𝒃) = 𝒇 (
𝝅

𝟒
) = 𝒄𝒐𝒔 𝟐 (

𝝅

𝟒
) = 𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟐
= 𝟎 

𝒇 (𝒂) = 𝒇 (𝒃) 

𝒇́(𝒙) =  −𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙  

𝒇́(𝒄) =  −𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒄 ⟹ 𝒇́(𝒄) =  𝟎  

−𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒄 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒄 = 𝟎 ⟹ 𝒄 = 𝟎    ,    𝟎  ∈ (−
𝝅

𝟒
,
𝝅

𝟒
) 

𝟐𝒄 = 𝝅 ⟹ 𝒄 =
𝝅

𝟐
 ∉ (−

𝝅

𝟒
,
𝝅

𝟒
) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحقق شروط مبرهنة رول :  للدالة التي 𝒄  جد قيمة :مثال 

 الحل : 

 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙  

𝒇́(𝒙) =  𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝒇́(𝒄) =  𝒄𝒐𝒔 𝒄 − 𝒔𝒊𝒏 𝒄  ⟹ 𝒇́(𝒄) = 𝟎  

𝒄𝒐𝒔 𝒄 − 𝒔𝒊𝒏 𝒄 = 𝟎 ⟹ [𝒄𝒐𝒔 𝒄 = 𝒔𝒊𝒏 𝒄 ]  ÷ 𝒄𝒐𝒔 𝒄 ⟹ 𝟏 = 𝒕𝒂𝒏 𝒄  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒄 =  
𝝅

𝟒
 ∈ (𝟎 ,

𝛑

𝟐
)     𝒐𝒓      𝒄 =  

𝟓𝝅

𝟒
 ∉  (𝟎 ,

𝛑

𝟐
) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒇 (𝒙)اذا كانت الدالة  :مثال  = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏   , 𝒙 ∈ [𝒂 ,  𝒂تحقق شروط المبرهنة رول جد قيمة  [𝟑

 الحل : 

    الدالة تحقق شروط مبرهنة رول∵ 
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∴ 𝒇 (𝒂) = 𝒇 (𝟑) 

 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂 + 𝟏 =    𝟑𝟐 + 𝟐 (𝟑) + 𝟏 ⟹ 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂 + 𝟏 =  𝟏𝟔  

𝒂𝟐 + 𝟐𝒂 − 𝟏𝟓 =    𝟎  

(𝒂 + 𝟓)(𝒂 − 𝟑) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒂 = − 𝟓    𝒐𝒓     𝒂 =  𝟑     غير ممكن يهمل

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒇 (𝒙)اذا كانت الدالة  :مثال  = 𝒂𝒙𝟐 − 𝒙𝟑    ,   𝒙 ∈ [−𝟐 ,  .  𝒂تحقق شروط مبرهنة رول جد قيمة  [𝟑

 الحل : 

∴ 𝒇 (−𝟐) = 𝒇 (𝟑) 

𝒂 (−𝟐)𝟐 − (−𝟐)𝟑 = 𝒂 (𝟑)𝟐 − (𝟑)𝟑 

𝟒𝒂 + 𝟖 = 𝟗𝒂 − 𝟐𝟕 ⟹ 𝟖 + 𝟐𝟕 = 𝟗𝒂 − 𝟒𝒂 ⟹ 𝟓𝒂 = 𝟑𝟓 ⟹ 𝒂 = 
𝟑𝟓

𝟓
= 𝟕  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 التي تحقق شروط مبرهنة رول للدوال الاتية :  𝒄 جد قيمة  :مثال 

1) 𝒇(𝒙) =  𝟖𝒙𝟐 − 𝒙𝟒    ,    𝒙 ∈ [−𝟑 , 𝟑] 

 الحل : 

 𝒇́(𝒙) =  𝟏𝟔𝒙 −  𝟒𝒙𝟑  

𝒇́(𝒄) = 𝟏𝟔𝒄 − 𝟒𝒄𝟑⟹ 𝒇́(𝒄) = 𝟎  

[𝟏𝟔𝒄 − 𝟒𝒄𝟑 = 𝟎 ]  ÷ 𝟒  

𝟒𝒄 − 𝒄𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒄 (𝟒 − 𝒄𝟐) = 𝟎    𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒄 = 𝟎    𝒐𝒓   𝒄𝟐 = 𝟒  ⟹ 𝒄 = ±𝟐  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2) 𝒇 (𝒙) =  
𝒙

𝒙𝟐+𝟒
   , 𝒙 ∈ [−𝟏 , 𝟑] 

 الحل : 

 𝒇́(𝒙) =
(𝒙𝟐+𝟒).(𝟏)− 𝒙 (𝟐𝒙)

(𝒙𝟐+𝟒)𝟐
= 

𝒙𝟐+𝟒−𝟐𝒙𝟐

(𝒙𝟐+𝟒)𝟐
⟹ 𝒇(𝒙) =

𝟒− 𝒙𝟐

(𝒙𝟐+𝟒)𝟐
 

 𝒇́(𝒄) =
𝟒−𝒄𝟐

(𝒄𝟐+𝟒)𝟐
⟹ 𝒇́(𝒄) = 𝟎  

𝟒−𝒄𝟐

(𝒄𝟐+𝟒)𝟐
=  𝟎 ⟹ 𝟒 − 𝒄𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟒 ⟹ ∴   𝒄 =  ±𝟐  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒄 =  𝟐 ∈ (−𝟏 , 𝟑)  𝒐𝒓  𝒄 =   تهمل 𝟐−

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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3)  𝒇 (𝒙) = 𝟓 − 𝒙𝟐  ∈ [−𝟑 , 𝟓] 

 الحل : 

 𝒇 (𝒂) = 𝒇 (−𝟑) = 𝟓 − (−𝟑)𝟐 = 𝟓 − 𝟗 = −𝟒                

 𝒇 (𝒃) = 𝒇 (𝟓) = 𝟔 − 𝟐 (𝟓) = 𝟔 − 𝟏𝟎 = −𝟒 

∴   𝒇 (𝒂) = 𝒇(𝒃) 

𝒇́(𝒙) = −𝟐𝒙   

𝒇́(𝒄) = −𝟐𝒄 ⟹ 𝒇́(𝒄) = 𝟎   

−𝟐𝒄 = 𝟎 ⟹ 𝒄 = 𝟎 ∈ (−𝟑 , 𝟓) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

4) 𝒇 (𝒙) =  𝒙
𝟐

𝟑 − 𝟐𝒙
𝟏

𝟑   , 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟖]               ,             𝒇 (𝒙) =  √𝒙𝟐
𝟑

− 𝟐√𝒙
𝟑  

 الحل : 

, 𝟎] الدالة مستمرة على  (1  لأنها معرفة  [𝟖

𝒇́(𝒙)( الدالة قابلة للاشتقاق  2 =  
𝟐𝒙

𝟑[ √𝒙
𝟑 ]
− 

𝟐

𝟑[ √𝒙𝟐
𝟑

]
, 𝟎)مقام المشتقة لا يساوي صفراً ضمن الفترة لأن    𝟖) 

,  𝒇(𝒂)( نجد 3 𝒇(𝒃)  

𝒇 (𝒂) = 𝒇 (𝟎) =  √(𝟎)𝟐
𝟑

− 𝟐√𝟎
𝟑
= 𝟎  

 𝒇 (𝒃) = 𝒇 (𝟖) =  √𝟖𝟐
𝟑

− 𝟐√𝟖
𝟑
= 𝟒 − 𝟒 = 𝟎  

∵ 𝒇 (𝒂) = 𝒇 (𝒃) 

 شروط مبرهنة رولالدالة تحقق  ∴ 

𝒇́(𝒙) =  
𝟐𝒙

𝟑[√𝒙
𝟑 ]

− 
𝟐𝒄

𝟑[√𝒙𝟐
𝟑

]
 

𝒇́(𝒄) =  
𝟐𝒄

𝟑[√𝒄
𝟑 ]

− 
𝟐

𝟑[√𝒄𝟐
𝟑

]
     ,     𝒇́(𝒄) = 𝟎   

𝟐𝒄

𝟑[√𝒄
𝟑 ]

− 
𝟐

𝟑[√𝒄𝟐
𝟑

]
= 𝟎 ⟹ 

𝟐 𝒄

𝟑[√𝒄
𝟑 ]

=
𝟐

𝟑[√𝒄𝟐
𝟑

]
  بالتكعيب     

𝒄

𝒄
=
𝟏

𝒄𝟐
⟹ 𝒄𝟑 = 𝒄 ⟹ 𝒄𝟑 − 𝒄 = 𝟎 ⟹ 𝒄(𝒄𝟐 − 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒄 = 𝟎     𝒐𝒓   𝒄𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒄 = ∓𝟏   

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 ؟الممكنة  cهل أن الدوال الاتية تحقق شروط مبرهنة رول ثم جد قيمة  :مثال 

1) 𝒇(𝒙) =  √𝟗 − 𝒙𝟐        𝒙 ∈ [𝟐 , 𝟑] 

 الحل : 

𝟗 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟗⟹ 𝒙 = ∓𝟑 

, 𝟑−]الدالة مستمرة على الفترة ا (1 , 𝟐] الجزئية مستمرة على الفترة فتكون [𝟑 𝟑] 

𝒚́ =  
−𝟐𝒙

𝟐√𝟗 − 𝒙𝟐
= 

−𝒙

√𝟗 − 𝒙𝟐
    

, 𝟑−)الدالة قابلة للاشتقاق على ( 2 , 𝟐)ففي هذه الحالة هي قابلة للاشتقاق على الفترة الجزئية  (𝟑 𝟑) 

,  𝒇(𝒂)(   نجد 3 𝒇(𝒃) 

 𝒇 (𝒂) = 𝒇 (𝟐) =  √𝟗 − (𝟐)𝟐 = √𝟓 

 𝒇 (𝒃) = 𝒇 (𝟑) =  √𝟗 − (𝟑)𝟐  =  √𝟗 − 𝟗 = 𝟎  ∴   𝒇(𝒂) ≠ 𝒇(𝒃) 

 (𝒄)لا يمكن ايجاد قيمة  ∴   رولمبرهنة لا تحقق شروط  ∴

2)  𝒇(𝒙) =  
𝒙𝟐−𝒙−𝟔 

𝒙−𝟏
     ,   𝒙 ∈ [−𝟐 , 𝟑] 

, 𝟐−]مستمرة على الدالة غير  (1 = 𝒙عند لأنها غير معرفة   [𝟑 𝟏 

 الدالة لا تحقق شروط مبرهنة رول ∴

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3) 𝒇 (𝒙) =  
𝒙+𝟑

𝒙−𝟒
    ,   𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟑] 

, 𝟏]  علىمستمرة الدالة  (1  ،   لأنه لا يوجد عدد ضمن الفترة المعطاة يجعل المقام = صفر    [𝟑−

, 𝟏) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة  (2 −𝟑) 

,  𝒇(𝒂)نجد    (3 𝒇(𝒃) 

  𝒇(𝟏) =  
𝟏+𝟑

𝟏−𝟒
= 

𝟒

−𝟑
  , 𝒇 (𝟑) =  

𝟑+𝟑

𝟑−𝟒 
=

𝟔

−𝟏
= −𝟔  

  𝒇 (𝟏) ≠ 𝒇 (𝟑) رول لأن شروط مبرهنة الدالة لا تحقق    ∴ 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

4)  𝒇 (𝒙) =  {
𝟓 − 𝒙𝟐        𝒙 ∈ [−𝟑 , 𝟓]

𝟔 − 𝟐𝒙      𝒙 ∈ (𝟏 , 𝟓)
 

 الحل : 

, 𝟑−]أولًا : الاستمرارية لمجال الدالة هي  𝟓] 

𝟏) 𝒇(𝟏) = 𝟒 − 𝟏 = 𝟒  
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𝟐) 𝑳𝟏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏
(𝟔 − 𝟐𝒙) = 𝟔 − 𝟐(𝟏) = 𝟒  

     𝑳𝟐 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏
(𝟓 − 𝒙𝟐) = 𝟓 − 𝟏 = 𝟒              ,               𝑳𝟏 = 𝑳𝟐    الغاية موجودة     

𝟑) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟏) = 𝟒                    𝒙 = عند الدالة مستمرة 𝟏  ∴ 

́ 𝒇  قابلية الاشتقاقثانيا :  (𝒙) =  −𝟐𝒙    عند   ،       𝒙 =  𝟏 

𝒇 ́ (𝒙) =  −𝟐𝒙 

𝒇 ́ (𝒄) =  −𝟐𝒄 = 𝟎 ⟹ 𝒄 = 𝟎 

𝟎 ∈ [−𝟑 , 𝟓] 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 عند تحقق المبرهنة ؟  𝒄بين هل ان مبرهنة رول تتحقق على الدوال الاتية ثم جد قيمة  :مثال 

1) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙    ,    [𝟎 , 𝟐𝝅] 

, 𝟎]( الدالة مستمرة على الفترة المغلقة 1الحل :  𝟐𝝅] . لأنها دالة دائرية 

, 𝟎)( الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 2           𝟐𝝅)  . 

,    𝒇(𝟎)( نجد 3           𝒇(𝟐𝝅)  

𝒇(𝟎) = 𝒔𝒊𝒏 (𝟎) = 𝟎  

𝒇(𝟐𝝅) = 𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝝅) = 𝟎  

𝒇(𝟎) = 𝒇(𝟐𝝅) 

𝒇́(𝒄)الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا نفرض  ∴ = 𝒙) ونفرض 𝟎 = 𝒄) 

𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝒇́(𝒄) = 𝒄𝒐𝒔 𝒄 ⟹ 𝒄𝒐𝒔 𝒄 = 𝟎   

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒄 =
𝝅

𝟐
 ⟹   𝒄 =

𝝅

𝟐
  ∈ (𝟎 , 𝟐𝝅)    ,       𝒐𝒓    𝒄 =

𝟑𝝅

𝟐
∈ (𝟎 , 𝟐𝝅) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2) 𝒇 (𝒙) = 𝟗    ,      [𝟓 , 𝟗]   

, 𝟓]( الدالة مستمرة في الفترة المغلقة 1الحل :   لأنها دالة ثابتة .  [𝟗

, 𝟓)( الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة 2           𝟗)   . 

  𝒇 (𝟓)   ,   𝒇(𝟗)( نجد 3          

𝒇(𝟓) = 𝟗        ,        𝒇(𝟗) = 𝟗  

𝒇(𝟓) = 𝒇(𝟗) 

, 𝟓)يمكن ان تكون ضمن الفترة (𝒄) الدالة تحقق مبرهنة رول وان قيمة  ∴ 𝟗) 
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3) 𝒇 (𝒙) =  √𝟏𝟔 − 𝒙𝟐    , 𝒙 ∈ [−𝟐 , 𝟓] 

 الحل : 

∵  𝟏𝟔 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹  𝒙𝟐 = 𝟏𝟔 ⟹   𝒙 = ±𝟒          [−𝟒 ,  أوسع مجال للدالة    [𝟒

, 𝟒−]الدالة مستمرة في الفترة المغلقة  (1  لأنها مستمرة على المجموعات الجزئية .  [𝟒

, 𝟒−)الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة  (2 𝟒)   

,  𝒇 (𝟐)نجد  (3 𝒇 (−𝟐) 

𝒇 (𝟐) =  √𝟏𝟔 − (𝟐)𝟐 = √𝟏𝟔 −  𝟒 = √𝟏𝟐 

𝒇 (−𝟐) =  √𝟏𝟔 − (−𝟐)𝟐 = √𝟏𝟔 −  𝟒 = √𝟏𝟐                ∴  𝒇 (−𝟐) = 𝒇 (𝟐) 

𝒇́(𝒄)الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا نفرض  ∴ = 𝒙) ونفرض 𝟎 = 𝒄) 

 𝒇́(𝒙) =
−𝟐𝒙

𝟐 √𝟏𝟔− 𝒙𝟐
= 

−𝒙

√𝟏𝟔− 𝒙𝟐
 ⟹ 𝒇́(𝒄) =  

−𝒄

√𝟏𝟔− 𝒄𝟐
⟹ 𝒇́(𝒄) = 𝟎 

−𝒄

√𝟏𝟔 − 𝒄𝟐
= 𝟎 ⟹ −𝒄 = 𝟎 ⟹ 𝒄 = 𝟎 ∈ [−𝟒 , 𝟒] 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 برهنة القيمة المتوسطةم

, 𝒂] مستمرة في الفترة المغلقة 𝒇اذا كانت  𝒃]  وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة(𝐚 , 𝐛)  فإنه يوجد على الاقل

, 𝒂)تنتمي الى الفترة  𝒄  قيمة واحدة 𝒃) : وتحقق 

 𝒇́(𝒄) =  
𝒇 (𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒃−𝒂
𝒇(𝒃)    أو    − 𝒇 (𝒂) =  𝒇́(𝒄)(𝒃 − 𝒂) 

 اي ان ميلاهما متساويان  المماس // الوتر  (1

, 𝐀 ميل الوتر المار بالنقطتين (2 𝐁 يساوي 
∆𝒚

∆𝒙
= 

𝒇 (𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒃−𝒂
 

=ميل المماس للمنحني عند  (3 𝒄  المشتقة الأولى للدالة𝒇  

 .  𝒇́(𝒄)اي  𝒄عند 

 المماس والوتر متوازيان لذا يتساوى ميلهما اي ان  (4

𝒇́(𝒄) =  
𝒇 (𝒃) − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂
 

𝒇́(𝒄)التي تحقق    cلإيجاد قيمة  =  
𝒇 (𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒃−𝒂
 يجب توفر الشرطيين التاليين :  

, 𝒂]دالة مستمرة في الفترة المغلقة  𝒇ان تكون  -1 𝒃]   

, 𝒂)دالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة  𝒇ان تكون  -2 𝒃)  

 

𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑎 𝑐1 𝑐2 𝑏 

 التفسير الهندسي
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  : ةملاحظ

         شرط ثالث هوإن مبرهنة رول هي حالة خاصة من مبرهنة القيمة المتوسطة ففي مبرهنة رول يجب توافر 

𝒇(𝒂) = 𝒇(𝒃)  𝟎فرق الصادات والمماس يوازيان محور السينات اي ان  اي ان الوتر 𝟎الميل لذا يصبح  = فنحصل  =

𝒇́(𝒄)على  =  𝟎 

 التي تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة لكل من الدوال الاتية :  𝒄جد قيمة   :مثال 

a) 𝒇 (𝒙) =  𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟒       , 𝒙 ∈ [−𝟏 ,          3/ د 2012وزاري     [𝟕

, 𝟏−]في الفترة الدالة مستمرة ( 1الحل :   .لأنها كثيرة الحدود  [𝟕

, 𝟏−)على الفترة الدالة قابلة للاشتقاق ( 2            لأنها كثيرة حدود   (𝟕

𝒇́(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟔     

𝒇́(𝒄)ميل المماس    = 𝟐𝒄 − 𝟔    

    ميل الوتر         
𝒇 (𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒃−𝒂
= 

𝒇 (𝟕)−𝒇 (−𝟏)

𝟕−(−𝟏)
= 

𝟏𝟏−𝟏𝟏

𝟖
= 𝟎 𝒇́(𝒄) = 

 ميل المماس = ميل الوتر  ∵         

𝟐𝒄 − 𝟔 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒄 = 𝟔 ⟹ 𝒄 = 𝟑  ∈ (−𝟏 , 𝟕) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

b)  𝒇(𝒙) =  √𝟐𝟓 − 𝒙𝟐   , 𝒙 ∈ [−𝟒 , 𝟎] 

 أوسع مجال للدالة  ∵  الحل :

 𝟐𝟓 − 𝒙𝟐 ≥ 𝟎 ⟹   𝟐𝟓 = 𝒙𝟐⟹   𝒙 = ±𝟓 ⟹     𝒙 ∈ [−𝟓 , 𝟓]    

, 𝟒−]في الفترة  الاستمراريةنبحث  (1 𝟎] 

 ∀ 𝒂 ∈ [−𝟒 , 𝟎] ⟹ 𝒇 (𝒂) =  √𝟐𝟓 − 𝒂𝟐 ∈ 𝑹  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟒+

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟒+

 √𝟐𝟓 − 𝒙𝟐  = √𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 = √𝟗 = 𝟑 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

 √𝟐𝟓 − 𝒙𝟐  = √𝟐𝟓 − 𝟎 = √𝟐𝟓 = 𝟓   

, 𝟒−]في الفترة المغلقة الدالة مستمرة ∴ 𝟎] 

, 𝟒−)الفترة المفتوحة  الدالة قابلة للاشتقاق عند (2 𝟎)     

        𝒇 (𝒙) = (𝟐𝟓 − 𝒙𝟐)
𝟏

𝟐 

𝒇́(𝒙) =  
−𝟐𝒙

𝟐√𝟐𝟓−𝒙𝟐
=

−𝒙

√𝟐𝟓−𝒙𝟐
⟹ 𝒇́(𝒄) =

−𝒄

√𝟐𝟓−𝒄𝟐
 ميل المماس                  

𝒇́(𝒄) =
𝒇 (𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒃−𝒂
=
𝒇 (𝟎)−𝒇(−𝟒)

𝟎+𝟒
= 

𝟓−𝟑

𝟒
=
𝟏

𝟐
                         الوتر ميل   

 
𝟏

𝟐
=

−𝒄

√𝟐𝟓−𝒄𝟐
 ⟹  −𝟐𝒄 =  √𝟐𝟓 − 𝒄𝟐   ميل المماس = ميل الوتر           بالتربيع 

(𝟎, 𝟓) 

( 𝟓 , 𝟎) 𝒄 (−𝟓 , 𝟎) 
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 𝟒𝒄𝟐 = 𝟐𝟓 − 𝒄𝟐  ⟹  𝟒𝒄𝟐 + 𝒄𝟐 = 𝟐𝟓 ⟹  𝟓𝒄𝟐 = 𝟐𝟓 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟓⟹ 𝒄 = = ±√𝟓  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒄 =  √𝟓    ∉ (−𝟒  , 𝟎 ) 

 𝒐𝒓          𝒄 = −√𝟓  ∈ (−𝟒  , 𝟎 ) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

c) 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙     ,   𝒙 ∈ [𝟎 , 𝝅] 

 الحل : 

, 𝟎]الدالة مستمرة في الفترة المغلقة  (1 𝝅] لأنها دالة دائرية  

, 𝟎)الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة  (2 𝝅) 

 الشروط متحققة فإن مبرهنة القيمة المتوسطة متحققة   ∵

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟐 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒄) = 𝟐 + 𝒄𝒐𝒔 (𝒄)     ميل المماس 

𝒇́(𝒄) =
𝒇 (𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒃−𝒂
=
(𝟐𝝅+𝒔𝒊𝒏 𝝅)−𝟎

𝝅−𝟎
=
𝟐𝝅

𝝅
=  ميل الوتر      𝟐

𝟐 + 𝒄𝒐𝒔 (𝒄) = 𝟐 ⟹ 𝒄𝒐𝒔 (𝒄) = 𝟎 ⟹ 𝒄 =
𝝅

𝟐
 ∈ (𝟎 , 𝝅)         ميل المماس = ميل الوتر ∵ 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒇(𝒙)اذا كانت  :مثال  =  𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐  ، 𝒇 ∶  [𝟎 , 𝒃] → 𝑹وكانت 𝒇  تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عند𝒄 =  
𝟐

𝟑
 

 1د / 2018وزاري   .  𝒃فجد قيمة 

 الحل : 

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐  ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟖𝒙  

𝒇́(𝒄) = 𝟑𝒄𝟐 − 𝟖𝒄 

𝒇́ميل المماس  (
𝟐

𝟑
) = 𝟑 (

𝟒

𝟗
) − 𝟖 (

𝟐

𝟑
) =  

𝟒

𝟑
− 

𝟏𝟔

𝟑
=
−𝟏𝟐

𝟑
= −𝟒              

𝒇́(𝒄) =
𝒇 (𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒃−𝒂
=
𝒇 (𝒃)−𝒇(𝟎)

𝒃−𝟎
=
𝒃𝟑−𝟒𝒃𝟐−𝟎

𝒃
= 𝒃𝟐 − 𝟒𝒃     يل الوترم  

 ميل المماس = ميل الوتر

𝒃𝟐 − 𝟒𝒃 =  −𝟒 ⟹ 𝒃𝟐 − 𝟒𝒃 + 𝟒 = 𝟎  ⟹ (𝒃 − 𝟐)(𝒃 − 𝟐) = 𝟎 ⟹ 𝒃 − 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒃 = 𝟐  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 )نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة( التقريب بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة

, 𝐚]على  ومعرفةدالة مستمرة  𝒇اذا كانت  𝐛]  وقابلة للاشتقاق في(𝐚 , 𝐛)   ولو اعتبرنا(𝒉 =  𝒃 –  𝒂) فان          

𝒃 =  𝒂 +  𝒉  حيث𝒉 ∈ 𝑹 , 𝒉 ≠  فإنه بموجب مبرهنة القيمة المتوسطة نحصل على  𝟎

 𝒇́(𝒄) =
𝒇(𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒉
⟹ 𝒇́(𝒄) =

𝒇(𝒂+𝒉)−𝒇(𝒂)

𝒉
⟹ 𝒇(𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇(𝒂) + 𝒉𝒇́(𝒄) 

 ، 𝒂صغيرة ويصبح الوتر صغيراً ونهايته قريبتان من  𝒉تكون في هذه الحالة  كافيا قربا 𝒂من  𝒃وعندما يكون اقتراب 

𝒙)من النقطة  للمنحني عند نقطة قريبة جدا سيكون مماسا 𝒄اي ان المماس عند  = 𝒂)  ولذلك يصبح: 

𝒇 (𝒂 +  𝒉) ≅  𝒇 (𝒂)  +  𝒉 𝒇́(𝒂)   ويقال لـ𝒉𝒇́(𝒂) التقريبي للدالة . يرالتغي 
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 لإيجاد القيمة التقريبية بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة نتبع ما يلي :  ملاحظة : 

 ـ (1 مضبوطة   𝒇 (𝒂)قريبة من القيمة المعطاة في السؤال بحيث تخرج  𝒂نفرض دالة على شكل السؤال ونختار قيمة ل

   𝒇 (𝒂)ونجد 

= 𝒉حيث  𝒉نجد قيمة  (2  𝒃 –  𝒂   

́ 𝒇نجد  (3 (𝒂)  

+ 𝒇 (𝒂     نطبق القانون (4  𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇 ́ (𝒂) حيث𝒉 𝒇 ́ (𝒂) التقريبي للدالة .  يرهو التغي  

  النوع الأول : عندما تكون الدالة موجودة في السؤال

𝒇 (𝒙)اذا كان  :مثال  =  𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + .𝒇 (𝟏   فجد بصورة تقريبية 𝟓 𝟎𝟎𝟏) .  

 الحل :

𝒂 =  نفرض اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه     𝟏 

𝒃 =  𝟏. نفرض     𝟎𝟎𝟏  

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 ⟹ 𝟏. 𝟎𝟎𝟏 − 𝟏 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏 

𝒇 (𝒂) =  𝒂𝟑 + 𝟑𝒂𝟐 + 𝟒𝒂 + 𝟓 

𝒇 (𝟏)  =  𝟏 +  𝟑 +  𝟒 +  𝟓 =  𝟏𝟑                

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟒  ⟹ 𝒇́(𝟏) = 𝟑 + 𝟔 + 𝟒 = 𝟏𝟑  

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟏) ≅ 𝒇 (𝟏) +  (𝟎. 𝟎𝟎𝟏)𝒇́(𝟏) ⟹ 𝒇 (𝟏. 𝟎𝟎𝟏) ≅ 𝟏𝟑 + (𝟎. 𝟎𝟎𝟏)(𝟏𝟑) 

𝒇 (𝟏. 𝟎𝟎𝟏) ≅ 𝟏𝟑 + (𝟎. 𝟎𝟏𝟑) ≅ 𝟏𝟑. 𝟎𝟏𝟑 

  النوع الثاني : عندما تكون الدالة غير موجودة في السؤال

  𝟐𝟔√باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة تقريبا مناسبا للعدد  جد :مثال 

 الحل :

𝒂 =  نفرض اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه     𝟐𝟓 

𝒃 =  نفرض     𝟐𝟔

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟐𝟔 − 𝟐𝟓 = 𝟏 

𝒇(𝒙) =  √𝒙   ⟹   𝒇(𝒙) =  𝒙
𝟏
𝟐   

𝒇́(𝒙) =
𝟏

𝟐
𝒙
−𝟏
𝟐 ⟹ 𝒇́(𝒙) =

𝟏

𝟐𝒙
𝟏
𝟐

=
𝟏

𝟐√𝒙
 

𝒇(𝒂) =  √𝒂  ⟹ 𝒇(𝟐𝟓) = √𝟐𝟓 = 𝟓 
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𝒇́(𝒂) =
𝟏

𝟐√𝒂
=  

𝟏

𝟐√𝟐𝟓
=

𝟏

𝟐(𝟓)
=
𝟏

𝟏𝟎
= 𝟎. 𝟏 

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟐𝟓 + 𝟏) ≅ 𝒇 (𝟐𝟓) +  (𝟏)𝒇́(𝟐𝟓) ⟹ 𝒇 (𝟐𝟔) ≅ 𝟓 + (𝟏)(𝟎. 𝟏) = 𝟓. 𝟏 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝟑𝒙√  اذا كانت :مثال  + 𝟓
𝟑

 𝒇(𝒙) .𝒇( 𝟏جد قيمة تقريبية للدالة  = 𝟎𝟎𝟐) 

 الحل :

𝒂 =   نفرض              𝟏

𝒃 = 𝟏.   نفرض    𝟎𝟎𝟐

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟏. 𝟎𝟎𝟐 − 𝟏 =  𝟎. 𝟎𝟎𝟐  

𝒚 = √𝟑𝒙 + 𝟓
𝟑

      

𝒚′ =  
𝟑

𝟑 √(𝟑𝒙+𝟓)𝟐
𝟑   = 

𝟏

√(𝟑𝒙+𝟓)𝟐
𝟑  

𝒉 = 𝟏. 𝟎𝟎𝟐 − 𝟏 =  𝟎. 𝟎𝟎𝟐  

𝒇(𝒂)= √𝟑(𝟏) + 𝟓
𝟑   = √𝟖

𝟑
= 𝟐 

𝒇′(𝒂) =
𝟏

√(𝟑(𝟏)+𝟓)𝟐
𝟑   = 

𝟏

(𝟐)𝟐
=
𝟏

𝟒
 = 𝟎. 𝟐𝟓  

𝒉𝒇′(𝒂) = (𝟎. 𝟎𝟎𝟐)(𝟎. 𝟐𝟓) = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓                                     

𝒇(𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇(𝒂) + 𝒉𝒇′(𝒂)  ≅ 𝟐 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟓 ≅ 𝟐. 𝟎𝟎𝟎𝟓  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

.𝟎 ) +        جد التغير التقريبي للمقدار :مثال  𝟗𝟖)𝟑 + 𝟐  √(𝟎. 𝟗𝟖)𝟑
𝟓

 

 الحل : 

𝒂 =   نفرض           𝟏

𝒃 = 𝟎.  نفرض    𝟗𝟖

𝒉 = 𝒃 − 𝒂  =   𝟎. 𝟗𝟖 − 𝟏 = −𝟎. 𝟎𝟐  

𝒚 = √𝒙𝟑
𝟓

 +  𝒙𝟑 +  𝟏 =  𝒙
𝟑
𝟓 + 𝒙𝟑 + 𝟏 

𝒚′=
𝟑

𝟓
 𝒙
−𝟐

𝟓 + 𝟑𝒙𝟐 

𝒇′ ( 𝒂) =  𝒇′(𝟏) =
𝟑

𝟓
 (𝟏)

−𝟐
𝟓 + 𝟑 (𝟏)𝟐 = 

𝟑

𝟓
+ 𝟑 = 𝟑. 𝟔 

𝒉 𝒇′(𝒂 ) = −𝟎. 𝟎𝟐 (𝟑. 𝟔) = −𝟎. 𝟎𝟏𝟐 
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قطر قاعدتها بصورة  نصفجد  𝟏𝟐𝟒𝝅نصف قطر قاعدتها حجمها يساوي اسطوانة دائرية قائمة ارتفاعها  :مثال 

     . تقريبية

 الحل : 

𝒂 =   نفرض     𝟏𝟐𝟓

𝒃 =  نفرض     𝟏𝟐𝟒

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟏𝟐𝟒 − 𝟏𝟐𝟓 = −𝟏                 𝒉 = 𝒓   

𝒗 = 𝝅 𝒓𝟐𝒉 ⇒  𝒓 = 𝝅𝒓𝟐 . 𝒓 ⇒ 𝒗 = 𝝅𝒓𝟑 ⇒ 𝟏𝟐𝟒𝝅 = 𝝅 𝒓𝟑 

𝒓𝟑 = 𝟏𝟐𝟒 ⇒  𝒓=√𝟏𝟐𝟒
𝟑

 

𝒚 = √𝒙
𝟑

    ,    𝒚′ = 
𝟏

𝟑 √𝒙𝟐
𝟑  

𝒇(𝒂)    =   𝒇(𝟏𝟐𝟓)  = √𝟏𝟐𝟓 = 𝟓
𝟑

 

 𝒇′(𝒂) = 𝒇′(𝟏𝟐𝟓) =
𝟏

𝟑 √(𝟏𝟐𝟓)𝟐
𝟑  =

𝟏

𝟕𝟓
= 𝟎. 𝟎𝟏𝟑 

𝒉 𝒇′(𝒂) = (−𝟏). (𝟎. 𝟎𝟏𝟑) =  −𝟎. 𝟎𝟏𝟑 

𝒇(𝒂 + 𝒉)  ≅ 𝒇(𝒂)  + 𝒉𝒇′(𝒂) ≅ 𝟓 − 𝟎. 𝟎𝟏𝟑 ≅ 𝟒. 𝟗𝟖𝟕 

 𝒉 𝒇′(𝒂)اذا كان المطلوب ايجاد حجم المادة او كمية المادة نكتفي بإيجاد  :ملاحظة 

  ثالثا : عندما يكون في السؤال عبارة من قانون مساحة او حجم او ما شابه ذلك

.𝟎وسمك الغلاف  𝟑𝒄𝒎كرة مجوفة قطرها  :مثال  𝟐𝒄𝒎 منها . جد حجم المادة المصنوعة  

 الحل : 

𝒂 = 𝟑      

 𝒉 = 𝟎. 𝟐  

𝒗 =
𝟒

𝟑
𝒓𝟑𝝅 

𝒚 =
𝟒𝝅

𝟑
𝒙𝟑      ,      𝒚′ = 𝟒𝝅𝒙𝟐 

𝒇′(𝒂)=𝒇′(𝟑) = 𝟒𝝅(𝟑)𝟐 = 𝟑𝟔𝝅 

 𝒇′ (𝒂) = (𝟎. 𝟐)(𝟑𝟔𝝅) = 𝟕. 𝟐𝝅       حجم المادة المصنوعة 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 مبرهنة القيمة المتوسطة . نتيجة جد حجمه بصورة تقريبية بأستخدام  cm 9.98مكعب طول حرفه  :مثال 

  . 𝒙 حجم المكعب الذي طول حرفه  𝒗الحل : ليكن 

𝒗(𝒙) =  𝒙𝟑  
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{
𝒃 = 𝟗. 𝟗𝟖
𝒂 = 𝟏𝟎

⟹ 𝒉 =  𝒃 –  𝒂 =  −𝟎. 𝟎𝟐 

𝒗(𝟏𝟎) =  𝟏𝟎𝟑 =  𝟏𝟎𝟎𝟎  

𝒗(𝒂) =  𝒂𝟑  

𝒗′(𝒂) = 𝟑 𝒂 𝟐 ⇒ 𝒗′(𝟏𝟎) = 𝟑(𝟏𝟎)𝟐  = 𝟑𝟎𝟎 

𝒗 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒗 (𝒂) + 𝒉 𝒗́(𝒂) 

𝒗(𝟏𝟎 + (−𝟎. 𝟎𝟐)) ≅  𝒗(𝟏𝟎) + (−𝟎. 𝟎𝟐)𝒗′(𝒂) 

𝒗(𝟗. 𝟗𝟖) ≅  𝟏𝟎𝟎𝟎 + (−𝟎. 𝟎𝟐)(𝟑𝟎𝟎) ≅  𝟗𝟗𝟒 𝒄𝒎𝟑 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒙𝟐√لتكن  :مثال 
𝟑

 =𝒇(𝒙)    فإذا تغيرت 𝒙  𝟖الى  𝟖من.  ير التقريبي للدالة . يفما مقدار التغ  𝟎𝟔

𝒂         :الحل  = 𝟖    , 𝒃 =  𝟖. 𝟎𝟔  

𝒇(𝒙) =  √𝒙𝟐
𝟑

= 𝒙
𝟐
𝟑 

𝒇́(𝒙) =  
𝟐

𝟑
𝒙
−𝟏

𝟑 = 
𝟐

𝟑 √𝒙
𝟑      

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟖. 𝟎𝟔 − 𝟖 = 𝟎. 𝟎𝟔                                  

𝒇́(𝒂) =  𝒇́(𝟖) =  
𝟐

𝟑 √𝟖
𝟑 =

𝟐

𝟑 (𝟐)
=  
𝟏

𝟑
     

𝒉𝒇́(𝒂) ≅ (𝟎. 𝟎𝟔) (
𝟏

𝟑
) ≅ 𝟎.   التقريبي          يرالتغيمقدار  𝟎𝟐

 . 𝒂والقيمة الاخرى  𝒉 𝒇′(𝒂 )له قيمتان نكتفي بإيجاد 𝒙  اذا كان التغير :ملاحظة 

.𝟎فاذا كان سمك الطلاء  cm 10مكعب طول حرفه يراد طلاء  :مثال  𝟏𝟓 𝐜𝐦  بصورة تقريبية أوجد حجم الطلاء

 وبأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة . 

  𝒙حجم المكعب الذي طول حرفه  𝒗ليكن  :الحل 

𝒂نفرض               =  اقرب رقم للعدد المعطى  𝟏𝟎

𝒃نفرض            = 𝟏𝟎. 𝟑  

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟏𝟎. 𝟑 − 𝟏𝟎 = 𝟎. 𝟑 

𝒗(𝒙) =  𝒙𝟑⟹ 𝒗́(𝒙) =  𝟑𝒙𝟐                         

𝒗́(𝒂) =  𝟑𝒂𝟐 ⇒ 𝒗′(𝟏𝟎) = 𝟑 (𝟏𝟎)𝟐 = 𝟑𝟎𝟎 

𝒉 𝒗́(𝒂) ≅ 𝒉 𝒗́(𝟏𝟎) = (𝟎. 𝟑)(𝟑𝟎𝟎) ≅ 𝟗𝟎 𝒄𝒎𝟑      حجم الطلاء بصورة تقريبية 

بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة جد وبصورة تقريبية ومقدر بالثلاث مراتب عشرية على الاقل كلًا  :مثال 

 مما يأتي : 

a) √𝟕. 𝟖
𝟑

1د / 2011وزاري                                                             
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𝒂 =      نفرض            𝟖 

𝒃 =  𝟕.  نفرض       𝟖

𝒉 =  𝒃 –  𝒂 = 𝟕. 𝟖 − 𝟖 = −𝟎. 𝟐 

𝒇 (𝒙) = √𝒙
𝟑
= 𝒙

𝟏

𝟑  ⇒  𝒇́(𝒙) =  
𝟏

𝟑
𝒙
−𝟐

𝟑 = 
𝟏

𝟑 √𝒙𝟐
𝟑   

𝒇 (𝒂) =  𝒇 (𝟖) =  √𝟖
𝟑
= 𝟐 

𝒇 ́ (𝒂) =  𝒇 ́ (𝟖) =  
𝟏

𝟑√𝟖𝟐
𝟑 = 

𝟏

𝟏𝟐
= 𝟎. 𝟎𝟖𝟑   

 𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇 ́ (𝒂)  ⟹  𝒇 (𝟖 + (−𝟎. 𝟐)) ≅ 𝒇 (𝟖) + (−𝟎. 𝟐) 𝒇 ́ (𝟖) 

𝒇 (𝟕. 𝟖) ≅ 𝒇 (𝟖) + (−𝟎. 𝟐) ≅ 𝟐 − (𝟎. 𝟐)(𝟎. 𝟎𝟖𝟑) ≅ 𝟐 − 𝟎. 𝟎𝟏𝟔𝟔 ≅ 𝟏. 𝟗𝟖𝟑𝟒 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

b) √𝟏𝟕 + √𝟏𝟕
𝟒

 

     𝒂 =  نفرض اقرب رقم للعدد المعطى    𝟏𝟔

     𝒃 =   نفرض   𝟏𝟕

    𝒉 =  𝟏𝟕 –  𝟏𝟔 =  𝟏 

𝒇(𝒙) = √𝒙 + √𝒙
𝟒
 ⟹ 𝒇 (𝒙) = 𝒙

𝟏
𝟐 + 𝒙

𝟏
𝟒  ⟹  𝒇 ́ (𝒙) =  

𝟏

𝟐
𝒙−
𝟏
𝟐 + 

𝟏

𝟒
𝒙
−𝟑
𝟒  

𝒇 (𝟏𝟔) = (𝟐𝟒)
𝟏
𝟐 + (𝟐𝟒)

𝟏
𝟒 = 𝟒 + 𝟐 = 𝟔  

𝒇 ́ (𝟏𝟔) =
𝟏

𝟐
(𝟐𝟒)−

𝟏
𝟐 +

𝟏

𝟒
(𝟐𝟒)−

𝟑
𝟒 = 

𝟏

𝟐
(𝟐)−𝟐 + 

𝟏

𝟒
(𝟐)−𝟑 

𝒇 ́ (𝟏𝟔) =  
𝟏

𝟐
(
𝟏

𝟐
)𝟐 + 

𝟏

𝟒
(
𝟏

𝟐
)
𝟑

=
𝟏

𝟖
+
𝟏

𝟑𝟐
=
𝟒 + 𝟏

𝟑𝟐
=
𝟓

𝟑𝟐
 

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇 ́ (𝒂) 

𝒇 (𝟏𝟕) ≅ 𝒇 (𝟏𝟔) + (𝟏)𝒇 ́ (𝟏𝟔) ≅ 𝟔 + (𝟏)(𝟎. 𝟏𝟓𝟔) ≅ 𝟔. 𝟏𝟓𝟔        

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 𝒄) √𝟎. 𝟏𝟐
𝟑

       

𝒂 = 𝟎.    نفرض    𝟏𝟐𝟓

𝒃 = 𝟎.  نفرض    𝟏𝟐𝟎

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟎. 𝟏𝟐𝟎 − 𝟎. 𝟏𝟐𝟓 = −𝟎. 𝟎𝟎𝟓 

𝒇 (𝒙) =  √𝒙
𝟑

 



 

163 

𝒇́(𝒙) =  
𝟏

𝟑√𝒙𝟐
𝟑         

𝒇 (𝟎. 𝟏𝟐𝟓) = √𝟎. 𝟏𝟐𝟓
𝟑

= 𝟎. 𝟓        

𝒇́(𝟎. 𝟏𝟐𝟓) =  
𝟏

𝟑
 .

𝟏

√(𝟎. 𝟏𝟐𝟓)𝟐
𝟑

= 
𝟏

𝟑 (𝟎. 𝟓)𝟐
= 

𝟏

𝟑 (𝟎. 𝟐𝟓)
=  

𝟏

𝟎. 𝟕𝟓
= 𝟏. 𝟑𝟑𝟑 

𝒇 (𝒂 +  𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇 ́ (𝒂) 

𝒇(𝟎. 𝟏𝟐) ≅ 𝒇(𝟎. 𝟏𝟐𝟓) + (−𝟎. 𝟎𝟎𝟓)(𝟏. 𝟑𝟑𝟑) 

𝒇(𝟎. 𝟏𝟐) ≅ 𝟎. 𝟓 − 𝟎. 𝟎𝟎𝟔𝟔𝟔𝟓 ≅ 𝟎. 𝟒𝟗𝟑𝟑𝟑𝟓  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

جد حجمه بصورة تقريبية  1.90مخروط دائري قائم ارتفاعه ثلاثة امثال نصف قطره فإذا كان نصف قطره  :مثال 

 .ستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة وبإ

 الحل : 

𝒂 =   نفرض             𝟐

𝒃 = 𝟏.  نفرض        𝟗

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟏. 𝟗 − 𝟐 =  −𝟎. 𝟏 

𝒉 = 𝟑 (𝒓)  ⇒ 𝒉 = 𝟑𝒓  

𝒗 =
𝝅

𝟑
 𝒓𝟐 𝒉 ⇒  𝒗 =

𝝅

𝟑
 𝒓𝟐. 𝟑𝒓 ⇒  𝒗 = 𝝅 𝒓𝟑 

𝒗 = 𝝅 𝒙𝟑    ,     𝒗′ = 𝟑 𝒙𝟐𝝅             

𝒇(𝒂)  = 𝒇(𝟐)  =  𝝅(𝟐)𝟑 =  𝟖𝝅         

𝒇′( 𝒂) = 𝒇′(𝟐) = 𝟑𝝅(𝟐)𝟐 = 𝟏𝟐𝝅 

𝒇(𝒂 + 𝒉) =  𝒇(𝒂) + 𝒉 𝒇′(𝒂) ⟹ 𝒇(𝟐 + (−𝟎. 𝟏)) = 𝟖𝝅 − 𝟏. 𝟐𝝅 = 𝟔. 𝟖𝝅 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  3)– (3حل تمارين 

 التي تعينها مبرهنة رول في كل مما يأتي :  𝒄أوجد قيمة  :1س

a) 𝒇 (𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟗𝒙    ,    𝒙 ∈ [−𝟑 , 𝟑] 

, 𝟑−]الدالة مستمرة على ( 1: الحل   لأنها كثيرة حدود  [𝟑

, 𝟑−) الفترة المفتوحة الدالة قابلة للاشتقاق على (2      لأنها كثيرة حدود  (𝟑

 𝒇 (−𝟑)   ,   𝒇 (𝟑)( نجد 3    

𝒇 (−𝟑) =  (−𝟑)𝟑 − 𝟗(−𝟑) = −𝟐𝟕 +  𝟐𝟕 =  𝟎  

𝒇 (𝟑) = (𝟑)𝟑 − 𝟗(𝟑) =  𝟐𝟕 –  𝟐𝟕 =  𝟎  
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𝒇 (−𝟑) =  𝒇 (𝟑) 

́ 𝒇 نفرضالدالة تحقق مبرهنة رول ∴ (𝒄) = 𝟎 

𝒇 ́ (𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟗     

𝒇 ́ (𝒄) = 𝟑𝒄𝟐 − 𝟗       

𝟑𝒄𝟐 − 𝟗 = 𝟎  ⟹ 𝟑𝒄𝟐 = 𝟗  ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟑 ⟹   𝒄 =  ∓√𝟑  ∈ (−𝟑 , 𝟑) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

b) 𝒇 (𝒙) =  𝟐𝒙 + 
𝟐

𝒙
    , 𝒙 ∈ [

𝟏

𝟐
 , 𝟐] 

]الدالة مستمرة على الفترة ( 1الحل : 
𝟏

𝟐
 , 𝟎لأن  [𝟐 ∉ [

𝟏

𝟐
 , 𝟐] 

) المفتوحة للاشتقاق على الفترةالدالة قابلة ( 2          
𝟏

𝟐
 , 𝟎لأن  (𝟐 ∉ (

𝟏

𝟐
 , 𝟐) 

) 𝒇( نجد 3          
𝟏

𝟐
)  , 𝒇 (𝟐) 

𝒇 (
𝟏

𝟐
) =  𝟐 (

𝟏

𝟐
) + 

𝟐

𝟏
𝟐

= 𝟏 + 𝟒 = 𝟓  

𝒇 (𝟐) = 𝟐 (𝟐) + 
𝟐

𝟐
= 𝟒 + 𝟏 = 𝟓   

𝒇 (
𝟏

𝟐
) = 𝒇 (𝟐)         

𝒇́(𝒄)نفرض الدالة تحقق مبرهنة رول  ∴  = 𝟎  

𝒇 (𝒙) =  𝟐𝒙 + 
𝟐

𝒙
  ⟹  𝒇 (𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟐𝒙−𝟏 

𝒇́(𝒙) = 𝟐 − 𝟐𝒙−𝟐 = 𝟐 − 
𝟐

𝒙𝟐
  

𝒇́(𝒄) = 𝟐 − 
𝟐

𝒄𝟐
  ⟹  𝟐 − 

𝟐

𝒄𝟐
= 𝟎  ⟹  

𝟐𝒄𝟐 − 𝟐

𝒄𝟐
= 𝟎 ⟹ 𝟐𝒄𝟐 − 𝟐 = 𝟎 ⟹  𝟐𝒄𝟐 = 𝟐 

∴  𝒄𝟐 = 𝟏 ⟹ ∴ 𝒄 =   𝟏 ∈ (
𝟏

𝟐
 , 𝟐)                𝒄 =   −𝟏 ∉  (

𝟏

𝟐
 ,  نهمل السالب   (𝟐

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

c) 𝒇 (𝒙) =  (𝒙𝟐 − 𝟑)𝟐 ,    𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] 

, 𝟏−]الدالة مستمرة على ( 1الحل :  𝟏] 

, 𝟏−)الدالة قابلة للاشتقاق على ( 2           𝟏)  

 𝒇(−𝟏)  ,   𝒇(𝟏)( نجد 3          

𝒇(−𝟏) = (𝟏 − 𝟑)𝟐 = 𝟒   
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            𝒇(𝟏) = (𝟏 − 𝟑)𝟐 = 𝟒            ∴ 𝒇(−𝟏) = 𝒇 (𝟏) 

𝒇́(𝒄)نفرض الدالة تحقق مبرهنة رول ∴ = 𝟎 

𝒇́(𝒙) = 𝟐 (𝒙𝟐 − 𝟑). 𝟐𝒙 = 𝟒𝒙 (𝒙𝟐 − 𝟑) 

𝒇 (𝒄) =  𝟒𝒄 (𝒄𝟐 − 𝟑) ⟹ 𝟒𝒄 (𝒄𝟐 − 𝟑) = 𝟎 ⟹ 𝟒𝒄 = 𝟎 ⟹   𝒄 = 𝟎 ∈ (−𝟏 , 𝟏) 

 𝒐𝒓 𝒄𝟐 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟑 ⟹ 𝒄 =  ∓ √𝟑  ∉ (−𝟏 , 𝟏) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 : لكل مما يلي بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة  جد تقريبا: 2س

a) √𝟔𝟑 + √𝟔𝟑
𝟑

 

𝒂 =  نفرض    𝟔𝟒

𝒃 =   نفرض    𝟔𝟑

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟔𝟑 −  𝟔𝟒 = −𝟏 

𝒇 (𝒙) =   √𝒙 + √𝒙
𝟑
⟹   𝒇 (𝟔𝟒) =   √𝟔𝟒 + √𝟔𝟒

𝟑
⟹ 𝒇 (𝟔𝟒) = 𝟖 + 𝟒 = 𝟏𝟐 

𝒇́(𝒙) =  
𝟏

𝟐√𝒙
+

𝟏

𝟑√𝒙𝟐
𝟑  ⟹ 𝒇́(𝟔𝟒) =  

𝟏

𝟐√𝟔𝟒
+

𝟏

𝟑√(𝟔𝟒)𝟐
𝟑

 

𝒇́(𝟔𝟒) =
𝟏

𝟐(𝟖)
 +  

𝟏

𝟑(𝟏𝟔)
=  
𝟏

𝟏𝟔
+ 
𝟏

𝟒𝟖
=  
𝟑 + 𝟏

𝟒𝟖
=
𝟒

𝟒𝟖
=  
𝟏

𝟏𝟐
 

𝒇́(𝟔𝟒) = 𝟎. 𝟎𝟖𝟑  

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟔𝟒 + (−𝟏)) ≅ 𝒇 (𝟔𝟒) + (−𝟏)𝒇́(𝟔𝟒)  ≅ 𝟏𝟐 − 𝟎. 𝟎𝟖𝟑 = 𝟏𝟏. 𝟗𝟏𝟕   

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

b) (𝟏. 𝟎𝟒)𝟑 + 𝟑 (𝟏. 𝟎𝟒)𝟒 

𝒂 =         د المعطى نفرض اقرب رقم للعد  𝟏

𝒃 = 𝟏. نفرض    𝟎𝟒  

𝒉 =  𝟏. 𝟎𝟒 –  𝟏 =  𝟎. 𝟎𝟒 

𝒇 (𝒙) =  𝒙𝟑 + 𝟑 𝒙𝟒 

𝒇 (𝟏) = 𝟏 + 𝟑 = 𝟒 

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙𝟑                   

𝒇́(𝟏) = 𝟑 + 𝟏𝟐 = 𝟏𝟓  

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇́(𝒂) 



 

166 

𝒇 (𝟏. 𝟎𝟒) ≅ 𝒇 (𝟏) + (𝟎. 𝟎𝟒)(𝟏𝟓)  ≅ 𝟒 + 𝟎. 𝟔 = 𝟒. 𝟔 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

c) 
𝟏

√𝟗
𝟑  

𝒂 =   نفرض اقرب رقم للعدد المعطى  𝟖

𝒃 =  نفرض   𝟗

𝒉 = 𝟗 − 𝟖 = 𝟏 

𝒇 (𝒙) =  
𝟏

√𝒙
𝟑 = 𝒙

−𝟏
𝟑  ⟹  𝒇́(𝒙) =

−𝟏

𝟑
𝒙 
–𝟒
𝟑 =

−𝟏

𝟑√𝒙 𝟒
𝟑  

𝒇́(𝒂) =
−𝟏

𝟑√𝒂𝟒
𝟑  

𝒇 (𝟖) =  
𝟏

√𝟖
𝟑 = 

𝟏

𝟐
 

 𝒇́(𝟖) =  
−𝟏

𝟑√𝟖 𝟒
𝟑 = 

−𝟏

𝟑
 .
𝟏

(𝟐)𝟒
=
−𝟏

𝟑
 .
𝟏

𝟏𝟔
=  
−𝟏

𝟒𝟖
 

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) +  𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟖 + 𝟏) ≅ 𝒇 (𝟖) + (𝟏)𝒇́(𝟖) 

𝒇 (𝟗) ≅
𝟏

𝟐
+ 
−𝟏

𝟒𝟖
 ≅
𝟏

𝟐
−
𝟏

𝟒𝟖
≅
𝟐𝟒 − 𝟏

𝟒𝟖
=
𝟐𝟑

𝟒𝟖
= 𝟎. 𝟒𝟕𝟗 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

d)  
𝟏

𝟏𝟎𝟏
 

𝒂 =  نفرض اقرب رقم للعدد المعطى     𝟏𝟎𝟎

𝒃 =  نفرض    𝟏𝟎𝟏

𝒉 = 𝟏𝟎𝟏 − 𝟏𝟎𝟎 = 𝟏 

𝒇 (𝒙) =  
𝟏

𝒙
=  𝒙−𝟏 

𝒇́(𝒙) =  −𝒙−𝟐 

𝒇 (𝟏𝟎𝟎) =  
𝟏

𝟏𝟎𝟎
= 𝟎. 𝟎𝟏 

 𝒇́(𝟏𝟎𝟎) =  −(𝟏𝟎𝟎)−𝟐 = 
−𝟏

(𝟏𝟎𝟎)𝟐
= 

−𝟏

𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎
= −𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏   

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) +  𝒉 𝒇́(𝒂) 
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𝒇 (𝟏𝟎𝟎 + 𝟏) ≅ 𝒇 (𝟏𝟎𝟎) + (𝟏)𝒇́(𝟏𝟎𝟎) 

𝒇 (𝟏𝟎𝟏) ≅ 𝟎. 𝟎𝟏 + (−𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏) ≅ 𝟎. 𝟎𝟏 − 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏 ≅ 𝟎. 𝟎𝟎𝟗𝟗 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

e) √
𝟏

𝟐
                                          √

𝟏

𝟐
= √𝟎. 𝟓 =  √𝟎. 𝟓𝟎 

𝒂 = 𝟎.  نفرض اقرب رقم للعدد المعطى       𝟒𝟗

𝒃 = 𝟎.  نفرض      𝟓𝟎

𝒉 = 𝟎. 𝟓𝟎 − 𝟎. 𝟒𝟗 = 𝟎. 𝟎𝟏 

𝒇 (𝒙) =  √𝒙 =  𝒙
𝟏
𝟐     

𝒇́(𝒙) =  
𝟏

𝟐
𝒙−
𝟏
𝟐 = 

𝟏

𝟐 √𝒙
    

𝒇 (𝟎. 𝟒𝟗) =  √𝟎. 𝟒𝟗 = 𝟎. 𝟕   

𝒇́(𝟎. 𝟒𝟗) =  
𝟏

𝟐 √𝟎. 𝟒𝟗
=

𝟏

𝟐 (𝟎. 𝟕)
=  

𝟏

𝟏. 𝟒
=  
𝟏𝟎

𝟏𝟒
= 𝟎. 𝟕𝟏𝟒  

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) +  𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟎. 𝟒𝟗 + 𝟎. 𝟎𝟏) ≅ 𝟎. 𝟕 + (𝟎. 𝟎𝟏)(𝟎. 𝟕𝟏𝟒) 

𝒇 (𝟎. 𝟓𝟎) ≅ 𝟎. 𝟕 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟏𝟒 ≅ 𝟎. 𝟕𝟎𝟕𝟏𝟒  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

.𝟎)طليت بطلاء سمكه (𝒄𝒎 𝟔)كرة نصف قطرها :  3س 𝟏 𝒄𝒎)   جد كمية الطلاء بصورة تقريبية بأستخدام

  1/ د 2014وزاري   مبرهنة القيمة المتوسطة . 

 حجم الكرة   –: حجم كمية الطلاء = حجم الكرة مع الطلاء الحل 

𝒂نفرض اقرب رقم للعدد المعطى             = 𝟔  

𝒃نفرض            = 𝟔.  وهو يمثل نصف القطر للكرة مضافا له كمية الطلاء   𝟏

𝒉 = 𝟔. 𝟏 − 𝟔 = 𝟎. 𝟏 

         𝒗 =  
𝟒

𝟑
 𝝅 𝒓𝟑 

𝒗́(𝒙) =  
𝟒

𝟑
 𝝅 𝟑𝒙𝟐 = 𝟒 𝝅 𝒙𝟐 

𝒗́(𝒂) = 𝟒 𝝅 𝒂𝟐 

𝒗́(𝟔)  = 𝟒 𝝅 (𝟔)𝟐 = 𝟏𝟒𝟒 𝝅  

𝒉 𝒗́(𝒂) = (𝟎. 𝟏)(𝟏𝟒𝟒 𝝅)  =  𝟏𝟒. 𝟒 𝝅       كمية الطلاء بصورة تقريبية 
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 جد نصف قطرها بصورة تقريبية بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة .  𝟖𝟒𝝅 𝒄𝒎𝟑كرة حجمها :  4س

  :الحل 

𝒗نفرض الحجم  = 

𝒓نفرض نصف القطر  = 

   𝒗 =  
𝟒

𝟑
 𝝅 𝒓𝟑 ⇒ 𝟖𝟒𝝅 =  

𝟒

𝟑
 𝝅 𝒓𝟑  ⇒ ∴  𝒓𝟑 = 𝟔𝟑 ⇒ 𝒓 = √𝟔𝟑

𝟑
 

𝒂 =  نفرض اقرب رقم للعدد المعطى    𝟔𝟒 

𝒃 =  نفرض    𝟔𝟑 

 𝒉 = 𝟔𝟑 − 𝟔𝟒 = −𝟏 

  𝒇 (𝒙) =  √𝒙
𝟑
= 𝒙

𝟏
𝟑 

𝒇 ́ (𝒙) =  
𝟏

𝟑
𝒙
−𝟐
𝟑 = 

𝟏

𝟑𝒙
𝟐
𝟑

 

𝒇(𝟔𝟒) =  √𝟔𝟒
𝟑

= 𝟒  

𝒇́(𝟔𝟒) =
𝟏

𝟑(𝟔𝟒)
𝟐
𝟑

=
𝟏

𝟑(𝟒𝟑)
𝟐
𝟑

= 
𝟏

𝟒𝟖
= 𝟎. 𝟎𝟐  

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) +  𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟔𝟑) ≅ 𝒇 (𝟔𝟒) + (−𝟏)𝒇́(𝟔𝟒) ≅ 𝟒 − 𝟎. 𝟎𝟐 = 𝟑. 𝟗𝟖 𝒄𝒎 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

.𝟐  يساوي طول قطر قاعدته ، فاذا كان ارتفاعه مخروط دائري قائم ارتفاعه:  5س 𝟗𝟖 𝒄𝒎  فجد حجمه بصورة

 تقريبية بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة أو نتيجتها . 

 : الحل 

𝒉نفرض الارتفاع   = 

𝒓نفرض نصف القطر   = 

= 𝒂نفرض اقرب رقم للعدد المعطى    𝟑     

= 𝒃نفرض  𝟐. 𝟗𝟖     

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟐. 𝟗𝟖 − 𝟑 = −𝟎. 𝟎𝟐 

𝒗 =  
𝟏

𝟑
 𝝅 𝒓𝟐𝒉       , 𝒉 = 𝟐𝒓 ⇒ 𝒓 =  

𝟏

𝟐
𝒉 

𝒗 =  
𝝅

𝟑
 𝒉 (
𝟏

𝟐
𝒉)𝟐 

𝒗 =  
𝝅

𝟏𝟐
  𝒉𝟑 ⇒  𝒗́ =  

𝝅

𝟏𝟐
  𝟑𝒉𝟐 ⇒  𝒗́ =  

𝝅

𝟒
  𝒉𝟐 
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𝒗 (𝟑) =  
𝟏

𝟏𝟐
 𝝅 (𝟑)𝟑 = 𝟐. 𝟐𝟓 𝝅  

𝒗́(𝒂) =  
𝟏

𝟒
 𝝅 𝒂𝟐  ⇒  𝒗́(𝟑) =  

𝟏

𝟒
 𝝅 𝟗 = 𝟐. 𝟐𝟓𝝅  

𝒗 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒗(𝒂) +  𝒉 𝒗́(𝒂) 

𝒗 (𝟐. 𝟗𝟖) ≅ 𝒗 (𝟑) + (−𝟎. 𝟎𝟐)𝒗́(𝟑) ≅ 𝟐. 𝟐𝟓 𝝅 − (𝟎. 𝟎𝟐)𝟐. 𝟐𝟓𝝅 ≅ 𝟐. 𝟐𝟓𝝅 −  𝟎. 𝟎𝟒𝟓 𝝅  

𝒗 (𝟐. 𝟗𝟖) ≅ 𝟐. 𝟐𝟎𝟓 𝝅 𝒄𝒎𝟑 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 . 𝒄بين ان كل دالة من الدوال الاتية تحقق مبرهنة رول على الفترة المعطاة إزاء كل منهما ثم جد قيمة :  6س

a) 𝒇(𝒙) =  (𝒙 − 𝟏)𝟒     ,    [−𝟏 , 2/ د 2011وزاري       [𝟑  

, 𝟏−] الدالة مستمرة على ( 1 :الحل   لأنها كثيرة الحدود  [𝟑

, 𝟏−)الدالة قابلة للاشتقاق على ( 2            لأنها كثيرة الحدود   (𝟑

–) 𝒇 ( نجد 3           𝟏) , 𝒇 (𝟑)                     

𝒇 (– 𝟏) = (−𝟏 − 𝟏)𝟒 = 𝟏𝟔           

𝒇 (𝟑) =  (𝟑 − 𝟏)𝟒 = 𝟏𝟔  

–) 𝒇     تحقق مبرهنة رول 𝒇الدالة  ∴ 𝟏) = 𝒇 (𝟑) 

𝒇́ (𝒙) = 𝟒(𝒙 − 𝟏)𝟑  ⇒  𝒇́(𝒄) =  𝟒 (𝒄 − 𝟏)𝟑  ⇒  𝟒 (𝒄 − 𝟏)𝟑 = 𝟎 

(𝒄 –  𝟏)𝟑 = 𝟎  ⇒ 𝒄 − 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒄 = 𝟏 ∈ (−𝟏 , 𝟑) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

b)  𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 −  𝒙      ,       [−𝟏 , 𝟏] 

, 𝟏−] الدالة مستمرة على ( 1 :الحل   لأنها كثيرة الحدود  [𝟏

, 𝟏−)الدالة قابلة للاشتقاق على ( 2            لأنها كثيرة الحدود    (𝟏

, 𝒇 (𝟏)    ( نجد3           𝒇 (– 𝟏) 

  𝒇 (– 𝟏) = (−𝟏)𝟑 − (−𝟏) =  −𝟏 + 𝟏 = 𝟎  

  𝒇 (𝟏) = (𝟏)𝟑 − (𝟏) = 𝟏 − 𝟏 = 𝟎  

–) 𝒇   تحقق مبرهنة رول 𝒉 الدالة ∴ 𝟏) = 𝒇 (𝟏) 

 𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 −  𝟏 ⇒  𝒇́(𝒄) = 𝟑𝒄𝟐 −  𝟏 ⇒  𝟑𝒄𝟐 −  𝟏 = 𝟎  

 𝟑𝒄𝟐 =  𝟏   ⇒ 𝒄𝟐 = 
𝟏

𝟑
  ⇒   𝒄 =  

𝟏

√𝟑
 ∈ (−𝟏 , 𝟏)     ,     𝒄 =  −

𝟏

√𝟑
 ∈ (−𝟏 , 𝟏) 

 

 



 

170 

c)  𝒈 (𝒙) =  𝒙𝟐 −  𝟑𝒙       ,    [−𝟏 , 𝟒] 

, 𝟏−] الدالة مستمرة على  (1 : الحل  لأنها كثيرة الحدود  [𝟒

, 𝟏−)الدالة قابلة للاشتقاق على  (2            لأنها كثيرة الحدود    (𝟒

 𝒈(−𝟏)  ,   𝒈(𝟒)( نوجد 3          

𝒈 (– 𝟏) =  (−𝟏)𝟐 −  𝟑 (– 𝟏) = 𝟏 + 𝟑 = 𝟒  

𝒈 (𝟒) =  (𝟒)𝟐 −  𝟑 (𝟒)  ⇒ 𝟏𝟔 − 𝟏𝟐 = 𝟒  

–) 𝒈 تحقق مبرهنة رول  𝒈الدالة ∴ 𝟏) = 𝒈 (𝟒) 

𝒈́(𝒙) =  𝟐𝒙 −  𝟑  ⇒ 𝒈́(𝒄) =  𝟐𝒄 −  𝟑 ⇒ 𝟐𝒄 − 𝟑 = 𝟎  

𝟐𝒄 =  𝟑 ⇒ 𝒄 =  
𝟑

𝟐
 ∈ (−𝟏 , 𝟒) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

d) 𝒇 (𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙    , [𝟎 , 𝟐𝝅]         1/ د 2018وزاري  

, 𝟎]الدالة مستمرة على ( 1: الحل  𝟐𝝅] 

, 𝟎)الدالة قابلة للاشتقاق على  (2           𝟐𝝅) 

 𝒇 (𝟎)   ,   𝒇 (𝟐𝝅)( نوجد 3          

𝒇 (𝟎) = 𝒄𝒐𝒔 (𝟎) +  𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝟎)  =  𝟏 +  𝟐 =  𝟑                                             

𝒇 (𝟐𝝅) =  𝒄𝒐𝒔 𝟒𝝅 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝝅 = 𝟏 + 𝟐 = 𝟑  

𝒇 (𝟎)تحقق مبرهنة رول    𝒇الدالة ∴ = 𝒇 (𝟐𝝅) 

𝒇́(𝒙) =  −𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 − 𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ⇒  𝒇́(𝒄) =  −𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒄 − 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒄                   𝒇́(𝒄) = 𝟎 

 −𝟐𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝒄) − 𝟐𝒔𝒊𝒏 (𝒄) = 𝟎  ⇒ 𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝒄) + 𝒔𝒊𝒏 (𝒄) = 𝟎  

𝟐𝒔𝒊𝒏 (𝒄)𝒄𝒐𝒔 (𝒄) + 𝒔𝒊𝒏 (𝒄) = 𝟎 ⇒ 𝒔𝒊𝒏 (𝒄)[𝟐𝒄𝒐𝒔 (𝒄) + 𝟏] = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝒔𝒊𝒏 𝒄 = 𝟎 ⇒ 𝒄 = 𝟎 , 𝝅 , 𝟐𝝅 , 𝟑𝝅 , …    ⇒   𝒄 = 𝝅 ∈ (𝟎 , 𝟐𝝅) 

𝒐𝒓         𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝒄) + 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒄𝒐𝒔 𝒄 =  
−𝟏

𝟐
 السالب في الربع الثاني والثالث     

𝒄 =  𝝅 − 
𝝅

𝟑
= 

𝟐𝝅

𝟑
 ∈ (𝟎 , 𝟐𝝅)      ربع ثاني 

𝒄 =  𝝅 + 
𝝅

𝟑
= 

𝟒𝝅

𝟑
 ∈ (𝟎 , 𝟐𝝅) لث     ربع ثا         

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

أختبر امكانية تطبيق مبرهنة القيمة المتوسطة للدوال التالية على الفترة المعطاة ادناه مع ذكر السبب وان تحققت :  7س

 الممكنة  𝐜المبرهنة فجد قيم 

a) 𝒇 (𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝒙 − 𝟏  ,   [−𝟏 , 𝟐] 
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, 𝟏−]مستمرة على الفترة  𝒇الدالة ( 1 :الحل   لأنها كثيرة حدود  [𝟐

, 𝟏−)قابلة للاشتقاق على  𝒇الدالة ( 2            لأنها كثيرة حدود  (𝟐

 الشروط متحققة فهي تحقق القيمة المتوسطة               

𝒇́(𝒙) =  𝟑𝒙𝟐 −  𝟏  

𝒇́(𝒄) =  𝟑𝒄𝟐 −   ميل المماس     𝟏 

 𝒇 (−𝟏)  =  −𝟏 +  𝟏 − 𝟏 =  −𝟏 

𝒇 (𝟐) =  𝟖 − 𝟐 − 𝟏 = 𝟓 

𝒇́(𝒄) =
𝒇 (𝒃) −  𝒇(𝒂)

 𝒃 − 𝒂
=
𝒇 (𝟐) −  𝒇(−𝟏)

 𝟐 − (−𝟏)
=  
𝟓 + 𝟏

𝟑
=
𝟔

𝟑
=    ميل الوتر       𝟐

 ميل المماس = ميل الوتر  ∵

𝟑𝒄𝟐 −  𝟏 = 𝟐 ⇒ [𝟑𝒄𝟐 −  𝟑 = 𝟎  ]  ÷ 𝟑 ⇒  𝒄𝟐 −  𝟏 = 𝟎 

𝒄𝟐 = ∓𝟏       ∴ 𝒄 = 𝟏 ∈ (−𝟏 , 𝟐) 

                            𝒄 = −𝟏 ∉ (−𝟏 , 𝟐) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

b) 𝒉 (𝒙) = 𝒙𝟐 −  𝟒𝒙 + 𝟓     , [−𝟏 , 𝟓] 

, 𝟏−]في الفترة المغلقة  الدالة مستمرة (1: الحل   لأنها كثيرة حدود [𝟓

, 𝟏−)على الفترة المفتوحة قابلة للاشتقاق ( الدالة 2            لأنها كثيرة حدود   (𝟓

 الشروط متحققة فهي تحقق القيمة المتوسطة               

𝒉(𝟓) =  𝟐𝟓 –  𝟐𝟎 + 𝟓 =  𝟏𝟎 

𝒉(−𝟏)  =  𝟏 + 𝟒 + 𝟓 =  𝟏𝟎   

𝒉́(𝒙) =  𝟐𝒙 − 𝟒 ⇒ 𝒉́(𝒄) =  𝟐𝒄 −  ميل المماس     𝟒

 ميل المماس = ميل الوتر  ∵

   
𝒇 (𝒃)− 𝒇(𝒂)

 𝒃−𝒂
=
𝒇 (𝟓)− 𝒇(−𝟏)

 𝟓—(−𝟏)
=
𝟏𝟎−𝟏𝟎

 𝟔
= 𝟎 ميل الوتر          

𝟐𝒄 –  𝟒 =  𝟎 ⇒ 𝟐𝒄 = 𝟒  ⇒   𝒄 = 𝟐 ∈ [−𝟏 , 𝟓] 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

c) 𝒈 (𝒙) =
𝟒

𝒙+𝟐
   , [−𝟏 , 𝟐] 

, 𝟏−]في الفترة المغلقة الدالة مستمرة ( 1: الحل  𝟐−لأن  [𝟐 ∉ [−𝟏 , 𝟐] 

, 𝟏−)على الفترة المفتوحة قابلة للاشتقاق ( الدالة 2           𝟐−لأن  (𝟐 ∉ (−𝟏 , 𝟐) 

 الشروط متحققة فهي تحقق القيمة المتوسطة               

𝒈 (𝒙) = 𝟒 (𝒙 + 𝟐)−𝟏 ⇒ 𝒈́(𝒙) =  −𝟒 (𝒙 + 𝟐)−𝟐 = 
−𝟒

(𝒙 + 𝟐)𝟐
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𝒈 (−𝟏)  = 
𝟒

−𝟏+𝟐
= 𝟒 

𝒈 (𝟐)  = 
𝟒

𝟐+𝟐
= 𝟏 

𝒈́(𝒄) =
−𝟒

(𝒄 + 𝟐)𝟐
 

 ميل المماس = ميل الوتر  ∵

 𝒈́(𝒄) =
𝒈 (𝒃)− 𝒈(𝒂)

 𝒃−𝒂
= 

𝒈 (𝟐)− 𝒈(−𝟏)

 𝟐−(−𝟏)
= 

𝟏−𝟒 

𝟑
= 

−𝟑

𝟑
= −𝟏 

 
−𝟒

(𝒄+𝟐)𝟐
= −𝟏 ⇒ [−(𝒄 + 𝟐)𝟐 = −𝟒  ] . −𝟏  

(𝒄 + 𝟐)𝟐 =  جذر الطرفين      𝟒

𝒄 + 𝟐 =  ±𝟐  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒄 + 𝟐 = 𝟐 ⇒ 𝒄 = 𝟎 ∈ (−𝟏 , 𝟐) 

𝒐𝒓           𝒄 + 𝟐 =  −𝟐 ⇒ 𝒄 =  −𝟒 ∉   (−𝟏 , 𝟐) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

d) 𝑩 (𝒙)  = √(𝒙 + 𝟏)𝟐
𝟑     ,  [−𝟐 , 𝟕] 

 الحل : 

, 𝟐−]الدالة مستمرة على الفترة المغلقة  (1 𝟕] 

= 𝒙غير  قابلة للاشتقاق عند  𝐁 (𝐱)الدالة  (2 𝟏−لأن    𝟏−  ∈ (−𝟐 , 𝟕) 

= 𝒙لأن الدالة غير قابلة للاشتقاق عند لا تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة  𝐁 (𝐱)الدالة  (3  −𝟏    

 الاشتقاق(السبب للاطلاع : )توضيح عدم قابلية            

𝑩 (𝒙)  = (𝒙 + 𝟏)
𝟐

𝟑 ⇒ 𝑩́(𝒙) =  
𝟐

𝟑
(𝒙 + 𝟏)

−𝟏

𝟑 = 
𝟐

𝟑 (𝒙+𝟏)
𝟏
𝟑

 

𝟑 (𝒙 + 𝟏)
𝟏
𝟑 = 𝟎  ]  ÷ 𝟑 ⇒ (𝒙 + 𝟏)

𝟏
𝟑 = 𝟎  ∴ 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒙 =  −𝟏  ∈ [−𝟐 , 𝟕] 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 أمثلة اضافية محلولة

 جد تقريبا لكل مما يأتي باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة أو نتيجتها :  :مثال 

1) √𝟖𝟐
𝟒

 
𝒂 =  اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه     𝟖𝟏 

𝒃 = 𝟖𝟐  

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟖𝟐 − 𝟖𝟏 = 𝟏 

𝒇(𝒙) =  √𝒙
𝟒
⟹   𝒇(𝒙) =  𝒙

𝟏
𝟒   
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𝒇́(𝒙) =
𝟏

𝟒
𝒙
−𝟑
𝟒 ⟹ 𝒇́(𝒙) =

𝟏

𝟒𝒙
𝟑
𝟒

 

𝒇(𝒂) =  √𝒂
𝟒
 ⟹ 𝒇(𝟖𝟏) = √𝟖𝟏

𝟒
= 𝟑 

𝒇́(𝒂) =
𝟏

𝟒𝒂
𝟑
𝟒

= 
𝟏

𝟒(𝟖𝟏)
𝟑
𝟒

=
𝟏

𝟒(𝟑𝟒)
𝟑
𝟒

=
𝟏

𝟒 (𝟐𝟕)
=

𝟏

𝟏𝟎𝟖
= 𝟎. 𝟎𝟎𝟗  

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟖𝟏 + 𝟏) ≅ 𝒇 (𝟖𝟏) +  (𝟏)𝒇́(𝟖𝟏) ⟹ 𝒇 (𝟖𝟐) ≅ 𝟑 + (𝟏)(𝟎. 𝟎𝟎𝟗) = 𝟑. 𝟎𝟎𝟗 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2) √𝟎. 𝟏𝟐𝟔
𝟑

 

𝒂 =  𝟎.  اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه     𝟏𝟐𝟓

𝒃 = 𝟎. 𝟏𝟐𝟔  

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟎. 𝟏𝟐𝟔 − 𝟎. 𝟏𝟐𝟓 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏 

𝒇(𝒙) =  √𝒙
𝟑
⟹   𝒇(𝒙) =  𝒙

𝟏
𝟑   

𝒇́(𝒙) =
𝟏

𝟑
𝒙
−𝟐
𝟑  

𝒇(𝒂) =  √𝒂
𝟑
 ⟹ 𝒇(𝟎. 𝟏𝟐𝟓) = √𝟎. 𝟏𝟐𝟓

𝟑
= 𝟎. 𝟓 

𝒇́(𝒂) =
𝟏

𝟑
𝒂
−𝟐
𝟑 ⟹ 𝒇́(𝟎. 𝟏𝟐𝟓) =

𝟏

𝟑
 (𝟎. 𝟏𝟐𝟓)

−𝟐
𝟑 =

𝟏

𝟑
 ((𝟎. 𝟓)𝟑)

−𝟐
𝟑 =

𝟏

𝟑
 (𝟎. 𝟓)−𝟐 

𝒇́(𝟎. 𝟏𝟐𝟓) =
𝟏

𝟑  (𝟎. 𝟓)𝟐
=

𝟏

𝟑 (𝟎. 𝟐𝟓)
=

𝟏

𝟎. 𝟕𝟓
= 𝟏. 𝟑𝟑𝟑𝟑 

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟎. 𝟏𝟐𝟓 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟏) ≅ 𝟎. 𝟓 +  (𝟎. 𝟎𝟎𝟏)(𝟏. 𝟑𝟑𝟑𝟑) 

𝒇 (𝟎. 𝟏𝟐𝟔) ≅ 𝟎. 𝟓 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟑𝟑 = 𝟎. 𝟓𝟎𝟏𝟑𝟑 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3) √−𝟑𝟏
𝟓

 

𝒂 =  اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه  𝟑𝟐− 

𝒃 = −𝟑𝟏  

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = −𝟑𝟏 − (−𝟑𝟐) = 𝟏 

𝒇(𝒙) =  √𝒙
𝟓
⟹   𝒇(𝒙) =  𝒙

𝟏
𝟓  ⟹ 𝒇́(𝒙) =

𝟏

𝟓
𝒙
−𝟒
𝟓  

𝒇(𝒂) =  √𝒂
𝟓
 ⟹ 𝒇(−𝟑𝟐) = √−𝟑𝟐

𝟓
= −𝟐 
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𝒇́(𝒂) =
𝟏

𝟓
𝒙
−𝟒
𝟓 ⟹ 𝒇́(−𝟑𝟐) =

𝟏

𝟓
 (−𝟑𝟐)

−𝟒
𝟓 =

𝟏

𝟓
 (−𝟐𝟓)

−𝟒
𝟓 =

𝟏

𝟓(−𝟐)𝟒
=
𝟏

𝟖𝟎
= 𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟓 

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (−𝟑𝟏) ≅ 𝒇 (−𝟑𝟐) +  (𝟏)𝒇́(−𝟑𝟐) ⟹ 𝒇 (−𝟑𝟏) ≅ −𝟐 + (𝟏)(𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟓) = −𝟏. 𝟗𝟖𝟕𝟓 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  (𝒎𝟐 𝟓𝟎)باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة جد بصورة تقريبية طول ضلع مربع مساحته  :مثال 

 الحل : 

 مربع طول الضلع  =مساحة المربع 

𝒂نفرض  =  اقرب رقم للعدد المعطى   𝟒𝟗

𝒃نفرض  = 𝟓𝟎    

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟓𝟎 − 𝟒𝟗 = 𝟏  

𝑨 = 𝒙𝟐   ⟹ 𝟓𝟎 = 𝒙𝟐  ⟹   𝒙 = √𝟓𝟎 

𝒇(𝒙) = √𝒙  ⟹ 𝒇́(𝒙) =
𝟏

𝟐√𝒙
  

𝒇(𝒂) = √𝒂  ⟹ 𝒇(𝟒𝟗) = √𝟒𝟗 = 𝟕 

𝒇́(𝒂) =
𝟏

𝟐√𝒂
 ⟹ 𝒇́(𝟒𝟗) =

𝟏

𝟐√𝟒𝟗
=
𝟏

𝟏𝟒
= 𝟎. 𝟎𝟕𝟏 

𝒇 (𝒂 + 𝒉) ≅ 𝒇 (𝒂) + 𝒉 𝒇́(𝒂) 

𝒇 (𝟒𝟗 + 𝟏) ≅ 𝒇 (𝟒𝟗) +  (𝟏)𝒇́(𝟒𝟗) ⟹ 𝒇 (𝟓𝟎) ≅ 𝟕 + (𝟏)(𝟎. 𝟎𝟕𝟏) = 𝟕. 𝟎𝟕𝟏 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 دراسة الدالة

𝒇́(𝒙) هي النقطة التي تنتمي لمنحني الدالة والتي يكون عندها  النقطة الحرجة : =  .غير معرفة أو تكون𝟎
 

 كيفية ايجاد النقط الحرجة

𝒇́(𝒙) عل ثم نج𝒇́(𝒙) نجد  الحالة الأولى : = , 𝒙𝟏ولتكن  𝒙ثم نحل المعادلة المتكونة ونجد قيم  𝟎 𝒙𝟐 , ثم   …

, 𝒙𝟏)المقابلة لها فتكون  (𝒚)في الدالة الاصلية ونجد قيم   (𝒙)نعوض قيم  𝒚𝟏), (𝒙𝟐 , 𝒚𝟐),  هي النقط الحرجة. …

 جد النقط الحرجة للدوال التالية :  :مثال 

a) 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 

 𝒇́(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟔         )𝒇́(𝒙) =  )نجعل   𝟎

𝟔𝒙 − 𝟔 = 𝟎 ⟹ 𝟔𝒙 = 𝟔 ⟹ 𝒙 = 𝟏  

𝒚 = 𝒇(𝟏) = 𝟑(𝟏)𝟐 − 𝟔(𝟏) = 𝟑 − 𝟔 = −𝟑            ∴   (𝟏 , نقطة حرجة   (𝟑−  

b) 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟑 

 𝒇́(𝒙) = 𝟐      𝒇́(𝒙) =  نجعل   𝟎

𝟐 =  غير ممكن  لا توجد نقاط حرجة     𝟎
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c) 𝒇(𝒙) =
𝟑

𝒙
 

𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙−𝟏  ⟹ 𝒇́(𝒙) = −𝟑𝒙−𝟐   ⟹  𝒇́(𝒙) =
−𝟑

𝒙𝟐
           (𝒇́(𝒙) =  (نجعل   𝟎

−𝟑

𝒙𝟐
= 𝟎 ⟹ −𝟑 =  غير ممكن لا توجد نقاط حرجة       𝟎

 اذا أعطيت نقطة حرجة يستفاد من ذلك في ايجاد الثوابت في الدالة المعطاة  الحالة الثانية :

𝒇(𝒙)لتكن  :مثال  = 𝒙𝟑 + 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + , 𝟏−)وكانت للدالة نقطة حرجة هي   𝟓 فجد قيم  (𝟏𝟎

, 𝒂الثوابت  𝒃 ∈ 𝑹  

 الحل : 

(−𝟏 , 𝟏𝟎 ⟸تحقق دالة المنحني  (𝟏𝟎 = −𝟏 + 𝒂 − 𝒃 + 𝟓  𝒂 − 𝒃 =  ( 1معادلة )                   ⟸ 𝟔

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒂𝒙 + 𝒃 ⟸ 𝒇́(−𝟏) = 𝟑(−𝟏)𝟐 − 𝟐𝒂 + 𝒃  𝟑 − 𝟐𝒂 + 𝒃 =  (2معادلة )  ⟸ 𝟎

𝒂وبحل المعادلتين آنيا نحصل على  =  −𝟑     ,     𝒃 = −𝟗    

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 والصغرى المحليةأختبار التزايد والتناقص والنهايات العظمى 

 :والتناقص والنقاط الحرجة )إن وجدت ونوعها نتبع ما يلي(  لإيجاد مناطق التزايد ملاحظة :

 .  𝒙ونضعها تساوي صفراً ونستخرج قيم  𝒇́(𝒙)نجد  (1

 فتكون لدينا نقاط حرجة مرشحة .  𝒇(𝒙)في الدالة الأصلية  𝒙وذلك بتعويض قيم  𝒙 نجد صور (2

ونستخرج مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى المحلية )إن   𝒇́(𝐱)على إشارة  𝒙نختبر قيم  (3

 .وجدت( 

لمعرفة نوع النقطة ، فاذا كان تغير اشارة المشتقة موجب الى سالب فالنقطة نهاية عظمى محلية ، اما اذا كان تغير  (4

 .  اشارة المشتقة من سالب الى موجب فالنقطة نهاية صغرى محلية

 النهاية العظمى والنهاية الصغرى المحلية :

, 𝐚]دالة مستمرة على الفترة  𝒇لتكن  𝐛] للاشتقاق عند  وقابلة(𝒙 = 𝒄) المفتوحة  التي تنتمي الى الفترة(𝒂 , 𝒃) 

 فاذا كانت : 

 

 

 

 

 

, +)اذا كانت النقطة  ملاحظة : +) 𝒐𝒓 (− , , +) حرجة فقط (− نقطة نهاية عظمى (−  (− ,  نقطة نهاية صغرى  (+

𝒚  جد مناطق التزايد والتناقص للدالة  :مثال  = 𝒇 (𝒙)  =  𝒙𝟐 

𝒇́(𝒙) :                                         الحل  =  𝟐𝒙     (𝒇́(𝒙) =  (نجعل 𝟎

[𝟐𝒙 = 𝟎 ] ÷ 𝟐  ⇒   𝒙 = 𝟎 

c 
−−−−− +++++ 

عظمى محلية ةنهاي    𝑭(𝒄) 

↗ ↘ 

𝒂 𝒃 
𝒇́(𝒙) اشارة  

c 
++ ++++ −− −−−− 

محلية صغرى ةنهاي    𝑭(𝒄) 

↘ ↗ 

𝒂 𝒃 
𝒇́(𝒙) اشارة  
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𝒇    متزايدة في{𝒙 ∶  𝒙 >  𝟎 }     

𝒇    متناقصة في{𝒙 ∶  𝒙 <  𝟎}  

 جد مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى )إن وجدت( لكل مما يأتي :  :مثال  

𝟏) 𝒇 (𝒙) =  𝟗𝒙 +  𝟑𝒙𝟐 – 𝒙𝟑 

 الحل : 

𝒇́(𝒙) = 𝟗 + 𝟔 𝒙 − 𝟑𝒙𝟐   ⟹ [𝟗 + 𝟔𝒙 − 𝟑𝒙𝟐 = 𝟎 ] ÷ −𝟑  

−𝟑 − 𝟐𝒙 + 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ (𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟑  

𝒐𝒓           𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙 =  −𝟏    
 
   

 

 

 

𝒇  متناقصة في{𝒙 ∶  𝒙 <  −𝟏} , { 𝒙 ∶  𝒙 >  𝟑}  

𝒇  𝟏−)متزايدة في الفترة المفتوحة , 𝟑)   

𝒇 (−𝟏) =  𝟗 (−𝟏) +  𝟑 (−𝟏)𝟐 − (−𝟏)𝟑 =  −𝟗 +  𝟑 +  𝟏 = نهاية صغرى محلية      𝟓−  (−𝟏 ,−𝟓)  

𝒇 (𝟑) =  𝟗 (𝟑) +  𝟑 (𝟑)𝟐 – (𝟑)𝟑  =  𝟐𝟕 +  𝟐𝟕 − 𝟐𝟕 = , 𝟑) نهاية عظمى محلية      𝟐𝟕  𝟐𝟕)  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2) 𝒇 (𝒙)  = √𝒙𝟐
𝟑

 

     𝒇 (𝒙) = 𝒙
𝟐

𝟑 ⇒ 𝒇́(𝒙) =  
𝟐

𝟑
𝒙
−𝟏

𝟑 = 
𝟐

𝟑𝒙
𝟏
𝟑

 

 . 𝒙يساوي صفراً ونستخرج قيمة  𝒇́(𝒙) هذه الحالة نجعل مقام في

 أما
𝟐

𝟑 √𝒙
𝟑 ≠ 𝒙)غير  معرفة اذا كانت  𝒇́(𝒙)فتكون   𝟎 = 𝒙)اي ان   (𝟎 =  عدد حرج .  (𝟎

𝟑𝒙
𝟏
𝟑 = 𝟎 ]  ÷ 𝟑 ⇒ 𝒙

𝟏
𝟑 = 𝒙       بالجذر التكعيبي          𝟎 = 𝟎  

 

 لا توجد نهايات عظمى أو صغرى 

𝒇  متزايدة في{𝒙 ∶  𝒙 >  𝟎}  

𝒇  متناقصة في{𝒙 ∶  𝒙 < 𝟎} 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3) 𝒇 (𝒙)  =  𝟏 + (𝒙 − 𝟐)𝟐 

𝒇́(𝒙) = 𝟐 (𝒙 − 𝟐)  ⇒ [𝟐 (𝒙 − 𝟐) =  𝟎 ]  ÷ 𝟐        ( 𝒇́(𝒙) =  (نجعل 𝟎

0 
++ ++++ −− −−−− 

𝒙  <  𝟎  𝒙 >  𝟎 

↘ ↗ تناقص  تزايد

𝒇́(𝒙) اشارة  

+ + +  + +  − − − − − − 
↘ ↗ تناقص  تزايد

(−1 , 3) 𝒙 <  −𝟏  −1 3 

− − − − − − 
↘  تناقص

𝒙 >  𝟑 
 ن . ع ن . ص

𝒇́(𝒙) اشارة 

0 
+ +  + + +  − − − − − 

𝒙 <  𝟎 𝒙 >  𝟎 

↘ ↗ تناقص  تزايد

𝒇́(𝒙) اشارة 
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𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟐  

𝒇 (𝟐) =  𝟏 + (𝟐 – 𝟐)𝟐 = 𝟏 + 𝟎 = 𝟏  

 (𝟐 , 𝟏)  نهاية صغرى محلية ∴ 

𝒇  متزايدة في{𝒙 ∶  𝒙 >  𝟐}     

𝒇  متناقصة في{𝒙 ∶  𝒙 < 𝟐} 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒇′(𝒙)هنالك ثلاث حالات لا يمكن أن نضع فيها  ملاحظة : =  :وهي    𝟎

𝒇́(𝒙)( اذا كانت 1 = 𝒂  حيث    𝒂 ∈ 𝑹 

𝒇 (𝒙)  التزايد والتناقص للدالةجد مناطق   :مثال   =  𝟑𝒙  

𝒇́(𝒙)كانت   :الحل  = 𝟑 > 𝟎  ∴     𝒇́(𝒙)  ≠ 𝟎   

𝒙 ∀الدالة متزايدة  ∴ ∈ 𝑹 

 تساوي عدد سالب  𝒇́(𝒙)متناقصة في حالة كون  𝒇 (𝒙)دالة ليمكن ان تكون ا

 𝒇́(𝒙)]ربعين = ممجموع [( اذا كانت 2

𝒇(𝒙)جد مناطق التزايد والتناقص للدالة   :مثال  = 𝒙𝟑 +  𝒙   

𝒇́(𝒙) الحل :               = 𝟑𝒙𝟐 +  𝟏 > 𝟎    ∴  𝒇́(𝒙)   ≠ 𝟎                         

𝒙 ∀الدالة متزايدة  ∴ ∈ 𝑹 

𝒇 (𝒙)( إذا كانت 3 =  
ثابت

متغير
 

𝒇(𝒙)جد مناطق التزايد والتناقص للدالة  :مثال  =  
𝒙+𝟏

𝒙−𝟐
 

 الحل : 

 𝒇́(𝒙) =  
(𝒙−𝟐)(𝟏)− (𝐱+𝟏)(𝟏)

(𝒙−𝟐)𝟐
= 

𝒙−𝟐−𝒙−𝟏

(𝒙−𝟐)𝟐
=

−𝟑

(𝒙−𝟐)𝟐
 ≠ 𝟎          𝒇́(𝒙) =   نجعل  𝟎

 

 

  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 جد مناطق التزايد والتناقص للدالة  :مثال  

𝒚 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙   

𝒚′ = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑           (𝒚′ =   (نجعل 𝟎

[𝟑 𝒙𝟐 − 𝟑 = 𝟎 ] ÷ 𝟑  

𝒙𝟐 − 𝟏 =  𝟎 ⇒   𝒙 =  ∓𝟏  

1) {𝒙 ∶   𝒙 >                           مناطق التزايد  {𝟏 

2) {𝒙 ∶  𝒙 < −𝟏}    ,    ( −𝟏,   مناطق التناقص (𝟏

𝟐 
++++ ++ − −−−−−− 

  

 ↘ ↗ 

𝟎 =  القيمة التي تجعل المقام

−−−−−−− +++++++ 
↗ ↘ 

−1 1 

+++++++ 
↗ 
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 جد مناطق التزايد والتناقص للدالة  :مثال 

 الحل :

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 

𝒇′(𝒙) = 4𝒙𝟑       (𝒇′(𝒙) =  (نجعل  𝟎

[𝟒𝒙𝟑 = 𝟎] ÷ 𝟒 ⟹ 𝒙𝟑 = 𝟎 ⇒  𝒙 =  𝟎 

{𝒙 ∶  𝒙 > 𝒙}  التزايد مناطق               {𝟎  ∶  𝒙 <    منطقة التناقص {𝟎

 جد مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى والنقاط الحرجة ان وجدت :مثال 

𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟏)𝟑 

 الحل :

𝒇′(𝒙) = 𝟑(𝒙 + 𝟏)𝟐 − (𝟏) = 𝟑(𝒙 + 𝟏)𝟐 

[𝟑(𝒙 + 𝟏)𝟐 = 𝟎] ÷ 𝟑 ⇒ (𝒙 + 𝟏)𝟐 =  بالجذر    𝟎

𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⇒  𝒙 = −1                      توجد نقاط نهايات لاو نقطة حرجة مرشحة  

{𝒙 ∶  𝒙 <  −𝟏}  ,   {𝒙 ∶  𝒙 >    الدالة متزايدة   {𝟏− 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 مثال : جد مناطق التزايد والتناقص ونقاط النهايات العظمى والصغرى المحلية للدالة ان وجدت 

 الحل : 

𝒇(𝒙) =
𝒙+𝟏

𝒙−𝟏
           تحتاج الى مجال الدالة لايجاد النقطة الحرجةفي الدالة الكسرية 

𝑹/ {𝟏}                   مجال الدالة هو 

𝒇′(𝒙) =
−𝟐

(𝒙−𝟏)𝟐
    ,    𝒇′(𝒙) = 𝟎 ⇒

−𝟐

(𝒙−𝟏)𝟐
= 𝟎 ⇒ −𝟐 =  غير ممكن 𝟎

= 𝒙النقطة الحرجة هي                    المقام يساوي صفر  التي تجعل   𝟏

 

𝒙}  الدالة متناقصة في ∶ 𝒙 <  𝟏}  , {𝒙 ∶  𝒙 𝟏} 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  مثال : جد مناطق التزايد والتناقص ونقاط النهايات العظمى والصغرى المحلية للدالة 

𝒇(𝒙) = −𝟏(𝒙 − 𝟐)𝟐 

 الحل : 

𝒇′(𝒙) = −𝟐(𝒙 − 𝟐)(𝟏) = −𝟐𝒙 + 𝟒 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 ⇒ [−𝟐𝒙 + 𝟒 = 𝟎÷ −𝟐 

𝒙 − 𝟐 =  𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟐  

0 
+ + + + + +  − − − − − − 

↘  ↗ 

−𝟏 
+ + + + + +  + + + + + + 

  

↗  ↗ 

𝟏 
− −−−−−− −−−−−−−− 

  

↘  ↘ 
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𝒙}مناطق التزايد   ∶  𝒙 >  𝟐 }   

𝒙}مناطق التناقص  ∶  𝒙 <  𝟐 }  

𝒇(𝟐) = 𝟏 − (𝟐 − 𝟐)𝟐 = 𝟏 

 (𝟐, ,𝟐)   ,نقطة حرجة     (𝟏  نهاية عظمى محلية (𝟏

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒇(𝒙)  ان وجدت في الدالةنوعها  جد مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة مبينا :مثال   =  𝒙𝟓 

 الحل : 

𝒇′(𝒙) = 𝟓𝒙𝟒        (𝒇′(𝒙) =  (نجعل  𝟎

[𝟓𝒙𝟒 = 𝟎÷ 𝟓 ⟹ 𝒙𝟒 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟎 

,𝟎) نقطة حرجة                                                𝟎) 

 {𝒙 ∶  𝒙 >  مناطق التزايد (1)  {𝟎 

 { 𝒙 ∶  𝒙 < 𝟎}  (2) 

 لا توجد نهايات للدالة لأن الدالة متزايدة في مجالها        

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 نوعها ان وجدت  والتناقص والنقاط الحرجة مبيناجد مناطق التزايد  :مثال 

𝒇 (𝒙) =  𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟐 + 𝟐𝟒𝒙 

 الحل : 

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟖𝒙 + 𝟐𝟒           (𝒇́(𝒙) =  (نجعل  𝟎

𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟖 = 𝟎 ⟹ (𝒙 − 𝟒)(𝒙 − 𝟐) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 − 𝟒 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟒  

𝒐𝒓           𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟐    

   
 

 
 

𝒇 𝟐)الفترة  متناقصة في , 𝟒)  

𝒇  متزايدة في{𝒙 ∶  𝒙 <  𝟐} , { 𝒙 ∶  𝒙 > 𝟒}  

𝒇 (𝟐) =  (𝟐)𝟑 − 𝟗(𝟐)𝟐 + 𝟐𝟒(𝟐) = 𝟖 − 𝟑𝟔 + 𝟒𝟖 = , 𝟐)     محلية عظمىنهاية نقطة      𝟐𝟎 𝟐𝟎) 

𝒇 (𝟒) =  (𝟒)𝟑 − 𝟗(𝟒)𝟐 + 𝟐𝟒(𝟒) = 𝟔𝟒 − 𝟏𝟒𝟒 + 𝟗𝟔 = محلية  صغرىنهاية نقطة     𝟏𝟔 (𝟒 , 𝟏𝟔) 

 
 

 

𝒇′(𝒙)  اشارة  

𝟎 

+ + + + + +  + + + + + + 

↗  ↗ 

𝒇′(𝒙)  اشارة  
𝟐 
−−−−−−− + + + + + + 

↗  
↘ 

−−−−− + + + + +  
↗ ↘ تزايد  تناقص

𝟐 𝟒 

+ + + + + 
↗  تزايد

𝒇́(𝒙) اشارة 
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 ونقط الانقلابتقعر وتحدب المنحنيات 

, 𝒂)دالة قابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة  𝒇اذا كانت  𝒃)  فيقال عن الدالة𝒇  بأنها محدبة اذا كانت𝒇′(𝒙) 

 متزايدة خلال تلك الفترة .  𝒇′(𝒙) كانتمتناقصة خلال تلك الفترة وتسمى مقعرة اذا 

 لإيجاد مناطق التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب نتبع ما يلي :  ملاحظة :

 . 𝒙 ونضعها تساوي صفراً ونستخرج قيم  𝒇́́(𝒙)( نجد 1

𝒇′′(𝒙)موجبة   𝒇′′(𝒙)( اذا كانت 2 > 𝟎  فالدالة مقعرة. 

𝒇′′(𝒙)]  سالبة  𝒇′′(𝒙)اذا كانت       <  .فالدالة محدبة  [𝟎

 . لايجاد نقطة الانقلاب   𝒇 (𝒙)في الدالة الاصلية 𝒙( نعوض قيم 3

 . انقلاب للدالة ( اذا لم يحدث تغير في اشارة المشتقة الثانية  فلا توجد هناك نقاط4

 غير معرفة ، والتي يتغير الدالة وتكون فيها المشتقة الثانية تساوي صفراً اولمنحني هي نقطة تنتمي  :نقلاب لأا نقطة

 .فيها اشارة المشتقة الثانية من تحدب الى تقعر او بالعكس 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒇 (𝒙)    جد نقاط الانقلاب للمنحني :  :مثال  = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟏 

 الحل : 

 (𝒇′′(𝒙) = 𝒇′(𝒙)    (نجعل   𝟎 = 𝟔𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟏𝟐 ⟹ 𝒇′′(𝒙) = 𝟏𝟐𝒙 − 𝟔         

𝟏𝟐𝒙 − 𝟔 = 𝟎 ⟹ 𝟏𝟐𝒙 = 𝟔 ⟹ 𝒙 =
𝟏

𝟐
  

𝒇 (
𝟏

𝟐
) = 𝟐 (

𝟏

𝟐
)
𝟑

− 𝟑(
𝟏

𝟐
)
𝟐

− 𝟏𝟐 (
𝟏

𝟐
) + 𝟏 =

−𝟏𝟏

𝟐
 

𝒇   مقعرة في{𝒙 ∶  𝒙 >
𝟏

𝟐
 موجبة    𝒇′′(𝒙)لأن      {

𝒇   محدبة في{𝒙 ∶  𝒙 <
𝟏

𝟐
 سالبة   𝒇′′(𝒙)لأن    {

)النقطة 
𝟏

𝟐
 ,
−𝟏𝟏

𝟐
 هي نقطة إنقلاب  (

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  جد مناطق التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب )ان وجدت( للدوال الاتية :  :مثال 

a) 𝒇 (𝒙) = 𝟒𝒙𝟑 − 𝒙𝟒 
 الحل :  

𝒇́(𝒙) =  𝟏𝟐 𝒙𝟐 − 𝟒 𝒙𝟑  ⇒   𝒇́́(𝒙) =  𝟐𝟒𝒙 − 𝟏𝟐 𝒙𝟐      (𝒇′′(𝒙) =  (نجعل   𝟎

 [𝟐𝟒𝒙 − 𝟏𝟐 𝒙𝟐 = 𝟎 ]  ÷ 𝟏𝟐 ⇒    𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 = 𝟎  

𝒙 (𝟐 − 𝒙) = 𝟎    

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 = 𝟎 

𝒐𝒓   𝟐 − 𝒙 = 𝟎 ⇒   𝒙 = 𝟐      

+ + + + +  −− −−−− 
 ⋓ تقعر ⋒ محدبة

𝟏

𝟐
 

 𝒇́́(𝒙) اشارة
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  𝐟 (𝟎)  =  𝟒 (𝟎)𝟑 – (𝟎)𝟒  =  𝟎                                (𝟎 ,  نقطة انقلاب  (𝟎

𝒇 (𝟐)  =  𝟒 (𝟐) 𝟑– (𝟐)𝟒  =  𝟑𝟐 –  𝟏𝟔 =  𝟏𝟔    (𝟐 ,  نقطة انقلاب  (𝟏𝟔

𝒙}( ومحدبة في 2 , 0مقعرة في الفترة ) ∶  𝒙 <  𝟎}  ، {𝒙 ∶  𝒙 >  𝟐} 

b) 𝒇 (𝒙) =  𝒙 + 
𝟏

𝒙
   ,   𝒙 ≠ 𝟎   

𝒇 (𝒙) =  𝒙 + 𝒙−𝟏  ⇒  𝒇́(𝒙) = 𝟏 − 𝒙−𝟐  ⇒  𝒇́́(𝒙) = 𝟐 𝒙−𝟑 

𝒇́́(𝒙) =  
𝟐

𝒙𝟑
 ≠ 𝟎  

  
      

𝟎فنجعل المقام  لا ينتمي لمجال الدالة  𝟎ب لأن لا توجد نقاط انقلا  ∴  = 

 𝒙𝟑 =  𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟎 

𝒇 مقعرة في   {𝒙 ∶  𝒙 >  𝟎} 

𝒇  محدبة في{𝒙 ∶  𝒙 <  𝟎} 

وكذلك  𝒇́́(𝒙)والتي تجعلها لا تساوي صفراً هي نفسها تنطبق على  𝒇́(𝒙)الحالات الثلاث التي تنطبق على  ملاحظة :

 .   𝒇 (𝒙)تنطبق على 

 يستفاد من نقطة الانقلاب في ايجاد الثوابت كما هو الحال في النقطة الحرجة .  ملاحظة :

c) 𝒉 (𝒙)  =  𝟒 – (𝒙 + 𝟐)𝟒 

𝒉́(𝒙) =  −𝟒 (𝒙 + 𝟐)𝟑  ⇒  𝒉 ́́ (𝒙) =  −𝟏𝟐 (𝒙 + 𝟐)𝟐 

[−𝟏𝟐 (𝒙 + 𝟐)𝟐 = 𝟎 ]  ÷ (−𝟏𝟐)  ⇒    (𝒙 + 𝟐)𝟐 =  بالجذر التربيعي        𝟎 

∴ 𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⇒ 𝒙 =  −𝟐  

 

 

𝒙عند  لا توجد نقاط انقلاب = −𝟐  ،𝒉   محدبة في{𝒙 ∶  𝒙 >  −𝟐}   , {𝒙 ∶  𝒙 <  −𝟐} 

d) 𝒇 (𝒙)  =  𝟑 –  𝟐𝒙 – 𝒙𝟐 

 :الحل 

 𝒇́(𝒙) =  −𝟐 − 𝟐𝒙 ⇒  𝒇́́(𝒙) =  −𝟐 < 𝟎  ∴ 𝒇́́(𝒙)  ≠ 𝟎 
𝒙 ∀محدبة  𝒇لا توجد نقاط انقلاب والدالة  ∴ ∈ 𝑹   . 

e) 𝒇 (𝒙) = 𝒙𝟒 +  𝟑𝒙𝟐 +  𝟑  
 :الحل 

𝒇́(𝐱) = 𝟒𝒙𝟑 +  𝟔𝒙 ⇒  𝒇́́(𝐱) = 𝟏𝟐𝒙𝟐 +  𝟔  > 𝟎       (𝒇́́(𝒙)  ≠ 𝟎) 
𝒙 ∀    مقعرة 𝒇لا توجد نقاط انقلاب والدالة  ∴ ∈ 𝑹  

2 

+++++ −− −−−− 

𝒙 <  𝟎  

 ⋓ تقعر ⋒ محدبة

0 

−− −−−− 

 ⋒ محدبة

𝒙 >  𝟐 
 (𝟎 ,   فترة (𝟐

𝒇́́(𝒙) اشارة  

 

−−−−−− −−−−−− 

𝒙 <  −𝟐 
 

 ⋒ محدبة ⋒ محدبة

−𝟐 𝒙 >  −𝟐 
𝒉 ́́ (𝒙) اشارة     

+ + + + +  −− −−−− 

𝒙 <  𝟎 
 

 ⋓ تقعر ⋒ محدبة

0 𝒙 >  𝟎 
   𝒇́́(𝒙)اشارة
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  أستخدام المشتقة الثانية لفحص النهايات العظمى والصغرى المحلية :

 من الممكن إستخدام الطريقة الاتية لمعرفة نوع النقطة الحرجة )عظمى أو صغرى( 

    𝒇́(𝒙)،   𝒇́́(𝒙)   . نجد1

𝒇́(𝒙)التي تجعل  𝒙. نجد قيم 2 =  فإذا كانت الاشارة بعدالتعويض :   𝒇́́(𝒙)  ونعوضها في 𝟎

a.  . موجبة فالنقطة الحرجة تمثل نقطة نهاية صغرى محلية 

b.  . سالبة فالنقطة الحرجة تمثل نقطة نهاية عظمى محلية 

c.   ويعاد الاختبار بواسطة الطريقة صفراً فإن هذه الطريقة فاشلة في معرفة نوع النقطة الحرجة تساوي ،

 تقة الأولى .السابقة عن طريق المش

 بإستخدام أختبار المشتقة الثانية إن أمكن جد النهايات المحلية للدوال الاتية:  :مثال 

a) 𝒇 (𝒙)  =  𝟔 𝒙 –  𝟑 𝒙𝟐–  𝟏  

𝒇́(𝒙) =  𝟔  –  𝟔𝒙                   (𝒇́(𝒙) =  (نجعل  𝟎

𝟔 − 𝟔 𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝟔 = 𝟔𝒙 ⇒ 𝒙 = 𝟏  

𝒇́́(𝒙) =  –  𝟔 < 𝟎  

= 𝒙توجد نهاية عظمى محلية عند  ∴  𝟏 

𝒇 (𝟏)  =  𝟔 (𝟏) –  𝟑 (𝟏)𝟐 –  𝟏 =  𝟐  

∴ (𝟏 ,  نهاية عظمى محلية نقطة  (𝟐

b) 𝒇 (𝒙) =  𝒙 – 
𝟒

𝒙𝟐
      ,     𝒙 ≠ 𝟎  

𝒇 (𝒙) = 𝒙 − 𝟒 𝒙−𝟐  ⇒  𝒇́(𝒙) =  𝟏 + 𝟖𝒙−𝟑 

𝒇́(𝒙) = 𝟏 + 
𝟖

𝒙𝟑
 

[𝟏 + 
𝟖

𝒙𝟑
 = 𝟎 ]   ×  𝒙𝟑  ⇒  𝒙𝟑 +  𝟖 = 𝟎 ⇒ 𝒙𝟑 = −𝟖 ⇒ 𝒙 =  −𝟐 

𝒇́(𝒙) =  𝟏 + 𝟖𝒙−𝟑  

𝒇́́(𝒙) =  −𝟐𝟒 𝒙−𝟒  ⇒  𝒇́́(𝒙) =  
−𝟐𝟒

𝒙𝟒
 

𝒇́́(– 𝟐) =  
−𝟐𝟒

(−𝟐)𝟒
= 
−𝟐𝟒

𝟏𝟔
=  
−𝟑

𝟐
< 𝟎  

𝒇 (– 𝟐) =  − 𝟐 – 
𝟒

(−𝟐)𝟐
= −𝟐 − 𝟏 =  −𝟑  

∴ (−𝟐 ,  نهاية عظمى محليةنقطة  (𝟑−
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c) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟗𝒙 

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟗             (𝒇́(𝒙) =  (نجعل 𝟎

[𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟗 = 𝟎  ]  ÷ 𝟑  

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑 = 𝟎 ⇒ (𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟏) = 𝟎 ⇒   𝒙 = 𝟑   ,    𝒙 = −𝟏  

𝒇́́(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟔  

𝒙عندما  = −𝟏   

𝒇́́(−𝟏)فأن  = −𝟏𝟐 < 𝟎    , 𝒇́(−𝟏) = 𝟎     

𝒙)توجد نهاية عظمى محلية عند  ∴ = −𝟏)  

𝒇(−𝟏)النهاية العظمى المحلية هي  :  ∴ = (−𝟏)𝟑 − 𝟑(−𝟏)𝟐 − 𝟗(−𝟏) = −𝟏 − 𝟑 + 𝟗 = 𝟓  

𝒙 =    عند   𝟑

𝒇́́(𝟑) = 𝟏𝟐 > 𝒇′(𝟑)   و      𝟎 =  فإن   𝟎

𝒙)توجد نهاية صغرى محلية عند  ∴  = 𝟑)  

𝒇(𝟑)النهاية الصغرى المحلية هي :  ∴ = (𝟑)𝟑 − 𝟑(𝟑)𝟐 − 𝟗(𝟑) = 𝟐𝟕 − 𝟐𝟕 − 𝟐𝟕 = −𝟐𝟕  

d) 𝒇 (𝒙) = 𝟒 − (𝒙 + 𝟏)𝟒   

𝒇́(𝒙) =  −𝟒(𝒙 + 𝟏)𝟑      (𝒇́(𝒙) =  (نجعل  𝟎

−𝟒(𝒙 + 𝟏)𝟑 = 𝟎   ⇒ (𝒙 + 𝟏)𝟑 = 𝟎 ⇒ 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = −𝟏    , 𝒇́(−𝟏) = 𝟎  

𝒇́́(𝒙) =  −𝟏𝟐(𝒙 + 𝟏)𝟐 ⇒ (𝒙 + 𝟏)𝟐 = 𝟎 ⇒ 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = −𝟏    ,   𝒇́́(−𝟏) = 𝟎  

𝒇́́(−𝟏) = 𝟎 𝒙)بجوار  𝒇́اذن هذه الطريقة لا تنفع لذا نعود الى ملاحظة تغير اشارة   ∵ = −𝟏)  

 

 

𝒇   متزايدة في {𝒙 ∶  𝒙 <  𝟎} 

 {𝒙 ∶  𝒙 >  𝒇  متناقصة في {𝟏−

𝒇 (−𝟏)توجد نهاية صغرى محلية هي :  ∴ = 𝟒 − (−𝟏 + 𝟏)𝟒 = 𝟒 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 

 

 

−−−−−− ++++++ 
تزايد تناقص ↗ ↘ 

−𝟏 

𝒇́(𝒙) اشارة     
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 يجاد الثوابتا

  ملاحظات حول أسئلة الثوابت :

( اذا أعطى في السؤال نهاية عظمى أو صغرى أو نقطة حرجة ، فنجد المشتقة الأولى ، ونعوض النهاية فيها ونجعلها 1

 تساوي صفراً . 

 .  علها تساوي صفراًنج( اذا أعطي في السؤال نقطة أنقلاب ، نجد المشتقة الثانية ونعوض نقطة الانقلاب فيها و2

 ( اذا أعطي في السؤال معادلة المماس نتبع ما يلي : 3

a . نجد ميل المماس من المشتقة الأولى عند نقطة التماس ) 

b = نجد ميل المماس )
𝒙 معامل − 

𝒚 معامل
 

c نساوي الميلين ) 

 ( كل زوج مرتب يعطى في السؤال يعوض في الدالة الاصلية 4

 .  (𝒚)( كل نهاية لم يذكر الاحداثي لها يعتبر احداثي صادي 5

 ( كل مستقيم يوازي محور السينات فإن ميله = صفراً 6

 ( المنحنيات المتماسات ميلاهما متساوي . 7

, 𝒃الثابتين  قيمتي عين :مثال  𝒂  لكي يكون لمنحني الدالة𝒚 = 𝒙𝟑 + 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙   عندمحلية نهاية عظمى        

𝒙 = 𝒙ونهاية صغرى محلية عند  𝟏− =   .ثم جد نقطة الانقلاب  𝟐

 الحل : 

𝒚 = 𝒙𝟑 + 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 ⟹ 𝒚′ = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒂 𝒙 + 𝒃 

= 𝒙للدالة نهاية عظمى محلية عند  ∵ −𝟏  𝒚′ = 𝟎 ⟸ 

𝟎 = 𝟑(−𝟏)𝟐 + 𝟐𝒂(−𝟏)  +  𝒃 

𝟑 − 𝟐𝒂 + 𝒃 = 𝟎 ⇒ −𝟐𝒂 +  𝒃 =  −𝟑… . . (𝟏) 

′𝒙 =2  𝒚للدالة نهاية صغرى محلية عند  ∵ = 𝟎 ⟸ 

𝟎 = 𝟑(𝟐)𝟐 + 𝟐𝒂(𝟐)  +  𝒃 

𝟏𝟐 + 𝟒𝒂 + 𝒃 = 𝟎  

−𝟐𝒂 + 𝒃 = −𝟑  … . . .  (𝟏) 

∓𝟒𝒂 ∓  𝒃 = ±𝟏𝟐… . . (𝟐) 

−𝟔𝒂 = 𝟗 𝒂 =
−𝟗

𝟔
⟹  𝒂 =

−𝟑

𝟐
عوض فين  (1)      تصبح الدالة  

−𝟐 (
−𝟑

𝟐
) + 𝒃 = −𝟑 ⟹ 𝒃 = −𝟔 

𝒚 = 𝒙𝟑 −
𝟑

𝟐
𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 

𝒚′ = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟔 
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𝒚′′ = 𝟔𝒙 − 𝟑       (𝒚′′ =  (نجعل 𝟎

𝟔𝒙 − 𝟑 = 𝟎 ⇒ 𝟔𝒙 = 𝟑 ⇒ 𝒙 =
𝟏

𝟐
  

 (
𝟏

𝟐
 ,
−𝟏𝟑

𝟒
 نقطة الانقلاب هي  ( 

𝒚 = (
𝟏

𝟐
)
𝟑

−
𝟑

𝟐
 (
𝟏

𝟐
)𝟐 − 𝟔(

𝟏

𝟐
) 

𝒚 =  
𝟏

𝟖
−
𝟑

𝟖
− 𝟑 =  

𝟏 − 𝟑 − 𝟐𝟒

𝟖
=
−𝟐𝟔

𝟖
=
−𝟏𝟑

𝟒
 

:𝒙}مقعرة في  𝒇الدالة  𝒙 >
𝟏

𝟐
:𝒙}محدبة في  𝒇الدالة ،                                        { 𝒙 <

𝟏

𝟐
}  

𝒇(𝒙)اذا كانت الدالة  :مثال   = 𝒂𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝒄  ونقطة انقلاب عند 8نهاية عظمى محلية تساوي 𝒙 = 𝟏  

, 𝒂فجد قيمة  𝒄 ∈ 𝐑  . 

 الحل :

𝒇(𝒙)  = 𝒂𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝒄 

𝒇′ ( 𝒙) = 𝟑𝒂𝒙𝟐 + 𝟔𝒙  

𝒇′′ ( 𝒙) = 𝟔𝒂𝒙 + 𝟔 

𝒙للدالة نقطة انقلاب عند  ∵ = 𝟏 𝒇′′ ( 𝒙)  =  𝟎 ⟸ 

𝟔𝒂𝒙 +  𝟔 =  𝟎 

𝟔𝒂(𝟏) +  𝟔 =  𝟎 ⇒ 𝟔𝒂 = −𝟔 ⇒ 𝒂 = −𝟏 

𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝒄 

𝒇′(𝒙) = −𝟑𝒙𝟐 + 𝟔𝒙   

−𝟑𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 = 𝟎 ]  ÷ 𝟑 ⇒ −𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 = 𝟎]  × −𝟏 

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝟎 ⇒  𝒙 (𝒙 − 𝟐) = 𝟎 

𝒙 اما = 𝒙    أو    𝟎 = 𝟐  

, 𝟐)وإن النقطة  𝟖الدالة تمتلك نهاية عظمى محلية  𝒚نقطة نهاية عظمى  (𝟖 = 𝟖     , 𝒙 =  تحقق المعادلة    𝟐

𝒇(𝒙) = −𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐  + 𝒄  

𝟖 = −(𝟐)𝟑 + 𝟑(𝟐)𝟐 + 𝒄   ⇒    𝒄 = 𝟒   

 

 
 

++++++ + −−−−−− − 
 ⋓ مقعرة ⋒ محدبة

𝟏

𝟐
 

+++++++ −− −−−− 
↘ ↗ تناقص  2 0 تزايد

−−−−−−− 
↘  تناقص
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𝒇(𝒙)لتكن  :مثال  =  𝒙𝟐 + 
𝒂

𝒙
𝒙دالة تمتلك نقطة انقلاب عند   = ثم بين هل ان الدالة تمتلك نهاية  𝒂جد قيمة  𝟏

 1/ د 2018وزاري    .عظمى محلية 

 الحل :

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝒂𝒙−𝟏 
𝒇′ ( 𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝒂𝒙−𝟐 

𝒇′′( 𝒙) = 𝟐 + 𝟐𝒂𝒙−𝟑 = 𝟐 + 
𝟐𝒂

𝒙𝟑
         (𝒇′′( 𝒙) = ,     (نجعل  𝟎 𝒙 = 𝟏  

𝟐 + 𝟐𝒂 = 𝟎  
𝟐𝒂 =  𝟎 − 𝟐 ⇒ 𝒂 = −𝟏  

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟐 + 
𝒂

𝒙
        ⟹ 𝒇(𝒙)  = 𝒙𝟐 + (

−𝟏

𝒙
) 

𝒇′  (𝒙) = 𝟐𝒙 +
𝟏

𝒙𝟐
 

𝒇′( 𝒙) = 𝟎 

[𝟐𝒙 + 
𝟏

𝒙𝟐
  = 𝟎 ] . 𝒙𝟐 

𝟐𝒙𝟑 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙𝟑 = −𝟏 ⟹ 𝒙𝟑 =
−𝟏

𝟐
 ⇒  𝒙 = √−

𝟏

𝟐

𝟑
   ⟹ 𝒇′′ (𝒙) = 𝟐 −

𝟐

𝒙𝟑
 

𝒇′′ (√−
𝟏

𝟐

𝟑

) = 𝟐 −
𝟐

−
𝟏
𝟐

= 𝟐 + 𝟒 = 𝟔 >  𝟎 

𝒙 توجد نهاية صغرى عند  ∴ = √−
𝟏

𝟐

𝟑
 ولا تملك نهاية عظمى محلية . 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒇 (𝒙)اذا كان منحني الدالة :  :مثال   =  𝒂𝒙𝟑  +  𝒃𝒙𝟐  +  𝒄    مقعر في{𝒙 ∶ 𝒙 <                      في ومحدب {𝟏 

{𝒙 ∶  𝒙 > + 𝒚ويمس المستقيم {𝟏   𝟗𝒙 = , 𝟑)عند النقطة   𝟐𝟖  , 𝒂فجد قيم الاعداد الحقيقية  (𝟏 𝒃 , 𝒄    . 

 1/د 2014وزاري            :الحل 

𝒙} في  ةمقعرالدالة مستمرة لأنها كثيرة حدود و ∵ ∶ 𝒙 < 𝒙}في  ةومحدب{𝟏  ∶  𝒙 >  𝟏} 

𝒙الدالة تمتلك نقطة انقلاب عند  ∴ = 𝟏   

𝒇 (𝒙)  =  𝒂𝒙𝟑  +  𝒃𝒙𝟐  +  𝒄 

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒂𝒙𝟐 + 𝟐𝒃𝒙  

𝒇́́(𝒙) = 𝟔𝒂𝒙 + 𝟐𝒃 ⟹ 𝒇́́ (𝟏) = 𝟔𝒂 + 𝟐𝒃          (𝒇́́(𝟏) =  (نجعل  𝟎

𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎  …………… . (𝟏) 

+ 𝒚م ميل المماس للمستق ∵  𝟗𝒙 = 𝒚́هو   𝟐𝟖  = 𝒙عند   𝟗− = 𝟑    

∴ 𝒇́(𝟑)  هو الميل للمماس لمنحني الدالة عند𝒙 = 𝟑 

𝒇́(𝟑) = 𝟑𝒂(𝟑)𝟐 + 𝟐𝒃(𝟑)  =  𝟐𝟕 𝒂 +  𝟔 𝒃 (ميل المماس) 

∴ 𝟐𝟕 𝒂 + 𝟔𝒃 =  −𝟗 ]  ÷  𝟑  
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𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎  ………… . (𝟏)     

∓𝟗𝒂 ∓ 𝟐𝒃 = ±𝟑…… . . .   بالطرح   (𝟐)

 −𝟑𝒂 = 𝟑  ⟹ 𝒂 =
𝟑

−𝟑
⟹ 𝒂 = −𝟏  

 ( نحصل على : 1في المعادلة ) 𝒂وبالتعويض في قيمة 

𝟔 (−𝟏) +  𝟐𝒃 =  𝟎 ⟹ −𝟔 + 𝟐𝒃 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒃 = 𝟔 ⟹∴ 𝒃 = 𝟑  

∴ ∈  للمنحني (𝟑 , 𝟏) 𝒇 (𝒙)تحقق معادلة المنحني    ∴  =  𝒂𝒙𝟑  +  𝒃𝒙𝟐  +  𝒄  

𝟏 =  (−𝟏)(𝟑)𝟑  +  𝟑 (𝟑)𝟐  +  𝒄 ⟹ 𝟏 = −𝟐𝟕 + 𝟐𝟕 + 𝒄 ⟹∴  𝒄 = 𝟏 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒇(𝒙)اذا كانت  :واجب سؤال  = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + , 𝒂 محلية  دالة تمتلك نهاية صغرى 𝟏𝟔 𝒃 ∈ 𝑹 جد قيمة𝒂  اذا

∋ 𝒂  علمت ان  {−𝟒, 𝟗}  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ( 3– 4)حل تمارين 

𝒇 (𝒙)لتكن  :  1س  =  𝒂 𝒙𝟐–  𝟔𝒙 +  𝒃   حيث𝒂 ∈ {−𝟒 , 𝟖}  , 𝒃 ∈ 𝑹  جد قيمة𝒂  : اذا كانت 

 مقعرة  𝒇محدبة       ب ( الدالة  𝒇الدالة أ( 

 الحل : 

𝒇 (𝒙)  =  𝒂 𝒙𝟐–  𝟔𝒙 +  𝒃   

𝒇 ́ (𝒙) =  𝟐𝒂 𝒙 –  𝟔  

𝒇́́(𝒙) =  𝟐𝒂 

 محدبة        𝒇الدالة أ( 

𝒇́́(𝒙) <  𝟎  ⟹ 𝟐𝒂 < 𝟎 ⟹ 𝒂 < 𝟎  ⟹ 𝒂 = −𝟒 

 مقعرة   𝒇 الدالةب( 

𝒇́́(𝒙) > 𝟎  ⟹ 𝟐𝒂 > 𝟎 ⟹   𝒂 >  𝟎   ⟹ 𝒂 =  𝟖  

𝒇 (𝒙)( نقطة حرجة لمنحني الدالة 6 , 2اذا كانت ) :2س  =  𝒂 – (𝒙 –  𝒃)𝟒   فجد𝒂 , 𝒃  وبين نوع النقطة

 .الحرجة

 :الحل 

 تحقق معادلة المنحني ∴للمنحني     ∈(6 , 2)∵ 

𝒇 (𝒙) =  𝒂 – (𝒙 –  𝒃)𝟒 

𝒇 ́ (𝒙) =  −𝟒(𝒙 –  𝒃)𝟑  ⟹  −𝟒 (𝟐 − 𝒃)𝟑 = 𝟎 ]  ÷ (−𝟒)  

𝒇 ́ (𝒙) = 𝒙عندما  نجعل  𝟎 = , 𝟐)لأن النقطة   𝟐  نقطة حرجة . (𝟔
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 (𝟐 − 𝒃)𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝟐 − 𝒃 = 𝟎  ⟹  𝒃 = 𝟐 

𝟔 =  𝒂 – (𝟐 –  𝒃)𝟒   ………(𝟏) 

 ( نحصل على : 1( في المعادلة )bوبالتعويض عن قيمة )

𝟔 =  𝒂 – (𝟐 –  𝟐)𝟒⟹ 𝒂 = 𝟔  

∴ 𝒇 ́ (𝒙) =  −𝟒(𝒙 –  𝒃)𝟑 
(𝟐 , 𝟔)  نهاية عظمى محلية تمتلك   ∴

 
 

 

𝒇 (𝒙)   اذا كان: 3 س =  𝒂 𝒙𝟑 +  𝒃𝒙𝟐  +  𝒄𝒙  𝒈 (𝒙) =  𝟏 –  𝟏𝟐𝒙 ,   وكان كل من𝒇 , 𝒈  عند نقطة  انمتماس

, 𝟏)نقطة انقلاب هي  𝒇الانقلاب وكانت للدالة  , 𝒂 فجد قيمة   (𝟏𝟏− 𝒃 , 𝒄 ∈ 𝑹  .    2/ د 2014وزاري 

 :الحل 

,𝒇(𝒙)الدالتين  ∵ 𝒈(𝒙) متماستان عند نقطة الانقلاب 

,𝒇(𝒙)ميل الدالتين  ∴ 𝒈(𝒙)  عند(𝒙 = 𝒇́(𝒙)متساويان اي ان   (𝟏 = 𝒈́(𝒙) 

𝒇 (𝒙) =  𝒂 𝒙𝟑 +  𝒃𝒙𝟐  +  𝒄𝒙  ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒂𝒙𝟐 + 𝟐𝒃𝒙 + 𝒄 

𝒈 (𝒙) =  𝟏 –  𝟏𝟐𝒙   ⟹  𝒈́ (𝒙) = –  𝟏𝟐 

𝟑𝒂𝒙𝟐 + 𝟐𝒃𝒙 + 𝒄 = −𝟏𝟐  ⟹ 𝟑𝒂(𝟏)𝟐 + 𝟐𝒃(𝟏) + 𝒄 = −𝟏𝟐 ⟹ 𝟑𝒂 + 𝟐𝒃 + 𝒄 = −𝟏𝟐… (𝟏) 

(𝟏 , النقطة (𝟏𝟏− 𝒇(𝒙) ⟸  𝒇́́(𝒙) نقطة انقلاب للدالة ∵ = 𝒙عندما   𝟎 = 𝟏 

𝒇́́(𝒙) = 𝟔𝒂𝒙 + 𝟐𝒃 ⟹ 𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎 ]  ÷ 𝟐 ⟹ 𝟑𝒂 + 𝒃 = 𝟎… . (𝟐) 

(𝟏 ,  𝒇(𝒙)تحقق معادلة الدالة  النقطة (𝟏𝟏−

𝒇 (𝒙) =  𝒂 𝒙𝟑 +  𝒃𝒙𝟐  +  𝒄𝒙  ⟹ −𝟏𝟏 = 𝒂 + 𝒃 + 𝒄… . (𝟑) 

 ( آنيا سوف نحصل على 3( و )2)( و 1وبحل المعادلات )

𝟑𝒂 + 𝟐𝒃 + 𝒄 =  −𝟏𝟐     . … (𝟏) 

∓𝒂 ∓ 𝒃 ∓ 𝒄 =  ±𝟏𝟏     … . .  بالطرح  (𝟑)

𝟐𝒂 +  𝒃 =  −𝟏 

∓𝟑𝒂 ∓ 𝒃 = 𝟎        ……… . .  بالطرح  (𝟐)

−𝒂 + 𝟎 = −𝟏 ⟹ 𝒂 = 𝟏  ⟹ 𝒃 = −𝟑𝒂 ⟹ 𝒃 = −𝟑 

𝒄 = −𝟏𝟏 − 𝒂 − 𝒃 = −𝟏𝟏 − 𝟏 + 𝟑  ⟹  𝒄 =  −𝟗  

 

2 

− − − − −  ++ + + + + 

𝒙 < 𝟐 𝒙 > 𝟐 

↗ ↘ تزايد  تناقص
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𝒇 (𝒙)تمثل نهاية صغرى محلية لمنحني الدالة   𝟔اذا كانت  :4س =  𝟑 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 +  𝒄  فجد قيمة𝒄   ثم

 ؟لمنحني في نقطة انقلابه لماس المجد معادلة 

 الحل :

𝒇 (𝒙) =  𝟑 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 +  𝒄 ⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟑𝒙𝟐       ( 𝒇́(𝒙) =  (نجعل 𝟎

𝟔𝒙 − 𝟑𝒙𝟐 = 𝟎 ]  ÷ 𝟑 ⟹ 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹  𝒙 (𝟐 − 𝒙) = 𝟎  

𝒙 =  𝟎     𝒐𝒓    𝟐 − 𝒙 = 𝟎  ⟹ 𝒙 = 𝟐 

(𝟎 ,  نهاية صغرى محلية وتحقق معادلة المنحني   (𝟔

𝒇(𝒙) = 𝟑 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 +  𝐜 ⟹ 𝟔 =   𝟑 (𝟎)𝟐 − (𝟎)𝟑 +  𝐜 ⟹  𝒄 = 𝟔    

𝒇́(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟑𝒙𝟐   ⟹ 𝒇́́(𝒙) = 𝟔 − 𝟔𝒙      (𝒇́́(𝒙) =  (نجعل 𝟎

𝟔 − 𝟔 𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝟔 = 𝟔𝒙 ⟹  𝒙 = 𝟏 
 
 
 
 
 
 
 
𝒇 (𝟏) =  𝟑(𝟏)𝟐 − (𝟏)𝟑 +  𝟔 = 𝟑 − 𝟏 + 𝟔 = 𝟖  

 (𝟏 , 𝒙عندما  𝒇́(𝒙)اي نحسب  (ميل المماسنقطة انقلاب )نقطة  (𝟖 = 𝟏  

𝒇́(𝟏) = 𝟔 (𝟏) − 𝟑(𝟏)𝟐 = 𝟔 − 𝟑 =  ميل المماس 𝟑

  𝒚 – 𝒚𝟏  =  𝒎 (𝒙 – 𝒙𝟏)  ⇒ 𝒚 − 𝟖 = 𝟑 (𝒙 − 𝟏) 

𝒚 − 𝟖 = 𝟑𝒙 − 𝟑 ⇒ 𝒚 − 𝟖 − 𝟑𝒙 + 𝟑 = 𝟎  

𝒚 –  𝟑𝒙 –  𝟓 = للمنحني  معادلةالمماس 𝟎   

𝒇 (𝒙)اذا كان :  5س =  𝒂𝒙𝟑 +  𝒃𝒙𝟐 +  𝒄𝒙   وكانت𝒇  مقعرة(∀ 𝒙 > 𝒙 ∀)محدبة  (𝟏  <   𝒇وللدالة  (𝟏 

, 𝟏−)نقطة نهاية عظمى محلية هي , 𝒂فجد قيمة الثوابت   (𝟓 𝒃 , 𝒄 ∈ 𝑹   .    3/ د 2012وزاري 

 :الحل 

, 𝟏−)النقطة   تحقق دالة المنحني   (𝟓

𝒇 (𝒙) =  𝒂𝒙𝟑 +  𝒃𝒙𝟐 +  𝒄𝒙  ⇒   𝟓 = 𝒂(−𝟏)𝟑 +  𝒃(−𝟏)𝟐 +  𝒄(−𝟏) 

−𝒂 + 𝒃 − 𝒄 = 𝟓  . … . . (𝟏) 

, 𝟏−)النقطة  𝒇́(𝒙)فنجعل   𝒇نقطة نهاية عظمى محلية للدالة  (𝟓 = 𝒙عندما    𝟎 = −𝟏 

𝒇 ́ (𝒙) =  𝟑𝒂𝒙𝟐 + 𝟐𝒃𝒙 +  𝒄    ⇒     𝟑𝒂(−𝟏)𝟐 + 𝟐𝒃(−𝟏) +  𝒄 = 𝟎 

+ + + + + + + + +  - - - - - - - - - - - - - 
↘ ↗ تناقص  تزايد

,𝟎) فترة 𝟐) 𝒙 <  𝟎  0 2 

- - - - - - - - - - - - - 
↘  تناقص

𝒙 > 𝟐  
 ن . ع ن . ص

𝒇́(𝒙)اشارة 
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𝟑𝒂 − 𝟐𝒃 + 𝒄 = 𝟎… . . (𝟐) 

𝒇 الدالة 𝒙 ∀)مقعرة  ∵ > 𝒙 ∀)محدبة  (𝟏  < 𝒇́́(𝒙)نجعل  ∴  (𝟏  = 𝒙عندما   𝟎 =  انقلابلأنه توجد نقطة  𝟏

𝒇́́(𝒙) = 𝟔𝒂𝒙 + 𝟐𝒃 ⇒ 𝟔𝒂 (𝟏) +  𝟐𝒃 = 𝟎 ⇒ 𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎… . . (𝟑)                  

−𝒂 + 𝒃 − 𝒄 = 𝟓  . … . . (𝟏) 

𝟑𝒂 − 𝟐𝒃 + 𝒄 = 𝟎… . .   بالجمع  (𝟐)

𝟐𝒂 − 𝒃 = 𝟓     ]  × 𝟐 

𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎… . . (𝟑) 

𝟒𝒂 − 𝟐𝒃 = 𝟏𝟎 

𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎… . .   بالجمع         (𝟑)

𝟏𝟎𝒂 + 𝟎 = 𝟏𝟎 ⇒ 𝟏𝟎𝒂 = 𝟏𝟎 ⇒ 𝒂 = 𝟏 ⇒ 𝒃 = 𝟐𝒂 − 𝟓 = 𝟐 − 𝟓 ⇒ 𝒃 = −𝟑 

𝐜 = −𝒂 +  𝒃 − 𝟓 = −𝟏 + (−𝟑) − 𝟓 ⇒ 𝒄 =  −𝟗  

𝒇 (𝒙)لتكن :  6س =  𝒙𝟐 − 
𝒂 

𝒙
≠ 𝒙حيث     1/د2013وزاري   . محلية لا تمتلك نهاية عظمى 𝒇برهن ان الدالة  𝟎

  :الحل 

𝒇 (𝒙) =  𝒙𝟐 −  𝒂 𝒙−𝟏 ⇒ 𝒇́(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝒂𝒙−𝟐 = 𝟐𝒙 + 
𝒂

𝒙𝟐
         (𝒇́(𝒙) =  (نجعل 𝟎

[𝟐𝒙 + 
𝒂

𝒙𝟐
= 𝟎 ]   ⟹

𝒂

𝒙𝟐
= −𝟐𝒙 ⟹ 𝒂 = − 𝟐𝒙𝟑  ⇒  𝒙𝟑 = 

−𝒂

𝟐
 … . . (𝟏) 

𝒇́́(𝒙) = 𝟐 − 𝟐𝒂𝒙−𝟑 = 𝟐 − 
𝟐𝒂

𝒙𝟑
 

𝒇́́ (
−𝒂

𝟐
) = 𝟐 −

𝟐𝒂
−𝒂

𝟐

 = 𝟐 − 𝟐𝒂 (
−𝟐

𝒂
) = 𝟐 + 𝟒 = 𝟔 > 𝟎  , 𝒇́́(𝒙) > 𝟎     

 .  𝒂لا تمتلك نهاية عظمى محلية مهما كانت قيمة  𝒇 الدالة ∴

 . 𝒂 مهما كانت قيمة محلية صغرىتمتلك نهاية     𝒇 الدالة ∴

– 𝟑𝒙المستقيم  : 7س  𝒚 = = 𝒚يمس المنحني    𝟕   𝒂𝒙𝟐 +  𝒃𝒙 +  𝒄  𝟐)عند , وكانت له نهاية محلية   (𝟏−

عند 
𝟏

𝟐
 =  𝒙  جد قيمة𝒂 , 𝒃 , 𝒄 ∈ 𝑹  1/د 2016وزاري          1/ د 2015وزاري ؟   وما نوع النهاية  

, 𝟐)الحل : النقطة   تحقق معادلة المنحني    (𝟏−

𝒚 =  𝒂𝒙𝟐 +  𝒃𝒙 +  𝒄  ⇒ −𝟏 = 𝒂(𝟐)𝟐 + 𝒃(𝟐) + 𝒄 ⇒ 𝟒𝒂 + 𝟐𝒃 + 𝒄 = −𝟏 … . (𝟏)  

𝒙 للمنحني نهاية محلية عند  ∵ =
𝟏

𝟐
   ⟸ 𝒚́ = 𝒙عندما   𝟎 =

𝟏

𝟐
 

𝒚́ = 𝟐𝒂𝒙 + 𝒃 ⟹ 𝟐𝒂𝒙 + 𝒃 = 𝟎⟹ 𝟐𝒂(
𝟏

𝟐
) + 𝒃 = 𝟎 ⟹ 𝒂+ 𝒃 = 𝟎 … . (𝟐)  

– 𝟑𝒙نجد معادلة ميل المستقيم المماس من معادلته  ∴  𝒚 =  𝟕    

المماسميل   = 
−𝟑

−𝟏
= 𝟑    
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𝒙عندما   𝒚́نجد ميل منحني الدالة عند نقطة التماس )اي نجد   ∴ = 𝟐) 

𝒚́ = 𝟐𝒂𝒙 + 𝒃 = 𝟐𝒂 (𝟐) + 𝒃 ⟹ 𝒚́ = 𝟒𝒂 + 𝒃 

 ميل المستقيم المماس = ميل المنحني للدالة عند نقطة التماس  ∵

𝒚́ = 𝟒𝒂 + 𝒃 ⟹  𝟒𝒂 + 𝒃 = 𝟑 … . (𝟑) 

𝒂 + 𝒃 = 𝟎          … . (𝟐) 

 ∓𝟒𝒂 ∓ 𝒃 = ∓𝟑… .  بالطرح  (𝟑)

 −𝟑𝒂 =  −𝟑 ⟹ 𝒂 = (2نعوض في )                              𝟏  

𝟏 +  𝒃 =  𝟎 ⟹ 𝒃 =  −𝟏           𝐜  ( لإيجاد1نعوض في )  

𝟒(𝟏) + 𝟐(−𝟏) + 𝒄 = −𝟏 ⟹ 𝟒− 𝟐 + 𝒄 = −𝟏 ⟹ 𝟐 + 𝐜 = −𝟏 ⟹  𝐜 = −𝟑 

𝒚 =  𝒙𝟐 −  𝒙 − 𝟑   

𝒙 =
𝟏

𝟐
  ⟹  𝒚 =  (

𝟏

𝟒
) −

𝟏

𝟐
− 𝟑 = −𝟑

𝟏

𝟒
  

) تمثل نهاية صغرى محلية  
𝟏

𝟐
 ,−𝟑

𝟏

𝟒
) 

 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 محلولة أمثلة اضافية

 جد ان وجدت مناطق التزايد والتناقص والنقط الحرجة وقيم نقاط النهايات للدوال الاتية :  :مثال 

a) 𝒇 (𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 

𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙     (𝒇′(𝒙) =  (نجعل   𝟎

𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 = 𝟎] ÷ 𝟑 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙(𝒙 − 𝟐) = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎    , 𝒙 = 𝟐  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒙 = 𝟐 ⟹ 𝒚 = −𝟒     𝒐𝒓  𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒚 = 𝟎  

, 𝟐)النقط الحرجة هي   ∴ −𝟒) , (𝟎 , 𝟎) 

, 𝟎)النقطة    (𝟎)نهاية عظمى محلية ، قيمة النهاية العظمى المحلية تساوي  (𝟎

, 𝟐)النقطة    (𝟒−)نهاية صغرى محلية وقيمة النهاية الصغرى المحلية تساوي  (𝟒−

𝒙}مناطق التزايد  ∶ 𝒙 < 𝟎 } 

                    {𝒙 ∶ 𝒙 > 𝟐 } 

, 𝟎)مناطق التناقص = الفترة  𝟐) 

 

𝟏

𝟐
 

+ +  + + +  − − − − − 
↘ ↗ تناقص  تزايد

−− −−−− +++++ 
↗ 𝒙 < 𝟎 ↘  2 0 تناقص

++ ++++ 

↗ 𝒙 > 𝟐 
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b) 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟑 

𝒇′(𝒙) = 𝟐            (𝒇′(𝒙) = (لا يمكن جعل     𝟎         𝟎 ≠ 𝟐 

 لا توجد نقط حرجة    ∴

𝒙}مناطق التزايد  ∶ ∀𝒙 ∈ 𝑹} 

 

c) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐+𝟏

𝒙𝟐−𝟒
  

𝒇′(𝒙) =
(𝒙𝟐 − 𝟒)𝟐𝒙 − (𝒙𝟐 + 𝟏)(𝟐𝒙)

(𝒙𝟐 − 𝟒)𝟐
= 
𝟐𝒙𝟑 − 𝟖𝒙 − 𝟐𝒙𝟑 − 𝟐𝒙

(𝒙𝟐 − 𝟒)𝟐
=

−𝟏𝟎𝒙

(𝒙𝟐 − 𝟒)𝟐
 

−𝟏𝟎𝒙

(𝒙𝟐 − 𝟒)𝟐
= 𝟎 ⟹ −𝟏𝟎𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎  ⟹ 𝒚 =

−𝟏

𝟒
 

, 𝟎)الحرجة  ةالنقط  ∴ −
𝟏

𝟒
−تمثل نهاية عظمى محلية   ،    قيمة النهاية العظمى المحلية     (

𝟏

𝟒
=  

}مناطق التزايد 
𝒙 ∶ 𝒙 < −𝟐

(−𝟐 , }مناطق التناقص        الفترة (𝟎
𝒙 ∶ 𝒙 > 𝟐

(𝟎,   الفترة (𝟐

 

 
 

𝒇 (𝒙)اذا كانت  :مثال   = 𝟑 +  𝒃𝒙 +  𝒄𝒙𝟐  𝟏)تمتلك نقطة حرجة هي, ∋ 𝒃جد قيمة   (𝟒 𝑹  ثم بين نوع

 . النقطة الحرجة 

 الحل : 

𝒇 (𝒙) = 𝟑 +  𝒃𝒙 +  𝒄𝒙𝟐 

𝒇′(𝒙) = 𝒃 + 𝟐𝒄𝒙       (𝒇′( 𝒙) =   (عند الحرجة  𝟎

𝒃 + 𝟐𝒄𝒙 = 𝟎                                   𝒙 =    عند   𝟏

𝒃 + 𝟐𝒄 = 𝟎 …… (𝟏) 

𝒇(𝒙) = 𝟑 + 𝒃𝒙 + 𝒄𝒙𝟐           𝟏 ) تحقق المعادلة, 𝟒) 

𝟒 = 𝟑 + 𝒃 + 𝒄 

𝐛 + 𝐜 = 𝟏    … . . (𝟐) 

  𝒃 + 𝟐𝒄 = 𝟎 …… (𝟏)     

∓𝒃 ∓ 𝒄 = ∓𝟏… . .  بالطرح   (𝟐)

 𝒄 = −𝟏  

𝒃 − 𝟏 = 𝟏 ⇒ 𝒃 = 𝟐 

𝟏 
− −−−−−− + + + + + + 

  

↗  ↘ 

+ ++ + + +++++ 
↗ ↗ 

−𝟐 2 
−− −−−− 

↘ 

− − − − 
0 ↘ 

++ ++++   + + + + +  
↗ ↗ 
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𝒇′( 𝒙) = 𝟐 − 𝟐𝒙        )𝒇′( 𝒙) =  (نجعل   𝟎

𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟐 ⇒ 𝒙 = عظمى محليةنهاية                                 𝟏  (𝟏, 𝟒) ∴ 

𝒇(𝒙)اذا كانت  :مثال  =  𝒂𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐  جد قيمة𝒂 , 𝒃  𝟏) اذا علمت ان للمنحني نقطة انقلاب,  1/د2007وزاري  . (𝟐

 الحل :

(𝟏, 𝟐)  تحقق معادلة المنحني  ∵

𝒇(𝒙) =  𝒂𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐  

𝟐 =  𝒂(𝟏)𝟑 + 𝒃(𝟏)𝟐⟹ 𝒂+ 𝒃 = 𝟐 ………(𝟏)  

𝒇′( 𝒙)  = 𝟑𝒂𝒙𝟐 + 𝟐𝒃𝒙           

𝒇′′(𝒙) = 𝟔𝒂𝒙 + 𝟐𝒃                       (𝒇′′( 𝒙) = 𝟎)           (𝒙 =  (عند     𝟏

𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎]  ÷ 𝟐  

𝟑𝒂 + 𝒃 = 𝟎………(𝟐)             

𝒂 + 𝒃 = 𝟐…… .… (𝟏) 

∓𝟑𝒂 ∓ 𝒃 = 𝟎……  بالطرح      (𝟐)

−𝟐𝒂 = 𝟐 ⟹ 𝒂 = في معادلة   (1)     𝟏− 𝒂    نعوض قيمة

−𝟏 + 𝒃 = 𝟐 ⟹ 𝒃 = 𝟑             

𝒇 (𝒙)اذا علمت ان للدالة  :مثال   =  𝒂𝒙𝟑  +  𝒃𝒙   حيث𝒂 , 𝒃 ∈ 𝑹  ( 𝟏−نقطة نهاية عظمى محلية هي , 𝟐 )

, 𝒂  جد قيمة 𝒃   . 

  :الحل 

𝒇 (𝒙) =  𝒂𝒙𝟑  +  𝒃𝒙 ⇒ 𝒇́(𝒙) =  𝟑𝒂𝒙𝟐 +  𝒃   

𝒇́(– 𝟏) =  𝟑𝒂(−𝟏)𝟐 +  𝒃 ⇒ 𝟑𝒂 + 𝒃 = 𝟎 …………(𝟏) 

∈ للمنحني (−𝟏 , 𝟐)  ∴ النقطة  تحقق معادلة المنحني    ∵

  𝒇 (𝒙) =  𝒂𝒙𝟑  +  𝒃𝒙       

𝟐 =  𝒂 (−𝟏)𝟑  +  𝒃 (−𝟏)  ⇒ 𝟐 =  −𝒂 − 𝒃……… . . (𝟐) 

𝟑𝒂 + 𝒃 = 𝟎 ……… . (𝟏) 

−𝒂 − 𝒃 = 𝟐 ……… .  بالجمع    (𝟐)

𝟐𝒂 =  𝟐 ⇒ ∴ 𝒂 = 𝟏 ⇒ 𝟑 (𝟏) +  𝒃 = 𝟎 ⇒ 𝟑 + 𝒃 = 𝟎 ⇒ 𝒃 =  −𝟑  
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 تحلول الاسئلة الوزارية حول ايجاد الثواب

, 𝟏)اذا كان : س  𝒇 (𝒙)تمثل نهاية صغرى محلية للدالة  (𝟔  =  𝒂 𝒙𝟐 + (𝒙 –  𝒃)𝟐  جد قيمة كل من𝒂 , 𝒃  

  1/ د 1998 وزاريالحقيقيتين الموجبتين . 

, 𝟏)  :الحل  𝟔)  تحقق معادلة الدالة  والمشتقة عندها تساوي صفر  ∵ 

𝒇 (𝒙)  =  𝒂 𝒙𝟐 + (𝒙 –  𝒃)𝟐 

𝟔 = 𝒂 (𝟏)𝟐 + (𝟏 − 𝒃)𝟐 

𝟔 = 𝒂 + 𝟏 − 𝟐𝒃 + 𝒃𝟐……(𝟏) 

𝒇́(𝒙) = 𝟐𝒂𝒙 + 𝟐 (𝒙 − 𝒃)  ⟹ 𝟐𝒂 (𝟏) + 𝟐 (𝟏 − 𝒃) = 𝟎  

𝟐𝒂 + 𝟐 − 𝟐 𝒃 = 𝟎  ]  ÷ 𝟐  ⟹ 𝒂 + 𝟏 − 𝒃 = 𝟎 ⟹ 𝒂 = 𝒃 − 𝟏… . . . (𝟐) 

∴ 𝟔 =  𝒃 –  𝟏 +  𝟏 –  𝟐𝒃 + 𝒃 𝟐  ⟹  𝒃𝟐 − 𝒃 − 𝟔 = 𝟎   

(𝒃 –  𝟑)(𝒃 +  𝟐) =  𝟎   

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒃 − 𝟑 = 𝟎  ⟹   𝒃 = 𝟑  ⟹   𝒂 = 𝟑 − 𝟏 = 𝟐  

𝒐𝒓         𝒃 +  𝟐 = 𝟎  ⟹ 𝒃 = يهمل    𝟐−    

𝒇 (𝒙)اذا كان منحني  :س  =  𝒙𝟑 − 𝒃 𝒙𝟐 + 𝒄𝒙  𝟐−)يمر بالنقطة ,          وكانت للدالة نقطة أنقلاب عند  (𝟐−

𝒙 = 1  جد قيمتي كل من𝒃 , 𝒄 ∈ 𝑹 ثم جد نقطة النهاية العظمى المحلية للدالة  𝒇 . 2/ د 1999 زاري و 

, 𝟐−) :الحل  −𝟐)  لدالةتحقق معادلة اتنتمي للدالة  فهي    ∵

  𝒇 (𝒙) =  𝒙𝟑 − 𝒃 𝒙𝟐 + 𝒄𝒙 

−𝟐 =  (−𝟐)𝟑 − 𝒃 (−𝟐)𝟐 + 𝒄 (−𝟐) ⟹  −𝟐 =  −𝟖 − 𝟒𝒃 − 𝟐𝒄 ]  ÷ 𝟐 

−𝟏 =  −𝟒 − 𝟐𝒃 − 𝒄 ⟹ −𝟐𝒃 − 𝒄 = 𝟑  . . … . (𝟏) 

𝒇́(𝒙) =  𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒃 𝒙 + 𝒄 

𝒇́́(𝒙) =  𝟔𝒙 − 𝟐𝒃 ⟹ 𝟔 (𝟏) − 𝟐𝒃 = 𝟎  ⟹   𝟐𝒃 = 𝟔 ⟹ ∴ 𝒃 = 𝟑 

−𝟐 (𝟑)–  𝒄 =  𝟑 ⟹ −𝟔 − 𝒄 = 𝟑 ⟹  ∴ 𝒄 =  −𝟗  

𝒇́(𝒙) =  𝟑𝒙𝟐 − 𝟐 (𝟑) 𝒙 + (−𝟗) ⟹  𝒇́(𝒙) =  𝟑𝒙𝟐 − 𝟔 𝒙 − 𝟗  

𝟑𝒙𝟐 − 𝟔 𝒙 − 𝟗 = 𝟎 ]  ÷ 𝟑 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝟐 𝒙 − 𝟑 = 𝟎   

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟏) = 𝟎   

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒙 − 𝟑 = 𝟎 ⟹   𝒙 = 𝟑    

𝒐𝒓           𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⟹   𝒙 =  −𝟏  

𝒇 (𝒙) =  𝒙𝟑 − 𝟑 𝒙𝟐 − 𝟗𝒙 

𝒇 (−𝟏) =  (−𝟏)𝟑 − 𝟑 (−𝟏)𝟐 − 𝟗(−𝟏) =  − 𝟏 –  𝟑 +  𝟗 =  𝟓 

(−𝟏 ,  نهاية عظمى محلية       (𝟓
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𝒇 (𝒙)جد نقطة الانقلاب لمنحني الدالة  : س =  𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 − ثم جد معادلة مماس المنحني  عند نقطة   𝟐

 2/ د 2002ي وزار  .  انقلابه

 :الحل 

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑  ⟹  𝒇́́(𝒙) = 𝟔𝒙  

𝟔𝒙 = 𝟎  ⟹ 𝒙 = 𝟎 ⟹   𝒇 (𝟎) = −𝟐                   (𝟎 , نقلاب لانقطة ا (𝟐−   ∴   

المماسميل   = 𝒇́(𝟎) = 𝟑(𝟎)𝟐 − 𝟑 =  −𝟑  

𝒚 – 𝒚𝟏 =  𝒎 (𝒙 – 𝒙𝟏) ⟹ 𝒚 + 𝟐 =  −𝟑 (𝒙 − 𝟎 ) 

𝒚 + 𝟐 =  −𝟑𝒙 ⟹ 𝟑𝒙 + 𝒚 + 𝟐 =   معادلة المماس 𝟎

 

 

 

 

𝒇 (𝒙)لتكن س :   =  𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐 + 𝒄𝒙 +  𝟏  ،(−𝟏 , نقطة نهاية عظمى محلية للدالة جد  (𝟐

, 𝒃       قيمتي 𝒄 ∈ 𝐑 1/ د 2005زاري و    توجد نقطة أنقلاب للدالة ؟  هل 

, 𝟏−)  :  الحل 𝟐)  تحقق معادلة الدالةتنتمي للدالة فهي      ∵

   𝒇 (𝒙)  =  𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐 + 𝒄𝒙 +  𝟏 

 2 =  −𝟏 +  𝒃 −  𝒄 + 𝟏 

𝒃 –  𝒄 =  𝟐 . … . (𝟏) 

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 +  𝟐𝒃𝒙 + 𝒄   ⟹   𝟑 (−𝟏)𝟐 + 𝟐 𝒃 (−𝟏) + 𝒄 = 𝟎  

     𝒃 –  𝒄    =  𝟐     … . (𝟏)  

−𝟐𝒃 +  𝒄 = −𝟑  … .   بالجمع    (𝟐)

−𝒃 = −𝟏 ⟹   𝒃 = 𝟏 ⟹ 𝟏 − 𝒄 = 𝟐 ⟹ 𝒄 =  −𝟏  

 

 

 

𝒇́́(𝒙) = 𝟔𝒙 + 𝟐𝒃 = 𝟔𝒙 + 𝟐 ⟹  𝟔𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝟔𝒙 =  −𝟐 ⟹ 𝒙 = −
𝟏

𝟑
 

3 

−− −−−− 

 

+ + + ++ 

 

 ↘ تناقص ↗ تزايد

−𝟏 

+++++ 
 ↗ تزايد

 ن ع ن ص

𝒇́(𝒙) اشارة  

+++++ −− −−−− 

𝒙 <  𝟎  

 ⋓ تقعر ⋒تحدب

0 𝒙 >  𝟎 

 ن انقلاب

 𝒇́́(𝒙) اشارة

+++++++ −− −−−− 

𝒙 < −
𝟏

𝟑
 

 

 

 ⋓ تقعر ⋒تحدب

−
𝟏

𝟑
 

𝒙 > −
𝟏

𝟑
 

 

 𝒇́́(𝒙) اشارة
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𝒇 (𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏     

𝒇 (−
𝟏

𝟑
) = (−

𝟏

𝟑
)𝟑 + (−

𝟏

𝟑
)𝟐 +

𝟏

𝟑
+ 𝟏 =  

𝟑𝟖

𝟐𝟕
                   (−

𝟏

𝟑
 ,
𝟑𝟖

𝟐𝟕
 نقطة انقلاب  (

𝒇 (𝒙)اذا كانت : س   =  𝒂 𝒙𝟐 − (𝒙 +  𝒃)𝟐  حرجة جد قيمة   (𝟐−, 𝟏)والنقطة𝒂 , 𝒃   الموجبتين ثم

 1/ د 2009وزاري  بين نوع النقطة الحرجة .

, 𝟏) ∵  :الحل   الدالة  تحقق معادلة تنتمي للدالة فهي  (𝟐−

−𝟐 =  𝒂 – (𝟏 +  𝒃)𝟐 

−𝟐 =  𝒂 – (𝟏 + 𝟐𝒃 + 𝒃𝟐) ⟹ −𝟐 = 𝒂 − 𝟏 − 𝟐𝒃− 𝒃𝟐 

∴  −𝟏 = 𝒂 − 𝟐𝒃− 𝒃𝟐  ……… . . (𝟏) 

𝒇́(𝒙) = 𝟐 𝒂 𝒙 − 𝟐(𝒙 +  𝒃) ⟹   𝟐𝒂 (𝟏) − 𝟐 (𝟏 + 𝒃) = 𝟎 ⟹  𝟐𝒂 − 𝟐 − 𝟐𝒃 = 𝟎 ]  ÷ 𝟐  

𝒂 − 𝟏 − 𝒃 = 𝟎 ⟹  𝒂 = 𝟏 + 𝒃………(𝟐) 

∴  −𝟏 = 𝟏 + 𝒃 − 𝟐𝒃 − 𝒃𝟐⟹  𝒃𝟐 + 𝒃 − 𝟐 = 𝟎 ⟹  (𝒃 + 𝟐)(𝒃 − 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒃 + 𝟐 = 𝟎 ⟹   𝒃 = ليهم    𝟐−   

𝒐𝒓          𝒃 –  𝟏 =  𝟎 ⟹    𝒃 = 𝟏 ⟹  ∴  𝒂 = 𝟏 + 𝟏 ⟹   𝒂 = 𝟐 

𝒇́(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝟐 (𝒙 + , 𝟏)  نهاية صغرى محلية               (𝟏 −𝟐) ∴ 

 
 
 
 

 
 

+ 𝒚 اذا كان المستقيم : س   𝟗𝒙 = 𝒇(𝒙)مماسا للدالة 𝟐𝟖  = 𝒂𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐 + , 𝟑)عندالنقطة  𝟏 𝟏) 

, 𝒃جد قيمة    𝒂 .     2/ د 2009 وزاري  

, 𝟑) :الحل  𝟏)  الدالةتحقق معادلة تنتمي للدالة فهي   ∵ 

𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙𝟑 + 𝒃𝒙𝟐 + 𝟏 

𝟏 =  𝒂 (𝟑)𝟑  +  𝒃 (𝟑)𝟐  +  𝟏  

𝟏 =  𝟐𝟕 𝒂 +  𝟗𝒃 +  𝟏 ⟹    𝟎 = 𝟐𝟕 𝒂 + 𝟗 𝒃 ]  ÷ 𝟗   

𝟑𝒂 +  𝒃 =  𝟎…………… . (𝟏) 

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒂𝒙𝟐 + 𝟐𝒃𝒙 ⟹  𝒇́(𝟑) = 𝟑𝒂(𝟗) + 𝟐𝒃(𝟑) = 𝟐𝟕 + 𝟔𝒃 ميل المماس 

 = ميل المماس 
𝒙  معامل –

𝒚 معامل
= 

−𝟗

𝟏
= −𝟗  

[𝟐𝟕 𝒂 + 𝟔𝒃 =  −𝟗 ] ÷ 𝟑 

    𝟔𝒂 + 𝟐𝒃 =  𝟎  …… . . ….  (𝟏)    

++ ++++ −− −−−− 

𝒙 <  𝟏  

تناقص تزايد ↘ ↗ 

𝟏 𝒙  >  𝟏 

 

 𝒇́(𝒙)اشارة 

 ن ص
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∓𝟗𝒂 ∓ 𝟐𝒃 =   بالطرح   (𝟐)…………  ±𝟑 

−𝟑𝒂 = 𝟑 ⟹ 𝒂 = −𝟏   (         1) في المعادلة نعوض

∴ 𝟑 (−𝟏) + 𝒃 = 𝟎 ⟹ −𝟑 + 𝒃 = 𝟎 ⟹ 𝒃 = 𝟑  

𝒇 (𝒙)س : اذا علمت ان لمنحني الدالة  = 𝒂𝒙 +
𝒃

𝒙−𝟏
, 𝟑)نقطة نهاية صغرى محلية هي   فجد قيمة      (𝟏𝟎

𝒂 , 𝒃 ∈ 𝑹  . 

, 𝟑)الحل : النقطة   تحقق معادلة المنحني والمشتقة عندها تساوي صفر  (𝟏𝟎

𝒇 (𝒙) = 𝒂𝒙 +
𝒃

𝒙 − 𝟏
⟹ 𝟏𝟎 = 𝟑𝒂 +

𝒃

𝟑 − 𝟏
⟹ 𝟏𝟎 = 𝟑𝒂 +

𝒃

𝟐
 
(×𝟐)
⇒  𝟐𝟎 = 𝟔𝒂 + 𝒃… . (𝟏) 

𝒇 (𝒙) = 𝒂𝒙 + 𝒃 (𝒙 − 𝟏)−𝟏⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝒂 − 𝒃(𝒙 − 𝟏)−𝟐⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝒂 −
𝒃

(𝒙 − 𝟏)𝟐
 

𝒂 −
𝒃

(𝒙 − 𝟏)𝟐
= 𝟎 ⟹ 𝒂−

𝒃

(𝟑 − 𝟏)𝟐
= 𝟎 ⟹ 𝒂−

𝒃

𝟒
= 𝟎

(×𝟒)
⇒  𝟒𝒂 − 𝒃 = 𝟎… . (𝟐) 

𝟔𝒂 + 𝒃 = 𝟐𝟎… . (𝟏) 

𝟒𝒂 − 𝒃 = 𝟎   … . (𝟐) 

𝟏𝟎𝒂 = 𝟐𝟎 ⟹ 𝒂 = 𝟐 

𝟒(𝟐) − 𝒃 = 𝟎 ⟹ 𝒃 = 𝟖 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 رسم المخطط البياني للدالة

 لرسم المخطط البياني لأي دالة معطاة نتبع الخطوات التالية والتي تمثل النقط الاساسية للرسم : 

 ( المحاذيات 4( التناظر              3 ( نقط التقاطع مع المحورين 2             ( اوسع مجال للدالة 1

 ( تحديد النقط الخاصة بالرسم ومن ثم رسمها7وما ينتج عنها         𝒇́́(𝒙)(  دراسة 6 وما ينتج عنها  𝒇́(𝒙)( دراسة 5

 ( أوسع مجال للدالة : 1

𝑹* كثيرات الحدود : اوسع مجال لها  = . 

صفر / 𝑹 * الدوال الكسرية : القيم التي تجعل المقام  = 

≤* الدوال الجذرية :   القيمة التي داخل الجذر     𝟎

 وهي على نوعين : ( نقط التقاطع مع المحورين :2

𝒙)نجعل  (𝒚)* التقاطع مع المحور الصادي  : لإيجاد نقط التقاطع مع المحور  =  .  𝒚لإيجاد قيم  (𝟎

𝒚)نجعل  (𝒙)* التقاطع مع المحور السيني : لإيجاد نقط التقاطع مع المحور  =  . 𝒙لإيجاد قيم  (𝟎
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 جد نقاط التقاطع  مثال توضيحي :

𝒂) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 

    𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒚 = 𝟎  

    𝒚 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙(𝒙𝟐 − 𝟒) = 𝟎 ⟹ 𝒙(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐) = 𝟎 

, 𝟐)نقط التقاطع    ∴ 𝟎), (−𝟐 , 𝟎), (𝟎 , 𝟎)  

 ( التناظر : وهو على نوعين 3

a )  يكون المنحني متناظر مع المحور الصادي اذا كانت اسس المتغير(𝒙)  كلها زوجية اي ان𝒇(−𝒙) = 𝒇 (𝒙)  

b  يكون المنحني متناظر حول نقطة الاصل اذا كانت اسس المتغير )(𝒙)  اي ان كلها فردية𝒇(−𝒙) = −𝒇 (𝒙) 

  مثال توضيحي :

1) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 −
𝟏

𝒙𝟐
⟹ 𝒇(−𝒙) = (−𝒙)𝟒 − (−𝒙)𝟐 −

𝟏

(−𝒙)𝟐
⟹ 𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 −

𝟏

𝒙𝟐
 

𝒇(𝒙) = 𝒇(−𝒙)  

2) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙 ⟹ 𝒇(−𝒙) = (−𝒙)𝟑 − 𝟐(−𝒙) = −𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 = −[𝒙𝟑 − 𝟐𝒙] 

𝒇(−𝒙) = −𝒇(𝒙)  

 ( المحاذيات : دراستنا للمحاذيات تقتصر على الدوال الكسرية فقط 4

𝒚* المحاذي الافقي الموازي لمحور السينات : تكون معادلته  = هذا العدد هو حاصل قسمة معامل الحد الاكبر  عدد

 درجة من البسط على معامل الحد الاكبر درجة من المقام بشرط تساوي الدرجتين . 

𝒚اي نجعل  𝒙* المحاذي الشاقولي الموازي لمحور الصادات : نجعل الدالة بدلالة المتغير  =
𝒈(𝒙)

𝒉 (𝒙)
𝒉(𝒙)ثم نجعل   = 𝟎 

 فهي تمثل معادلة المستقيم الشاقولي . (𝒙)ونجد قيم 

(𝟏) 𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙 − 𝟒

𝒙 + 𝟐
 

𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙 =  المحاذي الشاقولي             𝟐−

𝒚 =
𝟑𝒙−𝟒

𝒙+𝟐
 ⟹ 𝒚 =

𝟑

𝟏
⟹ 𝒚 =  المحاذي الافقي     𝟑

(𝟐) 𝒇(𝒙) =
𝒙 + 𝟑

𝒙𝟐 − 𝟒
  

𝒙𝟐المحاذي الشاقولي :  − 𝟒 = 𝟎  ⟹ 𝒙 = ±𝟐   

𝒚المحاذي الافقي :      =
𝟎𝒙𝟐+𝒙+𝟑

𝒙𝟐−𝟒
⟹ نساوي الدرجتين         𝒚 =

  معامل 𝒙𝟐 للبسط 

معامل 𝒙𝟐 للمقام   
=
𝟎

𝟏
⟹ 𝒚 = 𝟎  
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(𝟑) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟑

𝒙 − 𝟓
       

𝒙المحاذي الشاقولي :  − 𝟓 = 𝟎 ⟹   𝒙 = 𝟓  

𝒇(𝒙)المحاذي الافقي :  =
𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟑

𝒙−𝟓
=
𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟑

𝟎𝒙𝟐+𝒙−𝟓
⟹ نساوي الدرجتين    𝒚 =

  معامل 𝒙𝟐 للبسط 

معامل 𝒙𝟐 للمقام   
=
𝟏

𝟎
⟹ 𝒚 =   غير معرف

𝒙𝟐)    أرسم بالاستعانة بمعلوماتك في التفاضل منحني الدالة مثال : − 𝟏)𝟐 𝒇 (𝒙)  = 

 الحل : 

𝑹للدالة أوسع مجال ( 1 =  

    المحورينالتقاطع مع نقاط  (2

= 𝒚     : السيني  ( المحور1 𝟎 ⟹ (𝒙𝟐 − 𝟏)𝟐 = 𝟎⟹ 𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙 =  ±𝟏 

, 𝟏)نقاط التقاطع  ∴ 𝟎)  ,   (−𝟏 , 𝟎)    

= 𝒙 :    الصادي ( المحور 2  𝟎  

𝒚 = ((𝟎)𝟐 − 𝟏)𝟐 = (−𝟏)𝟐 = ,𝟎)     نقاط التقاطع      𝟏 𝟏) ∴       

𝒇 (−𝒙)التناظر : الدالة متناظرة مع المحور الصادي لأنه  (3  =  𝒇 (𝒙)  

 : لا يوجد محاذيات ( المحاذيات 4

 التزايد والتناقص  مناطق (5

𝒚́ = 𝟐 (𝒙𝟐 − 𝟏) . 𝟐𝒙 = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙   

𝒚́ = 𝟎 ⟹ [𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 = 𝟎 ]  ÷ 𝟒  

𝒙𝟑 − 𝒙 = 𝟎 ⟹   𝒙 (𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎  

𝒙 =  𝟎      ,   𝒙 =  نقطة حرجة مرشحة     ±𝟏 

𝒙 =  ±𝟏  ⟹ 𝒚 = [(±𝟏)𝟐 − 𝟏]𝟐 = , 𝟏−)            نقطة نهاية صغرى محلية    𝟎 𝟎)   , (𝟏 , 𝟎) 

𝒙 =  𝟎    ⟹ 𝒚 = [(𝟎)𝟐 – 𝟏]𝟐 = , 𝟎)                   ةنقطة نهاية عظمى محلي   𝟏 𝟏) 

 

 

(𝟎 , 𝟏)       ,             {𝒙 ∶ 𝒙 <    مناطق التناقص  {𝟏− 

(−𝟏 , 𝟎)     ,                 {𝒙 ∶ 𝒙 >   مناطق التزايد      {𝟏

1 

++++ 

 

− − − −− 

 

↗ ↘ 

−𝟏 

+++++ 
↗ 

𝒇́(𝒙) اشارة  
−−−− 

 0 

↘ 
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 التحدب والتقعر مناطق  (6

𝒚′′ = 𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟒  

𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟒 = 𝟎 ]  ÷ 𝟒  

𝟑𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = ± 
𝟏

√𝟑
 

𝒙 =  ∓ 
𝟏

√𝟑
 ⟹ 𝒚 = [(±

𝟏

√𝟑
)𝟐 − 𝟏]𝟐⟹ 𝒚 = [

𝟏

𝟑
− 𝟏]𝟐  = (

−𝟐

𝟑
)𝟐 = 

𝟒

𝟗
 

∴ (−
𝟏

√𝟑
 ,
𝟒

𝟗
)   , (

𝟏

√𝟑
 ,
𝟒

𝟗
 نقاط الانقلاب       (

𝒙}     مناطق التقعر ∶ 𝒙 <  −
𝟏

√𝟑
}  ,   {𝒙 ∶ 𝒙 >

𝟏

√𝟑
−)مناطق التحدب        {

𝟏

√𝟑
 ,
𝟏

√𝟑
) 

 الرسم البياني  (7

 

 

 

 

 

 

𝒇 (𝒙)  ارسم منحني الدالة باستخدام معلوماتك في التفاضل    مثال : =  𝒙𝟓 

 الحل : 

 Rأوسع مجال للدالة =  (1

  المحورينالتقاطع مع نقاط  (2

  المحور السيني نجعل𝒚 =  𝟎  

𝒙𝟓 = 𝟎  ⟹ 𝒙 = 𝟎          (𝟎 ,      النقطة (𝟎

  المحور الصادي نجعل𝒙 =  𝟎  

𝒚 =  (𝟎)𝟓 = 𝟎          (𝟎 ,  النقطة (𝟎

 التناظر  (3

 الدالة متناظرة مع نقطة الاصل لأن 

𝒇 (−𝒙)  =  − 𝒇  (𝒙)    

𝒇 (−𝒙) = (−𝒙)𝟓 = −𝒙𝟓 = −𝒇(𝒙) 

(𝒙 , 𝒚) 𝒚 𝒙 

(𝟏, 𝟎) 𝟎 𝟏 

(−𝟏 , 𝟎) 𝟎 −𝟏 

(
𝟏

√𝟑
 ,
𝟒

𝟗
) 

4

9
 

𝟏

√𝟑
 

(−
𝟏

√𝟑
 ,
𝟒

𝟗
) 

4

9
 −

𝟏

√𝟑
 

 

𝒙 

𝒚 

𝒙 

𝒚 

++++ 

⋓ ⋒ 

++++ −−−− 

⋓ 

−𝟏

√𝟑
 

𝟏

√𝟑
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 لأن الدالة ليست نسبية لا يوجد محاذيات  المحاذيات : ( 4

 التزايد والتناقص  ( مناطق5

𝒚́ = 𝟓𝒙𝟒⟹ 𝟓𝒙𝟒  = 𝟎   ⟹ 𝒙 = 𝟎  

𝒙}لا توجد نقاط نهايات والدالة متزايدة في  ∶  𝒙 >  𝟎}, {𝒙 ∶  𝒙 <  𝟎}  

(𝟎 ,  نقطة حرجة لا تمثل نقطة نهاية   (𝟎

 التحدب والتقعر مناطق  (6

𝒚́́ = 𝟐𝟎𝒙𝟑⟹ 𝟐𝟎𝒙𝟑 = 𝟎   ⟹ 𝒙 = 𝟎  

𝒚 =  (𝟎)𝟓 = 𝟎   ,   𝒙 = , 𝟎)              نقطةانقلاب 𝟎  𝟎) ∴  

𝒙}الدالة محدبة في  ∶  𝒙 <  𝟎}   

𝒙}الدالة مقعرة في  ∶  𝒙 >  𝟎 }   

  الرسم البياني (7

 

 

 

 

 
 

𝒇 (𝒙)    بالاستعانة بالتفاضل أرسم منحني الدالة مثال :  =  
𝟑𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
 

 الحل : 

+ 𝒙( اوسع مجال للدالة 1  𝟏 =  𝟎 ⟹ 𝒙 =  −𝟏     , 𝑹 / {−𝟏} =   

 ( نقاط التقاطع مع المحورين 2

= 𝒚محور السينات  -1  𝟎                𝟎 =  
𝟑𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
 ⟹ 𝟑𝒙 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 

𝟏

𝟑
  ⟹   (

𝟏

𝟑
 , 𝟎) 

𝒙                محور الصادات -2 = 𝟎  𝒇(𝟎) =
𝟑(𝟎)−𝟏

𝟎+𝟏
⟹ 𝒚 = −𝟏 ⟹  (𝟎 , −𝟏) 

لا ينتمي الى مجال الدالة لذلك فالمنحني غير متناظر مع  (𝟏−)( ينتمي الى مجال الدالة 1) العدد ∵( التناظر : 3

 لا يوجد تناظر ∴   محور الصادات وغير متناظر مع نقطة الاصل . 

++++++ ++++++ 
↗ ↗ 𝟎 

(𝒙 , 𝒚) 𝒚 𝒙 

(𝟎, 𝟎) 𝟎 𝟎 

(𝟏 , 𝟏) 𝟏 𝟏 

(−𝟏 ,−𝟏) −1 −𝟏 

(𝟐 , 𝟑𝟐) 𝟐 𝟑𝟐 

 

− − −− − ++++++ 
⋓ ⋒ 𝟎 
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+ 𝒙المحاذي الشاقولي المحاذيات : ( 4  𝟏 =  𝟎 ⟹ 𝒙 =  −𝟏  

                    𝒚 =
𝟑

𝟏
  ⟹   𝒚 = فقيلاا   𝟑      المحاذي 

𝟓) 𝒇́(𝒙) =  
(𝒙 + 𝟏)(𝟑) − (𝟑𝒙 − 𝟏)(𝟏)

(𝒙 + 𝟏)𝟐
=
𝟑𝒙 + 𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟏

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 =  

𝟒

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

𝟒 = غير ممكن      𝟎  ∀ 𝒙 ∈ 𝑹  /{−𝟏}   , 𝒇́(𝒙) > 𝟎      

𝒙}الدالة متزايدة  ∶  𝒙 <  −𝟏}   ،  {𝒙 ∶  𝒙 >  ولا توجد نقاط حرجة  .   {𝟏− 

𝒇́(𝒙) =  𝟒 (𝒙 + 𝟏)−𝟐 

𝟔) 𝒇́́(𝒙) =  −𝟖 (𝒙 + 𝟏)−𝟑 = 
−𝟖

(𝒙 + 𝟏)𝟑
 

𝒇́́(𝒙) = 𝟎 ⟹ −𝟖 =  غير ممكن    𝟎

𝒙}الدالة مقعرة  ∶  𝒙 <  −𝟏}    

𝒙}محدبة الدالة  ∶  𝒙 >  −𝟏}  

 لا ينتمي الى مجال الدالة .  (𝟏−)الدالة لا تمتلك نقطة أنقلاب لأن  ∴

 الرسم البياني  (7

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒚المنحني     التفاضل ارسممعلوماتك في باستخدام  مثال : = 
𝒙𝟐

𝒙𝟐+𝟏
 

 الحل : 

𝑹اوسع مجال للدالة  (1 = 

= 𝒚     ( نقاط التقاطع مع محور السينات2 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎     (𝟎 ,  مع محور السينات   ،  (𝟎

= 𝒙     محور الصاداتنقاط التقاطع مع        𝟎 ⟹ 𝒚 = 𝟎     ،(𝟎 ,  مع محور الصادات   (𝟎

𝒙 

𝒚 

𝒚 =  𝟑 

𝒙 =  −𝟏 

(𝒙 , 𝒚) 𝒚 𝒙 

(𝟎,−𝟏) −𝟏 𝟎 

(
𝟏

𝟑
 , 𝟎) 𝟎 

𝟏

𝟑
 

(𝟐 ,
𝟓

𝟑
) 

𝟓

𝟑
 𝟐 

(−𝟐 , 𝟕) 𝟕 −𝟐 

(𝟏 , 𝟏) 𝟏 𝟏 

 

+ + + + ++ ++++++ 
↗ ↗ −𝟏 

++++++ − − − − −  

⋒ ⋓  تحدب   تقعر

−𝟏 
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∋ 𝒙 ∀: التناظر مع الصادي ( 3 𝑹 , ∃ − 𝒙 ∈ 𝑹    

𝒇 (−𝒙) = 
(−𝒙)𝟐

(−𝒙)𝟐+𝟏 
=

𝒙𝟐

𝒙𝟐+𝟏 
 

𝒇 (−𝒙)  =  𝒇 (𝒙)    متناظرة مع المحور الصادي لأنها زوجية 

= المحاذي الافقي( المحاذيات :     4
  معامل 𝒙𝟐 للبسط 

معامل 𝒙𝟐 للمقام   
          𝒚 =  

𝟏

𝟏
= 𝟏  ⟹   𝒚 = 𝟏 

𝒙𝟐لا يوجد محاذي عمودي                       + 𝟏 ≠ 𝟎  

 مناطق التزايد والتناقص ( 5

𝒇́(𝒙) =  
(𝒙𝟐 + 𝟏)(𝟐𝒙)− 𝒙𝟐(𝟐𝒙)

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟐
  ⟹  𝒇́(𝒙) =

𝟐𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟑

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟐
⟹ 𝒇́(𝒙) =

(𝟐𝒙)

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟐
 

 

𝟎 =
(𝟐𝒙)

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟐
 

𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = ,  𝟎)   نهاية صغرى محليةنقطة         𝟎 𝟎)   

𝒙 ∀}    تزايد ∶ 𝒙 > 𝒙 ∀}تناقص              {𝟎 ∶ 𝒙 < 𝟎}  

𝟔) 𝒇́́(𝒙) =  
(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐(𝟐) − 𝟐𝒙 (𝟐)(𝒙𝟐 + 𝟏)(𝟐𝒙)

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟒
 

𝒇́́(𝒙) =
 𝟐(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐 – 𝟖𝒙𝟐(𝒙𝟐 + 𝟏)

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟒
 

𝒇́́(𝒙) =
(𝒙𝟐 + 𝟏)[𝟐(𝒙𝟐 + 𝟏) − 𝟖𝒙𝟐]

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟒
 

𝒇́́(𝒙) =
 𝟐𝒙𝟐 + 𝟐 − 𝟖𝒙𝟐

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟑
= 

𝟐 − 𝟔𝒙𝟐

(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝟑
 

𝟎 =
𝟐−𝟔𝒙𝟐

(𝒙𝟐+𝟏) 𝟑
 بضرب الطرفين في الوسطين   

𝟐 − 𝟔𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹  𝟔𝒙𝟐 = 𝟐 ⟹ 𝒙𝟐 =
𝟐

𝟔
 

𝒙𝟐 = 
𝟏

𝟑
   ⟹ 𝒙 = ± 

𝟏

√𝟑
 

− − − − − + + + + +  
↗ ↘ 0 
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𝒇 (± 
𝟏

√𝟑
) =  

(± 
𝟏

√𝟑
)
𝟐

(± 
𝟏

√𝟑
)
𝟐

+ 𝟏

=

𝟏
𝟑

𝟏
𝟑
+ 𝟏

=

𝟏
𝟑
𝟒
𝟑

=
𝟏

𝟒
 

 الرسم البياني ( 7

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

:𝒙}محدبة في  𝒙 < −
𝟏

√𝟑
} , {𝒙: 𝒙 >

𝟏

√𝟑
}  

−)مقعرة في الفترة المفتوحة 
𝟏

√𝟑
 ,
𝟏

√𝟑
) 

)   نقطتا الانقلاب
𝟏

√𝟑
 ,
𝟏

𝟒
 )   , (−

𝟏

√𝟑
,
𝟏

𝟒
)  

𝒇 (𝒙)ارسم بالاستعانة بمعلوماتك في التفاضل الدالة :  مثال : = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒   

 الحل : 

𝐑 أوسع مجال للدالة ( 1 =  

 ط التقاطع مع المحورين انق( 2

𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒚 = 𝟒        

𝒚 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒 =  لا يمكن حل المعادلة      𝟎

, 𝟎)النقطة  ∴  نقطة التقاطع مع المحور الصادي  (𝟒

 

 التناظر : ( 3

∀ 𝒙 ∈ 𝑹 ∃ (−𝒙) ∈ 𝑹 ⟹ 𝒇(−𝒙) = (−𝒙)𝟑 − 𝟑(−𝒙)𝟐 + 𝟒 = −𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒     

𝒙 

𝒚 

+++++++ −− −−−− 

⋒ ⋓ −
𝟏

√𝟑
 

𝟏

√𝟑
 

−−−−−−− 

⋒ 

(𝒙 , 𝒚) 𝒚 𝒙 

(𝟎, 𝟎) 𝟎 𝟎 

(−𝟏 ,
𝟏

𝟐
) 

𝟏

𝟐
 −𝟏 

(𝟐 ,
𝟒

𝟓
) 

𝟒

𝟓
 𝟐 

(−𝟐 ,
𝟒

𝟓
) 

𝟒

𝟓
 −𝟐 

(𝟏 ,
𝟏

𝟐
) 

𝟏

𝟐
 𝟏 

 



 

205 

 لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل لأن :  ∴

𝒇(−𝒙) ≠ −𝒇(𝒙)    ,   𝒇(−𝒙) ≠ 𝒇(𝒙) 

 المحاذيات : لا توجد محاذيات لأن الدالة ليست نسبية )اي كسرية(( 4

  ( مناطق التزايد والتناقص 5

𝒇́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙              (𝒇́(𝒙) =  (نجعل   𝟎

𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹  𝒙(𝒙 − 𝟐) = 𝟎 ⟹   𝒙 = 𝟎     , 𝒙 = 𝟐 
𝒇(𝟎) = 𝟒 ⟹   𝒚 = 𝟒 ⟹  (𝟎 , 𝟒) 
𝒇(𝟐) = 𝟎 ⟹   𝒚 = 𝟎 ⟹  (𝟐 , 𝟎) 
 
 
 

 

𝒇  متزايدة في كل من{𝒙: 𝒙 < 𝟎} , {𝒙: 𝒙 > 𝟐}  

𝒇  𝟎)متناقصة في الفترة , 𝟐)  

∴ (𝟎 , , 𝟐)نقطة نهاية عظمى محلية ،  (𝟒  نقطة نهاية صغرى محلية  (𝟎

 التقعر والتحدب( مناطق 6

𝒇́́(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟔              (𝒇́́(𝒙) =  (نجعل   𝟎

𝟔𝒙 − 𝟔 = 𝟎 ⟹   𝟔𝒙 = 𝟔 ⟹   𝒙 = 𝟏  
𝒇(𝟏) = 𝟐 ⟹   𝒚 = 𝟐 ⟹  (𝟏 , 𝟐) 

 

 

𝒇  مقعرة في{𝒙: 𝒙 > 𝟏} 

𝒇  محدبة في{𝒙: 𝒙 < 𝟏} 

∴ (𝟏 ,   نقطة انقلاب (𝟐

 

 الرسم البياني ( 7
 

 

  

−−−− −− ++ ++++ 
↗ ↘ 

𝟎 𝟐 ++ ++++ 

↗ 

− − − − − + + + + +  

⋓ ⋒ 

1 

(𝒙 , 𝒚) 𝒚 𝒙 

(𝟎 , 𝟒) 𝟒 𝟎 

(𝟏 , 𝟐) 𝟐 𝟏 

(𝟐 , 𝟎) 𝟎 𝟐 

(𝟑 , 𝟒) 𝟒 𝟑 

(−𝟏 , 𝟎) 𝟎 −𝟏 

 

𝒙 

𝒚 

(𝟎 , 𝟒) 

(𝟑 , 𝟒) 

(−𝟏, 𝟎 ) (𝟐, 0) 

(𝟏 , 𝟐) 
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  3)– (5تمارين حل 

 أرسم باستخدام معلوماتك في التفاضل الدوال التالية : 

1 ) 𝒇 (𝒙) =  𝟏𝟎 –  𝟑𝒙 – 𝒙𝟐 

 الحل : 

𝑹( أوسع مجال للدالة 1 = . 

 مع المحورين( التقاطع 2

 𝒙 =  𝟎 ⟹ 𝒇 (𝟎) = 𝟏𝟎 − 𝟎 − 𝟎 = فان          𝟏𝟎 (𝟎 , 𝟏𝟎)  

𝒚 =  𝟎 ⟹ 𝟏𝟎 − 𝟑𝒙 − 𝒙𝟐 = 𝟎  

𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏𝟎 = 𝟎 ⟹ (𝒙 + 𝟓)(𝒙 − 𝟐) = 𝟎 ⟹ 𝒙 = −𝟓   ,    𝒙 = 𝟐  

(𝟐 , 𝟎)  , (−𝟓 , 𝟎) , (𝟎 ,  ∴ نقط التقاطع (𝟏𝟎

 مع محور الصادات أو نقطة الاصل . لا يوجد تناظر  التناظر :  (3

𝒇 (−𝒙) =  𝟏𝟎 +  𝟑𝒙 − 𝒙𝟐 

𝒇 (𝒙) =  𝟏𝟎 –  𝟑𝒙 – 𝒙𝟐 

𝒇 (−𝒙) ≠ −𝒇(𝒙)         ,    𝒇(−𝒙) ≠ 𝒇(𝒙) 

 لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة غير نسبية .المحاذيات : ( 4

 مناطق التزايد والتناقص( 5

𝒇́(𝒙) =  −𝟑 − 𝟐𝒙  

−𝟑 –  𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 =  −𝟑 ⟹ 𝒙 =  
−𝟑

𝟐
 

𝒇 (
−𝟑

𝟐
) =  𝟏𝟎 –  𝟑 (

−𝟑

𝟐
) −

𝟗

𝟒
 ⟹ 𝟏𝟎 + 

𝟗

𝟐
− 
𝟗

𝟒
=  
𝟒𝟎 + 𝟏𝟖 − 𝟗 

𝟒
=  
𝟒𝟗

𝟒
 

)النقطة 
−𝟑

𝟐
 ,
𝟒𝟗

𝟒
 نقطة نهاية عظمى محلية         (

𝒙 ∀} تزايد ∶ 𝒙 <  −
𝟑

𝟐
𝒙 ∀} تناقص،  { ∶ 𝒙 >  −

𝟑

𝟐
}  

6  )𝒇́́(𝒙) =  ولا توجد نقطة أنقلاب .  𝒙دائما مهما تكن قيمة  الدالة محدبة    ∴ 𝟐−

 ( الرسم البياني 7

𝟎 −𝟑

𝟐
 

−𝟓 𝟐 𝟎 𝒙 

𝟏𝟎 𝟒𝟗

𝟒
 

𝟎 𝟎 𝟎 𝒚 

(𝟎 , 𝟏𝟎) 
(
−𝟑

𝟐
 ,
𝟒𝟗

𝟒
) 

(−𝟓 , 𝟎) (𝟐 , 𝟎) (𝟎 , 𝟎) (𝒙 , 𝒚) 

+ + + + +  − − − − − 
↘ ↗ −

𝟑

𝟐
 

 (
−𝟑

𝟐
 ,
𝟒𝟗

𝟒
) 

(𝟐 , 𝟎) (−𝟓 , 𝟎) 

(𝟎, 𝟏𝟎) 
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   2 ) 𝒇 (𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟑   

 الحل :

  R =( أوسع مجال للدالة 1

= 𝒙:  عندما مع المحورين ( التقاطع 2  𝟎 ⟹ 𝒇 (𝟎)  =  𝟎 –  𝟎 +  𝟑 =  𝟑  ⟹ (𝟎 , 𝟑)   

= 𝒚عندما       𝟎 ⟹ 𝟎 =  𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟑 ⟸ (𝒙 + 𝟑) ( (𝒙 + 𝟏)  =  𝟎    

, 𝟏−)فإن      𝟎) , ( −𝟑 , 𝟎) 

𝒇 (−𝒙) :  ( التناظر3 = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟑                      𝒇(−𝒙) ≠ −𝒇(𝒙)      ,       𝒇(−𝒙) ≠ 𝒇(𝒙) 

 أو   نقطة الاصل د تناظر مع محور السينات وجيلا   ∴

 ت محاذية لأن الدالة ليست نسبية لا توجد مستقيماالمحاذيات : ( 4

 مناطق التزايد والتناقص  (5

𝒇́(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟒  

𝟐𝒙 + 𝟒 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 =  −𝟒 ⟹ 𝒙 = −𝟐  

𝒙 ∀}تزايد  ∶ 𝒙 > 𝒙 ∀}، تناقص       {𝟐−  ∶ 𝒙 <  −𝟐} 

 ( مناطق التقعر والتحدب6

𝒇́́(𝒙) =   الة مقعرة ولا توجد نقطة أنقلاب الد 𝟐

𝒇 (−𝟐) =  (−𝟐)𝟐 + 𝟒 (−𝟐) + 𝟑 ⟹ 𝟒 − 𝟖 + 𝟑 =  −𝟏   

  (−𝟐 ,  نهاية صغرى محلية    ( 𝟏−

 ( الرسم البياني7

𝟏 𝟎 −𝟏 −𝟐 −𝟑 𝒙 

8 𝟑 0 −𝟏 𝟎 𝒚 

(𝟏 , 𝟖) (𝟎 , 𝟑) (− , 𝟎) (−𝟐,−𝟏) (−𝟑 , 𝟎) (𝒙 , 𝒚) 

 

 

 

 

− − − − −  + + + + +  
↗ ↘ 

−𝟐 

𝒙 

𝑦 

(0 , 3) 

(−𝟐,−𝟏) 

(−1 , 0) (−3 , 0) 
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3) 𝒇 (𝒙) =  (𝟏 – 𝒙)𝟑 + 𝟏     

 الحل :

 .   R =( أوسع مجال للدالة 1

 مع المحورين( التقاطع 2

= 𝒙  عندما  𝟎 ⟹ 𝒇 (𝟎) = (𝟏 − 𝟎)𝟑 + 𝟏 = 𝟐   ∴ (𝟎 , 𝟐)  

= 𝒚  عندما  𝟎 ⟹ (𝟏 − 𝒙)𝟑 + 𝟏 = 𝟎⟹ (𝟏 − 𝒙)𝟑 = −𝟏 ⟹ 𝟏 − 𝒙 = −𝟏 ⟹ 𝒙 = 𝟐     ∴ (𝟐 , 𝟎) 

𝒇 (−𝒙)   ( التناظر3 =  (𝟏 − (−𝒙))𝟑 + 𝟏 =  (𝟏 + 𝒙)𝟑 + 𝟏  

𝒇 (−𝒙)   ≠  −𝒇(𝒙)                 ,                𝒇 (−𝒙)   ≠  𝒇(𝒙)          لا يوجد تناظر 

 لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية المحاذيات : ( 4

 مناطق التزايد والتناقص ( 5

𝒇́(𝒙) = 𝟑 (𝟏 − 𝒙)𝟐 . (−𝟏) = −𝟑(𝟏 − 𝒙)𝟐       (𝒇́(𝒙) =    (نجعل  𝟎

 −𝟑  (𝟏 − 𝒙)𝟐 = 𝟎 
÷−𝟑
⇒  (𝟏 − 𝒙)𝟐 = 𝟎

نجذر الطرفين

⇒      𝒙 = 𝟏   

𝒇 (𝒙) =  (𝟏 − 𝒙)𝟑 + 𝟏 ⟹ 𝒇 (𝟏) =  (𝟏 − 𝟏)𝟑 + 𝟏 ⟹ 𝒚 = 𝟎 + 𝟏 = نقطة حرجة      𝟏 (𝟏 , 𝟏) ∴   

 

:𝒇 (𝒙)       {∀ 𝒙   متناقصة  𝒙 > 𝟏}  {∀ 𝒙: 𝒙 < 𝟏}  

𝟔)  𝒇́́(𝒙) = −𝟔 (𝟏 − 𝒙) . (−𝟏)  ⟹ 𝒇́́(𝒙) = 𝟔(𝟏 − 𝒙)       (𝒇́́(𝒙) =  (نجعل    𝟎

 𝟔 (𝟏 –  𝒙) = 𝟎 ⟹ 𝟔𝒙 − 𝟔 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟏    , 𝒇 (𝟏)  =  (𝟏 − 𝟏)𝟑 + 𝟏 = 𝟏  

, 𝟏)نقطة انقلاب مرشحة  𝟏) 

:𝒙 ∀}مقعرة  𝒙 < :𝒙 ∀}،  محدبة     {𝟏 𝒙 < 𝟏}  

 الرسم البياني ( 7

−𝟏 𝟏 𝟎 𝟐 𝒙 

𝟗 1 𝟐 0 𝒚 

(−𝟏 , 𝟗) (𝟏 , 𝟏) (𝟎 , 𝟐) (𝟐 , 𝟎) (𝒙 , 𝒚) 

 

− − − − −  − − − − − 

− −  

↘ ↘ 𝟏 

+ + + + +  − − − − − 

− −  
⋒ ⋓ 

𝟏 

𝒙 

𝒚 

(𝟏 , 𝟏) 
(𝟎, 𝟐) 

(𝟐, 𝟎) 

(−𝟏, 𝟗) 
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4 ) 𝒇 (𝒙) =  𝟔𝒙 − 𝒙𝟑     1/ د 2015وزاري 

 :الحل  

 .  R =( أوسع مجال للدالة 1

= 𝒙 عندما                                       مع المحورين( التقاطع 2  𝟎 ⟹ 𝒇 (𝟎) =  𝟎 –  𝟎 =  𝟎          (𝟎 , 𝟎)              

= 𝒚  عندما  𝟎 ⟹ 𝟔𝒙 – 𝒙𝟑 = 𝟎⟹ 𝒙 (𝟔 – 𝒙𝟐) = 𝟎      

𝒙 أما = 𝟎     

– 𝟔  أو  𝒙𝟐⟹ 𝒙𝟐 = 𝟔⟹ 𝒙 = ±√𝟔 

(𝟎 , 𝟎)      , (√𝟔 , 𝟎)       , (−√𝟔 ,  نقط التقاطع     (𝟎

 لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية ( المحاذيات : 4

 مناطق التزايد والتناقص ( 5

𝒇́(𝒙) = 𝟔 − 𝟑𝒙𝟐           𝒇́(𝒙) =  نجعل 𝟎

𝟔 − 𝟑𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹   −𝟑𝒙𝟐 = −𝟔 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟐    ⟹   𝒙 =  ±√𝟐 

 

 

𝒇(√𝟐) = 𝟔√𝟐 − (√𝟐)𝟑  ⟹  𝒚 = 𝟔√𝟐 − 𝟐√𝟐 = 𝟒√𝟐                 (√𝟐 , 𝟒√𝟐)   عظمىنهاية  نقطة

𝒇 (−√𝟐) = 𝟔 (−√𝟐) − (−√𝟐)𝟑  ⟹  −𝟔√𝟐 + 𝟐√𝟐 =  −𝟒√𝟐     (−√𝟐 ,−𝟒√𝟐)   صغرىنقطة نهاية 

𝒇(𝒙)     𝟐√−)متزايدة في , √𝟐)     𝒇(𝒙)     متناقصة في{𝒙: 𝒙 < −√𝟐}  , {𝒙: 𝒙 > √𝟐}  

𝟔) 𝒇́́(𝒙) = −𝟔𝒙           𝒇́́(𝒙) =  نجعل   𝟎

 −𝟔𝒙 = 𝟎 ⟹  𝒙 = 𝟎   ⟹  𝒚 = 𝟎 نقطة انقلاب           (𝟎 , 𝟎) ∴   

𝒇(𝒙)  مقعرة في{𝒙: 𝒙 < 𝟎} 

𝒇(𝒙)  محدبة في{𝒙: 𝒙 > 𝟎}  

 ( الرسم البياني 7

√𝟐 −√𝟐 √𝟔 −√𝟔 𝟎 𝒙 

𝟒√𝟐 −𝟒√𝟐 0 𝟎 0 𝒚 

(√𝟐 , 𝟒√𝟐) (−√𝟐 , −𝟒√𝟐) (√𝟔 , 𝟎) (−√𝟔 , 𝟎) (𝟎 , 𝟎) (𝒙 , 𝒚) 

 

 التحدب بقدر التقعر في الرسم لأن التناظر حول نقطة الاصل . ملاحظة :

−−−−− −−−−− 
↘ ↗ 

+ + + + +  
↘ √𝟐 −√𝟐 

+ + + + +  − − − − − 

− −  

⋒ ⋓ 

𝟎 

𝒙 

𝒚 

(𝟎 , 𝟎) 

(√6, 0) 

(−√6, 0) 

(√𝟐 , 𝟒√𝟐) 

(−√𝟐 ,−𝟒√𝟐) 
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5) 𝒇 (𝒙) =
𝟏

𝒙
    

 الحل : 

𝐑 =( أوسع مجال للدالة 1 − {𝟎}   

 مع المحورين( التقاطع  2

𝟎 ≠ ≠ 𝒙  لأن  𝟏   محور الصاداتلا توجد نقاط تقاطع مع        𝟎

𝟎 ≠ ≠ 𝒚  لأن  𝟏   محور السيناتلا توجد نقاط تقاطع مع        𝟎

𝒇 (−𝒙)( التناظر 2  = − (
𝟏

𝒙
)     ،𝒇 (−𝒙) =  − 𝒇 (𝒙)   نقطة الاصل . معالتناظر 

= 𝒙      المحاذي الشاقوليالمستقيم      : المحاذيات( 4  𝟎 

𝒇(𝒙) =  
𝟏

𝒙
 ⟹ 𝒚 =  

𝟎

𝟏
 ⟹ 𝒚 =  المستقيم المحاذي الافقي           𝟎

 مناطق التزايد والتناقص  (5

𝒇(𝒙) =  𝒙−𝟏⟹ 𝒇́(𝒙 ) =  −𝒙−𝟐 =
−𝟏

𝒙𝟐
        (𝒇́(𝒙 ) =  (نجعل  𝟎 

𝟎 =
−𝟏

𝒙𝟐
 ⟹ −𝟏 =  غير ممكن 𝟎

  توجد فجوة ولا توجد نقاط حرجة* 

𝒙}الدالة متناقصة بالفترتين  ∶  𝒙 ∈ 𝑹 , 𝒙 > 𝟎}  , {𝒙 ∶  𝒙 ∈ 𝑹 , 𝒙 < 𝟎} 

6) 𝒇́́(𝒙 ) =  𝟐𝒙−𝟑     (𝒇́́(𝒙 ) =     (نجعل  𝟎

𝟎 =  
𝟐

𝒙𝟑
  ⟹  𝟎 =  ولا توجد نقاط انقلاب                                                      غير ممكن    𝟐

{∀𝒙 ∶   𝒙 > 𝒙 ∀}   ,   مقعرة {𝟎 ∶  𝒙 <   محدبة {𝟎

𝟐 𝟏 𝟎 −𝟏 −𝟐 𝒙 

𝟏

𝟐
 

 𝟏− فجوة 1
−
𝟏

𝟐
 𝒚 

(𝟐 ,
𝟏

𝟐
) 

(𝟏 , 𝟏) (𝒙 , 𝒚) (−𝟏 , −𝟏) 
(−𝟐 , −

𝟏

𝟐
) (𝒙 , 𝒚) 

 

 

 

− − − − −  

⋓ ⋒ 

+++++ 
𝟎 

(𝟏, 𝟏) 
(𝟐,
𝟏

𝟐
) 

(−𝟐,−
𝟏

𝟐
) 
(−𝟏,−𝟏) 

  −  − − − −  − − − − −  ↘ ↘ 𝟎 
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6      )𝒇 (𝒙)  =
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
 

 الحل : 

   𝑹 − {−𝟏} =( أوسع مجال للدالة 1

 مع المحورين( التقاطع 2

= 𝒙عندما         𝟎 ⟹ 𝒇 (𝟎) =  
𝟎−𝟏

𝟎+𝟏
⟹ 𝒚 = −𝟏 , (𝟎 , −𝟏)                              

= 𝒚              عندما        𝟎 ⟹ 𝟎 =  
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
⟹ 𝒙− 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟏 , (𝟏 , 𝟎)  

  لأن :( التناظر : لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل 2

𝒇 (−𝒙) =
−𝒙 − 𝟏

−𝒙 + 𝟏
 

𝒇(−𝒙) ≠ −𝒇(𝒙)  , 𝒇(−𝒙) ≠ 𝒇(𝒙)   

  المحاذيات : ( 4

𝒙 +  𝟏 =  𝟎 ⟹ 𝒙 = الشاقوليالمحاذي     𝟏−   

𝒚 =
𝟏

𝟏
⟹ 𝐲 = 𝟏                         المحاذي الافقي

 مناطق التزايد والتناقص( 5

𝒇́(𝒙) =  
(𝒙 + 𝟏). (𝟏) − (𝒙 − 𝟏). (𝟏)

(𝒙 + 𝟏)𝟐
 

𝟎 =  
𝒙 + 𝟏 − 𝒙 + 𝟏 

(𝒙 + 𝟏)𝟐
  ⟹   𝟎 ≠  

𝟐 

(𝒙 + 𝟏)𝟐
  لا توجد نقاط حرجة    

𝒙∀}تزايد  ∶  −𝟏 < 𝒙 < −𝟏} 

 

𝟔) 𝒇́(𝒙) =  𝟐(𝒙 + 𝟏)−𝟐   ⟹ 𝒇́́(𝒙) =  −𝟒(𝒙 + 𝟏)−𝟑 

𝟎 ≠  
−𝟒

(𝒙+𝟏)𝟑
 غير ممكن   

𝒇  محدبة في{𝒙 ∶ 𝒙 > −𝟏} 

𝒇  مقعرة في{𝒙 ∶ 𝒙 < −𝟏} 

 ( الرسم البياني 7

−𝟐 𝟐 1 𝟎 𝒙 

𝟑 𝟏

𝟑
 

𝟎 −𝟏 𝒚 

(−𝟐 , 𝟑) 
(𝟐 ,
𝟏

𝟑
) 

(𝟏 , 𝟎) (𝟎 , −𝟏) (𝒙 , 𝒚) 

++++++ 

⋒ ⋓ 

− − − − −  
−𝟏 

++++++ 
↗ ↗ 

++++++ 
−𝟏 

𝒚 =  1 

𝒙     

𝒚 

𝒙 =  𝟏 

(𝟎,−𝟏) 

(𝟏, 𝟎) 
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7  )𝒇 (𝒙)  =  (𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟏)𝟐 

 الحل : 

 R =( أوسع مجال للدالة 1

 مع المحورين ( التقاطع 2

= 𝒙  عندما  𝟎 ⟹ 𝒇 (𝟎) =  (𝟎 + 𝟐)(𝟎 − 𝟏)𝟐 = 𝟐 . 𝟏 ⟹ 𝒚 = 𝟐     (𝟎 , 𝟐)    

= 𝒚  عندما  𝟎 ⟹ 𝟎 = (𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟏)𝟐 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝒙 + 𝟐 = 𝟎⟹ 𝒙 = −𝟐     
𝒐𝒓        (𝒙 − 𝟏)𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟏           (𝟏 , 𝟎)  , (−𝟐 , 𝟎)  

𝒇(−𝒙)( التناظر : 3 = (−𝒙 + 𝟐)(−𝒙 −  لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل      𝟐(𝟏

 لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية المحاذيات : ( 4

 مناطق التزايد والتناقص ( 5

𝒇́(𝒙) = (𝒙 + 𝟐). 𝟐 (𝒙 − 𝟏) + (𝒙 − 𝟏)𝟐 . 𝟏          (𝒇́(𝒙) =  (نجعل  𝟎

(𝒙 + 𝟐)(𝟐𝒙 − 𝟐) + (𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏) = 𝟎 
𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟒 + 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 = 𝟎 
𝟑𝒙𝟐 − 𝟑 = 𝟎   

 𝟑(𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎
÷𝟑
⇒ 𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟏  ⟹ 𝒙 =  ±𝟏  

 

 

, 𝟏)نقطة حرجة وتمثل نهاية صغرى  , 𝟏−)، نقطة حرجة وتمثل نهاية عظمى    (𝟎 𝟒)  

𝒇 (𝟏) =  (𝟏 + 𝟐)(𝟏 − 𝟏)𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒚 = 𝟎 

𝒇 (−𝟏) =  (−𝟏 + 𝟐)(−𝟏 − 𝟏)𝟐 = 𝟒 ⟹ 𝒚 = 𝟒 

𝒇(𝒙)  متزايدة{𝒙: 𝒙 > 𝟏}, {𝒙: 𝒙 < −𝟏} 

𝒇(𝒙)  𝟏−)متناقصة في الفترة المفتوحة, 𝟏)  

𝟔) 𝒇́(𝒙) = 𝟑 (𝒙𝟐 − 𝟏) 

𝒇́́(𝒙) = 𝟑 (𝟐𝒙)        (𝒇́́(𝒙) =   (نجعل  𝟎

𝟔𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎  

𝒇(𝟎) = (𝟎 + 𝟐)(𝟎 − 𝟏)𝟐     ∴   𝒚 = نقطة أنقلاب                    𝟐 (𝟎 , 𝟐) 

𝒇(𝒙)  محدبة في{𝒙: 𝒙 < 𝟎} 

𝒇(𝒙)  مقعرة في{𝒙: 𝒙 > 𝟎} 

 

 ( الرسم البياني 7

−𝟏 −𝟐 1 𝟎 𝒙 

𝟒 𝟎 𝟎 𝟐 𝒚 

(−𝟏 , 𝟒) (−𝟐 , 𝟎) (𝟏 , 𝟎) (𝟎 , 𝟐) (𝒙 , 𝒚) 

+++++ 
↘ ↗ 

+ + + + + + − − − − −  
↗ 

−𝟏 𝟏 

𝒙 

𝒚 

(1 , 0) 

(−2, 0) 

(−1, 4) 

(0, 2) 

− − − − − − 

⋓ ⋒ 

+ + + + + + 
𝟎 
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8    ) 𝒇 (𝒙)  =
𝒙𝟐−𝟏

𝒙𝟐+𝟏
 

 الحل :

𝒙𝟐لأن  R  =( أوسع مجال للدالة 1 + 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟏 ∉ 𝐑   

𝟎 مع المحورين :  ( التقاطع2 =
𝒙𝟐−𝟏

𝒙𝟐+𝟏
  

𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎       , 𝒙𝟐 = 𝟏  ⟹   𝒙 =  ±𝟏   ,   (−𝟏 , 𝟎) , (𝟏 , 𝟎) 

𝒙 =  𝟎 ⟹   𝒚 =  −𝟏    ,   (𝟎 , −𝟏)   

–) 𝒇 ( التناظر :3 𝒙) =
𝒙𝟐−𝟏

𝒙𝟐+𝟏
= 𝒇 (𝒙)      لأن  التناظر حول محور الصادات𝒇 (– 𝒙) = 𝒇(𝒙) 

 

  اذيات : ( المح4

𝒙𝟐شاقوليلا يوجد مستقيم محاذي       + 𝟏 = 𝟎  ⟹ 𝒙𝟐 = −𝟏    

𝒚 =
𝟏

𝟏
=   المحاذي الافقي    𝟏

 مناطق التزايد والتناقص ( 5

𝒇́(𝒙) =  
(𝒙𝟐 + 𝟏). 𝟐𝒙 − (𝒙𝟐 − 𝟏) . 𝟐𝒙 

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐
=

𝟒𝒙 

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐
         ,     𝒇́(𝒙) =  نجعل 𝟎

𝟒𝒙

(𝒙𝟐+𝟏)
𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝟒𝒙 = 𝟎  ⟹ 𝒙 = 𝟎  ⟹   𝒚 =  −𝟏          (𝟎 , −𝟏)    صغرىاية نقطة نه      

𝒇(𝒙)  متزايدة في{𝒙 ∶ 𝒙 > 𝟎 }      

𝒇(𝒙)  متناقصة في{𝒙 ∶ 𝒙 < 𝟎 } 

𝟔) 𝒇́́(𝒙) =  
(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐. 𝟒 −  𝟒𝒙 . 𝟐 (𝒙𝟐 + 𝟏) . 𝟐𝒙 

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟒
 

𝒇́́(𝒙) =  
𝟒(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐 −  𝟏𝟔𝒙 (𝒙𝟐 + 𝟏)

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟒
 

𝒇́́(𝒙) =  
(𝒙𝟐 + 𝟏)[𝟒(𝒙𝟐 + 𝟏) − 𝟏𝟔𝒙𝟐]

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟒
 

𝒇́́(𝒙) =  
𝟒𝒙𝟐 + 𝟒 −  𝟏𝟔𝒙𝟐

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟑
    (𝒇́́(𝒙) =  (نجعل 𝟎

𝟒 − 𝟏𝟐 𝒙𝟐

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟑
= 𝟎   

𝒙 

𝒚 

(−𝟏 , 𝟎) (1 , 0) 

𝒚 = 𝟏 

(0, −1) 

− − − − − − 
↗ ↘ 

+ + + + + + 
𝟎 
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𝟒 − 𝟏𝟐 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝟏𝟐 𝒙𝟐 = 𝟒  ⟹ 𝒙𝟐 =
𝟏

𝟑
 

𝒙 = +
𝟏

√𝟑
    ⟹    𝒚 =

𝟏
𝟑
− 𝟏

𝟏
𝟑
+ 𝟏

=  

−𝟐
𝟑
𝟒
𝟑

=  
−𝟐

𝟒
=  
−𝟏

𝟐
 ⟹   (

𝟏

√𝟑
 ,
−𝟏

𝟐
)  

𝒙 =  −
𝟏

√𝟑
   ⟹    (

−𝟏

√𝟑
 ,
−𝟏

𝟐
)   نقطة الانقلاب المرشحة

𝒇(𝒙)  محدبة في{𝒙: 𝒙 < −
𝟏

√𝟑
} , {𝒙: 𝒙 >

𝟏

√𝟑
}  

𝒇(𝒙)  مقعرة في(−
𝟏

√𝟑
,
𝟏

√𝟑
)  

 ( الرسم البياني7

−𝟏

√𝟑
 

𝟏

√𝟑
 

𝟎 1 −𝟏 𝒙 

−𝟏

𝟐
 

−𝟏

𝟐
 

−𝟏 𝟎 𝟎 𝒚 

(
−𝟏

√𝟑
 ,
−𝟏

𝟐
) (

𝟏

√𝟑
 ,
−𝟏

𝟐
) 

(𝟎 , −𝟏) (𝟏 , 𝟎) (−𝟏 , 𝟎) (𝒙 , 𝒚) 

 

9 ) 𝒇 (𝒙) =  𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝟒 

 الحل :

 R =( اوسع مجال للدالة 1

 مع المحورين( التقاطع 2

= 𝒙    عندما  𝟎 ⟹    𝒇 (𝟎) =  (𝟎 –  𝟎)  =  𝟎   , ( 𝟎 , 𝟎)  

= 𝒚     عندما  𝟎 ⟹  𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝟒 = 𝟎 

𝟐𝒙𝟐 = 𝒙𝟒  ⟹  𝒙𝟐 = 𝟐     ⟹    𝒙 =  ± √𝟐     ⟹   𝒙 =  ∓√𝟐    ,   (∓√𝟐  , 𝟎) 

𝒇 (−𝒙)( التناظر 3 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝟒 = 𝒇 (𝒙)   لأن : الصادات   مع محورالتناظر𝒇 (−𝒙) = −𝒇(𝒙) 

 المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست نسبية ( 4

 مناطق التزايد والتناقص ( 5

𝒇́(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝟒𝒙𝟑         (𝒇́(𝒙) =  (نجعل   𝟎

𝟒𝒙 − 𝟒𝒙𝟑 = 𝟎 
÷𝟒
⇒ 𝒙 − 𝒙𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒙 (𝟏 − 𝒙𝟐) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 = 𝟎  

− − − −  

⋓ ⋒ 

− − − −  

⋒ 

+ + + +  

−𝟏

√𝟑
 

𝟏

√𝟑
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𝒐𝒓        (𝟏 − 𝒙𝟐) = 𝟎 ⟹  𝒙 = ±𝟏 
𝒇(𝟏) = 𝟐 − 𝟏 = 𝟏 ⟹ 𝒚 = 𝟏 
𝒇(𝟎) = 𝟎 − 𝟎 = 𝟏 ⟹ 𝒚 = 𝟎 

 (𝟏 ,    نقطة نهاية عظمى محلية      (𝟏

(−𝟏,  محلية  نقطة نهاية عظمى   (𝟏

(𝟎 ,    نقطة نهاية صغرى      (𝟎

𝒇(𝒙)  𝟎) متزايدة في , 𝟏)  , {𝒙 ∶ 𝒙 < −𝟏 }      

𝒇(𝒙)  𝟏−)متزايدة في , 𝟎)  , {𝒙 ∶ 𝒙 > 𝟏 }      

𝟔) 𝒇́́(𝒙) = 𝟒 − 𝟏𝟐𝒙𝟐          (𝒇́́(𝒙) =  (نجعل  𝟎

𝟒 − 𝟏𝟐𝒙𝟐 = 𝟎   ⟹  −𝟏𝟐𝒙𝟐  =  −𝟒  

𝒙𝟐 = 
𝟒

𝟏𝟐
   ⟹  𝒙𝟐 = 

𝟏

𝟑
  ⟹    𝒙 =  ±

𝟏

√𝟑
 

 

 

 

 

𝒇́ (
𝟏

√𝟑
) = 𝟐(

𝟏

√𝟑
)𝟐 − (

𝟏

√𝟑
)𝟒 = 

𝟐

𝟑
−
𝟏

𝟗
=
𝟓

𝟗
   , (

𝟏

√𝟑
 ,
𝟓

𝟗
) 

𝒇́ (
−𝟏

√𝟑
) = 𝟐(

−𝟏

√𝟑
)𝟐 − (

−𝟏

√𝟑
)𝟒 = 

𝟐

𝟑
−
𝟏

𝟗
=
𝟓

𝟗
  , (
−𝟏

√𝟑
 ,
𝟓

𝟗
) 

)النقط 
−𝟏

√𝟑
 ,
𝟓

𝟗
) , (

𝟏

√𝟑
 ,
𝟓

𝟗
 نقط انقلاب مرشحة   (

𝒇(𝒙)  مقعرة في(
−𝟏

√𝟑
,
𝟏

√𝟑
) 

𝒇(𝒙)  محدبة في{𝒙: 𝒙 <
−𝟏

√𝟑
} , {𝒙: 𝒙 >

𝟏

√𝟑
} 

−𝟏

√𝟑
 

𝟏

√𝟑
 

−𝟏 𝟏 ±√𝟐 𝟎 𝒙 

𝟓

𝟗
 

𝟓

𝟗
 

𝟏 𝟏 𝟎 𝟎 𝒚 

(
−𝟏

√𝟑
,
𝟓

𝟗
) (

𝟏

√𝟑
,
𝟓

𝟗
) 

(−𝟏, 𝟏) (𝟏, 𝟏) (±√𝟐, 𝟎) (𝟎, 𝟎) (𝒙 , 𝒚) 

 

 

 

+ + + + 
↘ 

+ + + + − − − −  − − − −  
↘ ↗ ↗ 

−𝟏 𝟏 𝟎 

⋒ 

+ + + + − − − −  − − − −  

⋒ ⋓ 

𝟏

√𝟑
 

−𝟏

√𝟑
 

𝒙 

𝒚 

(
−𝟏

√𝟑
 ,
𝟓

𝟗
) 

(1 , 1) (−1 , 1) 

(
𝟏

√𝟑
 ,
𝟓

𝟗
) 
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10  ) 𝒇 (𝒙) =  
𝟔

𝒙𝟐+𝟑 
 

 : الحل  

𝒙𝟐لأن  R =( اوسع مجال للدالة 1 + 𝟑 ≠ 𝟎  

 ينورالمحالتقاطع مع نقاط ( 3

𝒙 = 𝟎 ⟹  𝒇 (𝟎) =  
𝟔

𝟎+𝟑 
= 𝟐     ,     (𝟎 , 𝟐)    

 
𝟔

𝒙𝟐+𝟑 
= 𝟎 ⟹ 𝟎 ≠ 𝟔  

𝒇 (−𝒙) ( التناظر :2 =  
𝟔

𝒙𝟐+𝟑 
= 𝒇 (𝒙)   لأن الصادات محور التناظر مع𝒇 (−𝒙) = 𝒇(𝒙)  

 :  المحاذيات( 4

𝒙𝟐  لا يوجد محاذي شاقولي            + 𝟑 ≠ 𝟎 

𝒚 =
𝟎

𝟏
 ⟹ 𝒚 =  المحاذي الافقي    𝟎

 مناطق التزايد والتناقص( 5

 𝒇́(𝒙) =  
(𝒙𝟐+𝟑) 𝟎−(𝟔)(𝟐𝒙)

(𝒙𝟐+𝟑)
𝟐 = 

−𝟏𝟐𝒙

(𝒙𝟐+𝟑)
𝟐           (𝒇́(𝒙) =  (نجعل 𝟎

−𝟏𝟐𝒙

(𝒙𝟐 + 𝟑) 𝟐
= 𝟎 ⟹ −𝟏𝟐 𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎  ⟹ 𝒇(𝟎) = 𝟐 ⟹  𝒚 = 𝟐    

, 𝟎)النقطة   نقطة نهاية عظمى محلية  (𝟐

𝒙}الدالة متزايدة بالفترة  ∶  𝒙 ∈ 𝑹 , 𝒙 <   𝟎} 

𝒙}الدالة متناقصة بالفترة  ∶  𝒙 ∈ 𝑹 , 𝒙 > 𝟎} 

6) 𝒇́́(𝒙) =  
(𝒙𝟐+𝟑)𝟐(−𝟏𝟐)−[−(𝟏𝟐𝒙)𝟐(𝒙𝟐+𝟑)(𝟐𝒙)]

(𝒙𝟐+𝟑)
𝟒   

 𝒇́́(𝒙) =
−𝟏𝟐(𝒙𝟐+𝟑)𝟐+𝟒𝟖𝒙𝟐(𝒙𝟐+𝟑)

(𝒙𝟐+𝟑)
𝟒 =

(𝒙𝟐+𝟑)[−𝟏𝟐(𝒙𝟐+𝟑)+𝟒𝟖𝒙𝟐]

(𝒙𝟐+𝟑)
𝟒 

 𝒇́́(𝒙) =
𝟑𝟔𝒙𝟐−𝟑𝟔

(𝒙𝟐+𝟑)
𝟑 = 𝟎         (𝒇́́(𝒙) =  (نجعل  𝟎

𝟑𝟔𝒙𝟐 − 𝟑𝟔 = 𝟎
÷𝟑𝟔
⇒  𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟏 ⟹ 𝒙 = ±𝟏 

𝒙 = 𝟏 ⟹  𝒇(𝟏) = 𝒚 =
𝟔

(𝟏)𝟐 + 𝟑
=
𝟔

𝟒
=
𝟑

𝟐
 

𝒙 = −𝟏 ⟹  𝒇(−𝟏) = 𝒚 =
𝟔

(−𝟏)𝟐 + 𝟑
=
𝟔

𝟒
=
𝟑

𝟐
 

↗ 
++++ − − − −  

↘ 

𝒇́(𝒙) اشارة 

𝟎 

𝒙 

𝒚 

(𝟎 , 𝟐) 
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, 𝟏−)النقاط  ∴
𝟑

𝟐
) , (𝟏 ,

𝟑

𝟐
 نقاط انقلاب    (

𝒇(𝒙)  مقعرة في{𝒙: 𝒙 < −𝟏}  , {𝒙: 𝒙 > 𝟏}  

𝒇(𝒙)  𝟏−)محدبة في , 𝟏)   

 ( الرسم البياني7

𝟎 𝟏 −𝟏 𝒙 

𝟐 𝟑

𝟐
 

𝟑

𝟐
 

𝒚 

(𝟎 , 𝟐) 
(𝟏 ,
𝟑

𝟐
) (−𝟏 ,

𝟑

𝟐
)  

(𝒙 , 𝒚) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 طبيقات عملية على القيم العظمى والصغرىت

ظهرت في الفيزياء الكثير من المسائل التي أدت الى تطور حساب التفاضل والتكامل ومن هذه المسائل مسائل حساب أقصى 

أرتفاع تصله قذيفة أطلقت بزوايا مختلفة أو اقصى ارتفاع يصله جسم مقذوف شاقوليا الى الاعلى أو أقل كلفة أو أقل 

 حجم وأقل محيط ، ... الخ . زمن ومسائل من الصناعات مثل أقل مساحة وأكبر 

 بهذا الموضوع نتبع ما ياتي : المتعلقةلحل المسائل 

 .نرسم شكلا توضيحيا للسؤال اذا كان السؤال يحوي شكلا هندسيا  -1

 التي تعتمد على كلمة )جد ، ما هي ، عين ، احسب ، ...( اي نكون الفرضية على اساس المطلوبنعمل فرضية السؤال  -2

ثم نبدأ ( ، أطول مسافة ، أقل كمية ، ... اصغر ما يمكن، ابعد ما يمكن  ،نكون علاقة رئيسية للدالة )اكبر ما يمكن  -3

بتكوين الدالة على اساس هذه الكلمات وفي أكثر الاحيان تكون هذه الدالة )قانون حجم ، مساحة ، محيط ، 

فيجب ان نجد علاقة اخرى : لحل السؤال  وجد اكبر تغير  اذافيثاغورس ، تشابه مثلثات ، دوال دائرية ، ...( أما 

 )نجد علاقة مساعدة( )من السؤال او الرسم( .

يزها على خط الاعداد . بعض نمنجد القيم ووساوي المشتقة الاولى الى الصفر ننشتق الدالة المشتقه الاولى و -4

ا المثلث فاذ ىيعطمثلا في بعض الاسئلة لا ، ومث شارةلاالقيم تهمل اذا لم تنطبق مع السؤال او المطلوب من خلال ا

كان المثلث خالي من مستقيم يوازي احد الاضلاع نستخدم نظرية فيثاغورس . اما اذا كان المثلث يحوي مستقيم 

     يوازي احد الإضلاع نستخدم التناسب
 𝒂𝒅

𝒂𝒃
=
𝒂𝒆

𝒂𝒄
  

           

                                        

 

𝑎 

𝑏 𝒄 

d 𝑒 

⋒ 

++++ − − − −  

⋓ 
𝒇́́(𝒙) اشارة 

++++ 

⋒ 

−𝟏 𝟏 
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 وحاصل ضربهما اكبر ما يمكن . 8جد عددين مجموعهما  :مثال 

 الحل :

𝒙  نفرض العدد الاول = 

𝒚نفرض العدد الثاني  =  

𝒎حاصل ضربهما  =    

 𝒙 +  𝒚 =  𝟖  

𝒚 = 𝟖 − 𝒙    

𝒎 = 𝒙𝒚 

𝒎 = 𝒙(𝟖 − 𝒙) 

𝒎 = 𝟖𝒙 − 𝒙𝟐    نشتق    

𝒎′ = 𝟖 − 𝟐𝒙       (𝒎′ = 𝟎)  

𝟖 − 𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟖  

 𝒙 =  العدد الأول  𝟒

= 𝒚  العدد الثاني  𝟖 –  𝟒 = 𝟒  

 (𝒄𝒎 𝟏𝟖)وإرتفاعه  (𝒄𝒎 𝟐𝟒)جد بعدي أكبر مستطيل يمكن ان يوضع داخل مثلث طول قاعدته  :مثال 

 2د/2013وزاري بحيث أن رأسين متجاورين من رؤوسه تقعان على القاعدة والرأسين الباقين تقعان على ساقيه . 

 الحل : 

, 𝒙نفرض بعدي المستطيل :  𝒚  

 مساحة المستطيل = حاصل ضرب بعديه 

𝑨 = 𝒙 𝒚  

, 𝒃𝒕𝒓العلاقة : تشابه المثلثان  𝒃𝒄𝒒   )لتساوي زواياهما المتناظرة لذا تتناسب اضلاعهما المتناظرة وكذلك ارتفاعهما( 

𝒕𝒓

𝒄𝒒
=
𝒃𝒂

𝒃𝒒
⟹ 

𝒚

𝟐𝟒
=
𝟏𝟖 − 𝒙

𝟏𝟖
 

𝒚 = 𝟐𝟒 (
𝟏𝟖 − 𝒙

𝟏𝟖
) ⟹ 𝒚 =

𝟒

𝟑
(𝟏𝟖 − 𝒙) 

∴ 𝑨 = 𝒙𝒚 = 𝒙 (
𝟒

𝟑
(𝟏𝟖 − 𝒙)) =

𝟒

𝟑
(𝟏𝟖𝒙 − 𝒙𝟐) 

𝒅𝑨

𝒅𝒙
=
𝟒

𝟑
(𝟏𝟖 − 𝟐𝒙)     (

𝒅𝑨

𝒅𝒙
=  (نجعل 𝟎

[
𝟒

𝟑
(𝟏𝟖 − 𝟐𝒙) = 𝟎 ] ÷ 

𝟑

𝟒
 

𝟏𝟖 − 𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟏𝟖 ⟹ 𝒙 = 𝟗  

                          

   𝒚 
 

𝒃 

𝒓 

𝒒 

𝒕 

𝒄 

𝒂 

𝒙 

𝒑 

𝟏𝟖 

𝟏
𝟖
−
𝒙

 

                                                            

  𝟐𝟒 
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𝒚 =   
𝟒

𝟑
(𝟏𝟖 − 𝟗) = 𝟏𝟐                            𝟗 ,    ∴ بعدي المستطيل هما  𝟏𝟐

وذلك بقص اربعة مربعات  𝒄𝒎 𝟏𝟐 الشكل طول ضلعها  ةقطعة النحاس مربعمفتوح من صندوق صنع  :مثال  

 ؟متساوية الابعاد من اركانها الاربعه ثم ثني الاجزاء البارزة منها ، ما هو الحجم الاعظم لهذه العلبة 

 1/ د 2015وزاري            الحل : 

𝒙نفرض طول الضلع المربع المقطوع الفرضية :  = 

𝟏𝟐) ابعاد الصندوق  − 𝟐𝒙 , 𝟏𝟐 − 𝟐𝒙 , 𝒙) =  

𝒗                    الحجم = حاصل ضرب الابعاد الثلاثة =  (𝟏𝟐 − 𝟐𝒙)(𝟏𝟐 − 𝟐𝒙)𝒙 

𝒗 = 𝒙(𝟏𝟒𝟒 –  𝟒𝟖𝒙 + 𝟒 𝒙𝟐) 

𝒗 = 𝟏𝟒𝟒𝒙 − 𝟒𝟖 𝒙𝟐 + 𝟒 𝒙𝟑 

 المعادلة تحتوي على متغير واحدالعلاقة : لا نحتاج الى علاقة لأن 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
 = 𝟏𝟒𝟒 − 𝟗𝟔𝒙 + 𝟏𝟐𝒙𝟐       (

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝟎)                                                  نجعل   

[𝟏𝟒𝟒 − 𝟗𝟔𝒙 + 𝟏𝟐 𝒙𝟐 = 𝟎]  ÷ 𝟏𝟐                                                         

𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟏𝟐 = 𝟎 ⟹ (𝒙 − 𝟔)(𝒙 − 𝟐) = 𝟎 

  𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒙 =       لا يمكن   𝟔

 𝒐𝒓            𝒙 = 𝟐   

𝒗 = 𝟐(𝟏𝟐 − 𝟒)𝟐=128 𝒄𝒎𝟐 

 

 

   1د / 2000 زاري .      واعه لكي يكون حجمه اكبر ما يمكن جد ارتف 𝒄𝒎 𝟑√𝟗 ه: مخروط دائري قائم مولد س

 الحل :

  𝒗 =  
𝝅

𝟑
𝒓𝟐𝒉                     ةالدال  

𝒓𝟐 + 𝒉𝟐 =  العلاقة      𝟐(𝟑√𝟗)

𝒓𝟐 = 𝟐𝟒𝟑 − 𝒉𝟐     نعوض في الدالة 

𝒗 =
𝝅

𝟑
(𝟐𝟒𝟑 − 𝒉𝟐)𝒉 

𝒗 =
𝝅

𝟑
(𝟐𝟒𝟑𝒉 − 𝒉𝟑) 

𝟔 

−− −−−− 

 

+ + + ++ 
↗ ↘ 

𝟐 

+++++ 

↗ 

𝒇́(𝒙) اشارة  

𝒙 

𝒙 

𝟏𝟐 − 𝟐𝒙 

𝟏𝟐 − 𝟐𝒙 

𝒉 

𝒓 
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𝒗′ =
𝝅

𝟑
(𝟐𝟒𝟑 − 𝟑𝒉𝟐)           (𝒗′ =  (نجعل 𝟎

 [
𝝅

𝟑
(𝟐𝟒𝟑 − 𝟑𝒉𝟐) = 𝟎] ÷

𝝅

𝟑
 

[𝟐𝟒𝟑 − 𝟑𝒉𝟐 = 𝟎 ] ÷ 𝟑 ⟹ 𝟖𝟏 − 𝒉𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒉𝟐 = 𝟖𝟏 ⟹ 𝒉 = 𝟗 𝒄𝒎       ارتفاع المخروط هو     

برهن ان ثم  𝟏𝟐𝒄𝒎جد بعدي اكبر مثلث متساوي الساقين يمكن ان يوضع داخل دائرة نصف قطرها  :مثال  

نسبة مساحة المثلث الى مساحة الدائرة كنسبة  
𝟑√𝟑

𝟒𝝅
  

 الحل : 

𝒉نفرض ارتفاع المثلث  = 

𝟐𝒙 ة المثلثقاعدنفرض طول  =  

مساحة المثلث = الدالة : 
𝟏

𝟐
 الارتفاع  ×القاعدة  

𝑨 =
𝟏

𝟐
 𝟐𝒙𝒉  

𝑨 = 𝒙𝒉…… . (𝟏) 

𝒓𝟐               المثلث القائم الزاويةالعلاقة :  = (𝒉 − 𝟏𝟐)𝟐 + 𝒙𝟐 

(𝟏𝟐)𝟐 = (𝒉𝟐 − 𝟐𝟒𝒉 + 𝟏𝟒𝟒) + 𝒙𝟐 

𝟏𝟒𝟒 = 𝒉𝟐 − 𝟐𝟒𝒉 + 𝟏𝟒𝟒 + 𝒙𝟐 

𝒉𝟐 − 𝟐𝟒𝒉 + 𝒙𝟐 = 𝟎 

𝒙𝟐 = 𝟐𝟒𝒉 − 𝒉𝟐 

𝒙 = √𝟐𝟒𝒉 − 𝒉𝟐     …… . . (𝟐) 

  (1)في  (2) نعوض

𝑨 = 𝒉√𝟐𝟒𝒉 − 𝒉𝟐 

𝑨 = √𝟐𝟒𝒉𝟑 − 𝒉𝟒 

𝒅𝑨

𝒅𝒉
=
𝟕𝟐 𝒉𝟐 − 𝟒𝒉𝟑

𝟐√𝟐𝟒𝒉𝟑 − 𝒉𝟒
          (

𝒅𝑨

𝒅𝒉
=  (نجعل  𝟎

[𝟕𝟐 𝒉𝟐 − 𝟒𝒉𝟑 = 𝟎 ]  ÷ 𝟒 

𝟏𝟖 𝒉𝟐 − 𝒉𝟑  = 𝟎 

𝒉𝟐(𝟏𝟖 − 𝒉) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝒉يهمل  = 𝟎      

𝒐𝒓         𝟏𝟖 − 𝒉 = 𝟎 ⟹ 𝒉 = 𝟏𝟖   (         2) نعوض في 

ℎ
−
1
2
 

12 

12 
𝒉 

𝒙 𝒙 
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𝒙 = √𝟐𝟒𝒉 − 𝒉𝟑 

𝒙 = √𝟐𝟒(𝟏𝟖) − (𝟏𝟖)𝟐 = √(𝟏𝟖) (𝟔) 

𝒙 = 𝟔√𝟑  𝒄𝒎 

𝟐𝒙 = 𝟐 (𝟔√𝟑 ) = 𝟏𝟐 √𝟑 𝒄𝒎 طول القاعدة                       

𝑨 = 𝒙 𝒉 =6√𝟑 (𝟏𝟖) = 𝟏𝟎𝟖√𝟑 𝒄𝒎   مساحة المثلث 

𝑨مساحة الدائرة   = 𝝅 𝒓𝟐 

𝑨 = 𝝅(𝟏𝟐)𝟐 = 𝟏𝟒𝟒 𝝅 

 مساحة المثلث

  مساحة الدائرة
=
𝟏𝟎𝟖√𝟑

𝟏𝟒𝟒𝛑
=
𝟑√𝟑

𝟒𝛑
  

أثبت أنه عندما يكون مجموع مساحتي الشكلين أصغر ما يمكن  (𝒄𝒎 𝟔𝟎)مجموع محيطي دائرة ومربع  :مثال 

 فأن طول قطر الدائرة يساوي طول ضلع المربع . 

 الحل : 

 = 𝒓نفرض نصف قطر الدائرة              𝒙 =الفرضية : نفرض طول ضلع المربع 

 الدالة : المساحة = مساحة المربع + مساحة الدائرة 

𝑨 = 𝒙𝟐 + 𝝅𝒓𝟐     

𝒄𝒎 𝟔𝟎العلاقة : محيط المربع + محيط الدائرة  = 

[𝟔𝟎 =  𝟒𝒙 + 𝟐𝝅𝒓 ]  ÷ 𝟐 

𝝅𝒓 = 𝟑𝟎 − 𝟐𝒙 

𝒓 =
𝟑𝟎 − 𝟐𝒙

𝝅
 

∴ 𝑨 =  𝒙𝟐 + 𝝅𝒓𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝝅(
𝟑𝟎 − 𝟐𝒙

𝝅
)
𝟐

 

∴ 𝑨 =  𝒙𝟐 +
𝟏

𝝅
(𝟑𝟎 − 𝟐𝒙)𝟐 = 𝒙𝟐 +

𝟏

𝝅
(𝟗𝟎𝟎 − 𝟏𝟐𝟎𝒙 + 𝟒𝒙𝟐) 

𝒅𝑨

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 +

𝟏

𝝅
 (−𝟏𝟐𝟎 + 𝟖𝒙)        (

𝒅𝑨

𝒅𝒙
=  (نجعل 𝟎

𝟐𝒙 +
𝟏

𝝅
 (−𝟏𝟐𝟎 + 𝟖𝒙) = 𝟎  ]  ÷   

𝝅

𝟐
 

𝒙 𝝅 − 𝟔𝟎 + 𝟒𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙(𝝅 + 𝟒) = 𝟔𝟎 ⟹ 𝒙 =
𝟔𝟎

𝝅+𝟒
 طول ضلع المربع  

قطر الدائرة   = 𝟐𝒓 = 𝟐 [
𝟏

𝝅
(𝟑𝟎 − 𝟐𝒙)] =

𝟐

𝝅
 (𝟑𝟎 − 𝟐

𝟔𝟎

𝝅+𝟒
) =

𝟐

𝝅
 (𝟑𝟎 −

𝟏𝟐𝟎

𝝅+𝟒
) 

 = قطر الدائرة
𝟐

𝝅
 (
𝟑𝟎𝝅+𝟏𝟐𝟎−𝟏𝟐𝟎

𝝅+𝟒
) =  

𝟐

𝝅
 (
𝟑𝟎𝝅

𝝅+𝟒
) =   (

𝟔𝟎

𝝅+𝟒
) = 𝒙 
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𝒚𝟐 جد نقطة أو نقاط تنتمي للقطع الزائد :مثال  − 𝒙𝟐 = , 𝟎)بحيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة  𝟑 𝟒) . 

 1/ د 2013وزاري    2/د 2011وزاري          الحل : 

, 𝒑 (𝒙نفرض ان النقطة  𝒚)  هي من نقط المنحني𝒚𝟐 − 𝒙𝟐 =   (4 , 0)بحيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة    𝟑

𝑺 =  √(𝒙 − 𝟎)𝟐 + (𝒚 −  الدالة     𝟐(𝟒

𝒚𝟐 − 𝒙𝟐 =  العلاقة      𝟑

𝑺 =  √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟖𝒚 + 𝟏𝟔     

𝒙𝟐 = 𝒚𝟐 − 𝟑…… .  العلاقة من السؤال      (∗)

𝑺 =  √(𝒚𝟐 − 𝟑) + 𝒚𝟐 − 𝟖𝒚 + 𝟏𝟔     

𝑺 =  √𝟐𝒚𝟐 − 𝟖𝒚 + 𝟏𝟑     

𝒅𝑺

𝒅𝒚
=

𝟒𝒚−𝟖

𝟐√𝟐𝒚𝟐−𝟖𝒚+𝟏𝟑
          (

𝒅𝑺

𝒅𝒚
=  (نجعل   𝟎

𝟒𝒚 − 𝟖

𝟐√𝟐𝒚𝟐 − 𝟖𝒚 + 𝟏𝟑
= 𝟎  

𝟒𝒚 − 𝟖 = 𝟎 ⟹ 𝟒𝒚 = 𝟖 ⟹ 𝒚 = )*(نعوض في      𝟐  

𝒙𝟐 = (𝟐)𝟐 − 𝟑 = 𝟒 − 𝟑 = 𝟏  

𝒙𝟐 = 𝟏 ⟹ 𝒙 = ±𝟏                            (𝟏 , 𝟐) , (−𝟏 ,   النقاط (𝟐

  ملاحظات :

 .  أكبر أو أصغر مسطح للشكلفي بعض الاحيان  دالة المساحةيمكن القول عن  -1

 .  أكبر أو أصغر مجسم للشكلفي بعض الاحيان  دالة الحجم أو السعةيمكن القول ان  -2

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  3)– (6تمارين حل 

  .  وحاصل ضرب احدهما في مربع الثاني اكبر ما يمكن 𝟕𝟓/ جد عددين موجبين مجموعهما 1س

 : الحل 

𝒙نفرض العدد الاول الفرضية :   = 

𝒚العدد الثاني نفرض                  = 

𝐋الثاني العدد مربع  ×العدد الأول حاصل ضرب  =  

𝑳 = 𝒙. 𝒚𝟐  ……… (𝟏) 

𝒙 + 𝒚 = 𝟕𝟓 

𝒙 = 𝟕𝟓 − 𝒚 ………(𝟐) 

𝑳 = (𝟕𝟓 − 𝒚). 𝒚𝟐 
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𝑳 = 𝟕𝟓𝒚𝟐 − 𝒚𝟑 

𝑳́ = 𝟏𝟓𝟎𝒚 − 𝟑𝒚𝟐                  (𝑳́ =  (نجعل 𝟎

[𝟏𝟓𝟎𝒚 − 𝟑𝒚𝟐 = 𝟎]     (÷ 𝟑) 

𝟓𝟎𝒚 − 𝒚𝟐 = 𝟎     ⟹ 𝒚(𝟓𝟎 − 𝒚) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒚 =  يهمل         𝟎

𝒐𝒓          𝟓𝟎 − 𝒚 = 𝟎  ⟹ 𝒚 = (2) نعوض في معادلة         العدد الثاني       𝟓𝟎   

𝒙 = 𝟕𝟓 − 𝟓𝟎 = العدد الأول   𝟐𝟓   

  3/ د 2012وزاري .  𝒄𝒎 𝟑√4دائرية قائمة توضع داخل كرة نصف قطرها  ة/ جد ارتفاع اكبر اسطوان2س

  :  الحل 

𝟐𝒉نفرض الارتفاع الفرضية :  𝒓 الاسطوانةنصف قطر نفرض            =  𝑽 =نفرض الحجم           =

 )هي التي نقوم باشتقاقها(الدالــــة : قانون حجم الاسطوانة 

𝑽 = 𝒓𝟐𝝅. 𝟐𝒉 …… . . (𝟏)                   الارتفاع ×= مساحة القاعدة  ةحجم الاسطوان      

 ABCالعـــلاقة : نظرية فيثاغورس على المثلث القائم 

𝒉𝟐 + 𝒓𝟐 = (𝟒√𝟑 )𝟐 
𝒉𝟐 + 𝒓𝟐 = 𝟒𝟖  

 𝒓𝟐 = 𝟒𝟖 − 𝒉𝟐  …… . (𝟐) 

 (1)في  (2)نعوض معادلة 

𝑽 = 𝟐𝝅(𝟒𝟖 − 𝒉𝟐)𝒉 

𝑽 = 𝟐 𝝅(𝟒𝟖𝑳 − 𝒉𝟑) 

𝑽́ = 𝟐 𝝅(𝟒𝟖 − 𝟑𝒉𝟐)         (𝑽́ =  (نجعل 𝟎

𝟐 𝝅[𝟒𝟖 − 𝟑𝒉𝟐 = 𝟎](÷ 𝟐 𝝅) 

[𝟒𝟖 − 𝟑𝒉𝟐 = 𝟎]  ÷ 𝟑 ⟹ 𝟏𝟔 − 𝒉𝟐 = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝒉 =        يهمل  𝟒−

𝒐𝒓         𝒉 = (2)نعوض في      𝟒   

𝒓𝟐   للاسطوانة الارتفاع = 𝟒𝟖 − 𝒉𝟐 = 𝟒𝟖 − 𝟏𝟔 ⟹ 𝒓𝟐 = 𝟑𝟐 ⟹ 𝒓 = 𝟒√𝟐  

𝟐𝒉 = 𝟐(𝟒) = 𝟖 𝒄𝒎   

 

 

𝑨 

𝑪 

𝑩 

𝒉 

𝒉 

𝒓 
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 1/ د 2012وزاري .    𝟐𝒄𝒎√4/ جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل نصف دائرة قطرها  3س

 : الحل 

𝟐𝒙نفرض طول المستطيل الفرضية :   𝒚عرض المستطيل  نفرض         = 𝑨نفرض مساحة المستطيل         = = 

 الدالة : قانون مساحة المستطيل )هي التي نقوم باشتقاقها(

 ABCالعلاقة : نظرية فيثاغورس على المثلث القائم 

𝑨 = 𝟐𝒙 .  𝒚  …… . (𝟏) 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = (𝟒√𝟐)𝟐 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟑𝟐  

 𝒚𝟐 = 𝟑𝟐 − 𝒙𝟐 

𝒚 = √𝟑𝟐 − 𝒙𝟐  …… . (𝟐) 

 (1)في  (2)نعوض معادلة 

𝑨 = 𝟐𝒙√(𝟑𝟐 − 𝒙𝟐) 

𝑨 = 𝟐√𝒙𝟐(𝟑𝟐 − 𝒙𝟐) 

𝑨́ =
(𝟐)[𝟔𝟒𝒙 − 𝟒𝒙𝟑]

𝟐√𝟑𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝟒
                (𝑨́ =  (نجعل 𝟎

[𝟔𝟒𝒙 − 𝟒𝒙𝟑 = 𝟎]  (÷ 𝟒) ⟹ 𝒙 (𝟏𝟔 − 𝒙𝟐) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒙 =   تهمل  𝟎

𝒐𝒓           𝟏𝟔 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = ±𝟒   ⟹ 𝒙 = ⟹   تهمل 𝟒− 𝒙 = 𝟒 

𝟐𝒙 = 𝟐(𝟒) = 𝟖  𝒄𝒎     طول المستطيل 

  (2)نعوض في 

𝒚 = √𝟑𝟐 − 𝟏𝟔 = √𝟏𝟔  = 𝟒 𝐜𝐦     عرض المستطيل 

𝑨 = 𝟐𝒙𝒚 = 𝟑𝟐 𝒄𝒎𝟐 

𝟐𝒄𝒎√𝟖/ جد ابعاد اكبر مساحة لمثلث متساوي الساقين طول كل من ساقيه 4س =  . 

 الحل : 

𝒉نفرض ارتفاع المثلث الفرضية :  𝟐𝐋نفرض طول ضلع المثلث          = 𝑨نفرض مساحة المثلث           = = 

مساحة المثلث = )هي التي نقوم باشتقاقها(            الدالة : قانون مساحة المثلث 
𝟏

𝟐
 الارتفاع ×القاعدة  ×

 العلاقة : مبرهنة فيثاغورس 

𝑨 =
𝟏

𝟐
. 𝟐𝑳. 𝒉 

𝑨 = 𝑳. 𝒉 ………(𝟏) 

𝑨 

𝑩 𝑪 𝒙 𝒙 

𝒚 
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𝒉𝟐 + 𝑳𝟐 = (𝟖√𝟐)𝟐 

𝒉𝟐 + 𝑳𝟐 = 𝟏𝟐𝟖 

𝒉𝟐 = 𝟏𝟐𝟖 − 𝑳𝟐  

𝒉 = √𝟏𝟐𝟖 − 𝑳𝟐  …… . (1( في )2نعوض )           (𝟐)  

𝑨 = 𝑳.√𝟏𝟐𝟖 − 𝑳𝟐 

𝑨 = √𝑳𝟐(𝟏𝟐𝟖 − 𝑳𝟐)   

𝑨́ =
𝟐𝟓𝟔𝑳 − 𝟒𝑳𝟑

𝟐√𝟏𝟐𝟖𝑳𝟐 − 𝑳𝟒
            (𝑨́ =  (نجعل 𝟎

𝟐𝟓𝟔𝑳 − 𝟒𝑳𝟑

𝟐√𝟏𝟐𝟖𝑳𝟐 − 𝑳𝟒
= 𝟎 

[𝟐𝟓𝟔𝑳 − 𝟒𝑳𝟑 = 𝟎]    (÷ 𝟒) 

𝑳(𝟔𝟒 − 𝑳𝟐) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝑳 =   تهمل     𝟎

𝒐𝒓           𝑳𝟐 = 𝟔𝟒 ⟹ 𝑳 = ±𝟖    ⟹   𝑳 = ⟹     تهمل 𝟖−   𝑳 = (2نعوض في )        𝟖  

𝟐𝑳 = 𝟐 (𝟖) = 𝟏𝟔 𝒄𝒎   طول ضلع المثلث 

𝒉 = √𝟏𝟐𝟖 − 𝟔𝟒 = √𝟔𝟒 = 𝟖𝒄𝒎  الارتفاع 

𝑨 = 𝑳 𝒉 = (𝟖)𝟖 =  𝟔𝟒 𝒄𝒎𝟐 

 .𝒄𝒎𝟐 𝟏𝟔  الذي مساحته جد اقل محيط ممكن للمستطيل/  5س

 : الحل 

𝒙نفرض  طول المستطيل الفرضية :  𝒚نفرض عرض المستطيل         = 𝑨نفرض مساحة المستطيل          = =                                   

𝑷نفرض محيط المستطيل                 = 

 )الطول +العرض(×   2محيط المستطيل =الدالة : هي محيط المستطيل )هي التي نقوم باشتقاقها(     

𝑷 = 𝟐(𝒙 + 𝒚) ……………(𝟏)       

 العلاقة : مساحة المستطيل 

𝑨 = 𝒙𝒚 ⇒ 𝟏𝟔 = 𝒙𝒚 ⇒ 𝒚 =
𝟏𝟔

𝒙
…………(𝟐) (       1( في )2نعوض )       

𝑷 = 𝟐(𝒙 +
𝟏𝟔

𝒙
) 

𝑷 = 𝟐(𝒙 + 𝟏𝟔𝒙−𝟏) 

𝒉 

𝑳 𝑳 

𝒙 

𝒚 
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𝑷 = 𝟐𝒙 + 𝟑𝟐𝒙−𝟏 

𝑷′ = 𝟐 − 𝟑𝟐𝒙−𝟐                 (𝒑′ =  (نجعل 𝟎

[𝟐 − 𝟑𝟐𝒙−𝟐 = 𝟎]       (÷ 𝟐) 

𝟏 − 𝟏𝟔𝒙−𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝟏− 
𝟏𝟔

𝒙𝟐
= 𝟎 ⟹ 

𝟏𝟔

𝒙𝟐
= 𝟏 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟏𝟔 

𝒙𝟐 = ⟹ بالجذر  𝟏𝟔 𝒙 = ( 1نعوض في )   𝟒     

𝒚 =
𝟏𝟔

𝟒
= 𝟒 

𝑷 = 𝟐(𝟒 + 𝟒) = 𝟏𝟔 𝒄𝒎 

 .  cm 3/ جد حجم اكبر مخروط دائري قائم يمكن وضعه داخل كرة نصف قطر ها  6س

 :  الحل

𝒓المخروط  نفرض ان نصف قطر الفرضية :  𝒉للمخروط  الارتفاع نفرض        = 𝐕نفرض الحجم        = = 

 الدالة : قانون حجم المخروط 

𝑽 =  
𝟏

𝟑
𝛑𝒓𝟐𝒉………… . (𝟏) 

 𝑨𝑩𝑪العلاقة : مبرهنة فيثاغورس للمثلث القائم الزاوية 

𝒓𝟐 + (𝒉 − 𝟑)𝟐 = (𝟑)𝟐 

𝒓𝟐 + 𝒉𝟐 − 𝟔𝒉 + 𝟗 = 𝟗 

𝒓𝟐 = 𝟔𝒉 − 𝒉𝟐………(𝟐) 

𝑽 =  
𝟏

𝟑
𝛑𝒓𝟐𝒉 =  

𝟏

𝟑
𝛑(𝟔𝒉 − 𝒉𝟐)𝒉 =

𝛑

𝟑
(𝟔𝒉𝟐 − 𝒉𝟑) 

𝑽′ = 
𝛑

𝟑
(𝟏𝟐𝒉 − 𝟑𝒉𝟐)           (𝑽′ =  (نجعل 𝟎

[
𝛑

𝟑
(𝟏𝟐𝒉 − 𝟑𝒉𝟐) = 𝟎]    (× 𝟑) 

 𝟏𝟐𝒉𝛑 − 𝟑𝒉𝟐𝛑 = 𝟎     (÷ 𝟑𝛑) 

𝟒𝒉 − 𝒉𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒉 (𝟒 − 𝒉) = 𝟎   

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓    𝒉 =       يهمل  𝟎

𝒐𝒓           𝟒 − 𝒉 = 𝟎 ⟹ 𝒉 = (2نعوض في معادلة )     الارتفاع 𝟒  

𝒓𝟐 = 𝟔(𝟒) − (𝟒)𝟐 = 𝟐𝟒 − 𝟏𝟔 = 𝟖 

𝒓 = √𝟖 =  نصف القطر     𝟐√𝟐

𝑽 =  
𝟏

𝟑
𝛑(𝟖)(𝟒) =

𝟑𝟐

𝟑
𝛑 𝒄𝒎𝟑 

𝐴 
3 𝒉

−
𝟑

 

𝑩 
𝒓 

𝐶 

ℎ 
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, 𝑩(𝟔جد معادلة المستقيم الذي يمر من النقطة  / 7س  .والذي يصنع مع المحوريين في الربع الاول اصغر مثلث  (𝟖

 :الحل 

,𝒙) النقطة نفرض الفرضية :  المحور السيني  معالمستقيم  نقطة تقاطع (𝟎

, 𝟎)نفرض النقطة                 𝒚)  ي المحور الصادنقطة تقاطع المستقيم مع 

, 𝒙نفرض أبعاد المثلث                𝒚 𝑨نفرض مساحة المثلث               = = 

 الدالة : قانون مساحة المثلث

𝑨 =
𝟏

𝟐
𝒙. 𝒚 …………(𝟏) 

̅̅ 𝑩𝑪)العلاقة : قانون الميل  ̅̅ ميل̅ = 𝑨𝑪 ̅̅ ̅̅  (ميل̅

, 𝑩(𝟔النقطة                𝑨𝑪̅̅تنتمي للمستقيم   (𝟖 ̅̅ 

𝒎 =
𝒚𝟐−𝒚𝟏

𝒙𝟐−𝒙𝟏
⟹ (

𝒚−𝟖

𝟎−𝟔
=
𝟖−𝟎

𝟔−𝒙
 طرفين في وسطين    (

(𝒚 − 𝟖)(𝟔 − 𝒙) = −𝟒𝟖 ⟹ 𝟔𝒚 − 𝒙𝒚 − 𝟒𝟖 + 𝟖𝒙 = −𝟒𝟖 

𝟔𝒚 − 𝒙𝒚 + 𝟖𝒙 = 𝟎 

𝒚(𝟔 − 𝒙) = −𝟖𝒙 ⟹ 𝒚 =
−𝟖𝒙

𝟔−𝒙
(   1نعوض في )    (𝟐)……………  

𝑨 =
𝟏

𝟐
𝒙. 𝒚 =

𝟏

𝟐
𝒙 
−𝟖𝒙

𝟔 − 𝒙
=
−𝟒𝒙𝟐

𝟔 − 𝒙
……… . . (𝟑) 

 (( 3الاشتقاق للدالة )معادلة )

𝑨′ =
(𝟔 − 𝒙)(−𝟖𝒙) − (−𝟒𝒙𝟐) (−𝟏)

(𝟔 − 𝒙)𝟐
=
−𝟒𝟖𝒙 + 𝟖𝒙𝟐−𝟒𝒙𝟐

(𝟔 − 𝒙)𝟐
 

𝑨′ =
−𝟒𝟖𝒙 + 𝟒𝒙𝟐

(𝟔 − 𝒙)𝟐
          (𝑨′ =  (نجعل 𝟎

𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝟖𝒙

(𝟔 − 𝒙)𝟐
= 𝟎 ⟹ [ 𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝟖𝒙 = 𝟎]  (÷ 𝟒) 

𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 = 𝟎  ⟹ 𝒙(𝒙 − 𝟏𝟐) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒙 =  يهمل      𝟎

𝒐𝒓           𝒙 − 𝟏𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟏𝟐  

(𝟏𝟐 ,  نقطة تقاطع المستقيم مع المحور السيني   (𝟎

𝒎 𝑩𝑪 ̅̅ ̅̅ ̅ =
𝒚𝟐 − 𝒚𝟏
𝒙𝟐 − 𝒙𝟏

= 
𝟖 − 𝟎

𝟔 − 𝟏𝟐
=
𝟖

−𝟔
=
−𝟒

𝟑
 

(𝒚 − 𝒚𝟏) = 𝒎(𝒙 − 𝒙𝟏) 

𝑩  (𝟔 , 𝟖) 

𝑨 (𝟎 , 𝒚) 

𝑪 (𝒙 , 𝟎) 

𝑷 𝑩 

𝟔 

𝟖 

𝐍 

𝒙 − 𝟔 
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(𝒚 − 𝟖) =
−𝟒

𝟑
(𝒙 − 𝟔)

×𝟑
⇒  𝟑𝒚 − 𝟐𝟒 = −𝟒(𝒙 − 𝟔) 

𝟑𝒚 − 𝟐𝟒 = −𝟒𝒙 + 𝟐𝟒 

𝟒𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝟒𝟖 = 𝟎 

𝒇(𝒙)/ جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة  8س = 𝟏𝟐 − 𝒙𝟐  راسان من ، ومحور السينات

 ه . ثم جد محيط ، نحني والرأسان الاخران على محور السيناتالمرؤسه على 

 : الحل 

𝟐𝒙 طول المستطيلنفرض  الفرضية : 𝒚نفرض عرض المستطيل             = 𝑨نفرض مساحة المستطيل          = = 

 العرض ×مساحة المستطيل = الطول الدالــــة : قانون مساحة المستطيل                   

𝒚العلاقــة : المعادلة    = 𝟏𝟐 − 𝒙𝟐 

𝑨 = 𝟐𝒙 . 𝒚 ………… (𝟏) 

𝒚 = 𝟏𝟐 − 𝒙𝟐………(𝟐) 

 (1)في  (2)نعوض 

𝑨 = 𝟐𝒙(𝟏𝟐 − 𝒙𝟐) 

𝑨 = 𝟐𝟒𝒙 − 𝟐𝒙𝟑 

𝑨′ =  𝟐𝟒 − 𝟔𝒙𝟐        (𝑨′ = 𝟎)  

𝟐𝟒 − 𝟔𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝟔𝒙𝟐 = 𝟐𝟒 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟒  

𝒙 = 𝟐 𝒄𝒎  ⟹   𝟐𝒙 = 𝟒 𝒄𝒎  الطول  

𝒚 = 𝟏𝟐 − 𝒙𝟐⟹ 𝒚 = 𝟏𝟐 − (𝟐)𝟐 = 𝟏𝟐 − 𝟒 = 𝟖 

𝑷 = 𝟐(𝟐𝒙 + 𝒚)  

𝑷 = 𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 = 𝟒(𝟐) + 𝟐(𝟖) = 𝟖 + 𝟏𝟔 = 𝟐𝟒 𝒄𝒎 

وطول  (𝒄𝒎 𝟖)/ جد ابعاد اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه  9س

 . (𝒄𝒎 𝟏𝟐)قطر قاعدته 

:الحل   

نفرض ارتفاع الاسطوانه  الفرضية : 𝒉 = نفرض نصف قطر قاعدتها          𝒓 = نفرض حجم المخروط          𝑽 = 

الارتفاع  ×الحجم = مساحة القاعدة   

𝑽 = 𝒓𝟐𝝅𝒉 ………(𝟏) 

, 𝑨𝑫𝑬) العلاقة : تشابه المثلثان  𝑨𝑩𝑪) 

𝟖

𝟖 − 𝒉
=
𝟔

𝒓
 

𝟖𝒓 = 𝟔(𝟖 − 𝒉) 

𝒙 𝒙 

𝒚 
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𝟖𝒓 = 𝟒𝟖 − 𝟔𝒉    (÷ 𝟐) 

𝟒𝒓 = 𝟐𝟒 − 𝟑𝒉 

𝟑𝒉 = 𝟐𝟒 − 𝟒𝒓 

𝒉 =
𝟐𝟒 − 𝟒𝒓

𝟑
……… . . (𝟐) 

𝑽 = 𝒓𝟐𝝅𝒉 = 𝒓𝟐𝝅 (
𝟐𝟒 − 𝟒𝒓

𝟑
) 

𝑽 =
𝝅

𝟑
(𝟐𝟒𝒓𝟐 − 𝟒𝒓𝟑) 

𝑽′ = 
𝝅

𝟑
(𝟒𝟖𝒓 − 𝟏𝟐𝒓𝟐)         (𝑽′ =  (نجعل 𝟎

𝝅

𝟑
(𝟒𝟖𝒓 − 𝟏𝟐𝒓𝟐) = 𝟎     

[𝟏𝟔𝝅𝒓 − 𝟒𝝅𝒓𝟐 = 𝟎]           (÷ 𝟒𝝅) 

𝟒𝒓 − 𝒓𝟐 = 𝟎 

𝒓(𝟒 − 𝒓) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓    𝒓 =   يهمل     𝟎

𝒐𝒓           𝟒 − 𝒓 = 𝟎 ⟹ 𝒓 = 𝟒 𝒄𝒎 ⟹ 𝒉 =
𝟖

𝟑
  

دوران دورة كاملة  𝟑cm√6/ جد حجم اكبر مخروط دائري قائم ناتج منه دوران مثلث طول وتره  10س

 حول احد ظلعيه القائمين 

 :  الحل

𝒉نفرض ارتفاع المخروط الفرضية :  𝒓نصف قطر قاعدته نفرض        = 𝑽نفرض حجم المخروط        = =        

 الدالة : قانون حجم المخروط 

 العلاقة : مبرهنة فيثاغورس للمثلث القائم الزاوية 

𝑽 =  
𝟏

𝟑
𝒓𝟐 𝝅𝒉 ……… (𝟏) 

𝒉𝟐 + 𝒓𝟐 = (𝟔√𝟑)
𝟐
 

𝒓𝟐 = 𝟏𝟎𝟖 − 𝒉𝟐………(𝟐) 

  (1)في  (2)نعوض معادلة 

𝑽 =
𝟏

𝟑
(𝟏𝟎𝟖 − 𝒉𝟐) 𝝅𝒉 

𝑽 =
𝝅

𝟑
(𝟏𝟎𝟖𝒉 − 𝒉𝟑) 

𝐕′ =
𝛑

𝟑
(𝟏𝟎𝟖 − 𝟑𝐡𝟐)               (𝑽′ = 𝟎) 

𝟑𝟔𝛑 − 𝒉𝟐𝛑 = 𝟎 
÷ 𝝅
⇒ 𝒉𝟐 = 𝟑𝟔 ⟹ 𝒉 = ±𝟔 

𝑟 

ℎ 

𝐸 

A 

C B 

12 𝑐𝑚 

8 𝑐𝑚 

8 − ℎ 

𝐷 

ℎ 

𝑟 
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𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒉 =   يهمل 𝟔−

𝒐𝒓           𝒉 = (2ض في )           𝟔  نعو 

𝒓𝟐 = 𝟏𝟎𝟖 − 𝟔𝟐 = 𝟏𝟎𝟖 − 𝟑𝟔 = 𝟕𝟐  

𝒓 = √𝟕𝟐 𝒄𝒎  

𝑽أكبر حجم للمخروط  =
𝝅

𝟑
𝒓𝟐𝒉 =

𝝅

𝟑
(𝟕𝟐)(𝟔) =

𝟕𝟐×𝟔𝝅

𝟑
=  𝟏𝟒𝟒𝝅 𝒄𝒎𝟑 

جد ابعادها عندما تكون مساحة المعدن   𝒄𝒎𝟑 (𝝅 𝟏𝟐𝟓)حاوية اسطوانية الشكل مفتوحة من الاعلى سعتها  /11س

 المستخدم في صناعتها اقل ما يمكن .

 :  الحل

𝒉نفرض ارتفاع الاسطوانة الفرضية :  𝒓 الاسطوانةنصف قطر نفرض                    = = 

𝑨نفرض المساحة الكلية بدون غطاء                 𝒗نفرض حجم الاسطوانة        = = 

  انبية + مساحة قاعدة واحدةالجساحة المالمساحة الكلية = الدالة : قانون المساحة      

 الارتفاع  × الحجم = مساحة القاعدةالعلاقة : قانون حجم الاسطوانة        

𝑨 = 𝟐𝒓 𝝅𝒉 + 𝒓𝟐𝝅…………(𝟏) 

𝒗 = 𝒓𝟐𝝅𝒉 ⟹ 𝟏𝟐𝟓 𝝅 = 𝒓𝟐𝝅𝒉 

𝒉 =
𝟏𝟐𝟓

𝒓𝟐
                 ………… (𝟐) 

𝑨 = 𝟐𝒓 𝝅𝒉 + 𝒓𝟐𝝅 = 𝟐𝒓 𝝅 (
𝟏𝟐𝟓

𝒓𝟐
) + 𝒓𝟐𝝅  

𝑨 = 𝟐𝟓𝟎 𝝅 𝒓−𝟏 + 𝒓𝟐𝝅 

𝑨′ = −𝟐𝟓𝟎𝝅𝒓−𝟐 + 𝟐𝒓𝝅             (𝑨′ =   (نجعل 𝟎

−𝟐𝟓𝟎𝝅

𝒓𝟐
+ 𝟐𝒓𝝅 = 𝟎    

(÷𝟐𝝅)
⇒    

−𝟏𝟐𝟓

𝒓𝟐
+ 𝒓 = 𝟎 ⟹ 

𝟏𝟐𝟓

𝒓𝟐
= 𝒓 

𝒓𝟑 = 𝟏𝟐𝟓 ⟹  𝒓 = 𝟓 𝒄𝒎            (2)نعوض في  

𝒉 =
𝟏𝟐𝟓

𝟐𝟓
= 𝟓 𝒄𝒎 

/ خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة طول قاعدته ضعف عرضها فإذا كانت مساحة المعدن المستعمل  12س

 جد أبعاد الخزان لكي يكون حجمه أكبر ما يمكن علمأ ان الخزان ذو غطاء كامل .  𝒎𝟐 𝟏𝟎𝟖في صناعته 

 الحل : 

𝒙الفرضية : نفرض عرض القاعدة  𝟐𝒙نفرض طول القاعدة          = 𝒚نفرض الارتفاع           = = 

𝑽نفرض حجم الخزان                  = 

 الدالة : حجم الخزان 

𝑽 = (𝟐𝒙)(𝒙)(𝒚) = 𝟐𝒙𝟐𝒚 ……… . . (𝟏) 

ℎ 

𝑟 
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 العلاقة : مساحة المعدن = المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين

𝟏𝟎𝟖 = 𝟐 (𝟐𝒙 + 𝒙)𝒚 + 𝟒𝒙𝟐 

𝟏𝟎𝟖 = 𝟐 (𝟑𝒙)𝒚 + 𝟒𝒙𝟐   (÷ 𝟐) 

𝟓𝟒 = 𝟑𝒙𝒚 + 𝟐𝒙𝟐 

𝟑𝒙𝒚 = 𝟓𝟒 −  𝟐𝒙𝟐  ⟹ 𝒚 =
𝟓𝟒− 𝟐𝒙𝟐

𝟑𝒙
( 1( في )2نعوض معادلة )      (𝟐)…………    

𝑽 = 𝟐𝒙𝟐  
𝟓𝟒 −  𝟐𝒙𝟐

𝟑𝒙
=
𝟐

𝟑
 (𝟓𝟒𝒙 −  𝟐𝒙𝟑) 

𝑽′ =
𝟐

𝟑
 (𝟓𝟒 −  𝟔𝒙𝟐)          (𝑽′ = 𝟎) 

𝟐

𝟑
 (𝟓𝟒 −  𝟔𝒙𝟐) = 𝟎

× 
𝟑

𝟐
⇒    𝟓𝟒 −  𝟔𝒙𝟐 = 𝟎  (÷ 𝟔)  

𝟗 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟑 𝒎    ⟹   𝟐𝒙 = 𝟔 𝒎  طول القاعدة  

𝒚 =
𝟓𝟒 −  𝟐(𝟗)

𝟑(𝟑)
=
𝟑𝟔

𝟗
= 𝟒 𝒎  عرض القاعدة  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 حلول الاسئلة العامة الخاصة بالفصل الثالث

/ جد 6س
𝒅𝒚

𝒅𝒙
  لكل مما يلي : 

a) 𝒙𝟑𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 = 𝟓𝒙 + 𝟑                b) 𝒚 =  (𝒔𝒊𝒏 𝒙 +  𝒄𝒐𝒔 𝒙)𝟐 

c) 𝒚 =  𝒆𝒙
𝟐
𝒍𝒏 |𝟐𝒙|          d) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 (𝒄𝒐𝒔 𝒙) 

e) 𝒚 =  𝒙𝟐𝒍𝒏 |𝒙|      f) 𝒍𝒏 (𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙) = 𝒚  

g) 𝒚 =  
𝒆𝒙+ 𝒆−𝒙

𝒆𝒙− 𝒆−𝒙
      h) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 (𝒆𝝅𝒙) 

  الحل :

a) 𝒙𝟑𝒚𝟐 − 𝟐𝒚 = 𝟓𝒙 +   نشتق حاصل ضرب دالتين            𝟑

𝒙𝟑 . 𝟐 𝒚.
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚𝟐 . 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐 .

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓 +  نرتب     𝟎

𝟐𝒙𝟑𝒚 .
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟐 .

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓 − 𝟑𝒙𝟐𝒚𝟐     

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 (𝟐𝒙𝟑𝒚 − 𝟐) =  𝟓 − 𝟑𝒙𝟐𝒚𝟐 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝟓 − 𝟑𝒙𝟐𝒚𝟐

𝟐𝒙𝟑𝒚 − 𝟐
 

𝟐𝒙 

𝒉 
𝒙 
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b) 𝒚 =  (𝒔𝒊𝒏 𝒙 +  𝒄𝒐𝒔 𝒙)𝟐 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐 (𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙)𝟏(𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙)   نرتب  

                                           مشتقة داخل القوس

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐 (𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙) (𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐 (𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)            𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 =  𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 لدينا  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  

c) 𝒚 =  𝒆𝒙
𝟐
𝒍𝒏 |𝟐𝒙|       حاصل ضرب دالتين  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  𝒆𝒙

𝟐
( 
𝟏

𝟐𝒙
) 𝟐 + 𝒍𝒏 |𝟐𝒙| . 𝒆𝒙

𝟐
 . 𝟐𝒙  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝟏

𝒙
 𝒆𝒙

𝟐
+ 𝟐𝒙 𝒆𝒙

𝟐
𝒍𝒏 |𝟐𝒙|   

d) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 (𝒄𝒐𝒔 𝒙) 

  𝒕𝒂𝒏هي زاوية  𝒄𝒐𝒔 𝒙هذه دالة واحدة فقط حيث أن 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  −𝒔𝒊𝒏 𝒙  𝒔𝒆𝒄𝟐(𝒄𝒐𝒔𝒙) 

e) 𝒚 =  𝒙𝟐𝒍𝒏 |𝒙|  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  𝒙𝟐 .

𝟏

𝒙
+ 𝒍𝒏 |𝒙| . 𝟐𝒙  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  𝒙 + 𝟐𝒙 𝒍𝒏 |𝒙|   

f) 𝒍𝒏 (𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙) = 𝒚 

𝒚 =  𝒍𝒏 (𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙)               𝒍𝒏 𝒙𝒏 = 𝒏 𝒍𝒏 𝒙   

𝒚 = 𝟐 𝒍𝒏 (𝒕𝒂𝒏 𝒙) 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐  

𝟏

𝒕𝒂𝒏 𝒙
 . 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=   
𝟐 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙

𝒕𝒂𝒏 𝒙
   

g)  𝒚 =  
𝒆𝒙+ 𝒆−𝒙

𝒆𝒙− 𝒆−𝒙
 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙). (𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙. (−𝟏)) − (𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙)(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙. (−𝟏))  

(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙)𝟐
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𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙). (𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙) − (𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙)(𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙)  

(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙)𝟐
 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

(𝒆𝒙− 𝒆−𝒙)𝟐−(𝒆𝒙+ 𝒆−𝒙)𝟐  

(𝒆𝒙− 𝒆−𝒙)𝟐
  سنفتح الاقوا  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
(𝒆𝟐𝒙 − 𝟐 𝒆𝒙 . 𝒆−𝒙 + 𝒆−𝟐𝒙) − (𝒆𝟐𝒙 + 𝟐 𝒆𝒙 . 𝒆−𝒙 + 𝒆−𝟐𝒙)  

(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙)𝟐
 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝒆𝟐𝒙 − 𝟐 + 𝒆−𝟐𝒙 − 𝒆𝟐𝒙 − 𝟐 − 𝒆−𝟐𝒙

(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙)𝟐
= 

−𝟒  

(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙)𝟐
 

h) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 (𝒆𝝅𝒙) 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  −𝒔𝒊𝒏 (𝒆𝝅𝒙) . 𝒆𝝅𝒙 . 𝝅 

 مشتقة الزاوية                              

 للدالة cرول ثم مبرهنة القيمة المتوسطة لإيجاد قيم  مبرهنة/ استخدم 7س

  𝒇(𝒙) =  𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐  , 𝒙 ∈ [−𝟐, 𝟐]  

 الحل : أولا : 

, 2−]الدالة مستمرة في الفترة المغلقة  (1  لأنها كثيرة الحدود .  [2

, 2−)الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة  (2  لأنها كثيرة الحدود  (2

 𝒇(−𝟐)  ,   𝒇(𝟐)نجد  (3

𝒇(−𝟐) =  (−𝟐)𝟒 − 𝟐(−𝟐)𝟐 = 𝟏𝟔 − 𝟖 = 𝟖  

𝒇(𝟐) =  (𝟐)𝟒 − 𝟐(𝟐)𝟐 = 𝟏𝟔 − 𝟖 = 𝟖                𝒇(𝟐) = 𝒇(−𝟐)  

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐 

𝒇́(𝒙) = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙  

𝒇́(𝒄)بحيث أن  cعندما تكون مبرهنة رول متحققة فإنه يوجد على الاقل قيمة واحدة لـ  = 𝟎  

𝒇́(𝒄) =  𝟒𝒄𝟑 − 𝟒𝒄 = 𝟎   

𝟒𝒄(𝒄𝟐 − 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝟒𝒄 = 𝟎 ⟹ 𝒄 = 𝟎   

𝒐𝒓   𝒄𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟏  ⟹ 𝒄 =  ±𝟏   ∈ (−𝟐 , 𝟐) 

 القيمة المتوسطة: الدالة ضمن الفترة المعطاة تحقق مبرهنة ثانيا 

𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂 
=  𝒇́(𝒄) 

𝒇(𝒃)−𝒇(𝒂)

𝒃−𝒂 
= 

𝟖−𝟖)

𝒃−𝒂 
=
𝟎

𝟒 
=  مـيل الوتر        𝟎

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐 
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𝒇́(𝒙) = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙  

𝒇́(𝒄) =  𝟒𝒄𝟑 − 𝟒𝒄                 ميل المماس = ميل الوتر                           مـيل المماس 

𝟒𝒄(𝒄𝟐 − 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓          𝟒𝒄 = 𝟎 ⟹   𝒄 = 𝟎   

𝒐𝒓           𝒄𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒄𝟐 = 𝟏  ⟹ 𝒄 =  ±𝟏  ∈ (−𝟐 , 𝟐) 

𝒇(𝒙)/  8س = 𝒂𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + , 𝟏−]دالة تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة     𝟓 𝐛] فإذا كانت      

𝐜 = , 𝟏−)تنتمي الى الفترة   𝟐  𝐛)  جد قيمة𝒂 , 𝒃 ∈ 𝑹  

 الحل : 

𝒇(𝒂)تحقق شروط مبرهنة رول  𝒇الدالة ∵ = 𝒇 (𝒃)   

𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟓     

𝒇(−𝟏) = 𝒂(−𝟏)𝟐 − 𝟒(−𝟏) + 𝟓     

𝒇(−𝟏) = 𝒂 + 𝟗      

𝒇(𝒃) = 𝒂𝒃𝟐 − 𝟒𝒃 + 𝟓  

∵ 𝒇(−𝟏) = 𝒇 (𝒃)  

∴ 𝒂 + 𝟗 =  𝒂𝒃𝟐 − 𝟒𝒃 + 𝟓  

∴ 𝒂 =  𝒂𝒃𝟐 − 𝟒𝒃 − 𝟒   …………… . (𝟏) 

𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟓  

𝒇́(𝒙) = 𝟐𝒂𝒙 − 𝟒 ⟹ 𝒇́(𝒄) = 𝟐𝒂𝒄 − 𝟒             𝒄 =    لدينا      𝟐

𝒇́(𝒄) = 𝟐𝒂 (𝟐) − 𝟒 = 𝟒𝒂 − 𝟒             ∵  𝒇́(𝒄) = 𝟎   

∴ (1نعوض في معادلة )    𝟒𝒂 − 𝟒 = 𝟎 ⟹  𝒂 = 𝟏     

𝟏 = 𝟏𝒃𝟐 − 𝟒𝒃 −    نرتب      𝟒

𝒃𝟐 − 𝟒𝒃 − 𝟓 =  𝟎        

(𝒃 − 𝟓)(𝒃 + 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒃 − 𝟓 = 𝟎 →   𝒃 = 𝟓  

𝒐𝒓  𝒃 + 𝟏 = 𝟎 →   𝒃 = 𝒃)        تهمل    𝟏− > −𝟏)  

/ متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة وارتفاعه ثلاث أمثال طول قاعدته ، جد الحجم التقريبي له 9س

.𝟐عندما يكون طول قاعدته  𝟗𝟕 𝒄𝒎     . 

𝒙الحل : نفرض طول القاعدة  𝒉                     نفرض الارتفاع                 = = 𝒉 = 𝟑𝒙 

 الارتفاع × الحجم = مساحة القاعدة 
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𝑽 =  𝒙𝟐. 𝒉 

𝑽 =  𝒙𝟐. 𝟑𝒙  

𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟑 

𝒃  نفرض اقرب رقم للعدد المعطى  = 𝟐. 𝟗𝟕     ,   𝒂 = 𝟑  𝒉 =  𝒃 –  𝒂 =  𝟐. 𝟗𝟕 –  𝟑 =  −𝟎. 𝟎𝟑      ,   

𝒇(𝒂) = 𝟑 . (𝟑)𝟑 = 𝟑 . 𝟐𝟕 = 𝟖𝟏  

𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟑 

𝒇́(𝒙) = 𝟗𝒙𝟐  

𝒇́(𝟑) = 𝟗 (𝟑𝟐) = 𝟖𝟏  

𝒇(𝒂 + 𝒉) = 𝒇(𝒂) +  𝒉 .  𝒇́(𝒂) 

𝒇(𝟑 + (−𝟎. 𝟎𝟑)) = 𝒇(𝟑) + (−𝟏)𝒇́(𝟑) 

𝒇(𝟐. 𝟗𝟕) = 𝟖𝟏 + (−𝟎. 𝟎𝟑) 𝟖𝟏 = 𝟖𝟏 − 𝟐. 𝟒𝟑 = 𝟕𝟖. 𝟓𝟕 𝒄𝒎𝟑   

جد القيمة التقريبية لنصف قطر قاعدته اذا كان ارتفاعه    𝝅 𝒄𝒎𝟑 𝟐𝟏𝟎/ مخروط دائري قائم حجمه  10س

𝟏𝟎 𝒄𝒎      . 2/ د 2013وزاري 

الحل : حجم المخروط = 
𝟏

𝟑
  الارتفاع× مساحة القاعدة ×  

𝑽 =  
𝟏

𝟑
𝒓𝟐𝝅 𝒉  

𝟐𝟏𝟎 𝝅 =  
𝟏

𝟑
𝒓𝟐𝝅  . 𝟏𝟎 ⟹ 𝒓𝟐 =

𝟐𝟏𝟎 (𝟑)

𝟏𝟎
  ⟹ 𝒓𝟐 = 𝟐𝟏 (𝟑) ⟹ 

∴  𝒓𝟐 = 𝟔𝟑 → 𝒓 =  √𝟔𝟑 𝒄𝒎      طول نصف القطر  

  𝟔𝟑√   أصبح السؤال جد تقريبا مناسبا للمقدار

𝒂 =  نفرض     𝟔𝟒

𝒃 =  نفرض     𝟔𝟑

𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟔𝟑 − 𝟔𝟒 =  −𝟏  

𝒂 =  نفرض     𝟔𝟒

𝒇(𝒙) =  √𝒙  

𝒇(𝒂) =  √𝟔𝟒 = 𝟖  

𝒇́(𝒙)  =  
𝟏

𝟐 √𝒙
  

𝒇(𝒂) =  
𝟏

𝟐 √𝟔𝟒
=

𝟏

𝟐 . 𝟖 
=  

𝟏

𝟏𝟔 
= 𝟎. 𝟎𝟔  
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𝒇(𝒂 + 𝒉) = 𝒇(𝒂) +  𝒉 .  𝒇́(𝒂)     القيمة التقريبية    

𝒇(𝟔𝟒 + (−𝟏)) = 𝟖 + −𝟏 . (𝟎. 𝟎𝟔) =  𝟖 –  𝟎. 𝟎𝟔 =  𝟕. 𝟗𝟒 

𝒇(𝒙)/ اذا كانت 11س =  √𝟑𝟏𝒙 + 𝟏 
𝟓

 ـ)    ( 1.01جد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة القيمة التقريبية ل

  الحل :

𝒇(𝒙) =  √𝟑𝟏𝒙 + 𝟏 
𝟓

    الدالة     

𝒂نفرض اقرب رقم للعدد المعطى  = 𝟏           ،𝒃 = 𝟏. 𝟎𝟏      ،𝒉 = 𝒃 − 𝒂 = 𝟏. 𝟎𝟏 − 𝟏 = 𝟎. 𝟎𝟏  

𝒇(𝒂) = 𝒇(𝟏) = √𝟑𝟏. 𝟏 + 𝟏 
𝟓

= √𝟑𝟐 
𝟓

= 𝟐  

𝒇(𝒙) =  (𝟑𝟏𝒙 + 𝟏)
𝟏
𝟓  

𝒇́(𝒙) =  
𝟏

𝟓
 (𝟑𝟏𝒙 + 𝟏)

−𝟒

𝟓 . 𝟑𝟏            

𝒇́(𝒂) =  
𝟏

𝟓
 (𝟑𝟏𝒂 + 𝟏)

−𝟒
𝟓 . 𝟑𝟏 ⟹ 𝒇́(𝟏) =  

𝟏

𝟓
 (𝟑𝟏 (𝟏) + 𝟏)

−𝟒
𝟓 . 𝟑𝟏  

𝒇́(𝒂) =  
𝟑𝟏

𝟓
 (𝟐𝟓)

−𝟒
𝟓 =  

𝟑𝟏

𝟓
 .
𝟏

𝟏𝟔
=
𝟑𝟏

𝟖𝟎
= 𝟎. 𝟑𝟖𝟕𝟓  

𝒉 . 𝒇́(𝒂) = (𝟎. 𝟑𝟖𝟕𝟓) (𝟎. 𝟎𝟏) = 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟖𝟕𝟓   

𝒇(𝒂 + 𝒉) = 𝒇(𝒂) +  𝒉 . 𝒇́(𝒂) 

𝒇(𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟏) = 𝟐 +  𝟎. 𝟑𝟖  . (𝟎. 𝟎𝟏) 

𝒇(𝟏. 𝟎𝟏) = 𝟐 + 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟖𝟕𝟓 = 𝟐. 𝟎𝟎𝟑𝟖𝟕𝟓  

𝒚𝒙𝟐/ باستخدام معلوماتك في التفاضل ارسم المنحني البياني للدالة  12س = 𝟏   

  : الحل

𝒚𝒙𝟐 = 𝟏 ⟹ 𝒚 = 
𝟏

𝒙𝟐
  الدالة   

𝑹 \ {𝟎}أوسع مجال (1 =                                  𝟎 = ⟹  نضع المقام 𝒙 𝟐 =  𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎 

 نقاط التقاطع مع المحورين( 2

𝒙 عندما = 𝟎 ⟹ 𝒚 =  
𝟏

𝟎
  ∉ 𝑹  

𝒚 عندما = 𝟎 ⟹ 
𝟏

𝒙𝟐
= 𝟎    ⟹  𝟏 =  لا توجد نقاط تقاطع مع المحورين                      غير ممكن   𝟎

𝒇(−𝒙) الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل لأن: التناظر ( 3 ≠  −𝒇(𝒙)   

𝒇(−𝒙)         لأن الدالة متناظرة مع محور الصادات        =  𝒇(𝒙) 

𝒙𝟐   المحاذيات : مستقيم محاذي عمودي( 4 = 𝟎 ⟹ 𝒙 =  𝟎   

𝒚 مستقيم محاذي أفقي          =  
𝟎

𝟏
⟹ 𝒚 =  𝟎       

 التزايد والتناقص         مناطق  (5
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𝒚 =  
𝟏

𝒙𝟐
⟹ 𝒚́ =

𝒙 .  𝟎 − 𝟏 . 𝟐 𝒙 

𝒙𝟒
 

𝒚́ =  
−𝟐 

𝒙𝟑
 ≠ لا توجد نهايات        𝟎    

{𝒙 ∶  𝒙 <  الدالة متناقصة في    {𝟎 

{𝒙 ∶  𝒙 >      الدالة متزايدة في {𝟎 

 لتحدب والتقعر مناطق ا( 6

 

𝒚́ =  
−𝟐 

𝒙𝟑
 

𝒚́́ =  
𝒙𝟑. 𝟎 − (−𝟐). 𝟑 𝒙𝟐 

(𝒙𝟑)𝟐
⟹ 𝒚́́ =  

𝟔 

𝒙𝟒
 ≠ 𝟎  

  {𝒙: 𝒙 > 𝟎}, {𝒙: 𝒙 < 𝟎}   الدالة مقعرة في الفترتين

 الرسم البياني( 7

𝒙 𝒚 (𝒙 , 𝒚) 

1 1 (𝟏 , 𝟏) 

−𝟏  1 (−𝟏 , 𝟏)  

±
𝟏

𝟐
 

𝟒 (±
𝟏

𝟐
 , 𝟒)  

±𝟐 𝟏

𝟒
 (±𝟐 ,

𝟏

𝟒
) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 القوانين المستخدمة في الفصل الثالث

                            الارتفاع × المساحة الجانبية = محيط القاعدة  (1

         مساحة قاعدة واحدة 2الجانبية +  المساحة الكلية = المساحة (2

 2× محيط المستطيل = )الطول + العرض(  (3

 العرض × مساحة المستطيل = الطول  (4

 نفسه × مساحة المربع = طول الضلع  (5

 طول الضلع ×  4محيط المربع =  (6

 𝟐𝒓𝝅محيط الدائرة =  (7

 𝒓𝟐𝝅 مساحة الدائرة = (8

+ + + + + +  − − − − − − 
↗ ↘ 𝟎 

+ + + + + + +  + + + + + + +  
⋓ 𝟎 

⋓ 
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 𝟒𝝅𝒓𝟐مساحة الكرة =  (9

 𝒓𝟐𝝅 𝒉حجم الاسطوانة =   (10

حجم الكرة =  (11
𝟒

𝟑
𝒓𝟑𝝅 

12)  M  = الميل
𝒚𝟐−𝒚𝟏

𝒙𝟐−𝒙𝟏
 

حجم المخروط = (13
𝟏

𝟑
𝒓𝟐𝝅𝒉 

 طول الضلع  𝑳حيث              𝑳𝟑حجم المكعب =  (14

 2)طول الضلع(×  4المساحة السطحية للمكعب =  (15

 2)طول الضلع(×  6المساحة الكلية للمكعب =  (16

 الارتفاع   )القاعدة مستطيلة( اي محيط المستطيل× المساحة الجانبية لمتوازي المستطيلات = محيط القاعدة   (17

 المساحة الكلية لمتوازي المستطيلات = المساحة الجانبية + مساحة قاعدتين (18

 الارتفاع              × حجم متوازي المستطيلات = مساحة القاعدة  (19

 ل اضلاعه الثلاثة محيط المثلث = مجموع أطوا (20

مساحة المثلث =  (21
𝟏

𝟐
 الارتفاع × القاعدة ×  

𝒙𝟐)√قانون المسافة =  (22 − 𝒙𝟏)
𝟐 + (𝒚𝟐 − 𝒚𝟏)

𝟐 

 





 

239 

 التكامل

 المناطق المحددة بمنحنيات

الدائرة .. الخ . ولكن هناك اشكال  ،شبه المنحرف  ،المثلث  ،هناك مناطق مستوية يمكن ايجاد مساحتها مثل المستطيل 

 .او مستطيلة .... الخ  ةتقسيمها الى مناطق مثلثة او مربعيمكن ايجاد مساحتها الا ب تسمى مناطق مضلعة لا

( 𝒇وهي مجموعة النقاط المحصورة بين المنحني )بيان الدالة   𝒇والتي تسمى منطقة تحت المنحني   Aاما المنطقة 

,  والمستقيمين  𝒙 = 𝒂 𝒚 = 𝒃  )ومحور السينات فلا يمكن تقسيمها الى مناطق معلومة )مثلث ، مستطيل ، دائرة ....الخ

 ؟  كيف يمكن حساب مساحتهالذلك 

                                            

                                

 

 

                    

 

 

 القيمة التقريبية لمساحة المنطقة المستوية :  ايجاد

, 𝒂]المنطقة المحصورة بينها وبين الاحداثي السيني في الفترة  (A)وكانت  )منحني( دالة 𝒇اذا كانت  𝒃]  كما هو مبين

 المحددة بالرسم .  (A)في الشكل أدناه ، فيمكننا ايجاد مساحة المنطقة 

 

 

 

 

  ملاحظات :

, 𝒂]نرسم مستطيلًا من أدنى نقطة في المنحني ضمن الفترة  (1 𝒃] (  ونرمز له بالرمز𝑨𝟏) 

, 𝒂]نرسم مستطيلًا من أعلى نقطة في المنحني ضمن الفترة  (2 𝒃] (  ونرمز له بالرمز𝑨𝟐) 

 (𝑨𝟐( و )𝑨𝟏نوجد مساحة المنطقتين المستطيلتين ) (3

𝑨بالاعتماد على القانون  𝑨المطلوب هو حساب القيمة التقريبية لمساحة المنطقة  (4 ≈
𝑨𝟏+𝑨𝟐

𝟐
 

 . مساحة أي منطقة هي عدد حقيقي غير سالب (5

6)   , 𝑨𝟏 ⊆ 𝐀 ⊆ 𝑨𝟐 𝑨𝟏 مساحة  ≥ 𝑨 مساحة  ≥ 𝑨𝟐 مساحة       

𝒎 حيث  𝒎 بالرمز 𝑨𝟏نرمز لإرتفاع المستطيل الصغير   (7 = 𝒇(𝒂) 

𝑴 حيث  𝑴 بالرمز 𝑨𝟐نرمز لإرتفاع المستطيل الكبير   (8 = 𝒇(𝒃) 

𝒇 
𝒚 

𝒙 
𝒂 𝒃 

𝒇 𝒚 

𝒙 

𝑨 

𝒂 𝒃                         
𝒉

 

𝒇 𝒚 

𝒙 

𝑨𝟏 

𝒂 𝒃 

   
   
   
  

 
 
 

𝒎

 

   
   
   
  

 
 
 

𝑴

 
𝒇 𝒚 

𝒙 
𝑨𝟐 

𝒂 𝒃                         
𝒉
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 حيث :  𝑨اوجد القيمة التقريبية لمساحة المنطقة   :مثال 

𝑨 =  { ( 𝒙, 𝒚) , 𝟐 ≤ 𝒙 ≤ 𝟓 ,   𝟎 ≤  𝒚 ≤ 𝒇(𝒙) ,   𝒇(𝒙) =  √𝒙 − 𝟏} 

                                 الحل : 

                                                 

𝒉 = 𝟓 − 𝟐 = 𝟑 

𝒇(𝒙) =  √𝒙 − 𝟏 

𝒎 = 𝒇(𝟐) = √𝟐 − 𝟏 = 𝟏 

𝑨𝟏 = 𝒎 . 𝒉 = (𝟏)(𝟑) = المستطيل داخل       𝟑  

𝑴 = 𝒇(𝟓) = √𝟓 − 𝟏 = √𝟒 = 𝟐  

𝑨𝟐 = 𝑴 . 𝒉 = 𝟐 (𝟑) =  خارج المستطيل         𝟔

𝑨 =
𝑨𝟏 + 𝑨𝟐
𝟐

=  
𝟑 + 𝟔

𝟐
=
𝟗

𝟐
= 𝟒

𝟏

𝟐
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

 حيث   𝑨أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة   :مثال  

𝑨 = {(𝒙, 𝒚): 𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟐 , 𝒇(𝒙) =  𝒙𝟐 + 𝟏 } 

 الحل : 

𝒉 = 𝟐 − 𝟏 = 𝟏 

𝒎 = 𝒇(𝟏) = (𝟏)𝟐 + 𝟏 = 𝟐 

𝑨𝟏 = 𝒎.𝒉 = 𝟐 (𝟏) = 𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒕
 داخل المستطيل     𝟐

𝑴 = 𝒇(𝟐) = (𝟐)𝟐 + 𝟏 = 𝟓 

𝑨𝟐 = 𝑴 . 𝒉 = 𝟓 (𝟏) = 𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒕
 خارج المستطيل    𝟐

𝑨 =  
𝑨𝟏+𝑨𝟐

𝟐
= 

𝟐+𝟓

𝟐
= 𝟑

𝟏

𝟐
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐     𝑨   المساحة التقريبية للمنطقة 

𝑨حيث  𝑨أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة   :مثال  = {(𝒙, 𝒚): 𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟑 , 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟏}  

 الحل : 

𝒉 = 𝟑 − 𝟏 = 𝟐 

𝒎 = 𝒇(𝟏) = (𝟏)𝟐 + 𝟏 = 𝟐 

𝑨𝟏 = 𝒎.𝒉 = 𝟐 (𝟐) = 𝟒 𝒖𝒏𝒊𝒕
𝟐 

𝑴 = 𝒇(𝟑) = (𝟑)𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟎 

𝑨𝟐 = 𝑴 . 𝒉 = 𝟏𝟎 (𝟐) = 𝟐𝟎 𝒖𝒏𝒊𝒕
𝟐 

𝑨 =  
𝑨𝟏+𝑨𝟐

𝟐
= 

𝟒+𝟐𝟎

𝟐
=
𝟐𝟒

𝟐
= 𝟏𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐     𝑨 المساحة التقريبية للمنطقة  

(𝟓 , 𝟐) 

(𝟐 , 𝟏) 

𝑨𝟏 

𝑨𝟐 
𝑨 

(𝟐 , 𝟓) 

(𝟏, 𝟐) 

𝑨𝟏 

𝑨𝟐 
𝑨 
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𝑨حيث  𝑨أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة  :مثال  = {(𝒙, 𝒚): 𝟐 ≤ 𝒙 ≤ 𝟓 , 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐}  

 الحل : 

𝒉 = 𝟓 − 𝟐 = 𝟑 

𝒎 = 𝒇(𝟐) = 𝟑(𝟐)𝟐 − 𝟐 = 𝟏𝟎 

𝑨𝟏 = 𝒎.𝒉 = 𝟏𝟎(𝟑) = 𝟑𝟎 𝒖𝒏𝒊𝒕
𝟐 

𝑴 = 𝒇(𝟓) = 𝟑(𝟓)𝟐 − 𝟐 = 𝟕𝟑 

𝑨𝟐 = 𝑴 . 𝒉 = 𝟕𝟑 (𝟑) = 𝟐𝟏𝟗 𝒖𝒏𝒊𝒕
𝟐 

𝑨 =  
𝑨𝟏+𝑨𝟐

𝟐
= 

𝟑𝟎+𝟐𝟏𝟗

𝟐
=
𝟐𝟒𝟗

𝟐
= 𝟏𝟐𝟒

𝟏

𝟐
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐    𝑨 المساحة التقريبية للمنطقة   

  : بدقة اكبرستوية المنطقة الممساحة 

, 𝒂]نجزأ الفترة المعطاة  (1 𝒃]  الى فترات حسب الطلب وليكن عدد الفترات هو(𝒏)  وبذلك يكون طول الفترة

𝒉 =
𝒃−𝒂

𝒏
, 𝟏)حيث يرمز للاعداد من   𝟐 , … , 𝐧)   بالرمز𝛔 (سكما ) حيث ان(𝝈 = 𝟏 , 𝟐 , 𝟑… , 𝐧) 

𝑨𝟏)حيث تساوي  𝑨نحسب مساحة أكبر منطقة مستطيلة داخل  (2 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑 +⋯+ 𝑨𝒏) 

𝑨𝟏̅̅̅̅)حيث تساوي  𝑨نحسب مساحة أصغر منطقة مستطيلة داخل  (3 + 𝑨𝟐̅̅̅̅ + 𝑨𝟑̅̅̅̅ + ⋯+ 𝑨𝒏̅̅̅̅ ) 

𝑨حسب القانون التالي  𝑨نجد مساحة المنطقة  (4 =
∑𝑨𝒏+∑𝑨𝒏́

𝑵
ونلاحظ أنه كلما زادت عدد نقاط التجزئة  

 .  أكثر دقة 𝑨فإن المحصلة النهائية تقل وتصبح القيمة التقريبية لمساحة المنطقة 

𝑨  𝑨اوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة  :مثال  = {(𝒙 , 𝒚): 𝟐 ≤ 𝒙 ≤ 𝟓 , 𝒚 =  𝒙𝟐 + 𝟏 }  

  وذلك باستخدام التجزئة

1. 𝛔
𝟏
 = (𝟐, 𝟑, 𝟓) 

2. 𝛔
𝟐
= (𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓) 

 الحل : 

𝟏) 𝛔
𝟏
(𝟐, 𝟑, 𝟓) = [𝟐, 𝟑] + [𝟑 , 𝟓]  

 المستطيلات في الداخل :

𝒎𝟏 = 𝒇(𝟐) = (𝟐)
𝟐 + 𝟏 = 𝟓 

𝒎𝟐 = 𝒇(𝟑) = (𝟑)
𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟎 

𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 = (𝟑 − 𝟐)𝒎𝟏 + (𝟓 − 𝟑)𝒎𝟐 

𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 = 𝟏(𝟓) + 𝟐(𝟏𝟎) = 𝟓 + 𝟐𝟎 = 𝟐𝟓 

 المستطيلات في الخارج :

𝑴1 = 𝒇(𝟑) = (𝟑)
𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟎 

𝑴2 = 𝒇(𝟓) = (𝟓)
𝟐 + 𝟏 = 𝟐𝟔 

𝑨′𝟏 + 𝑨
′
𝟐 = (𝟑 − 𝟐)𝑴1 + (𝟓 − 𝟑)𝑴2 

𝑨′𝟏 + 𝑨′𝟐 = (𝟑 − 𝟐). 𝟏𝟎 + (𝟓 − 𝟑). 𝟐𝟔 = 𝟏𝟎 + 𝟓𝟐 = 𝟔𝟐 
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∴ 𝑨 =  
𝟐𝟓 + 𝟔𝟐

𝟐
=
𝟖𝟕

𝟐
= 𝟒𝟑

𝟏

𝟐
𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

𝟐) 𝛔
𝟐
= (𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓) =  [𝟐, 𝟑] + [𝟑, 𝟒] + [𝟒, 𝟓] زأ الفترة تج    

 المستطيلات في الداخل :

𝒎𝟏 = 𝒇(𝟐) = (𝟐)
𝟐 + 𝟏 = 𝟓 

𝒎𝟐 = 𝒇(𝟑) = (𝟑)
𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟎 

𝒎𝟑 = 𝒇(𝟒) = (𝟑)
𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟕 

𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑 = (𝟑 − 𝟐)𝒎𝟏 + (𝟒 − 𝟑)𝒎𝟐 + (𝟓 − 𝟒)𝒎𝟑 

𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑 = 𝟏(𝟓) + 𝟏(𝟏𝟎) + 𝟏 (𝟏𝟕) = 𝟑𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒕
𝟐 

 المستطيلات في الخارج :

𝑴𝟏 = 𝒇(𝟑) = (𝟑)
𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟎 

𝑴𝟐 = 𝒇(𝟒) = (𝟒)
𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟕 

𝑴𝟑 = 𝒇(𝟓) = (𝟓)
𝟐 + 𝟏 = 𝟐𝟔 

𝑨′𝟏 + 𝑨′𝟐 + 𝑨′𝟑 = (𝟑 − 𝟐)𝑴𝟏 + (𝟒 − 𝟑)𝑴𝟐 + (𝟓 − 𝟒)𝑴𝟑 

𝑨′𝟏 + 𝑨′𝟐 + 𝑨′𝟑 = 𝟏(𝟏𝟎) + 𝟏(𝟏𝟕) + 𝟏 (𝟐𝟔) = 𝟓𝟑 𝒖𝒏𝒊𝒕
𝟐 

𝑨 =
∑𝑨𝒏 + ∑𝑨𝒏́

𝑵
⟹ ∴ 𝑨 =  

𝟑𝟐 + 𝟓𝟑

𝟐
=
𝟖𝟓

𝟐
= 𝟒𝟐

𝟏

𝟐
𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 : باستخدام التجزئة 𝑨اوجد القيمة التقريبية لمساحة المنطقة :  واجب 

𝑨 = {(𝒙, 𝒚): 𝟐 ≤ 𝒙 ≤ 𝟓 , 𝒚 =  𝒙𝟐 − 𝟑}  

a) 𝛔
𝟏
= (𝟐, 𝟑, 𝟓) 

b) 𝛔
𝟐
= (𝟐, 𝟑, 𝟒 , 𝟓) 

 (a الجواب :
𝟔𝟑

𝟐
            b) 

𝟔𝟏

𝟐
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 السفلى المجاميع العليا والمجاميع

,𝑼(𝝈      يرمز للمجاميع العليا 𝒇)     

,𝑳(𝝈    يرمز للمجاميع السفلى 𝒇)              𝑼(𝝈, 𝒇) ≥ 𝑳(𝝈, 𝒇) 

   : سنعتبر الدالة𝒇[𝒂, 𝒃] ⟶ 𝑹 مستمرة على الفترة [𝒂 , 𝒃] الدالة متزايدة أو  حيث يمكن ان تكون

 متناقصة أو تحتوي على نقطة حرجة .

  يتساوى المجموع الاعلى مع المجموع والدالة هي عبارة عن ثابت في هذه الحالة متساوية  اذا كانت التجزيئات

 الاسفل .
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  اذا أردنا استخراج𝒎  نعوض الرقم الاصغر لبداية الفترة واذا اردنا استخراج𝑴  نعوض الرقم الاكبر الذي

 تنتهي به الفترة . 

  في حالة احتواء الفترة الجزئية على نقطة حرجة نحسب قيم بداية الفترة ونهايتها وقيمة النقطة الحرجة

 . 𝑴 والقيمة الاكبر هي 𝒎كون القيمة الصغيرة هي وت

  اذا لم نشترط أن تكون𝒇(𝒙) ≥ المتوقع ظهور المجموعة السفلى عدد موجب أو سالب أو صفر وبالمثل فان من  𝟎

 للمجموعة العليا .

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙)لتكن  :مثال  = 𝟓 + 𝟐𝒙  ,  𝒇: [𝟏, 𝟒] →  𝐑   جد المجموع الاسفل𝑳(𝝈, 𝒇) وع الاعلى موالمج𝑼(𝝈, 𝒇) . 

 :لحل هذه الاسئلة  ما يلي نتبع

 . تجزأ الفترة )ويفضل ان تكون منتظمة( -1

لة متزايدة االدفاذا كانت موجبة عددا ثابتا ففاذا كان الجواب ونساوي المشتقة للصفر نشتق الدالة  -2

نستخدم الاختبار للاشارة )الطريقة  (𝒙)واذا كانت سالبة فهي متناقصة ، اما اذا حصلنا على قيمة 

وبطريقة اخرى نشتق المشتقة الثانية فاذا كان الناتج  السابقة( ونجد هل هي متزايدة او متناقصة .

ثم نعوض طرفي الفترة المؤجلة  𝒎موجبا فإن النهاية تكون صغرى وعندها نكتب القيمة المؤجلة في 

، أما اذا كانت المشتقة الثانية سالبة فتكون النهاية عظمى  𝑴ثم نختار اكبر الناتجين ليكون في حقل 

ثم نعوض طرفي الفترة المؤجلة ونختار اصغر الناتجين ونضعه  𝑴محلية وعندها نكتب القيمة المؤجلة 

 .  𝒎في حقل 

 .  حقولهنكتب الجدول وهو ثابت لا تتغير -3

 𝒇(𝒂)هي )اصغر قيمة للدالة( تاخذ  𝒎حيث  𝒎𝒊يلي : اذا كانت الدالة متزايدة فانه  ننتبه الى ما -4

 . 𝒇(𝒃)تاخذ  )هي اكبر قيمة للدالة ( Mحيث  𝐌𝒊المتزايدة فان  ةوكذلك للدال

𝒇:  ل الح ∶ [𝟏, 𝟒] →  𝑹  

𝒇(𝒙) = 𝟓 + 𝟐𝒙 ⟹ 𝒇′(𝒙) = 𝟐 >    مجالهافي الدالة متزايدة   𝟎

𝒉 =
𝒃−𝒂

𝟑
= 

𝟒−𝟏

𝟑
= 𝝈  ⟹   ثلاث فترات     𝟏 = [𝟏 , 𝟐], [𝟐 , 𝟑], [𝟑 , 𝟒] 

 

𝒉 

𝑨 𝟏 

𝑨 𝟐 

𝑨 𝟑 

𝑨𝟏 𝑨𝟐 𝑨𝟑 

𝒂 𝒄 𝒅 𝒃 

𝒌 

𝑴 

𝒎 
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𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

𝟗 𝟕 𝑴𝟏 = 𝒇(𝟐) = 𝟓 + 𝟒

= 𝟗 

𝒎𝟏 = 𝒇(𝟏)

= 𝟓 + 𝟐 = 𝟕 

𝟏 [𝟏, 𝟐] 

𝟏𝟏 𝟗 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟑) = 𝟓 + 𝟔

= 𝟏𝟏 

𝒎𝟐 = 𝒇(𝟐)

= 𝟓 + 𝟒 = 𝟗 

𝟏 [𝟐, 𝟑] 

𝟏𝟑 𝟏𝟏 𝑴𝟑 = 𝒇(𝟒) = 𝟓 + 𝟖

= 𝟏𝟑 

𝒎𝟑 = 𝒇(𝟑)

= 𝟓 + 𝟔 = 𝟏𝟏 
𝟏 [𝟑 , 𝟒] 

 

∴  𝑳(𝝈, 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝒎𝒊) =𝟕 + 𝟗 + 𝟏𝟏 = 𝟐𝟕     ,     𝑼(𝝈, 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝑴𝒊) = 𝟗 + 𝟏𝟏 + 𝟏𝟑 = 𝟑𝟑 

:𝒇اذا كانت  :مثال  [𝟎, 𝟒] → 𝑹       ,     𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝒙𝟐 : اوجد كل من 

U (𝝈, 𝒇)    ,   𝐋(𝝈, 𝒇)     ،ئات منتظمةياربعة تجزا مستخدم. 

 الحل :    

𝝈 = [𝟎, 𝟏], [𝟏, 𝟐], [𝟐, 𝟑], [𝟑, 𝟒] 

 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝒙𝟐⟹ 𝒇′(𝒙) = 𝟑 − 𝟐𝒙 ⟹ 𝟑 − 𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 =
𝟑

𝟐
 ∈ [𝟎 , 𝟒] 

 

 

 
 

, 𝟏]أي ان العدد الحرج يوجد في الفترة  𝟐] 

𝒙 =
𝟑

𝟐
 ∈ [𝟏 , 𝟐] ⟹ 𝒇(𝟏) = 𝟐   , 𝒇 (

𝟑

𝟐
) =  

𝟗

𝟒
  ,   𝒇(𝟐) = 𝟐   𝑴 =

𝟗

𝟒
 ,   𝒎 = 𝟐 

 ملاحظة :
3

2
لذلك نعوض  [1,2]تقع ضمن الفترة  

𝟑

𝟐
فترات التناقص نعوض وعندما نصل الى  ،ضمن فترتها  𝒙بدل  

   𝒇(𝒂) ـب   𝑴𝒊 وبدل  𝒇(𝒃)ـب  𝒎𝒊لكل 

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

𝟐 𝟎 
𝑴𝟏=𝒇(𝟏)=𝟑−𝟏=𝟐 𝒎𝟏 = 𝐟(𝟎) = 𝟎 𝟏 [𝟎, 𝟏] 

𝟗

𝟐
 𝟐 𝑴𝟐 =𝒇 (

𝟑

𝟐
) = 𝟑.

𝟑

𝟐
−
𝟑

𝟐

=
𝟗

𝟐
−
𝟗

𝟒
=
𝟗

𝟒
 

𝒎𝟐 = 𝐟(𝟏)

= 𝟑 − 𝟏 = 𝟐 
𝟏 [𝟏, 𝟐] 

𝟐 𝟎 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟐) = 𝟔 − 𝟒 = 𝟐 𝒎𝟑 = 𝒇(𝟑)

= 𝟑(𝟑) − 𝟗 = 𝟎 
𝟏 [𝟐, 𝟑] 

𝟎 −𝟒 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟑) = 𝟗 − 𝟗 = 𝟎 𝒎𝟒 = 𝒇(𝟒)

= 𝟏𝟐 − 𝟏𝟔 = −𝟒 
𝟏 [𝟑, 𝟒] 

 𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝒎𝒊) = 𝟎 + 𝟐 + 𝟎 + (−𝟒) = −𝟐     ,      𝑼(𝝈, 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝑴𝒊) = 𝟐 +
𝟗

𝟐
+ 𝟐 + 𝟎 = 𝟔

𝟏

𝟒
 

, 𝑳(𝝈 لاحظ ان       𝒇) ≤ 𝑼(𝝈, 𝒇) 

−−−−−−−−− −−−−−−−−−− +++++++ 

𝟏 𝟑 𝟎 

𝟑

𝟐
 

𝟐 𝟒 

   𝒇′(𝒙)أشارة 
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 ( 4– 1تمارين )حل 

,𝑼(𝝈/ اوجد كل من  1س 𝒇)    ,   𝑳(𝝈, 𝒇)  : لكل مما يأتي 

1) 𝒇: [−𝟐, 𝟏] →  𝑹    ,   𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 

a) 𝝈 = (−𝟐, 𝟎, 𝟏) 

b) 𝟐−] تقسيم الفترة ,  . الى ثلاث فترات جزئية منتظمة [𝟏

 الحل :

a)  الفترات هي[– 𝟐 , 𝟎] , [𝟎 , 𝟏]  

𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒙) = −𝟏 ≠  لا توجد نقطة حرجة والدالة متناقصة   𝟎

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

10 6 𝑴𝟏 = 𝒇(−𝟐)

= 𝟑 + 𝟐 = 𝟓 
𝒎𝟏 = 𝒇(𝟎) = 𝟑 − 𝟎 = 𝟑 𝟐 [−𝟐, 𝟎] 

3 2 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟎)

= 𝟑− 𝟎 = 𝟑 
𝒎𝟐 = 𝒇(𝟏) = 𝟑 − 𝟏 = 𝟐 𝟏 [𝟎, 𝟏] 

𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝒎𝒊) = 𝟖     ,      𝑼(𝝈, 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝑴𝒊) = 𝟏𝟑 

𝑨   𝑨اذا طلب في السؤال ايجاد المساحة التقريبية  :ملاحظة  =
𝟖+𝟏𝟑

𝟐
=
𝟐𝟏

𝟐
= 𝟏𝟎. 𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

b)  تقسم الفترة الى ثلاث فترات جزئية منتظمة 

𝒉 =
𝒃 − 𝒂

𝒏
=  
𝟏 − (−𝟐)

𝟑
=
𝟑

𝟑
= 𝟏 

∵ 𝒇(𝒙) = 𝟑 − 𝒙 ⟹ 𝒇́(𝒙) = −𝟏 ≠  لا توجد نقطة حرجة والدالة متناقصة    𝟎

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

5 4 𝑴𝟏 = 𝒇(−𝟐)

= 𝟑 + 𝟐 = 𝟓 
𝒎𝟏 = 𝒇(−𝟏)

= 𝟑 + 𝟏 = 𝟒 
𝟏 [−𝟐,−𝟏] 

4 3 𝑴𝟐 = 𝒇(−𝟏)

= 𝟑 + 𝟏 = 𝟒 

𝒎𝟐 = 𝒇(𝟎)

= 𝟑 − 𝟎 = 𝟑 
𝟏 [−𝟏, 𝟎] 

3 2 𝑴𝟑 = 𝒇(𝟎)

= 𝟑 − 𝟎 = 𝟑 

𝒎𝟑 = 𝒇(𝟏)

= 𝟑 − 𝟏 = 𝟐 
𝟏 [𝟎, 𝟏] 

𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝒎𝒊) = 𝟗     ,      𝑼(𝝈, 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝑴𝒊) = 𝟏𝟐 

:𝒇 /2س [𝟎, 𝟒] →  𝑹    ,     𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝒙𝟐  ,   𝝈 = (𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑,   اذا كان (𝟒

,𝟎] الفترات هيالحل :  𝟏] , [𝟏, 𝟐]  , [𝟐, 𝟑]  , [𝟑, 𝟒]  

𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝒙𝟐⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟒 − 𝟐𝒙  ⟹ 𝟒 − 𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 =
𝟒

𝟐
= 𝟐 ∈ [𝟏, 𝟐] 

, 𝟐)توجد نقطة حرجة هي  ∴  وهي نهاية عظمى محلية ولا تجزئ الفترة  (𝟒
 

 

 

 

−−−−−−−−− −−−−−−−−−− +++++++ 

𝟏 𝟑 𝟎 

𝟐 

𝟒 

𝒇′(𝒙) شارةأ  
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𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

3 0 𝑴𝟏 = 𝒇(𝟏) = 𝟒 − 𝟏

= 𝟑 
𝒎𝟏 = 𝒇(𝟎) = 𝟎 𝟏 [𝟎, 𝟏] 

4 3 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟐) = 𝟖 − 𝟒

= 𝟒 

𝒎𝟐 = 𝒇(𝟏)

= 𝟒(𝟏) − 𝟏 = 𝟑 
𝟏 [𝟏, 𝟐] 

4 3 𝑴𝟑 = 𝒇(𝟐) = 𝟖 − 𝟒

= 𝟒 

𝒎𝟑 = 𝒇(𝟑)

= 𝟏𝟐 − 𝟗 = 𝟑 
𝟏 [𝟐, 𝟑] 

3 0 𝑴𝟒 = 𝒇(𝟑) = 𝟏𝟐 − 𝟗

= 𝟑 
𝒎𝟒 = 𝒇(𝟒)

= 𝟏𝟔 − 𝟏𝟔 = 𝟎 
𝟏 [𝟑, 𝟒] 

𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝒎𝒊) = 𝟔     ,      𝑼(𝝈, 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝑴𝒊) = 𝟏𝟒 

 وكما يلي :  𝑨احيانا يطلب في السؤال ايجاد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة 

 نقوم بحل السؤال كما هو اعلاه ثم يضاف اليه 

𝑨𝟏 = 𝑳(𝝈 , 𝒇) = 𝟔    ,    𝑨𝟐 = 𝑼(𝝈 , 𝒇) = 𝟏𝟒 ⟹ 𝑨 = 
𝑨𝟏 + 𝑨𝟐
𝟐

= 
𝟔 + 𝟏𝟒

𝟐
= 𝟏𝟎 

𝒇/  3س ∶  [𝟏 , 𝟒] → 𝑹   , 𝒇 (𝒙) =  𝟑𝒙𝟐 +  𝟐𝒙       

a) 𝝈 = ( 𝟏 , 𝟐 , 𝟒) 

b) أستخدم ثلاث تجزيئات متساوية 

 الحل : 

a) 𝝈 = (𝟏 , 𝟐 , 𝟒) 

الفترات     [𝟏 , 𝟐]  , [𝟐 , 𝟒]  

𝒇 (𝒙) =  𝟑𝒙𝟐 +  𝟐𝒙  ⇒  𝒇́(𝒙) = 𝟔𝒙 + 𝟐  

𝒇́(𝒙) = 𝟎 ⇒  𝟔𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⇒ 𝟔𝒙 =  −𝟐 ⇒ 𝒙 = −
𝟏

𝟑
 ∉ [𝟏 , 𝟒] 

, 𝟏] لا توجد نقاط حرجة والدالة متزايدة في الفترة 𝟒] 

𝑴𝒊 سوف يكونو =  𝒇(𝒃)    ,    𝒎𝒊 =  𝒇 (𝒂) 

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

16 5 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟐) = 𝟏𝟔 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟏) = 𝟓 1 [1 , 2] 

112 32 𝑴𝟐 = 𝒇 (𝟒) = 𝟓𝟔 𝒎𝟐 = 𝒇(𝟐) = 16 2 [2 , 4] 

𝐔(𝝈 , 𝒇) = 𝟏𝟐𝟖 𝑳(𝝈 , 𝒇) = 𝟑𝟕     

𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝒎𝒊) = 𝟑𝟕   ,    𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝑴𝒊) = 𝟏𝟐𝟖 

b)     𝒉 = 
𝒃−𝒂

𝒏
= 

𝟒−𝟏 

𝟑
= 𝟏      

, 𝟏] الفترات هي 𝟐]  ,   [ 𝟐 , 𝟑]  ,   [𝟑 , 𝟒] 

𝒇 (𝒙) =  𝟑𝒙𝟐 +  𝟐𝒙  ⇒  𝒇́(𝒙) = 𝟔𝒙 + 𝟐  
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𝒇́(𝒙) = 𝟎 ⇒  𝟔𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⇒ 𝟔𝒙 =  −𝟐 ⇒ 𝒙 = −
𝟏

𝟑
 ∉ [𝟏 , 𝟒] 

, 𝟏] لا توجد نقاط حرجة والدالة متزايدة على الفترة 𝟒]  

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

16 5 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟐) = 𝟏𝟔 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟏) = 𝟓 1 [1 , 2] 

33 16 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟑) = 33 𝒎𝟐 = 𝒇(𝟐) = 16 1 [2 , 3] 

56 33 𝑴𝟑 = 𝒇(𝟒) = 𝟓𝟔 𝒎𝟑 = 𝒇 (𝟑) = 𝟑𝟑 1 [3 , 4] 

𝐔(𝝈 , 𝒇)

= 𝟏𝟎𝟓 
𝑳(𝝈 , 𝒇) = 𝟓𝟒     

𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝒎𝒊) = 𝟓𝟒 ,    𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑(𝒉𝒊)(𝑴𝒊) = 𝟏𝟎𝟓 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 التكاملتعريف 

, 𝒇[𝒂كانت اذا  𝒃] → 𝑹 على الفترة  دالة مستمرة[𝒂 , 𝒃]   فانه يوجد عدد حقيقي وحيد𝒌 تجزئة  بحيث لأي(𝝈) 

, 𝒂]في الفترة  𝒃] فإن 𝑳(𝝈 , 𝒇) ≤ 𝑲 ≤ 𝑼(𝝈 , 𝒇)  

, 𝒂] على الفترة  (𝒇) التكامل المحدد للدالة 𝑲 نسمي العدد 𝒃]  ونرمز له بالرمز  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒃

𝒂
التكامل من  ويقرأ 

𝒂  الى𝒃 للدالة (𝒇) ونسمي 𝒂 , 𝒃 . حدي التكامل 

  ملاحظات :

, 𝒂]مستمرة على الفترة  𝒇اذا كانت الدالة  (1 𝒃]  فإن{𝑳(𝝈 , 𝒇) ≤ ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝒃

𝒂
≤ 𝑼(𝝈 , 𝒇)}  وتكون القيمة

التقريبية لهذا التكامل 
𝑳(𝝈 ,𝒇)+𝑼(𝝈 ,𝒇)

𝟐
= ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 

𝒃

𝒂
 

𝒇(𝒙)اذا كانت الدالة  (2 ≥ 𝟎   ،∀ 𝒙 ∈ [𝒂 , 𝒃] فإن ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝒃

𝒂
تحت المنحني  𝑨يعطي مساحة المنطقة  

𝒇  ، وهو عدد غير سالب𝒅𝒙  تشير الى أن حدي التكامل ، أما𝒂 , 𝒃 قيمتان للمتغير𝒙    . 

𝒇(𝒙)اذا كانت الدالة  (3 ≤ 𝟎  ،∀𝒙 ∈ [𝒂 , 𝒃] فإن ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ≤ 𝟎
𝒃

𝒂
وهذا لا يدل على المساحة ، أما  

  فهي ستساوي 𝑨مساحة المنطقة 

−∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = |∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
|

𝒃

𝒂
 

∫أن قيمة  (4 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
, 𝒂] تتوقف على الفترة  𝒃] وعلى قيمة 𝒇(𝒙) 

𝒇لتكن   :مثال  ∶ [𝟏 , 𝟑]  → 𝑹   , 𝒇(𝒙) =  𝒙𝟐  ،[3 , 1]قيمة تقريبية للتكامل اذا جزئت الفترة  أوجد 

 الى تجزئتين . 

  لأنها كثيرة حدود  [3 , 1]ترة دالة مستمرة على الف 𝒇(𝒙)الحل : الدالة 

 ∵ 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐⟹ 𝒇́(𝒙) = 𝟐𝒙 ⟹ 𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎 ∉ [𝟏 , 𝟑] 

𝒉 =  
𝒃 − 𝒂

𝒏
= 
𝟑 − 𝟏 

𝟐
= 𝟏 ⟹  𝝈 = (𝟏 , 𝟐 , 𝟑)  , [𝟏 , 𝟐] , [ 𝟐 , 𝟑]  
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, 𝟏]الدالة متزايدة على الفترة∴ 𝟑]  

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

4 1 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟐) = 𝟒 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟏) = 𝟏 1 [1 , 2] 

9 4 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟑) = 9 𝒎𝟐 = 𝒇(𝟐) = 4 1 [2 , 3] 

𝐔(𝝈 , 𝒇) = 𝟏𝟑 𝑳(𝝈 , 𝒇) = 𝟓     

 ∫ 𝒙𝟐 𝒅𝒙 =  
𝑳(𝝈 ,𝒇)+ 𝐔(𝝈 ,𝒇)

𝟐
= 

𝟓+𝟏𝟑

𝟐
=
𝟏𝟖

𝟐
= 𝟗 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐

𝟑

𝟏
 

𝒇 لتكن :مثال  ∶  [𝟐 , 𝟓] → 𝑹   , 𝒇 (𝒙) = 𝟐𝒙 − ∫  ، أوجد    𝟑 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟓

𝟐
 

 لأنها كثيرة حدود الدالة مستمرة في مجالهاالحل : 

 𝒇 (𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟑 ⟹ 𝒇 ́ (𝒙) =  𝟐 ≠ 0  
𝝈 = ( 𝟐 , 𝟑 , 𝟓)     ⟹ 𝝈 = [𝟐 , 𝟑] , [𝟑 , 𝟓] 

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

3 1 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟑) = 𝟑 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟐) = 𝟒 − 𝟑 = 𝟏 1 [𝟐 , 𝟑] 

14 6 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟓) = 7 𝒎𝟐 = 𝒇(𝟑) =  𝟔 –  𝟑 =  𝟑  2 [𝟑 , 𝟓] 

𝑼(𝝈 , 𝒇) = 𝟏𝟕 𝑳(𝝈 , 𝒇) = 𝟕     

 ∫ (𝟐𝒙 − 𝟑)𝒅𝒙 =  
𝟕+𝟏𝟕 

𝟐
= 𝟏𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐

𝟓

𝟐
 

 منتظمة .  ئةيمكن أخذ تجز التجزئةفي التكامل اذا لم يذكر عدد   :ملاحظة 

𝒎𝒊في الدالة الثابتة يكون  : ملاحظة = 𝑴𝒊  لكل الفترات ويكون𝑳(𝝈 , 𝒇) = 𝐔(𝝈 , 𝒇) جزئية ولكل  لكل فترة

 تجزئة . 

𝒇 (𝒙) لتكن  :مثال  =  𝟑  , 𝒇[𝟏 , 𝟓] → 𝑹       ،قيمة تقريبية للتكامل  أوجد∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟓

𝟏
 

, 𝟏]الة مستمرة على الفترة د 𝒇(𝒙)الحل : الدالة    لأنها كثيرة حدود [𝟓

𝒇 (𝒙) =  𝟑 ⇒  𝒇́(𝒙) =  𝟎  

𝝈 = ( 𝟏 , 𝟑 , 𝟓)     ⟹ 𝝈 = [𝟏 , 𝟑] , [𝟑 , 𝟓] 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  
𝟏𝟐 +  𝟏𝟐

𝟐
=  𝟏𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐

𝟓

𝟏

 

 

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

6 6 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟑) = 𝟑 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟏) = 𝟑 2 [𝟏 , 𝟑] 

6 6 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟓) = 3 𝒎𝟐 = 𝒇(𝟑) =  𝟑  2 [𝟑 , 𝟓] 

𝐔(𝝈 , 𝒇) = 𝟏𝟐 𝑳(𝝈 , 𝒇) = 𝟏𝟐     
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 (2 – 4تمارين )حل 

∫: أوجد قيمة تقريبية للتكامل  1س
𝟑

𝒙
𝒅𝒙

𝟑

𝟏
𝝈باستخدام التجزئة    = ( 𝟏 , 𝟐 , 𝟑)  

, 𝟏]دالة مستمرة على الفترة  𝒇(𝒙)الحل : الدالة  𝟑]   

∵   𝒇(𝒙) =  
𝟑

𝒙
 ⟹ 𝒇′(𝒙) =

−𝟑

𝒙𝟐
 ⟹ 𝟎 =

−𝟑

𝒙𝟐
⟹−𝟑 ≠ 𝟎  

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

3 𝟑

𝟐
 

𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟏) = 𝟑 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟐)

=
𝟑

𝟐
 

1 [𝟏 , 𝟐] 

𝟑

𝟐
 1 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟐) =

𝟑

𝟐
  𝒎𝟐 = 𝒇(𝟑) =

 𝟏  
1 [𝟐 , 𝟑] 

𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝒎𝒊 = 𝟏 +
𝟑

𝟐
=
𝟐 + 𝟑

𝟐
=
𝟓

𝟐
        𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝑴𝒊 = 𝟑 +

𝟑

𝟐
=
𝟗

𝟐
 

∫
𝟑

𝒙
𝒅𝒙

𝟑

𝟏

=
𝑳(𝝈 , 𝒇)+ 𝑼(𝝈 , 𝒇)

𝟐
=

𝟓
𝟐
+
𝟗
𝟐

𝟐
=
𝟕
𝟐
= 𝟑

𝟏

𝟐
 

𝒇(𝒙): لتكن  2س = 𝟑𝒙 − 𝟑  ،𝒇[𝟏 , 𝟒] → 𝑹    أوجد قيمة التكامل∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟒

𝟏
𝝈   باستخدام التجزئة    =

( 𝟏 , 𝟐 , 𝟑 ,  . 𝒇ثم تحقق هندسيا بحساب المنطقة تحت المنحني للدالة   (𝟒

, 𝟏] مستمرة على الفترةدالة  𝒇(𝒙)الحل : الدالة   لأنها كثيرة حدود [𝟒

∵   𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝟑  ⟹ 𝒇′(𝒙) = 𝟑 >   لا توجد نقطة حرجة والدالة متزايدة  𝟎

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

3 𝟎 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟐) = 𝟑 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟏) = 𝟎 1 [𝟏 , 𝟐] 

𝟔 3 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟑) = 𝟔  𝒎𝟐 = 𝒇(𝟐) =  𝟑  1 [𝟐 , 𝟑] 

𝟗 6 𝑴𝟑 = 𝒇(𝟒) = 𝟗 𝒎𝟑 = 𝒇 (𝟑) = 𝟔 1 [𝟑 , 𝟒] 

∴ 𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝒎𝒊 = 𝟗        𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝑴𝒊 = 𝟏𝟖 

∫ (𝟑𝒙 − 𝟑)𝒅𝒙
𝟑

𝟏

=
𝑳(𝝈 , 𝒇)+ 𝑼(𝝈 , 𝒇)

𝟐
=
𝟗 + 𝟏𝟖

𝟐
=
𝟐𝟕
𝟐
= 𝟏𝟑

𝟏

𝟐
 

 الحل الهندسي : 

𝒇(𝟏) = 𝟑 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ (𝟏 , 𝟎) 

𝒇(𝟒) = 𝟏𝟐 − 𝟑 = 𝟗 ⟹ (𝟒 , 𝟗) 

A  = مساحة 
𝟏

𝟐
الارتفاع) ×  (القاعدة

A  = مساحة 
𝟏

𝟐
((𝟒 − 𝟏) × 𝟗) =

𝟐𝟕

𝟐
= 𝟏𝟑

𝟏

𝟐
 

(𝟒 , 𝟗) 

(𝟏 , 𝟎) 
𝒙 

𝒚 
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∫: أوجد قيمة تقريبية للتكامل  3س (𝟑𝒙𝟐 − 𝟑 )𝒅𝒙
𝟒

𝟐
𝝈باستخدام التجزئة   = ( 𝟐 , 𝟑 , 𝟒) 

, 𝟐]الحل : الفترات  𝟑]  , [𝟑 , 𝟒]  

∵ 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑 ⟹ 𝒇′(𝒙) = 𝟔𝒙   ⟹ 𝟔𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎 ∉ [𝟐 ,  الدالة متزايدة [𝟒

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

24 𝟗 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟑) = 𝟐𝟒 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟐) = 𝟗 1 [𝟐 , 𝟑] 

𝟒𝟓 24 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟒) = 𝟒𝟓 𝒎𝟐 = 𝒇 (𝟑) = 𝟐𝟒 1 [𝟑 , 𝟒] 

∴ 𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝒎𝒊 = 𝟑𝟑        𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝑴𝒊 = 𝟔𝟗 

∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝟑 )𝒅𝒙
𝟒

𝟐

=
𝑳(𝝈 , 𝒇)+ 𝑼(𝝈 , 𝒇)

𝟐
=
𝟑𝟑 + 𝟔𝟗

𝟐
=
𝟏𝟎𝟐
𝟐
= 𝟓𝟏 

∫: أوجد قيمة تقريبية للتكامل 4 س 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟐

−𝟑
𝒇(𝒙)حيث ان   = −𝟒 

, 𝟑−]دالة مستمرة على الفترة  𝒇(𝒙)الحل : الدالة   لأنها كثيرة حدود .  [𝟐

∵ 𝒇(𝒙) = −𝟒 ⟹ 𝒇′(𝒙) = 𝟎  

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

−𝟏𝟐 −𝟏𝟐 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟎) = −𝟒 𝒎𝟏 = 𝒇 (−𝟑) = −𝟒 3 [−𝟑 , 𝟎] 

−𝟖 −𝟖 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟐) = −𝟒 𝒎𝟐 = 𝒇 (𝟎) = −𝟒 2 [𝟎 , 𝟐] 

∴ 𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝒎𝒊 = −𝟐𝟎        𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝑴𝒊 = −𝟐𝟎 

 أو تحل حسب التجزيئات التالية :

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

−𝟏𝟐 −𝟏𝟐 𝑴𝟏 = 𝒇 (−𝟏) = −𝟒 𝒎𝟏 = 𝒇 (−𝟑)

= −𝟒 
2 [−𝟑 ,−𝟏] 

−𝟖 −𝟖 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟐) = −𝟒 𝒎𝟐 = 𝒇 (−𝟏)

= −𝟒 
3 [−𝟏 , 𝟐] 

∴ 𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝒎𝒊 = −𝟐𝟎        𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝑴𝒊 = −𝟐𝟎 

∫ (−𝟒) 𝒅𝒙
𝟐

−𝟑

=
𝑳(𝝈 , 𝒇)+ 𝑼(𝝈 , 𝒇)

𝟐
=
−𝟐𝟎 − 𝟐𝟎

𝟐
=
−𝟒𝟎

𝟐
= −𝟐𝟎 

∫: أوجد قيمة التكامل  5س 𝒙𝟑 𝒅𝒙
𝟓

𝟏
  باستخدام أربعة تجزيئات ممكنة .  

 الحل : 

∵ 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑  ⟹ 𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐   ⟹  𝟑𝒙𝟐 >   لا توجد نقطة حرجة والدالة متزايدة  𝟎

𝒉 =
𝒃 − 𝒂

𝒏
=
𝟓 − 𝟏

𝟒
=
𝟒

𝟒
= 𝟏 

, 𝟏]الفترات  𝟐] , [𝟐 , 𝟑] , [𝟑 , 𝟒] , [𝟒 , 𝟓] 
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𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

𝟖 𝟏 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟐) = 𝟖 𝒎𝟏 = 𝒇 (𝟏) = 𝟏 1 [𝟏 , 𝟐] 

𝟐𝟕 𝟖 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟑) = 𝟐𝟕 𝒎𝟐 = 𝒇 (𝟐) = 𝟖 1 [𝟐 , 𝟑] 

𝟔𝟒 𝟐𝟕 𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟒) = 𝟔𝟒 𝒎𝟑 = 𝒇 (𝟑) = 𝟐𝟕 1 [𝟑 , 𝟒] 

𝟏𝟐𝟓 𝟔𝟒 𝑴𝟐 = 𝒇(𝟓) = 𝟏𝟐𝟓 𝒎𝟒 = 𝒇 (𝟒) = 𝟔𝟒 1 [𝟒 , 𝟓] 

∴ 𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝒎𝒊 = 𝟏𝟎𝟎       𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝑴𝒊 = 𝟐𝟐𝟒 

∫ (−𝟒) 𝒅𝒙
𝟓

𝟏

=
𝑳(𝝈 , 𝒇)+ 𝑼(𝝈 , 𝒇)

𝟐
=
𝟏𝟎𝟎 + 𝟐𝟐𝟒

𝟐
=
𝟑𝟐𝟒

𝟐
= 𝟏𝟔𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 أمثلة اضافية محلولة 

𝑓(𝑥)لتكن  :مثال  = 3𝒙𝟐 − 𝟒𝒙  ولتكن 𝑓 ∶ [𝟎 , 𝟑]  → 𝑹    أوجد قيمة تقريبية للتكامل باستخدام

𝝈التجزئة  = (𝟎 , 𝟏 , 𝟐 ,  أو باستخدام ثلاث تجزئات متساوية .  (𝟑

 الحل : 

∵ 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 −𝟒𝒙  ⟹ 𝒇′(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟒  ⟹  𝟔𝒙 = 𝟒 ⟹ 𝒙 =
𝟐

𝟑
 ∈ [𝟎 , 𝟏]  

𝒊𝒇  𝒙 =
𝟐

𝟑
 ⟹ 𝒇(𝟎) = 𝟎       𝒇 (

𝟐

𝟑
) = −

𝟒

𝟑
     𝒇(𝟏) = −𝟏  ⟹ 𝒎𝒊 = −

𝟒

𝟑
 أصغر قيمة     

𝑴𝒊 =     أكبر قيمة   𝟎

𝒉 =
𝒃 − 𝒂

𝒏
=
𝟑 − 𝟎

𝟑
=
𝟑

𝟑
= 𝟏 

, 𝟎]الفترات  𝟏] , [𝟏 , 𝟐] , [𝟐 , 𝟑] 

𝑼𝒊 = 𝒉𝒊𝑴𝒊 𝑳𝒊 = 𝒉𝒊𝒎𝒊 𝑴𝒊 𝒎𝒊 الفترة طول الفترة 

𝑼𝟏 = (𝟏)(𝟎) = 𝟎 
𝑳𝟏 = (𝟏) (−

𝟒

𝟑
)

= −
𝟒

𝟑
 

𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟎) = 𝟎 
𝒎𝟏 = 𝒇(

𝟐

𝟑
) = −

𝟒

𝟑
 1 [𝟎 , 𝟏] 

𝑼𝟐 = (𝟏)(𝟒) = 𝟒 𝑳𝟐 = (𝟏)(−𝟏)

= −𝟏 
𝑴𝟐 = 𝒇(𝟐) = 𝟒 𝒎𝟐 = 𝒇 (𝟏) = −𝟏 1 [𝟏 , 𝟐] 

𝑼𝟑 = (𝟏)(𝟏𝟓) = 𝟏𝟓 𝑳𝟑 = (𝟏)(𝟒)

= 𝟒 
𝑴𝟏 = 𝒇 (𝟑) = 𝟏𝟓 𝒎𝟑 = 𝒇 (𝟐) = 𝟒 1 [𝟐 , 𝟑] 

∴ 𝑳(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝒎𝒊 = −
𝟒

𝟑
− 𝟏 + 𝟒 =  

𝟓

𝟑
     ,    𝐔(𝝈 , 𝒇) =∑𝒉𝒊𝑴𝒊 = 𝟎 + 𝟒 + 𝟏𝟓 = 𝟏𝟗 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟑

𝟎

=
𝑳(𝝈 , 𝒇)+ 𝑼(𝝈 , 𝒇)

𝟐
=

𝟓

𝟑
+ 𝟏𝟗

𝟐
=
(
𝟓 + 𝟓𝟕
𝟑

)

𝟐
=
(
𝟔𝟐
𝟑
)

𝟐
=
𝟔𝟐

𝟑
(
𝟏

𝟐
) =

𝟑𝟏

𝟑
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, 𝒂]دالة مستمرة على الفترة  𝒇اذا كانت  𝒃]   توجد دالةفإنه  𝑭  مستمرة على الفترة[𝒂 , 𝒃]  بحيث : 

𝑭́(𝒙) = 𝒇(𝒙) ∀ 𝒙 ∈ (𝒂 , 𝒃)  

∫ 𝒇(𝒙) = 𝑭 (𝒃) − 𝑭 (𝒂)   
𝒃

𝒂
   

, 𝒂]على الفترة  𝒇 الدالة المقابلة للدالة 𝑭 حيث تسمى 𝒃]   

, 𝟎]دالة مستمرة على الفترة   𝒇مثال : اذا كانت 
𝝅

𝟐
 هي  𝒇وإن الدالة المقابلة للدالة  [

     𝑭 ∶ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
] ⟶ 𝑹    ,    𝑭(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙       فأوجد قيمة  ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 

𝝅

𝟐
𝟎

 

 الحل : 

∫ 𝒇(𝒙) = [𝑭(𝒙)]
𝟎

𝝅
𝟐    

𝝅
𝟐

𝟎

= 𝑭(
𝝅

𝟐
) − 𝑭(𝟎) = 𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟐
− 𝒔𝒊𝒏 𝟎 = 𝟏 − 𝟎 = 𝟏  

, 𝟏]دالة مستمرة على الفترة 𝒇 (𝒙) اذا كانت  :مثال  𝑭(𝒙)بحيث  [𝟓 = 𝟑𝒙𝟐  دالة مقابلة  للدالة𝒇  فجد

∫ قيمة  𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟓

𝟏
 . 

∫الحل :  𝒇(𝒙) = 𝑭(𝟓) − 𝑭(𝟏) =  𝟑(𝟓)𝟐 − 𝟑(𝟏)𝟐 = 𝟕𝟓 − 𝟑 = 𝟕𝟐        
𝟓

𝟏
 

𝑭(𝒙)أثبت أن فيما اذا كانت  :مثال  =  𝒙𝟑 + 𝟐    ،𝑭 ∶ [𝟏 , 𝟑] ⟶ 𝑹   هي دالة مقابلة للدالة𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐  . 

𝑭(𝒙)  ∵    الحل : =  𝒙𝟑 +  لأنها كثيرة حدود   𝑹دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على     𝟐

∴ 𝑭 𝟏] على مستمرة , , 𝟏) وقابلة للاشتقاق على [𝟑 𝟑)  

∵ 𝑭́(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 = 𝒇(𝒙)         ∀ 𝒙 ∈ (𝟏 , 𝟑)  

∴  𝑭 مقابلة للدالة  دالة𝒇  𝟏]على , 𝟑]  

𝑭(𝒙)أثبت ان الدالة  :مثال  =  
𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙     ،𝑭 ∶ 𝑹 ⟶ 𝑹               

𝒇(𝒙)هي دالة مقابلة للدالة  = 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙           ،𝒇 ∶ 𝑹 ⟶ 𝑹                   جد قيمةثم ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙   
𝝅

𝟒
𝟎

      

 الحل : 

𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙      , 𝒇 ∶ 𝑹 ⟶ 𝑹  
  𝑹دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على 

𝑭(𝒙) =  
𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙  

 أيضا 𝑹وهي دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على 

𝑭′(𝒙) =  
𝟏

𝟐
 (𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙) 𝟐 = 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 = 𝒇 (𝒙)        ∀ 𝒙 ∈ 𝑹  

𝑭    𝒇هي دالة مقابلة للدالة     ∴
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 ∵ ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝑭 (𝒃) − 𝑭 (𝒂)   
𝒃

𝒂
   

∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

= [
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 ]

𝟎

𝝅
𝟒 = 

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐

𝝅

𝟒
−
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐(𝟎)   

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟐
−
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟎  =  

𝟏

𝟐
(𝟏) −

𝟏

𝟐
(𝟎) =  

𝟏

𝟐
 

 𝑭والدالة المقابلة لها  𝒇الجدول التالي يوضح العلاقة بين 

 𝑭(𝒙)الدالة المقابلة لها  𝒇(𝒙)الدالة 

𝒂 𝒂𝒙 

𝒙𝒏   , 𝒏 ≠ −𝟏 𝒙𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
 

𝒂𝒙𝒏   , 𝒏 ≠ −𝟏 𝒂𝒙𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
 

[𝒇(𝒙)]𝒏 . 𝒇′(𝒙)  , 𝒏 ≠ −𝟏 [𝒇(𝒙)]𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
 

𝒄𝒐𝒔 (𝒂𝒙 + 𝒃) 𝟏

𝒂
 𝒔𝒊𝒏 (𝒂𝒙 + 𝒃) 

𝒔𝒊𝒏 (𝒂𝒙 + 𝒃) −𝟏

𝒂
 𝒄𝒐𝒔 (𝒂𝒙 + 𝒃) 

𝒔𝒆𝒄𝟐(𝒂𝒙 + 𝒃) 𝟏

𝒂
 𝒕𝒂𝒏 (𝒂𝒙 + 𝒃) 

𝒄𝒔𝒄𝟐(𝒂𝒙 + 𝒃) −𝟏

𝒂
 𝒄𝒐𝒕 (𝒂𝒙 + 𝒃) 

𝒔𝒆𝒄 𝒂𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒂𝒙 𝟏

𝒂
𝒔𝒆𝒄 𝒂𝒙  

𝒄𝒔𝒄 𝒂𝒙 𝒄𝒐𝒕 𝒂𝒙 −𝟏

𝒂
𝒄𝒔𝒄 𝒂𝒙  

∫لذا نستنتج أن  𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝑭(𝒙) + 𝒄  حيث أن 𝒄 ثابت حقيقي 

∫    اي نضيف الى الاس  واحد ونقسم على الاس الجديد ملاحظة : 𝒙𝒏  𝒅𝒙 = [
𝒙𝒏+𝟏

𝒏+𝟏
]𝒂
𝒃  

𝒃

𝒂
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∫ أوجد :مثال  𝒙𝟑 𝒅𝒙 
𝟑

𝟏
 

 الحل : 

∫ 𝒙𝟑 𝒅𝒙 = [
𝒙𝟒

𝟒
]
𝟏

𝟑𝟑

𝟏

= 
𝟑𝟒

𝟒
− 
𝟏

𝟒
=  
𝟖𝟏

𝟒
− 
𝟏

𝟒
=  
𝟖𝟎

𝟒
= 𝟐𝟎  

∫أوجد  :مثال  𝒔𝒆𝒄𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒅𝒙   
𝝅

𝟑
𝟎

  

 الحل :

 ∫ 𝒔𝒆𝒄𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒅𝒙 =  [𝒔𝒆𝒄𝒙]𝟎

𝝅

𝟑 = 𝒔𝒆𝒄 
𝝅

𝟑
− 𝒔𝒆𝒄 𝟎 =

𝟏

𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑

−
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟎
=

𝟏

(
𝟏

𝟐
)
−
𝟏

𝟏

𝝅

𝟑
𝟎

=  𝟐 − 𝟏 = 𝟏 

∫ أوجد     :مثال  𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙
𝝅

𝟐
𝝅

𝟒

 

 الحل : 

∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 = [−𝒄𝒐𝒕 𝒙]𝝅
𝟒

𝝅
𝟐 = −[𝒄𝒐𝒕 

𝝅

𝟐
− 𝒄𝒐𝒕 

𝝅

𝟒
 ]

𝝅
𝟐

𝝅
𝟒

= −[𝟎 − 𝟏] = 𝟏  

∫ أوجد :مثال  𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙    
𝝅

𝟒
𝟎

 

 الحل : 

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒙 = [𝒕𝒂𝒏 ]
𝟎

𝝅
𝟒 =  𝒕𝒂𝒏

𝝅

𝟒
− 𝒕𝒂𝒏 𝟎 

𝝅
𝟒

𝟎

= 𝟏 − 𝟎 = 𝟏 

∫ أوجد :مثال  𝒙𝟐 𝒅𝒙    
𝟐

𝟏
 

 الحل : 

∫ 𝒙𝟐 𝒅𝒙 = [
𝒙𝟑

𝟑
]𝟏
𝟐 = [ 

𝟐𝟑

𝟑
− 
𝟏

𝟑
] =  

𝟖

𝟑
− 
𝟏

𝟑
=  
𝟕

𝟑
     

𝟐

𝟏

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 خواص التكامل المحدد

 

, 𝒂]دالة مستمرة على  𝒇اذا كانت  (1 𝒃]  وكانت𝒇(𝒙) ≥ 𝟎 , ∀ 𝒙 ∈ [𝒂 , 𝒃] 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 ≥  فإن    𝟎
𝒃

𝒂

 

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟐 ≥ 𝟎  , ∀ 𝒙 ∈ [−𝟏 , ∫   لأن    [𝟐 𝒙𝟐 𝒅𝒙 ≥ 𝟎
𝟐

−𝟏
 

𝒇(𝒙) = 𝟑 > 𝟎   , ∀ 𝒙 ∈ [−𝟐 , 𝟑] ∫      لأن  𝟑 𝒅𝒙 > 𝟎 
𝟑

−𝟐
 

𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟏) > 𝟎   , ∀ 𝒙 ∈ [𝟐 , ∫   لأن [𝟑 (𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙 > 𝟎
𝟑

𝟐
 

, 𝒂]دالة مستمرة على  𝒇 ت كان اذا (2 𝒃]   وكانت𝒇(𝒙) ≤ 𝟎  , ∀ 𝒙 ∈ [𝒂 , 𝒃]   

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 ≤ 𝟎 
𝒃

𝒂

 فإن
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  :فمثلًا 

𝒇(𝒙) < 𝟎   , ∀ 𝒙 ∈ [𝟏 , ∫  لأن               ,   [𝟐 (−𝟐)𝒅𝒙 < 𝟎  
𝟐

𝟏

 

𝒇(𝒙) < 𝟎   , ∀ 𝒙 ∈ [−𝟐 , −𝟏]  , ∫  لأن 𝒙 𝒅𝒙 < 𝟎  
−𝟏

−𝟐

 

 الثابت )العدد( يستخرج خارج التكامل  (3

𝒙∀دالة مستمرة على  𝑭اذا  ∈ [𝒂 , 𝒃]   وكان ،𝒄 فإن :  ثابتا حقيقي عدد 

∫ 𝒄 𝒇(𝒙) = 𝒄 ∫ 𝒇
𝒃

𝒂

(𝒙)
𝒃

𝒂

  

∫اذا كان  :مثال  𝟓 𝒇(𝒙)𝒅𝒙  فأوجد  ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟖 
𝟓

𝟐
  

𝟓

𝟐
 

∫    الحل : 𝟓 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟓∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟓 × 𝟖 = 𝟒𝟎 
𝟓

𝟐
  

𝟓

𝟐
 

, 𝒇𝟏اذا كانت دالتان  (4 𝒇𝟐   مستمرتين على الفترة[𝒂 , 𝒃]  

∫ (𝒇𝟏 ∓ 𝒇𝟐) =  ∫ 𝒇𝟏

𝒃

𝒂

∓ ∫ 𝒇𝟐

𝒃

𝒂

  
𝒃

𝒂

 

, 𝒂]ستمرة على فترة الممن الدوال اي عدد محدد  مجموع علىم هذه الخاصية يتعميمكننا و 𝒃] 

∫اذا كانت  :مثال  𝒇𝟏(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟏𝟓             ,    ∫ 𝒇𝟐(𝒙)𝒅𝒙
𝟑

𝟏
= 𝟏𝟕  

𝟑

𝟏
  فأوجد كلا من : 

∫ (𝒇𝟏(𝒙) + 𝒇𝟐(𝒙))𝒅𝒙  ,     ∫ (𝒇𝟏(𝒙) − 𝒇𝟐(𝒙))𝒅𝒙
𝟑

𝟏

  
𝟑

𝟏

 

 الحل : 

∫ (𝒇𝟏(𝒙) + 𝒇𝟐(𝒙))𝒅𝒙 = ∫ 𝒇𝟏(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒇𝟐(𝒙)𝒅𝒙
𝟑

𝟏

 
𝟑

𝟏

= 𝟏𝟓 + 𝟏𝟕 = 𝟑𝟐
𝟑

𝟏

 

∫ (𝒇𝟏(𝒙) − 𝒇𝟐(𝒙))𝒅𝒙 =  ∫ 𝒇𝟏(𝒙)𝒅𝒙 − ∫ 𝒇𝟐(𝒙)𝒅𝒙
𝟑

𝟏

 
𝟑

𝟏

 
𝟑

𝟏

= 𝟏𝟓 − 𝟏𝟕 = −𝟐  

𝒇(𝒙)اذا كانت  :مثال  = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙  فأوجد  ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟐

𝟏
  

 الحل :

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟐

𝟏

= ∫ (𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙
𝟐

𝟏

) 𝒅𝒙 = ∫ 𝟑𝒙𝟐 𝒅𝒙 + ∫ 𝟐𝒙 𝒅𝒙
𝟑

𝟏

 
𝟐

𝟏

 

[
𝟑𝒙𝟑

𝟑
]𝟏
𝟐 + [

𝟐𝒙𝟐

𝟐
]𝟏
𝟐 = [𝒙𝟑]𝟏

𝟐 + [𝒙𝟐]𝟏
𝟐 = [𝟖 − 𝟏] + [𝟒 − 𝟏] = 𝟕 + 𝟑 = 𝟏𝟎 

, 𝒂]دالة مستمرة على الفترة المغلقة  𝒇(𝒙)اذا كانت  (5 𝒃]   وكانت𝒄 ∈ (𝒂 , 𝒃)  : فإن 
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∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = ∫ 𝒇
𝒄

𝒂

(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒇
𝒃

𝒄

(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

∫اذا كانت  :مثال  𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟓
𝟑

𝟏
     ,    ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟖

𝟕

𝟑
∫ فأوجد   𝒇(𝒙)𝒅𝒙 

𝟕

𝟏
 

 الحل : 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟕

𝟑

𝟑

𝟏

𝟑

𝟏

= 𝟓 + 𝟖 = 𝟏𝟑  

𝒇 (𝒙)لتكن  :مثال  = |𝒙|  أوجد∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟒

–𝟑
 

, 𝟑−]دالة مستمرة على  𝒇الحل :    تان هما : ولها قاعد [𝟒

𝒇(𝒙) =  {
𝒙       ∀ 𝒙 ≥ 𝟎 
−𝒙   ∀𝒙 < 𝟎

 

∴ ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟒

−𝟑

= ∫ (−𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒙 𝒅𝒙 = [
−𝒙𝟐

𝟐
]−𝟑
𝟎 + [

𝒙𝟐

𝟐
]𝟎
𝟒 

𝟒

𝟎

 
𝟎

−𝟑

 

= [𝟎 − (
−𝟗

𝟐
)] + [

𝟏𝟔

𝟐
− 𝟎] =

𝟗

𝟐
+
𝟏𝟔

𝟐
=  
𝟐𝟓

𝟐
  

𝒇(𝒙)اذا كانت  :مثال  =  {
𝟐𝒙 + 𝟏        ∀ 𝒙 ≥ 𝟏 
𝟑                   ∀𝒙 < 𝟏

∫ فأوجد    𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟓

𝟎
 

, 𝟎]مستمرة على الفترة  𝒇 الدالة الحل : 𝒙 عند وذلك لأنها مستمرة [𝟓 =  لأن 𝟏

1) 𝒇(𝟏) = 𝟐 (𝟏) + 𝟏 =   معرفة 𝟑

2) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏
 𝒇(𝒙) = {

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(𝟐𝒙 + 𝟏) = 𝟑 =  𝑳𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝟑 = 𝟑 = 𝑳𝟐              
 

∴  𝑳𝟏 = 𝑳𝟐         الغاية موجودة  

3) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

 𝒇(𝒙) = ⟹  موجودة   𝟑  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟏) = 𝟑  

{𝒙: 𝒙 > 𝟏} , {𝒙: 𝒙 < الدالة  𝒇 مستمرة    {𝟏 ∴ 

  [𝟎 ,   الدالة 𝒇  مستمرة على الفترة     [𝟓

∴ ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝟓

𝟏

𝟏

𝟎

𝟓

𝟎

= ∫ 𝟑 𝒅𝒙 + 
𝟏

𝟎

∫ (𝟐𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 
𝟓

𝟏

 

                         =  [𝟑𝒙]𝟎
𝟏 + [𝒙𝟐 + 𝒙]𝟏

𝟓 = [𝟑 − 𝟎] + [𝟑𝟎 − 𝟐] = 𝟑 + 𝟐𝟖 = 𝟑𝟏 

 اذا كان  (6

1) ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟎 
𝒂

𝒂
 

2) ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = −
𝒃

𝒂
∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝒂

𝒃
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∫أوجد   :مثال  𝒙 𝒅𝒙 
𝟑

𝟑
 

∫   الحل : 𝒙 𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟐

𝟐
]
𝟑

𝟑

 
𝟑

𝟑
= 

𝟗

𝟐
−
𝟗

𝟐
= ∫أو باستخدام القاعدة مباشرة      𝟎 𝒙 𝒅𝒙 =  𝟎 

𝟑

𝟑
  

∫ أوجد :مثال  𝟑𝒙𝟐 𝒅𝒙    
𝟐

𝟑
  

 الحل : 

∫ 𝟑𝒙𝟐 𝒅𝒙
𝟐

𝟑

= − ∫ 𝟑𝒙𝟐 𝒅𝒙 =  − [𝒙𝟑]𝟐
𝟑  

𝟑

𝟐

= −[𝟐𝟕 − 𝟖] = −𝟐𝟕 + 𝟖 =  −𝟏𝟗 

∫لتكن    :مثال  𝒇(𝒙)𝒅𝒙     أوجد     𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟐|     
𝟒

𝟎
 

 الحل : 

𝒇(𝒙) =  {
𝒙 − 𝟐              𝒙 ≥ 𝟐
−(𝒙 − 𝟐)       𝒙 < 𝟐

 

1) 𝒇 (𝟐) = |𝟐 − 𝟐| = 𝟎  

2) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) =  {
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐
(𝒙 − 𝟐)    = 𝟎 =  𝑳𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

− (𝒙 − 𝟐) = 𝟎 = 𝑳𝟐 
 

𝑳𝟏 = 𝑳𝟐        الغاية موجودة 

3) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟐) = 0 

{𝒙: 𝒙 > 𝟐} , {𝒙: 𝒙 < الدالة  𝒇 مستمرة على كل من  {𝟐 ∴ 

  [𝟎 ,   الدالة 𝒇  مستمرة على الفترة     [𝟒

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙  
𝟒

𝟐

  
𝟐

𝟎

  
𝟒

𝟎

 

                     =  ∫ (−𝒙 + 𝟐)𝒅𝒙 + ∫ (𝒙 − 𝟐)𝒅𝒙  
𝟒

𝟐

  
𝟐

𝟎

 

                     = [
−𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐𝒙]𝟎

𝟐 + [
𝒙𝟐

𝟐
− 𝟐𝒙]𝟐

𝟒  

                     = [
−𝟒

𝟐
+ 𝟒] − [𝟎] + [

𝟏𝟔

𝟐
− 𝟖] − [

𝟒

𝟐
− 𝟒]  

                     = [−𝟐 + 𝟒] + [𝟐] = 𝟒   

𝒇(𝒙)اذا كانت  :مثال  =  {𝒙
𝟐              𝒙 ≥ 𝟐
𝒙 + 2       𝒙 < 𝟐

 ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙   أوجد  
𝟏

−𝟏
  

= 𝒙لأنها مستمرة عند  𝑹الدالة مستمرة في الحل :   𝟐  

1) 𝒇 (𝟐) = 𝟒  

2) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) =  {
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐
    𝒙𝟐    = 𝟒 =  𝑳𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐
(𝒙 + 𝟐) = 𝟒 = 𝑳𝟐 
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𝑳𝟏 = 𝑳𝟐        الغاية موجودة 

3) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟐) = 𝟒 

 الدالة مستمرة   ∴

, 𝟏−]الفترة   ∵ > 𝒙تنتمي الى الفترة  [𝟏    فقط       𝟐 

𝒇(𝒙)يكون التكامل   ∴ = 𝒙 + 𝟐    

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  ∫ (𝒙 + 𝟐)𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐𝒙]−𝟏

𝟏
𝟏

−𝟏

𝟏

−𝟏

= [
𝟏

𝟐
+ 𝟐] − [

𝟏

2
− 𝟐] = 𝟒 

𝒇(𝒙)اذا كانت  :مثال  =  {𝟑𝒙
𝟐 + 𝟐𝒙    𝒙 ≥ 𝟏

𝟔𝒙 − 𝟏         𝒙 < 𝟏
 ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙   أوجد  

𝟑

−𝟐
  

, 𝟐−] على الفترةمستمرة  𝒇الدالة الحل :  = 𝒙لأنها مستمرة عند  [𝟑  لأن  𝟏 

1) 𝒇 (𝟏) = 𝟑(𝟏)𝟐 + 𝟐(𝟏) =   معرفة  𝟓

2) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  {
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏+

𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 = 𝟓 =  𝑳𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝟔𝒙 − 𝟏     = 𝟓 = 𝑳𝟐 
 

𝑳𝟏 = 𝑳𝟐        الغاية موجودة 

3) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟐) = 𝟓 

:𝒙}على كل مستمرة  𝒇  الدالة  ∴ 𝒙 < 𝟏} , {𝒙: 𝒙 > 𝟏} 

, 𝟐−]على كل مستمرة  𝒇  الدالة ∵ 𝟑] 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =
𝟑

1

𝟏

−𝟐

𝟑

−𝟐

∫ (𝟔𝒙 − 𝟏)𝒅𝒙 + ∫ (𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙) 𝒅𝒙
𝟑

1

𝟏

−𝟐

 

                    = [𝟑𝒙𝟐 − 𝒙]−𝟐
𝟏 + [𝒙𝟑 + 𝒙𝟐]𝟏

𝟑 = [𝟐 − 𝟏𝟒] + [𝟑𝟔 − 𝟐] = −𝟏𝟐 + 𝟑𝟒 = 𝟐𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  4)– 3(حل تمارين 

 : أحسب كلا من التكاملات الاتية : 1س

a) ∫ (𝟑𝒙 − 𝟐)𝒅𝒙 =  [
𝟑𝒙𝟐

𝟐
− 𝟐𝒙]

−𝟐

𝟐
𝟐

−𝟐
  

                              = [
𝟑(𝟐)𝟐

𝟐
− 𝟐(𝟐)] − [

𝟑(−𝟐)𝟐

𝟐
− 𝟐(−𝟐)] 

                              = [𝟔 − 𝟒] − [𝟔 + 𝟒] = 𝟐 − 𝟏𝟎 = −𝟖  

b) ∫ (𝒙−𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙 =  [
𝒙−𝟏

−𝟏
+ 𝒙𝟐 + 𝒙]𝟏

𝟐𝟐

𝟏
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                                         = [
−𝟏

𝟐
+𝟐𝟐 + 𝟐] − [

−𝟏

𝟏
+𝟏𝟐 + 𝟏] 

                                         = [
−𝟏

𝟐
+ 𝟔] − [−𝟏 + 𝟏 + 𝟏] = [

−𝟏

𝟐
+ 𝟔] − [𝟏] =  

𝟗

𝟐
 

c) ∫ (𝒙𝟒 + 𝟒𝒙)𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟓

𝟓
+ 𝟐𝒙𝟐]𝟏

𝟑𝟑

𝟏
  

                                    =  [
(𝟑)𝟓

𝟓
+ 𝟐(𝟑)𝟐] − [

𝟏

𝟓
+ 𝟐(𝟏)𝟐] 

                                   = [
𝟐𝟒𝟑

𝟓
+ 𝟏𝟖] − [

𝟏

𝟓
− 𝟐] =  

𝟐𝟒𝟐

𝟓
+ 𝟏𝟔 =

𝟑𝟐𝟐

𝟓
  

d) ∫ |𝒙 − 𝟏|𝒅𝒙
𝟐

𝟎
  

         ∵ |𝒙 − 𝟏| =  {
𝒙 − 𝟏              𝒙 ≥ 𝟏
−𝒙 + 𝟏         𝒙 < 𝟏

 

            ∫ |𝒙 − 𝟏|𝒅𝒙 =  ∫ (−𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙 + ∫ (𝒙 − 𝟏)𝒅𝒙
𝟐

𝟏

𝟏

𝟎

𝟐

𝟎
 

             = [
−𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒙]𝟎

𝟏 + [
𝒙𝟐

𝟐
− 𝒙]𝟏

𝟐  = [
−𝟏

𝟐
+ 𝟏] − [𝟎] + [

𝟒

𝟐
− 𝟐] − [

𝟏

𝟐
− 𝟏]  

             =
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
= 𝟏 

e) ∫ (𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒅𝒙 
𝟎

−
𝝅

𝟐

= [
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒔𝒊𝒏𝒙]

−
𝝅

𝟐

𝟎

= [
(𝟎)𝟐

𝟐
+ 𝒔𝒊𝒏 𝟎] − [

(−
𝝅

𝟐
)
𝟐

𝟐
+ 𝒔𝒊𝒏 (−

𝝅

𝟐
)] 

                                  = [𝟎] − [
𝝅𝟐

𝟒

𝟐
− 𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟐
] =  − [

𝝅𝟐

𝟖
− 𝟏] = −

𝝅𝟐

𝟖
+ 𝟏   

 𝒔𝒊𝒏ملاحظة : 
𝝅

𝟐
= 𝟏     ,     𝒔𝒊𝒏 (−𝒙) =  −𝒔𝒊𝒏 𝒙  

f) ∫
𝒙𝟑−𝟏 

𝒙−𝟏
 𝒅𝒙 

𝟐

𝟑
 

= − ∫
𝒙𝟑 − 𝟏 

𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙 = 

𝟑

𝟐

− ∫
(𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)

𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙 

𝟑

𝟐

 

= − ∫ (𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 =  − [
𝒙𝟑

𝟑
+
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒙]

𝟐

𝟑

 
𝟑

𝟐

 

= − [[
𝟑𝟑

𝟑
+
𝟑𝟐

𝟐
+ 𝟑] − [

𝟐𝟑

𝟑
+
𝟐𝟐

𝟐
+ 𝟐]] = − [

𝟐𝟕

𝟑
+
𝟗

𝟐
+ 𝟑] − [

𝟖

𝟑
+
𝟒

𝟐
+ 𝟐] 

= −(
𝟓𝟒 + 𝟐𝟕 + 𝟏𝟖 − 𝟏𝟔 − 𝟏𝟐 − 𝟏𝟐

𝟔
) = −

𝟓𝟗

𝟔
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g) ∫
𝟐𝒙𝟑−𝟒𝒙𝟐+𝟓 

𝒙𝟐
 𝒅𝒙 

𝟑

𝟏
 =  ∫

𝟐𝒙𝟑 

𝒙𝟐
− 

𝟒𝒙𝟐

𝒙𝟐
+

𝟓

𝒙𝟐
 𝒅𝒙 

𝟑

𝟏
 =  ∫ 𝟐𝒙 − 𝟒 + 𝟓𝒙−𝟐 𝒅𝒙 

𝟑

𝟏
  

                                 = [𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 +
𝟓𝒙−𝟏

−𝟏
]
𝟏

𝟑

= [𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 −
𝟓

𝒙
]
𝟏

𝟑

 

= [𝟗 − 𝟏𝟐 −
𝟓

𝟑
] − [𝟏 − 𝟒 − 𝟓] = [−𝟑 −

𝟓

𝟑
] − [−𝟖] =  −

𝟏𝟒

𝟑
+ 𝟖 =  

𝟏𝟎

𝟑
 

:𝑭حيث   𝒇(𝒙)هي دالة مقابلة للدالة  𝑭(𝒙): أثبت أن  2س [𝟎 ,
𝝅

𝟔
] → 𝑹  حيث𝑭(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒙  

𝒇(𝒙) = 𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙   حيث𝒇: [𝟎 ,
𝝅

𝟔
] → 𝑹  ثم أحسب∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙

𝝅

𝟔
𝟎

 . 

   𝒇(𝒙)دالة مقابلة للدالة  𝑭(𝒙)الحل : لكي نثبت أن 

𝑭(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒙  

𝑭́(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏  

𝑭́(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏 = 𝒇(𝒙)  

   𝒇(𝒙)هي دالة مقابلة للدالة  𝑭(𝒙)الدالة  ∴

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  𝐅 (
𝝅

𝟔
) − 𝑭(𝟎) = 𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟔
+
𝝅

𝟔
− [𝒔𝒊𝒏 𝟎 − 𝟎] =

𝟏

𝟐
+

𝝅
𝟔

𝟎

𝝅

𝟔
=
𝟑 + 𝝅

𝟔
 

, 𝟎] مستمرة على الفترة 𝑭(𝒙)نثبت أن 
𝝅

𝟔
] 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝑭(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂
[𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒙] = 𝒔𝒊𝒏 𝒂 + 𝒂   ,    ∀ 𝒂 ∈ [𝟎 ,

𝝅

𝟔
] 

𝑭(𝒂) = 𝒔𝒊𝒏 𝒂 + 𝒂 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝑭(𝒙) = 𝑭(𝒂)         مستمرة في مجالها  𝒇(𝒙) ∴ 

 : أوجد كل من التكاملات التالية : 3س

a) ∫ (𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟏)𝟐𝒅𝒙 
𝟒

𝟏
= ∫ (𝒙 − 𝟐)(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 

𝟒

𝟏
 

= ∫ (𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟐) 𝒅𝒙 
𝟒

𝟏

= ∫ (𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 − 𝟐) 𝒅𝒙 
𝟒

𝟏

 

= [
𝒙𝟒

𝟒
− 
𝟑

𝟐
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙]

𝟏

𝟒

= [
𝟒𝟒

𝟒
− 
𝟑

𝟐
(𝟏𝟔) − 𝟖] − [

𝟏

𝟒
− 
𝟑

𝟐
− 𝟐] 

= [𝟔𝟒 −  𝟐𝟒 − 𝟖] − [
𝟏 − 𝟔 − 𝟖

𝟒
] = [𝟑𝟐 +

𝟏𝟑

𝟒
] =  

𝟏𝟐𝟖 + 𝟏𝟑

𝟒
=  
𝟏𝟒𝟏

𝟒
  

b) ∫ |𝒙 + 𝟏|𝒅𝒙 
𝟏

−𝟏
 

     |𝒙 + 𝟏| =  {
𝒙 + 𝟏             𝒙 ≥ −𝟏                     

−𝒙 − 𝟏            𝒙 < خارج  الفترة    𝟏−
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 لذا في هذه الحالة نأخذ الجزء الموجب فقط . 

∫ |𝒙 + 𝟏|𝒅𝒙
𝟏

−𝟏

= ∫ (𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙
𝟏

−𝟏

= [
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒙]−𝟏

𝟏 = [
𝟏

𝟐
+ 𝟏] − [

𝟏

𝟐
− 𝟏] = 𝟏 + 𝟏 = 𝟐 

c) ∫
𝒙𝟒−𝟏

𝒙−𝟏
 𝒅𝒙 

𝟑

𝟐
 

= ∫
(𝒙𝟐 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟏)

𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙 

𝟑

𝟐

= ∫
(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟏)

𝒙 − 𝟏
 𝒅𝒙 

𝟑

𝟐

 

= ∫ (𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟏) 𝒅𝒙 
𝟑

𝟐

= ∫ (𝒙𝟑 + 𝒙 + 𝒙𝟐 + 𝟏) 𝒅𝒙 
𝟑

𝟐

 

= [
𝒙𝟒

𝟒
+
𝒙𝟐

𝟐
+
𝒙𝟑

𝟑
+ 𝒙]

𝟐

𝟑

= [
𝟑𝟒

𝟒
+
𝟑𝟐

𝟐
+
𝟑𝟑

𝟑
+ 𝟑] − [

𝟏𝟔

𝟒
+
𝟒

𝟐
+
𝟖

𝟑
+ 𝟐] 

= [
𝟖𝟏

𝟒
+
𝟗

𝟐
+ 𝟏𝟐] − [𝟖 +

𝟑𝟐

𝟑
] =

𝟐𝟒𝟑 + 𝟓𝟒 + 𝟏𝟒𝟒 − 𝟗𝟔 − 𝟏𝟐𝟖

𝟏𝟐
=
𝟐𝟏𝟕

𝟏𝟐
  

d) ∫ √𝒙(√𝒙 + 𝟐)𝟐 𝒅𝒙 
𝟏

𝟎
= ∫ √𝒙(𝒙 + 𝟒√𝒙 + 𝟒)𝒅𝒙

𝟏

𝟎
 

= ∫ (𝒙√𝒙 + 𝟒𝒙 + 𝟒√𝒙)𝒅𝒙 
𝟏

𝟎

= ∫ (𝒙(𝒙)
𝟏
𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟒𝒙

𝟏
𝟐)𝒅𝒙 

𝟏

𝟎

 

= ∫ ((𝒙)
𝟑
𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟒𝒙

𝟏
𝟐)𝒅𝒙 = [

𝒙
𝟓
𝟐

𝟓
𝟐

+
𝟒𝒙𝟐

𝟐
+
𝟒𝒙

𝟑
𝟐

𝟑
𝟐

]

𝟎

𝟏
𝟏

𝟎

 

= [
𝟐

𝟓
+ 𝟐 +

𝟖

𝟑
] − [𝟎] =

𝟔 + 𝟑𝟎 + 𝟒𝟎

𝟏𝟓
=
𝟕𝟔

𝟏𝟓
 

𝒇(𝒙): اذا كانت  4س =  {
𝟐𝒙         ∀𝒙 ≥ 𝟑
𝟔            ∀𝒙 < 𝟑 

∫فأوجد     𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟒

𝟏
 

, 𝟏]مستمرة على الفترة  𝒇(𝒙)الحل : نبرهن أن الدالة  𝟒] 

1) 𝒇(𝟑) = 𝟐(𝟑) =  الدالة معرفة  𝟔

2) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

𝒇(𝒙) =  {
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

𝟐𝒙 = 𝟔 =  𝑳𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

𝟔 = 𝟔 =  𝑳𝟐
 

𝑳𝟏   الغاية موجودة = 𝑳𝟐  

3) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒙) =    ∴  الدالة مستمرة      𝟔

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 
𝟒

𝟏

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + 
𝟑

𝟏

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟒

𝟑

 = ∫ 𝟔 𝒅𝒙 + ∫ 𝟐𝒙 𝒅𝒙 
𝟒

𝟑

  
𝟑

𝟏

  

                    = [𝟔𝒙]𝟏
𝟑 + [𝒙𝟐]𝟑

𝟒 = [𝟏𝟖 − 𝟔] + [𝟏𝟔 − 𝟗] = 𝟏𝟐 + 𝟕 = 𝟏𝟗  
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𝒇(𝒙): اذا كانت  5س =  {𝟑𝒙
𝟐      ∀ 𝒙 ≥ 𝟎 

𝟐𝒙      ∀ 𝒙 < 𝟎
∫  فأوجد    𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 

𝟑

–𝟏
 1/ د 2014وزاري          

, 𝟏−]الحل : نبرهن أن الدالة مستمرة على الفترة  𝒙وذلك باثبات انها مستمرة عند   [𝟑 = 𝟎 

1) 𝒇(𝟎) = 𝟑(𝟎)𝟐 = 𝟎   

2) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) =  {
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟑𝒙𝟐 = 𝟑(𝟎)𝟐 = 𝟎 = 𝑳𝟏 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟐𝒙 = 𝟐(𝟎) = 𝟎 =    𝑳𝟐 
 

𝑳𝟏 الغاية موجودة = 𝑳𝟐  

3) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟎) = 𝟎   

∫ 𝒇(𝒙) =  ∫ 𝟐𝒙 + ∫ 𝟑𝒙𝟐
𝟑

𝟎

= [𝒙𝟐]
−𝟏

𝟎
+ [𝒙𝟑]

𝟎

𝟑
      

𝟎

–𝟏

𝟑

–𝟏

= [𝟎 − 𝟏] + [𝟐𝟕 − 𝟎] =  −𝟏 + 𝟐𝟕 =  𝟐𝟔 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 التكامل غير المحدد

, 𝒂]ستمرة على الفترة الم 𝒇 للدالة اذا كانت 𝒃]  دالة مقابلة𝑭  فإنه يوجد عدد لا نهائي من الدوال المقابلة للدالة𝒇 

𝑭وكل منها يساوي  + 𝑪 حيث 𝑪  من اثنين منها يساوي عدد ثابت .يمثل عدد ثابت والفرق بين اكثر 

  تسمى مجموعة الدوال المقابلة𝑭 +  𝑪  بالتكامل غير المحدد للدالة𝒇 الفترة المستمرة على [𝒂 , 𝒃]  ويرمز

∫لها بالرمز  𝒇(𝒙)𝒅𝒙  الدالة هو   اذا كان رمز متغير𝒙 .  

 لح على كتابة التكامل غير المحدد على صورة يصط∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝑭(𝒙) + 𝑪    ,    𝑪 ∈ 𝑹  

  . عملية التكامل غير المحدد هو العملية المعاكسة لعملية التفاضل أي أحداهما تنهي دور الأخرى 

 أوجد تكامل الدوال الاتية :  :مثال 

 الحل : 

(𝑎)∫( 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏   ) 𝒅𝒙 =  
𝟑𝒙𝟑

𝟑
+
𝟐𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒙 + 𝒄 =  𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝒄 

(𝑏) ∫(𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒙−𝟐)𝒅𝒙 =  𝒔𝒊𝒏𝒙 + 
𝒙−𝟏

−𝟏
+ 𝒄 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒙−𝟏 + 𝒄 = = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 −

𝟏

𝒙
+ 𝒄 

(𝑐) ∫(𝒄𝒔𝒄𝟑𝒙 𝒄𝒐𝒕𝟑𝒙 )𝒅𝒙 =
1

3
∫(𝟑)(𝒄𝒔𝒄𝟑𝒙 𝒄𝒐𝒕𝟑𝒙 )𝒅𝒙 =  

− 𝒄𝒔𝒄𝟑𝒙 

𝟑
+ 𝒄    

(𝑑)∫(𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙 + 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟑𝒙)𝒅𝒙 =  ∫
𝟏

𝒂
𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙 . 𝒂 𝒅𝒙 + ∫

𝟏

𝟑
𝒔𝒆𝒄𝟐𝟑𝒙 . (𝟑)⏟

المشتقة للزاوية

 𝒅𝒙 

              = 
−𝒄𝒐𝒔 𝒂𝒙

𝒂
+ 

𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙

𝟑
+ 𝒄  



 

263 

(𝑒)∫(𝒙 + 𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙)𝒅𝒙 =  
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝒄 

(𝑓)∫𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝒙 + 𝟒) 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
∫𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝒙 + 𝟒) (𝟐)⏟

المشتقة للزاوية

 𝒅𝒙 =
−𝟏

𝟐
 𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒙 + 𝟒) + 𝒄 

 نلاحظ أن كل قوس مرفوع الى اس يجب اتباع ما يأتي : 

 نرتب حدود القوس .  (أ

 يجب ان تكون مشتقة داخل القوس موجودة .  (ب

 عند التكامل نقوم بحذف المشتقة .  (ج

𝒙𝟐)∫جد التكامل  :مثال  + 𝟑)𝟐 (𝟐𝒙)  𝒅𝒙   

𝒇(𝒙)الحل :  = 𝒙𝟐 + 𝟑       ،𝒇́(𝒙) = 𝟐𝒙         اي ان∫[𝒇(𝒙)]𝟐  𝒇́(𝒙) 𝒅𝒙  

∫(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟐 (𝟐𝒙)  𝒅𝒙 =  
[𝒙𝟐+𝟑]

𝟑

𝟑
 + 𝒄                              المشتقة متوفرة اذن نكامل بصورة مباشرة ∵ 

∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 =  −𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒄       ,        ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 =  𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄 : ملاحظة 

𝟑𝒙𝟐)∫جد التكامل  :مثال  + 𝟖𝒙 + 𝟓)𝟔 (𝟑𝒙 + 𝟒)  𝒅𝒙   

 الحل : 

= ∫(𝟑𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟓)𝟔  (𝟑𝒙 + 𝟒)       

 نضرب ×2

  𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐⏟

قسمنا على 2

∫(𝟑𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟓)𝟔  (𝟔𝒙 + 𝟖)       

 المشتقة

  𝒅𝒙  

= 
𝟏

𝟐
 
(𝟑𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟓)𝟕

𝟕
+ 𝒄 =

𝟏

𝟏𝟒
 (𝟑𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟓)𝟕 + 𝒄 

 جد التكامل لكل مما يأتي :  :مثال 

𝒂) ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙𝒅𝒙 =  
𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙

𝟓
+ 𝒄 

𝒃) ∫ 𝒕𝒂𝒏𝟔𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒕𝒂𝒏𝟕𝒙

𝟕
+ 𝒄 

𝒙 √𝒙𝟐∫جد التكامل    :مثال  + 𝟐  𝒅𝒙   

 الحل : 

∫𝒙 √𝒙𝟐 + 𝟐  𝒅𝒙 =  
𝟏

𝟐
∫𝟐𝒙 (𝒙𝟐 + 𝟐)

𝟏
𝟐  𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟐

[𝒙𝟐 + 𝟐]
𝟑
𝟐

𝟑
𝟐

+ 𝒄 =   
𝟐

𝟔
[𝒙𝟐 + 𝟐]

𝟑
𝟐 + 𝒄  
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∫جد التكامل  :مثال 
𝒅𝒙

√𝒙𝟐 
𝟑

 √𝟏+ √𝒙
𝟑

  

 الحل : 

∫
𝒅𝒙

𝒙
𝟐
𝟑   (𝟏 + 𝒙

𝟏
𝟑)

𝟏
𝟐

= ∫  (𝟏 + 𝒙
𝟏
𝟑)
−
𝟏
𝟐
𝒙
−𝟐
𝟑 ] .  

𝟑

𝟑⏟

نضرب ونقسم على 3

=  𝟑∫  
𝟏

𝟑
𝒙
−𝟐
𝟑

   

مشتقة داخل القوس

(𝟏 + 𝒙
𝟏
𝟑)
−
𝟏
𝟐
  

= 𝟑
(𝟏+𝒙

𝟏
𝟑)

𝟏
𝟐

𝟏

𝟐

+ 𝒄 = 𝟔√𝟏 + √𝒙
𝟑
+ 𝒄  

 في الدوال المثلثية علينا مراعاة ما يأتي : 

 نرتب بحيث نضع الدالة المثلثية ثم المشتقة .  (1

 يجب ان تكون المشتقة للدالة المثلثية موجودة .  (2

 جد تكامل  :مثال 

𝟏)∫𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙𝟑 𝒅𝒙 =  ∫𝒔𝒊𝒏𝒙𝟑 𝒙𝟐 𝒅𝒙 =  
𝟏

𝟑
∫𝒔𝒊𝒏𝒙𝟑  𝟑𝒙𝟐⏟

مشتقة الزاوية

 𝒅𝒙 = −
𝟏

𝟑
𝒄𝒐𝒔 𝒙𝟑 + 𝒄  

𝟐)∫𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟓𝒙 𝒅𝒙 =  ∫  𝒄𝒐𝒔𝟓𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 =  ∫[𝒄𝒐𝒔𝒙]𝟓𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙  ].
−𝟏

−𝟏
 

                                       = −∫[𝒄𝒐𝒔𝒙]𝟓(−𝒔𝒊𝒏𝒙) 𝒅𝒙 =  − 
[𝒄𝒐𝒔𝒙]𝟔

𝟔
+ 𝒄   

𝟑)∫
𝒅𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 √𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙
= ∫(𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙)−

𝟏
𝟐  .  

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
 𝒅𝒙   

                                           = ∫(𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙)
−
𝟏

𝟐  𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙   

المشتقة

 𝒅𝒙 =
(𝟏+𝒕𝒂𝒏𝒙)

𝟏
𝟐

𝟏

𝟐

+ 𝒄 = 𝟐√𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝒄  

𝟒)∫ 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟒𝒙 𝒅𝒙 =  ∫𝒔𝒆𝒄𝟒𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒅𝒙 = ∫𝒔𝒆𝒄𝟑𝒙 𝒔𝒆𝒄𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒙       
مشتقة الدالة

 𝒅𝒙 =  
(𝒔𝒆𝒄𝒙)𝟒

𝟒
+ 𝒄  

𝟓)∫ 𝒕𝒂𝒏𝟔𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 = ∫ 𝒕𝒂𝒏𝟔𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙   
مشتقة الدالة

𝒅𝒙 = 
𝟏

𝟕
𝒕𝒂𝒏𝟕𝒙 + 𝒄  

𝟔)∫𝒙 √𝒙 + 𝟑  𝒅𝒙 = ∫𝒙 + 𝟑 − 𝟑 (√𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙 =  ∫((𝒙 + 𝟑) − 𝟑)(𝒙 + 𝟑)
𝟏
𝟐  𝒅𝒙  

                                   = ∫  (𝒙 + 𝟑)
𝟑

𝟐 𝒅𝒙 − 𝟑∫(𝒙 + 𝟑)
𝟏

𝟐  𝒅𝒙 =  
(𝒙+𝟑)

𝟓
𝟐

𝟓

𝟐

− 𝟑 
(𝒙+𝟑)

𝟑
𝟐

𝟑

𝟐

+ 𝒄 
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 تكامل الدوال المثلثية التربيعية

1) ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽 𝒅𝜽 = 𝒕𝒂𝒏 𝜽 + 𝒄             

2) ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐𝜽 𝒅𝜽 = −𝒄𝒐𝒕 𝜽 + 𝒄  

3) ∫ 𝒕𝒂𝒏𝟐𝜽 𝒅𝜽 = ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽 − 𝟏) 𝒅𝜽 =  ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽 𝒅𝜽 − ∫𝒅𝜽 = 𝒕𝒂𝒏 𝜽 −  𝜽 + 𝒄  

4) ∫ 𝒄𝒐𝒕𝟐𝜽 𝒅𝜽 =  ∫(𝒄𝒔𝒄𝟐𝜽 − 𝟏)  𝒅𝜽 = ∫𝒄𝒔𝒄𝟐𝜽 𝒅𝜽 − ∫𝒅𝜽 =  −𝒄𝒐𝒕𝜽 −  𝜽 + 𝒄   

5) ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽 𝒅𝜽 =  ∫
𝟏−𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜽

𝟐
 𝒅𝜽 =  

𝟏

𝟐
[∫𝒅𝜽 − 

𝟏

𝟐
∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜽 (𝟐)⏟

مشتقة الزاوية

 𝒅𝜽] 

                      =
𝟏

𝟐
(𝜽 − 

𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜽) + 𝒄 =

𝟏

𝟐
𝜽 − 

𝟏

𝟒
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜽 + 𝒄  

6) ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽 𝒅𝜽 = ∫
𝟏+𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜽

𝟐
 𝒅𝜽 =

𝟏

𝟐
[∫𝒅𝜽 + 

𝟏

𝟐
∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜽 (𝟐)⏟

مشتقة الزاوية

 𝒅𝜽] 

=
𝟏

𝟐
(𝜽 + 

𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜽) + 𝒄 =  

𝟏

𝟐
𝜽 +

𝟏

𝟒
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜽 + 𝒄   

7) ∫ 𝒔𝒊𝒏 (𝒂𝒙 + 𝒃) =  −
𝟏

𝒂
 𝒄𝒐𝒔 (𝒂𝒙 + 𝒃) 

8) ∫ 𝒄𝒐𝒔 (𝒂𝒙 + 𝒃) =  
𝟏

𝒂
 𝒔𝒊𝒏 (𝒂𝒙 + 𝒃) 

 جد تكاملات كل مما يأتي :  :مثال 

1) ∫𝟗 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 𝒅𝒙 = 𝟑 ∫ (𝟑)⏟

مشتقة الزاوية

 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 𝒅𝒙 =  −𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 +  𝒄 

2) ∫𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒙𝟑 𝒅𝒙 =  
𝟏

𝟑
∫ (𝟑𝒙𝟐)   

مشتقة الزاوية

 𝒔𝒊𝒏 𝒙𝟑𝒅𝒙 =  −
𝟏

𝟑
𝒄𝒐𝒔 𝒙𝟑 + 𝒄   

3) ∫√𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒅𝒙 =  ∫ √𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙  

= ∫√𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙 =  ∫√(𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐 𝒅𝒙  

=  ∫±(𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙) 𝒅𝒙  

= ±(− 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝒄 = ∓(𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙) + 𝒄  

∫𝒔𝒆𝒄𝟐  (𝒂𝒙 + 𝒃) =  
𝟏

𝒂
𝒕𝒂𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) ∶ ملاحظة  

4) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 𝒅𝒙 = ∫(𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙)𝟐 𝒅𝒙 =  ∫[
𝟏−𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝟐
]𝟐 𝒅𝒙 = ∫

(𝟏−𝟐𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙+ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙)

𝟒
 𝒅𝒙  
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=  ∫
𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙)𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟒
 (∫𝒅𝒙 − ∫𝟐𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙 + ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 𝒅𝒙 ) 

= 
𝟏

𝟒
 (∫𝒅𝒙 − ∫𝟐𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙 + ∫

𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙)𝒅𝒙 ) 

= 
𝟏

𝟒
 (∫𝒅𝒙 − ∫𝟐𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙 + 

𝟏

𝟐
(∫𝒅𝒙 +

𝟏

𝟒
∫𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 . (𝟒)) ) 

= 
𝟏

𝟒
 (𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟏

𝟖
𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙) + 𝒄 =  

𝟏

𝟒
 𝒙 − 

𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 

𝟏

𝟖
𝒙 + 

𝟏

𝟑𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 +   𝒄   

= 
𝟑

𝟖
𝒙 −

𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 

𝟏

𝟑𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 +   𝒄  

5) ∫(𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙)𝟕 (𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙 )𝒅𝒙 =
(𝒔𝒊𝒏 𝒙−𝒄𝒐𝒔 𝒙)𝟖

𝟖
+ 𝒄   

6) ∫
𝟏+𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙

𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙
 𝒅𝒙 = ∫

𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙

𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙
 𝒅𝒙 = ∫ 𝒕𝒂𝒏 −𝟑𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 =

𝒕𝒂𝒏 −𝟐𝒙

−𝟐
+ 𝒄 =  

−𝟏

𝟐𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙
+ 𝒄  

∫ 𝐬𝐞𝐜 𝒂𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒂𝒙 =  
𝟏

𝒂
𝐬𝐞𝐜 𝒂𝒙            ∫ 𝐜𝐬𝐜 𝒂𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒂𝒙 =  − 

𝟏

𝒂
𝒄𝒔𝒄𝒂𝒙  

7) ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 𝒅𝒙 = ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 (𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)𝒅𝒙 

                      = ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 − ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 
𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙

𝟑
+   𝒄  

8) ∫
𝒕𝒂𝒏𝒙 

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙𝒅𝒙 = 

𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙

𝟐
+ 𝒄  

9) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙  𝒄𝒐𝒔𝟐𝟑𝒙 𝒅𝒙 = ∫(𝟐𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙)𝒄𝒐𝒔𝟐𝟑𝒙  𝒅𝒙 

=
𝟐

−𝟑
∫𝒄𝒐𝒔𝟑𝟑𝒙 (𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙)(−𝟑)𝒅𝒙 = (

−𝟐

𝟑
)
𝒄𝒐𝒔𝟒𝟑𝒙 

𝟒
+ 𝒄 =  

−𝟏

𝟔
𝒄𝒐𝒔𝟒𝟑𝒙 + 𝒄  

10) ∫
𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙−𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 
 𝒅𝒙 =  ∫

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙− 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙−𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 
 𝒅𝒙  

      =  ∫
(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙)(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙)

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 
 𝒅𝒙  

     =  ∫(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙) 𝒅𝒙 =  
𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 − 

𝟏

𝟐
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒄  

11)    ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟑𝒙  𝒅𝒙 =  ∫
(𝟏−𝒄𝒐𝒔𝟔𝒙)

𝟐
 𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟐
∫𝒅𝒙 − ∫

𝒄𝒐𝒔𝟔𝒙 

𝟐
𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟐
𝒙 − 

𝟏

𝟏𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 + 𝒄  

12) ∫ 𝒄𝒐𝒕𝟐𝟓𝒙 𝒅𝒙 =∫(𝒄𝒔𝒄𝟐𝟓𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙 =∫𝒄𝒔𝒄𝟐𝟓𝒙 − ∫  𝒅𝒙 = −
𝟏

𝟓
𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙 − 𝒙 + 𝒄 

13) ∫ 𝒕𝒂𝒏 𝟐𝟕𝒙 𝒅𝒙 = ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝟕𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙 = 
𝟏

𝟕
𝒕𝒂𝒏 𝟕𝒙 − 𝒙 + 𝒄  

14) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 . 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 𝒅𝒙 
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          = ∫𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 𝒅𝒙 = 𝟐∫(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝟑𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 𝒅𝒙  

          = 
𝟐

−𝟐
∫(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)𝟑 (−𝟐𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙)𝒅𝒙 =  −

(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝟒

𝟒
+ 𝒄 

15) ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 . 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒅𝒙      

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 =  
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙)          𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 =  

𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)  

          = ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 
𝟏

𝟐
 (𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟐
∫(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙) 𝒅𝒙  

         = 
𝟏

𝟐
∫(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 − 

𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙)𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟐
[
𝟏

𝟐
∫(𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 (𝟐) − 

𝟏

𝟐
[∫𝒅𝒙 +

𝟏

𝟒
∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙 (𝟒)𝒅𝒙]] 

        = 
𝟏

𝟐
[
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙

𝟐
− 

𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 

𝟒
)] + 𝒄 =  

𝟏

𝟒
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 − 

𝟏

𝟒
𝒙 +

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 

𝟏𝟔
+ 𝒄    

∫جد تكامل   :مثال  𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 𝒅𝒙 

 الحل : 

∫𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 𝒅𝒙 =  ∫𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 =  ∫(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙) . 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙       𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙  

                       = ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 
(𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝟑

𝟑
+ 𝒄    

  𝟐𝒅𝒙(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)∫جد تكامل  :مثال 

 الحل : 

∫(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)𝟐𝒅𝒙 = ∫ [
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)]

𝟐

 𝒅𝒙 =  
𝟏

𝟒
∫(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝟐𝒅𝒙                  𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 =  

𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)  

= 
𝟏

𝟒
∫(𝟏 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙) =  

𝟏

𝟒
∫ [𝟏 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 

𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙)]  𝒅𝒙  

= 
𝟏

𝟒
[𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 

𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙

𝟒
)] + 𝒄 =

𝟏

𝟒
𝒙 +

𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 

𝟏

𝟖
𝒙 +

𝟏

𝟑𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 + 𝒄  

𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙)∫   جد تكامل        :مثال  − 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙) 𝒅𝒙  

 الحل :

∫(𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙) 𝒅𝒙 =  ∫(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙) (𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)𝒅𝒙  

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙     ,   𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟏  

                                            = ∫𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 

𝟐
+ 𝒄  

∫جد تكامل    :مثال 
𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 𝒅𝒙 

𝟏−𝒄𝒐𝒔 𝒙 
  

 الحل : 

∫
𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 𝒅𝒙 

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
=  ∫

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
=  ∫

(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
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= ∫
(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝒙)(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
=  ∫(𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙) 𝒅𝒙   

= −𝒄𝒐𝒔𝒙 +
(𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝟐

𝟐
+ 𝒄    

𝟏√∫جد تكامل  :مثال  + 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙   𝒅𝒙  

 الحل : 

∫√𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙  𝒅𝒙 =  ∫√𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙  𝒅𝒙  

= ∫√𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  𝒅𝒙 =  ∫√ (𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐𝒅𝒙    

= ∫±(𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒅𝒙 = ±(−𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙) + 𝒄 = ∓(𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙) + 𝒄 

∫جد تكامل  :مثال  √𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟓
𝟑

 𝒅𝒙     

 الحل : نستخرج عامل مشترك لأن المشتقة داخل القوس غير موجودة 

= ∫ √𝒙𝟑(𝟏 + 𝟐𝒙𝟐)
𝟑

 𝒅𝒙   =  ∫ 𝒙 √𝟏 + 𝟐𝒙𝟐
𝟑

 𝒅𝒙 =  ∫𝒙 (𝟏 + 𝟐𝒙𝟐)
𝟏
𝟑 𝒅𝒙  

= 
𝟏

𝟒
 ∫(𝟏 + 𝟐𝒙𝟐)

𝟏
𝟑 . 𝟒𝒙 𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟒

(𝟏 + 𝟐𝒙𝟐)
𝟒
𝟑 

𝟒
𝟑

+ 𝒄 =  
𝟑

𝟏𝟔
(𝟏 + 𝟐𝒙𝟐)

𝟒
𝟑 + 𝒄 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ( 4– 4) تمارين حل

 جد تكاملات كل مما يأتي ضمن مجال الدالة 

1) ∫
(𝟐𝒙𝟐−𝟑)𝟐−𝟗

𝒙𝟐
 𝒅𝒙 =  ∫

(𝟒𝒙𝟒−𝟏𝟐𝒙𝟐+𝟗)−𝟗

𝒙𝟐
 𝒅𝒙 =  ∫ (

𝟒𝒙𝟒

𝒙𝟐
− 

𝟏𝟐𝒙𝟐

𝒙𝟐
)𝒅𝒙  

                            = ∫𝟒𝒙𝟐 − 𝟏𝟐 𝒅𝒙 =  
𝟒

𝟑
𝒙𝟑 − 𝟏𝟐 𝒙 + 𝒄  

2) ∫
(𝟑− √𝟓𝒙)

𝟕

√𝟕𝒙
 𝒅𝒙                                    √𝟕𝒙 =  √𝟕 √𝒙     ,   √𝟓𝒙 =  √𝟓 √𝒙 

         = 
𝟏

√𝟕
∫
(𝟑− √𝟓 √𝑥)

𝟕

𝒙
𝟏
𝟐

= 
𝟏

√𝟕
∫ (𝟑 − √𝟓 𝒙

𝟏

𝟐)
𝟕

 . 𝒙−
𝟏

𝟐 

            =  
−𝟐

√𝟓
 
𝟏

√𝟕
∫(𝟑 − √𝟓 𝒙

𝟏
𝟐)
𝟕

 

(

 
 
−
√𝟓

𝟐
𝒙−
𝟏
𝟐

       

مشتقة داخل القوس
)

 
 
 𝒅𝒙 =  

−𝟐

√𝟑𝟓
 
(𝟑 − √𝟓𝒙)

𝟖

𝟖
+ 𝒄   
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           = 
−𝟏

4√𝟑𝟓
 (𝟑 − √𝟓𝒙)

𝟖
+ 𝑐 

3) ∫
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙

𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝒙 
 𝒅𝒙 =  ∫

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝒙 
 𝒅𝒙 =  ∫

(𝟏− 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)𝒄𝒐𝒔𝒙 

𝟏−𝒔𝒊𝒏 𝒙 
 𝒅𝒙  

= ∫
(𝟏 −  𝒔𝒊𝒏𝒙) (𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) 𝒄𝒐𝒔𝒙 

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙 
 𝒅𝒙 = ∫(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) 𝒄𝒐𝒔𝒙  𝒅𝒙  

= ∫(𝒄𝒐𝒔𝒙 +  𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙) 𝒅𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 
(𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝟐

𝟐
+ 𝒄  

4) ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒅𝒙                 𝒄𝒔𝒄 𝒙 =  
𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙 
 

 = ∫ 𝒄𝒔𝒄 𝒙 𝒄𝒔𝒄 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 = ∫𝒄𝒔𝒄 𝒙 
𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙 
𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙  ,    

𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒔𝒊𝒏 𝒙
= 𝒄𝒐𝒕 𝒙  

 = ∫ 𝒄𝒔𝒄 𝒙 𝒄𝒐𝒕𝒙  𝒅𝒙 = −𝒄𝒔𝒄 𝒙 + 𝒄   

𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙ويحل بحل آخر بوضع   =
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
 

5) ∫
𝒙

(𝟑𝒙𝟐+𝟓)𝟒
 𝒅𝒙 =  ∫(𝟑𝒙𝟐 + 𝟓)−𝟒. 𝒙 𝒅𝒙  

= 
𝟏

𝟔
∫(𝟑𝒙𝟐 + 𝟓)−𝟒. (𝟔𝒙) 𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟔

(𝟑𝒙𝟐 + 𝟓)−𝟑

−𝟑
+ 𝒄 =  

−𝟏

𝟏𝟖(𝟑𝒙𝟐 + 𝟓)𝟑
+ 𝒄  

6) ∫ √𝒙𝟐 + 𝟏𝟎 𝒙 + 𝟐𝟓
𝟑

 𝒅𝒙 = ∫ √(𝒙 + 𝟓)𝟐
𝟑

 𝒅𝒙                                نجعل المقدار مربع كامل  

= ∫(𝒙 + 𝟓)
𝟐
𝟑  𝒅𝒙 =  

(𝒙 + 𝟓)
𝟓
𝟑

𝟓
𝟑

+ 𝒄 =  
𝟑

𝟓
(𝒙 + 𝟓)

𝟓
𝟑 + 𝒄        (𝟏 =  (مشتقة داخل القوس 

7) ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙  𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 =  ∫(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙  

= ∫𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 − ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  𝒅𝒙 =  ∫𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 + ∫(𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐 (−𝒔𝒊𝒏 𝒙) 𝒅𝒙  

= −𝒄𝒐𝒔𝒙 +
(𝒄𝒐𝒔 𝒙)𝟑

𝟑
+ 𝒄  

8) ∫
𝒄𝒐𝒔 √𝟏−𝒙

√𝟏−𝒙
 𝒅𝒙                        تكامل زاوية 𝒄𝒐𝒔 والمقام هو مشتقة تلك الزاوية  

= ∫
𝒄𝒐𝒔 (𝟏 − 𝒙)

𝟏
𝟐

(𝟏 − 𝒙)
𝟏
𝟐

 𝒅𝒙 =  −𝟐 ∫ 𝒄𝒐𝒔 (𝟏 − 𝒙)
𝟏
𝟐  (−

𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒙)−

𝟏
𝟐)

           

مشتقة الزاوية

𝒅𝒙 

= −𝟐 𝒔𝒊𝒏 (𝟏 − 𝒙)
𝟏

𝟐 + 𝒄 =  −𝟐 𝒔𝒊𝒏 √𝟏 − 𝒙 +  𝒄  

∫
𝒔𝒊𝒏 √𝟏−𝒙

√𝟏−𝒙
 𝒅𝒙                                             لو كان السؤال أعلاه بالشكل التالي 
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  والمقام هو مشتقة تلك الزاوية 𝒔𝒊𝒏تكامل زاوية 

= ∫
𝒔𝒊𝒏 (𝟏 − 𝒙)

𝟏
𝟐

(𝟏 − 𝒙)
𝟏
𝟐

 𝒅𝒙 =  −𝟐 ∫ 𝒔𝒊𝒏 (𝟏 − 𝒙)
𝟏
𝟐  (−

𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒙)−

𝟏
𝟐)

           

مشتقة الزاوية

𝒅𝒙 

=  𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝟏 − 𝒙)
𝟏

𝟐 + 𝒄 =  𝟐 𝒄𝒐𝒔 √𝟏 − 𝒙 +  𝒄  

9) ∫(𝟑𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐 𝒅𝒙                        مشتقة داخل القوس غير موجودة نفتح الاقواس  ∵ 

= ∫(𝟗𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟏) 𝒅𝒙 =
𝟗𝒙𝟓

𝟓
+
𝟔𝒙𝟑

𝟑
+ 𝒙 + 𝒄  

10) ∫
√𝒙− √𝒙

√𝒙𝟑
𝟒  𝒅𝒙              𝒙 = √𝒙 √𝒙 

= ∫
√√𝒙√𝒙− √𝒙

𝒙
𝟑
𝟒

   𝒙√  نستخرجه عامل مشترك            

= ∫

√√𝒙(√𝒙 − 𝟏)

𝒙
𝟑
𝟒

 𝒅𝒙 =  ∫
(𝒙
𝟏
𝟐)
𝟏
𝟐  (𝒙

𝟏
𝟐 − 𝟏)

𝟏
𝟐

𝒙
𝟑
𝟒

 𝒅𝒙 

= ∫(𝒙
𝟏
𝟐−𝟏)

𝟏
𝟐  .  𝒙

𝟏
𝟒 𝒙

−𝟑
𝟒  𝒅𝒙 =  ∫(𝒙

𝟏
𝟐−𝟏)

𝟏
𝟐.  𝒙−

𝟏
𝟐 𝒅𝒙  

=  𝟐∫(𝒙
𝟏
𝟐−𝟏)

𝟏
𝟐. (

𝟏

𝟐
𝒙−
𝟏
𝟐 )

     

 مشتقة داخل القوس

𝒅𝒙 =  𝟐
(𝒙
𝟏
𝟐 − 𝟏)

𝟑
𝟐

𝟑
𝟐

+ 𝒄 =  𝟒
(𝒙
𝟏
𝟐 − 𝟏)

𝟑
𝟐

𝟑
+ 𝑐 

∫
√√𝒙−𝑥

√𝒙𝟑
𝟒    لو كان السؤال أعلاه بالشكل التالي                                                   

= ∫
√√𝒙 − √𝒙√𝒙

𝒙
𝟑
𝟒

= ∫
√√𝒙(𝟏 − √𝒙)

𝒙
𝟑
𝟒

 𝒅𝒙 =  ∫
(𝒙
𝟏
𝟐)
𝟏
𝟐  (𝟏 − 𝒙

𝟏
𝟐)

𝟏
𝟐

𝒙
𝟑
𝟒

 𝒅𝒙 

= ∫(𝟏 − 𝒙
𝟏
𝟐)
𝟏
𝟐 𝒙

𝟏
𝟒 . 𝒙

−𝟑
𝟒  𝒅𝒙 =  ∫( 𝟏 − 𝒙

𝟏
𝟐)
𝟏
𝟐.  𝒙−

𝟏
𝟐 𝒅𝒙  

= −𝟐∫(𝟏 − 𝒙
𝟏
𝟐)
𝟏
𝟐. (−

𝟏

𝟐
𝒙−
𝟏
𝟐 )

       

 مشتقة داخل القوس

𝒅𝒙 =  −𝟐
(𝟏 − 𝒙

𝟏
𝟐)
𝟑
𝟐

𝟑
𝟐

+ 𝒄 =  −𝟒
(𝟏 − 𝒙

𝟏
𝟐)
𝟑
𝟐

𝟑
+ 𝑐 

11) ∫(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙)𝟐  𝒅𝒙  
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= ∫(𝟏 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟑𝒙)𝒅𝒙             𝒄𝒐𝒔𝟐𝟑𝒙 =  
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟔𝒙)  

= ∫(𝟏 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 + 
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟔𝒙))𝒅𝒙  

= [𝒙 + 𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙

𝟑
+ 
𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙

𝟔
)] +  𝒄 =  

𝟑

𝟐
𝒙 + 

𝟐

𝟑
𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 + 

𝟏

𝟏𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 + 𝒄  

12) ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟒𝒙 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟒
∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟒𝒙 (𝟒) 𝒅𝒙 =  

𝒕𝒂𝒏 𝟒𝒙 

𝟒
+  𝒄  

13) ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐𝟐𝒙 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
∫(𝟐) 𝒄𝒔𝒄𝟐𝟐𝒙 𝒅𝒙 = − 

𝒄𝒐𝒕 𝟐𝒙

𝟐
+  𝒄  

14) ∫ 𝒕𝒂𝒏 𝟐𝟖𝒙 𝒅𝒙 =  ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝟖𝒙 − 𝟏 )𝒅𝒙 =  
𝒕𝒂𝒏 𝟖𝒙 

𝟖
− 𝒙 +  𝒄  

15)  ∫
√𝒄𝒐𝒕 𝟐𝒙

𝟏− 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙
 𝒅𝒙 =  ∫

√𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒙
  

𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒕 𝟐𝒙 ⇒  𝒇́(𝒙) =  −𝟐𝒄𝒔𝒄𝟐𝟐𝒙   

= −
𝟏

𝟐
∫(𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙)

𝟏
𝟐 (– 𝟐𝒄𝒔𝒄𝟐𝟐𝒙)𝒅𝒙  

= −
𝟏

𝟐

(𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙)
𝟑
𝟐

𝟑
𝟐

+  𝒄 =  
−𝟏

𝟑
(𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙)

𝟑
𝟐 +  𝒄 =  

−𝟏

𝟑
√(𝒄𝒐𝒕𝟑𝟐𝒙) + 𝒄   

16)  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 𝒅𝒙 =   ∫
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙)𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟐
(𝒙 + 

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙

𝟒
) +  𝒄 =

𝟏

𝟐
𝒙 + 

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙

𝟖
+ 𝑐 

17)  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟖𝒙 𝒅𝒙 =  ∫
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟏𝟔𝒙 )𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟐
(𝒙 − 

𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟔𝒙

𝟏𝟔
) +  𝒄 =

𝟏

𝟐
𝒙 − 

𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟔𝒙

𝟑𝟐
 

18) ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟒𝟑𝒙 𝒅𝒙 =  ∫(𝒄𝒐𝒔𝟐𝟑𝒙)𝟐𝒅𝒙 =  ∫ [
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟔𝒙)]

𝟐

𝒅𝒙  

= 
𝟏

𝟒
∫(𝟏 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟔𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟔𝒙)𝒅𝒙                      𝒄𝒐𝒔𝟐𝟔𝒙 =  

𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟏𝟐𝒙) 

= 
𝟏

𝟒
∫(𝟏 + 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟔𝒙 +

𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟏𝟐𝒙))𝒅𝒙  

= 
𝟏

𝟒
[𝒙 + 

𝟐𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙

𝟔
+ 
𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟐𝒙

𝟏𝟐
)] +  𝒄  

= 
𝟏

𝟒
𝒙 + 

𝟏

𝟏𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 + 

𝟏

𝟖
𝒙 +

𝟏

𝟗𝟔
𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟐𝒙 +  𝒄  

= 
𝟑

𝟖
𝒙 + 

𝟏

𝟏𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 +

𝟏

𝟗𝟔
𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟐𝒙 +  𝒄  
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 اللوغاريتم الطبيعي

هي :  𝒖فإن مشتقة اللوغاريتم الطبيعي للدالة  𝒙دالة موجبة قابلة للاشتقاق بالنسبة الى  uلتكن 

𝒅

𝒅𝒙
(𝒍𝒏𝒖) =  

 مشتقة الدالة

الدالة
=
(
𝒅𝒖

𝒅𝒙
)

𝒖
∫وعليه فإن  

𝟏

𝒖
𝒅𝒖 = 𝒍𝒏|𝒖| + 𝒄  ان تكون الدالة شرط(𝒖)  موجبة

وتستخدم هذه الدالة في توفير المشتقة الأولى في بعض الدوال التي يصعب اشتقاقها وهي تملك مجموعة من الخصائص 

  مثل :الخاصة 

𝒍𝒏𝟏 = 𝟎   ,  𝒍𝒏(𝒙𝒚) = 𝒍𝒏 𝒙 + 𝒍𝒏 𝒚   ,   𝒍𝒏(𝒙𝒚) = 𝒚𝒍𝒏 𝒙   , 𝒍𝒏 (
𝒙

𝒚
) = 𝒍𝒏 𝒙 − 𝒍𝒏 𝒚  

𝒚 اذا كان :مثال  = 𝒍𝒏 (𝟑𝒙𝟐 +  فجد    (𝟒
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
   

𝒚 = 𝒍𝒏 (𝟑𝒙𝟐 + 𝟒) ⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
=  

𝟔𝒙

𝟑𝒙𝟐 + 𝟒
  

𝒚 اذا كان :مثال  = 𝒍𝒏 (𝒔𝒊𝒏 𝒙)    فجد 
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
    

𝒚 = 𝒍𝒏 (𝒔𝒊𝒏 𝒙) ⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
=  
𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝒙
= 𝒄𝒐𝒕 𝒙  

𝒚 اذا كان :مثال  = 𝒍𝒏 (
𝟏

𝒙𝟐
 فجد  (

𝒅𝒚 

𝒅𝒙
  

𝒚 = 𝒍𝒏 (
𝟏

𝒙𝟐
) ⟹ 𝒚 = 𝒍𝒏 𝒙−𝟐  

𝒚 =  𝒍𝒏 𝒙−𝟐 = −𝟐 𝒍𝒏 𝒙  

𝒅𝒚 

𝒅𝒙
=  −𝟐 

𝟏

𝒙
=  
−𝟐

𝒙
  

𝒚 اذا كان :مثال  = 𝒍𝒏(𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝒙𝟐)   فجد
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
 

𝒚 = 𝒍𝒏(𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝒙𝟐) ⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
=  

𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝒙𝟐
 (𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 + 𝟐𝒙)  

𝒅𝒚 

𝒅𝒙
=  
𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 + 𝟐𝒙

𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝒙𝟐
  

𝒚 اذا كان :مثال  = 𝒍𝒏(𝒍𝒏 𝒙)   فجد
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
 

𝒚 = 𝒍𝒏(𝒍𝒏 𝒙) ⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
=  

𝟏

𝒍𝒏 𝒙
 .
𝟏

 𝒙
=  

𝟏

𝒙𝒍𝒏 𝒙
   

𝒚اذا كان  :مثال  = 𝒍𝒏 𝟑𝒙   فجد
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
 

𝒅𝒚 

𝒅𝒙
=  
𝟏

𝟑𝒙
 . 𝟑 =  

𝟏

𝒙
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 جد مشتقة الدوال التالية :  :مثال 

1) 𝒚 = 𝒍𝒏(𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙) ⟹ 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙+𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙
 

2) 𝒚 = 𝒍𝒏(𝒙 𝒚𝟐) ⟹ 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟐𝒙 𝒚+𝒚𝟐

𝒙 𝒚𝟐
 

3) 𝒚 = (𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝒙⟹ 𝒍𝒏 𝒚 = 𝒍𝒏(𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝒙⟹ 𝒍𝒏 𝒚 = 𝒙 𝒍𝒏 𝒔𝒊𝒏𝒙  

 
𝒚′

𝒚
=
𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙

 𝒔𝒊𝒏 𝒙
+ 𝒍𝒏 (𝒔𝒊𝒏 𝒙) ⟹ 𝒚′ = 𝒙𝒚(

 𝒄𝒐𝒔 𝒙

 𝒔𝒊𝒏 𝒙
) + 𝒚𝒍𝒏 (𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

∫ تعريف :
𝒅𝒙

𝒙
= 𝒍𝒏 |𝒙|  + 𝒄    ومشتقته موجودة بالبسط فيكون تكامل  (1)اي اذا كان المقام اسه 𝒍𝒏 . 

    جد تكامل كل مما يأتي : :مثال 

𝟏) ∫
𝒅𝒙

𝒙+𝟏
= 𝒍𝒏 |𝒙 + 𝟏| + 𝒄   

𝟐)∫
(𝟒𝒙 + 𝟏)

(𝟐𝒙𝟐 + 𝒙)
 𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 |𝟐𝒙𝟐 + 𝒙| + 𝒄   

𝟑)∫𝒄𝒐𝒕 𝒙 𝒅𝒙 =  ∫
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒔𝒊𝒏 𝒙 
 𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏 𝒙| + 𝒄   

𝟒)∫
𝒅𝒙

𝒙𝒍𝒏 𝒙
= ∫

𝟏
𝒙
 𝒅𝒙 

𝒍𝒏 𝒙 
= 𝒍𝒏 |𝒍𝒏 𝒙| + 𝒄  

𝟓)∫
𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝒅𝜽

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽
= 𝒍𝒏|𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽| + 𝒄  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 دالة اللوغاريتم الطبيعي

هي دالة عكسية لدالة اللوغاريتم الطبيعي بمعنى آخر هناك بعض الدوال عندما نشتقها أو نكاملها  𝒆𝒖الدالة الاسية 

ندخل عليها الدالة الاسية ثم عندما ننتهي نقوم بالغاء الدالة الاسية عن طريق ادخال دالة اللوغاريتم الطبيعي الهدف 

 من هذه العملية هي لتغير شكل الدالة المراد العمل عليها .

𝒅 

𝒅𝒙
(𝒆𝒖) = (الدالة) (مشتقة الاس) = 𝒆𝒖

𝒅𝒖 

𝒅𝒙
 

∫فإن وعليه  𝒆𝒖 = 𝒆𝒖 + 𝒄  : وهي تمتلك مجموعة من الخصائص الخاصة مثل 

𝒆 = 𝟐. 𝟕𝟏𝟖𝟐𝟖         𝒆𝒙 . 𝒆𝒚 = 𝒆𝒙+𝒚        
𝒆𝒙

𝒆𝒚
= 𝒆𝒙 − 𝒆𝒚         𝒆𝟎 = 𝟏         

𝟏

𝒆𝒙
= 𝒆−𝒙  

𝑦  لتكن :مثال  = 𝑒𝑡𝑎𝑛 𝑥      
𝑑𝑦 

𝑑𝑥
  فجد   
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𝒚 = 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝒙⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝒙. (𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙) 

𝒙 𝒆𝒙∫ جد :مثال 
𝟐
 𝒅𝒙  

∫𝒙 𝒆𝒙
𝟐
 𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
∫𝟐𝒙 𝒆𝒙

𝟐
 𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
𝒆𝒙

𝟐
+ 𝒄 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الدالة الاسية )الاساس عدد ثابت(

 هي  𝒖عدد ثابت يمثل أساس الدالة الاسية  فإن مشتقة أي دالة اسية مرفوعة لقوة  𝒂نفرض أن 

  
𝒅

𝒅𝒙
𝒂𝒖 = (الدالة) (𝒍𝒏 الاساس) (مشتقة الاس) =   𝒂𝒖 .  𝒍𝒏 𝒂 

𝒅𝒖 

𝒅𝒙
𝒅𝒖 (𝒂𝒖)∫ وعليه فإن   =

𝟏

𝒍𝒏𝒂
𝒆𝒖 + 𝒄  

 وتتميز ببعض الخصائص التي ذكرناها في الدالة الاسية السابقة وسوف نوضح ذلك في المثال التالي : 

جد  :مثال 
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
 لكل مما يأتي :  

1) 𝒚 = 𝟒𝒙
𝟐−𝟑 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟒𝒙

𝟐−𝟑  𝒍𝒏(𝟒) (𝟐𝒙) = 𝒍𝒏 𝟒(𝟒𝒙
𝟐−𝟑 )𝟐𝒙 

2) 𝒚 =  𝟓𝒔𝒊𝒏𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒍𝒏 𝟓 (𝒄𝒐𝒔𝒙) 

3) 𝒚 =  (𝟏𝟐)𝒙
𝟏
𝟑 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (𝟏𝟐)𝒙

𝟏
𝟑  . 𝒍𝒏 (𝟏𝟐).

𝟏

𝟑
 𝒙
−𝟐

𝟑   

4) 𝒚 =  𝟕
−𝒙

𝟑 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (𝟕)

−𝒙 

𝟑
 . 𝒍𝒏 (𝟕) (−

𝟏

𝟑
) = −

𝟏

𝟑
𝒍𝒏 (𝟕). (𝟕)

−𝒙 

𝟑
  

جد  :مثال 
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
  لكل مما يأتي : 

𝟏) 𝒚 = 𝒆𝒙
𝟐+𝒙⟹

𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= 𝒆𝒙

𝟐+𝒙(𝟐𝒙 + 𝟏)  

𝟐) 𝒚 = 𝒆𝒔𝒊𝒏 𝒙⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= 𝒆𝒔𝒊𝒏 𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙 

𝟑) 𝒚 = 𝒆−𝒙⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
=  𝒆−𝒙 (−𝟏) =  −𝒆−𝒙  

𝟒) 𝒚 = 𝒍𝒏𝒙 . 𝒆𝒙⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= 𝒍𝒏𝒙 . 𝒆𝒙 + 𝒆𝒙.

𝟏

𝒙
 

𝟓) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏(𝒙𝒆𝒙) ⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= 𝒄𝒐𝒔 (𝒙𝒆𝒙)[𝒙𝒆𝒙 + 𝒆𝒙] = [𝒙𝒆𝒙 + 𝒆𝒙] 𝒄𝒐𝒔 (𝒙𝒆𝒙) 

𝟔) 𝒚 = 𝟑(𝟐+𝟒
𝒙)⟹

𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= 𝟑(𝟐+𝟒

𝒙)(𝒍𝒏 𝟑)[𝟒𝒙(𝒍𝒏 𝟒)(𝟏)] 

𝟕) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒕 𝒆𝟐𝒙⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= −𝒄𝒔𝒄𝟐𝒆𝟐𝒙(𝟐𝒆𝟐𝒙) 
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𝟖) 𝒚 = 𝟓𝒔𝒊𝒏𝒙⟹
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= 𝟓𝒔𝒊𝒏𝒙𝒍𝒏 (𝟓)𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝟓𝒔𝒊𝒏𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒍𝒏 (𝟓) 

 جد تكامل لكل مما يأتي :  :مثال 

𝟏) ∫𝒆𝒙
𝟐+𝒙
(𝟐𝒙 + 𝟏)       

مشتقة الاس

 𝒅𝒙  =  𝒆𝒙
𝟐+𝒙
+ 𝒄  

𝟐)∫𝒆𝒔𝒊𝒏 𝒙 (𝒄𝒐𝒔 𝒙)     

مشتقة الاس

𝒅𝒙  =  𝒆𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒄 

𝟑)∫𝒙𝟐 𝒆𝒙
𝟑
  𝒅𝒙  =  ∫  𝒆𝒙

𝟑
 𝒙𝟐 𝒅𝒙  =  

𝟏

𝟑
∫  𝒆𝒙

𝟑
 (𝟑𝒙𝟐)   

مشتقة الاس

 𝒅𝒙 =  
𝟏

𝟑
𝒆𝒙

𝟑
+ 𝒄  

𝟒)∫(𝟏 + 𝒆𝒙)𝟐 𝒅𝒙 =  ∫(𝟏 + 𝟐𝒆𝒙 + 𝒆𝟐𝒙) 𝒅𝒙 

                                    = ∫ [𝟏 + 𝟐𝒆𝒙 +
𝟏

𝟐
𝒆𝟐𝒙 . 𝟐] 𝒅𝒙 =  𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 +

𝟏

𝟐
𝒆𝟐𝒙 + 𝒄  

𝟓) ∫ 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝒙 . 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 = 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝒙 + 𝒄  

𝟔)∫
𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙

𝟐 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙 
𝒅𝒙 

𝝅
𝟒

−
𝝅
𝟒

= [𝒍𝒏 (𝟐 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙)]
−
𝝅
𝟒

𝝅
𝟒 = 𝒍𝒏 (𝟐 + 𝒕𝒂𝒏 

𝝅

𝟒
) − 𝒍𝒏 (𝟐 + 𝒕𝒂𝒏 (−

𝝅

𝟒
)) 

                                         = 𝒍𝒏 (𝟐 + 𝟏) − 𝒍𝒏 (𝟐 − 𝟏) = 𝒍𝒏 𝟑 − 𝒍𝒏 𝟏 

𝟕)∫
𝒆𝒍𝒏𝒙

𝒙
 𝒅𝒙 =  𝒆𝒍𝒏𝒙 + 𝒄 = 𝒙 + 𝒄 

𝟖)∫
𝒆√𝒙

√𝒙
 𝒅𝒙 = 𝟐∫

𝒆√𝒙

𝟐√𝒙
 = 𝟐𝒆√𝒙 + 𝒄 

𝟗) ∫ 𝟒𝒙 𝒅𝒙 = 𝟒𝒙(
𝟏

𝒍𝒏𝟒
) + 𝒄  

𝟏𝟎) ∫ 𝟑𝒕𝒂𝒏𝟕𝒙(𝒔𝒆𝒄 𝟐𝒙𝟕𝒙)𝒅𝒙 =
𝟏

𝟕
∫(𝟕) 𝟑𝒕𝒂𝒏𝟕𝒙 (𝒔𝒆𝒄 𝟐𝒙𝟕𝒙)𝒅𝒙 =

𝟏

𝟕
𝟑𝒕𝒂𝒏𝟕𝒙(

𝟏

𝒍𝒏𝟑
) + 𝒄  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 (5 – 4حل تمارين )

 جد/ 1س
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 لكل مما يأتي :  

a) 𝒚 = 𝒍𝒏 𝟑𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

 𝟑

𝟑𝒙
= 

𝟏

𝒙
  

b) 𝒚 = 𝒍𝒏 (
𝒙

𝟐
) ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝟏
𝒙

𝟐

 
𝟏

𝟐
= (

𝟏

𝟐
) (
𝟐

𝒙
) =

𝟏

𝒙
  

c) 𝒚 = 𝒍𝒏 𝒙𝟐⟹ 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝟏

𝒙𝟐
 . 𝟐𝒙 =  

𝟐

𝒙
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d) 𝒚 =  (𝒍𝒏 𝒙)𝟐⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐(𝒍𝒏 𝒙).

𝟏

𝒙
=
𝟐

𝒙
 𝒍𝒏 𝒙 

e) 𝒚 =  (𝒍𝒏 
𝟏

𝒙
)
𝟑

⟹ 𝒚 =  𝒍𝒏 𝒙−𝟑⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

−𝟑𝒙−𝟒

𝒙−𝟑
= −𝟑𝒙−𝟏 =

−𝟑

𝒙
 

f) 𝒚 = 𝒍𝒏 (𝟐 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙) ⟹ 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

 −(−𝒔𝒊𝒏 𝒙)

𝟐−𝒄𝒐𝒔 𝒙
= 

𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝟐−𝒄𝒐𝒔 𝒙
 

g) 𝒚 =  𝒆−𝟓𝒙
𝟐+𝟑𝒙+𝟓 ⟹ 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒆−𝟓𝒙

𝟐+𝟑𝒙+𝟓  . (−𝟏𝟎𝒙 + 𝟑) = (−𝟏𝟎𝒙 + 𝟑)𝒆−𝟓𝒙
𝟐+𝟑𝒙+𝟓  

h) 𝒚 =  𝟗√𝒙  ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟗√𝒙 . 𝒍𝒏 𝟗

𝟏

𝟐√𝒙
=
𝟗√𝒙

𝟐√𝒙
  (𝒍𝒏 𝟗) 

i) 𝒚 =  𝟕−
𝒙

𝟒  ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟕−

𝟏

𝟒
𝒙𝒍𝒏 𝟕 . (−

𝟏

𝟒
) = 𝟕−

𝒙

𝟒(
−𝒍𝒏 𝟕 

𝟒
) 

j) 𝒚 =  𝒙𝟐𝒆𝒙  ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝟐. 𝒆𝒙 + 𝒆𝒙 . 𝟐𝒙 =  𝒙𝒆𝒙(𝒙 + 𝟐) 

 / جد التكاملات الاتية :  2س

a) ∫
𝟏

𝒙+𝟏
𝒅𝒙 

𝟑

𝟎
                    𝒍𝒏  مشتقة المقام موجودة فالتكامل هو        

= [𝒍𝒏 |𝒙 + 𝟏|]𝟎
𝟑 = 𝒍𝒏 (𝟑 + 𝟏) − 𝒍𝒏 (𝟎 + 𝟏) = 𝒍𝒏 𝟒 − 𝒍𝒏 𝟏 = 𝒍𝒏 𝟒 − 𝟎 = 𝒍𝒏 𝟐𝟐 = 𝟐𝒍𝒏 𝟐 

b) ∫
𝟐𝒙

𝒙𝟐+𝟗
𝒅𝒙

𝟒

𝟎
= [𝒍𝒏 |𝒙𝟐 + 𝟗|]𝟎

𝟒 = 𝒍𝒏 |𝟏𝟔 + 𝟗| − 𝒍𝒏 |𝟎 + 𝟗| = 𝒍𝒏 (𝟐𝟓) − 𝒍𝒏 (𝟗) 

                    = 𝒍𝒏𝟓𝟐 − 𝒍𝒏𝟑𝟐 = 𝟐𝒍𝒏 𝟓 − 𝟐𝒍𝒏 𝟑 =  𝟐𝒍𝒏
𝟓

 𝟑
  

c) ∫ 𝒆𝟐𝒙
𝒍𝒏 𝟓

𝒍𝒏 𝟑
𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
∫ 𝒆𝟐𝒙
𝒍𝒏 𝟓

𝒍𝒏 𝟑
. 𝟐 𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟐
[𝒆𝟐𝒙]𝒍𝒏 𝟑

𝒍𝒏 𝟓 =
𝟏

𝟐
[𝒆𝟐𝒍𝒏 𝟓 − 𝒆𝟐𝒍𝒏 𝟑] 

                       =
𝟏

𝟐
[𝒆𝒍𝒏𝟓

𝟐
− 𝒆𝒍𝒏𝟑

𝟐
] =  

𝟏

𝟐
[𝟓𝟐 − 𝟑𝟐] =  

𝟏

𝟐
[𝟏𝟔] = 𝟖  

d) ∫ 𝒆−𝒙
𝒍𝒏 𝟐

𝟎
 𝒅𝒙 =  −∫ 𝒆−𝒙

𝒍𝒏 𝟐

𝟎
 (−𝟏)𝒅𝒙 =  −[𝒆−𝒙]𝟎

𝒍𝒏𝟐 = −[𝒆−𝒍𝒏𝟐 − 𝒆𝟎] 

= −[𝒆𝒍𝒏𝟐
−𝟏
− 𝒆𝟎] = −[𝟐−𝟏 − 𝟏] =  − [

𝟏

𝟐
− 𝟏] =  

𝟏

𝟐
 

e) ∫ (𝟏 + 𝒆𝒙)𝟐𝒆𝒙
𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 =  [

(𝟏+𝒆𝒙)𝟑

𝟑
]
𝟎

𝟏

= [
(𝟏+𝒆)𝟑

𝟑
− 

(𝟏+𝒆𝟎)𝟑

𝟑
] =

(𝟏+𝒆)𝟑

𝟑
− 

𝟐𝟑

𝟑
=
(𝟏+𝒆)𝟑

𝟑
− 

𝟖

𝟑
 

 على القوس بعد فتح القوس    𝒆𝒙ويمكن ان يحل السؤال بطريقة ثانية وهي توزيع 

f) ∫
𝟑𝒙𝟐+𝟒

(𝒙𝟑+𝟒𝒙+𝟏)

𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 = [𝒍𝒏 (𝒙𝟑 + 𝟒𝒙 + 𝟏)]𝟎

𝟏 = 𝒍𝒏 (𝟏𝟑 + 𝟒(𝟏) + 𝟏 − 𝒍𝒏 (𝟎𝟑 + 𝟒(𝟎) + 𝟏) 

                            =  𝒍𝒏 𝟔 − 𝒍𝒏 𝟏 = 𝒍𝒏 𝟔 − 𝟎 = 𝒍𝒏 𝟔  

g) ∫
𝒆√𝒙

𝟐√𝒙

𝟒

𝟏
 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒆𝒙

𝟏
𝟐𝟒

𝟏
.
𝟏

𝟐
𝒙−

𝟏

𝟐 𝒅𝒙 =  [𝒆𝒙
𝟏
𝟐]
𝟏

𝟒

= [𝒆√𝒙]𝟏
𝟒 = 𝒆√𝟒 − 𝒆√𝟏 = 𝒆𝟐 − 𝒆𝟏 

h) ∫
𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 

𝟐+𝒕𝒂𝒏 𝒙

𝝅

𝟒

−
𝝅

𝟒

 = [𝒍𝒏|𝟐 + 𝒕𝒂𝒏 𝒙|]
−
𝝅

𝟒

𝝅

𝟒 = 𝒍𝒏 |𝟐 + 𝒕𝒂𝒏
𝝅

𝟒
| − 𝒍𝒏 |𝟐 + 𝒕𝒂𝒏(−

𝝅

𝟒
)| 
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                      = 𝒍𝒏𝟑 − 𝒍𝒏𝟏 = 𝒍𝒏𝟑 − 𝟎 = 𝒍𝒏 𝟑 

i) ∫
𝒄𝒐𝒔 𝒙

√𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝝅

𝟐
𝝅

𝟔

 𝒅𝒙 =  ∫
𝒄𝒐𝒔 𝒙

(𝒔𝒊𝒏 𝒙)
𝟏
𝟐

𝝅

𝟐
𝝅

𝟔

 𝒅𝒙 =  ∫ (𝒔𝒊𝒏 𝒙)
−
𝟏

𝟐

𝝅

𝟐
𝝅

𝟔

 . 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙   

                        = [
(𝒔𝒊𝒏 𝒙)

𝟏
𝟐

𝟏

𝟐

]
𝝅

𝟔

𝝅

𝟐

= 𝟐 [(𝒔𝒊𝒏 𝒙)
𝟏

𝟐]𝝅
𝟔

𝝅

𝟐
=  𝟐[√𝒔𝒊𝒏 𝒙]𝝅

𝟔

𝝅

𝟐   

                       = 𝟐 [√𝒔𝒊𝒏
𝝅

𝟐
− √𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟔
] = 𝟐 [√𝟏 − √

𝟏

𝟐
] = 𝟐 [𝟏 −

𝟏

√𝟐
] = 𝟐 −

𝟐

√𝟐
 

j) ∫ 𝒄𝒐𝒕𝟑𝟓𝒙 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒄𝒐𝒕𝟐𝟓𝒙 𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙 𝒅𝒙 =  ∫(𝒄𝒔𝒄𝟐𝟓𝒙 − 𝟏)𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙 𝒅𝒙  

=  ∫(𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝟓𝒙 − 𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙) 𝒅𝒙 =  ∫(𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝟓𝒙) 𝒅𝒙 − ∫(𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙)𝒅𝒙 

=  
𝟏

𝟓
∫(𝟓)𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝟓𝒙 𝒅𝒙 − 

𝟏

𝟓
∫
𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 
(𝟓)𝒅𝒙  

= − 
𝟏

𝟓

𝒄𝒐𝒕𝟐 𝟓𝒙

𝟐
−
𝟏

𝟓
𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙| + 𝒄 = − 

𝟏

𝟏𝟎
𝒄𝒐𝒕𝟐 𝟓𝒙 −

𝟏

𝟓
𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙| + 𝒄 

k) ∫ 𝒆𝒄𝒐𝒔 𝒙 
𝝅

𝟐
𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 = −[𝒆𝒄𝒐𝒔 𝒙 ]
𝟎

𝝅

𝟐 = − [𝒆𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟐
 − 𝒆𝒄𝒐𝒔 𝟎] = −[𝒆𝟎 − 𝒆𝟏] = −𝟏 + 𝒆 

l) ∫ 𝒙𝒆−𝒍𝒏 𝒙
𝟐

𝟏
 𝒅𝒙 = ∫ 𝒙 𝒆𝒍𝒏 𝒙

−𝟏𝟐

𝟏
𝒅𝒙 =  ∫ 𝒙. 𝒙−𝟏

𝟐

𝟏
𝒅𝒙 =  ∫ 𝒅𝒙

𝟐

𝟏
= [𝒙]𝟏

𝟐 = 𝟐 − 𝟏 = 𝟏 

 / اثبت أن :3س

a) ∫
√ √𝒙
𝟑 −𝟏

√𝒙𝟐
𝟑

𝟖

𝟏
 𝒅𝒙 = 𝟐  

𝑳 . 𝑯. 𝑺 = ∫
(𝒙
𝟏
𝟑 − 𝟏)

𝟏
𝟐

(𝒙𝟐)
𝟏
𝟑

𝟖

𝟏

 𝒅𝒙 = ∫ (𝒙
𝟏
𝟑 − 𝟏)

𝟏
𝟐

𝟖

𝟏

 . 𝒙−
𝟐
𝟑 𝒅𝒙 =  𝟑∫ (𝒙

𝟏
𝟑 − 𝟏)

𝟏
𝟐

𝟖

𝟏

 (
𝟏

𝟑
𝒙−
𝟐
𝟑𝒅𝒙) 

         = 𝟑 [
(𝒙
𝟏
𝟑−𝟏)

𝟑
𝟐

𝟑

𝟐

]
𝟏

𝟖

 = 𝟑.
𝟐

𝟑
[(𝟖)

𝟏

𝟑 − 𝟏]
𝟑

𝟐 − [ (𝟏)
𝟏

𝟑 − 𝟏]
𝟑

𝟐 = 𝟐[𝟐 − 𝟏]
𝟑

𝟐 − [𝟏 − 𝟏]
𝟑

𝟐 

        = 𝟐(𝟏) = 𝟐 = 𝑹 .𝑯  . 𝑺   

b) ∫ |𝟑𝒙 − 𝟔|𝒅𝒙 = 𝟑𝟎 
𝟒

−𝟐
 

|𝟑𝒙 − 𝟔| =  {
𝟑𝒙 − 𝟔     𝒙 ≥ 𝟐
−𝟑𝒙 + 𝟔   𝒙 < 𝟐

 

𝑳. 𝑯 . 𝑺 = ∫ |𝟑𝒙 − 𝟔|𝒅𝒙
𝟒

−𝟐

= ∫ (−𝟑𝒙 + 𝟔) 𝒅𝒙
𝟐

−𝟐

+ ∫ (𝟑𝒙 − 𝟔)𝒅𝒙
𝟒

𝟐
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= [
−𝟑

𝟐
𝒙𝟐 + 𝟔𝒙]−𝟐

𝟐 + [
𝟑

𝟐
𝒙𝟐 − 𝟔𝒙]𝟐

𝟒  

= [ 
−𝟏𝟐

𝟐
+ 𝟏𝟐] − [

−𝟏𝟐

𝟐
− 𝟏𝟐] + [

𝟒𝟖

𝟐
− 𝟐𝟒] − [

𝟏𝟐

𝟐
− 𝟏𝟐] 

= [−𝟔 + 𝟏𝟐] − [−𝟔 − 𝟏𝟐] + [𝟐𝟒 − 𝟐𝟒] − [𝟔 − 𝟏𝟐] 

= 𝟔 + 𝟏𝟖 + 𝟎 + 𝟔 = 𝟑𝟎 = 𝑹 .𝑯 . 𝑺  

, 𝟐−]دالة مستمرة على الفترة 𝒇(𝒙)/ 4س ∫فإذا كان   [𝟔 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟔 
𝟔

𝟏
∫ وكان   [𝒇(𝒙) + 𝟑]𝒅𝒙 = 𝟑𝟐

𝟔

−𝟐
  

∫فجد           𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟏

−𝟐
  

 الحل : 

∵ ∫ [𝒇(𝒙) + 𝟑]𝒅𝒙 = 𝟑𝟐
𝟔

−𝟐

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝟑 𝒅𝒙
𝟔

−𝟐

= 𝟑𝟐
𝟔

−𝟐

  

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + [𝟑𝒙]−𝟐
𝟔 = 𝟑𝟐

𝟔

−𝟐

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + [𝟑(𝟔) − 𝟑(−𝟐)] = 𝟑𝟐
𝟔

−𝟐

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + [𝟏𝟖 + 𝟔] = 𝟑𝟐
𝟔

−𝟐

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + [𝟐𝟒] = 𝟑𝟐
𝟔

−𝟐

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟑𝟐
𝟔

−𝟐

− 𝟐𝟒 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟖
𝟔

−𝟐

 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙   
𝟔

𝟏

  
𝟏

−𝟐

𝟔

−𝟐

 

 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + 𝟔 = 𝟖 
𝟏

−𝟐

⟹∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟖 − 𝟔 
𝟏

−𝟐

⟹∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟐 
𝟏

−𝟐

 

∫/ اذا علمت أن 5س (𝒙 +
𝟏

𝟐
)𝒅𝒙 = 𝟐∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐

𝝅

𝟒
𝟎

𝒙 𝒅𝒙   
𝒂

𝟏
𝒂فجد قيمة   ∈ 𝑹  . 

 الحل : 

∫ (𝒙 +
𝟏

𝟐
)𝒅𝒙 = 𝟐∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐

𝝅
𝟒

𝟎

𝒙 𝒅𝒙
𝒂

𝟏

⟹ [
𝒙𝟐

𝟐
+ 
𝟏

𝟐
𝒙]𝟏
𝒂 = 𝟐[𝒕𝒂𝒏]

𝟎

𝝅
𝟒  
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𝟏

𝟐
𝒂𝟐 +

𝟏

𝟐
𝒂 − [

𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
] = 𝟐[𝒕𝒂𝒏 

𝝅

𝟒
− 𝒕𝒂𝒏 𝟎]  

𝟏

𝟐
𝒂𝟐 +

𝟏

𝟐
𝒂 − 𝟏 = 𝟐[𝟏 − 𝟎] ⟹

𝟏

𝟐
𝒂𝟐 +

𝟏

𝟐
𝒂 − 𝟏 − 𝟐 = 𝟎  

[
𝟏

𝟐
𝒂𝟐 +

𝟏

𝟐
𝒂 − 𝟑 = 𝟎 ] × 𝟐 ⟹ 𝒂𝟐 + 𝒂 − 𝟔 = 𝟎  

(𝒂 + 𝟑)(𝒂 − 𝟐) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓    𝒂 + 𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒂    يهمل    𝟑− =

𝒐𝒓            𝒂 − 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒂 = 𝟐      𝒂 >   لأن  𝟏

𝒇(𝒙)/ لتكن 6س =  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝒌     حيث 𝒌 ∈ 𝑹  فجد  (𝟓−)دالة نهايتها الصغرى تساوي∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟑

𝟏
 

 للدالة نهاية صغرى ∵الحل : 

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝒌 

𝒇́(𝒙) =  𝟐𝒙 + 𝟐      

𝒇́(𝒙) =  𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 =  −𝟐 
÷𝟐
⇒ 𝒙 = −𝟏      

 في النقطة .  𝒚لأنه عندما يأتي في السؤال نهاية صغرى تمثل الاحداثي 

. 𝒇(𝒙) , 𝟏−) هي نقطة نهاية صغرى محلية وهي تحقق معادلة الدالة  −𝟓) 

−𝟓 =  (−𝟏)𝟐 + 𝟐(−𝟏) + 𝒌 ⟹ −𝟓 = 𝟏 − 𝟐 + 𝒌   ⟹ 𝒌 =  −𝟒  

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟒 

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 
𝟑

𝟏

= ∫ (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟒) 𝒅𝒙 
𝟑

𝟏

 

=  [
𝒙𝟑

𝟑
+ 
𝟐𝒙𝟐

𝟐
− 𝟒𝒙]

𝟏

𝟑

= [
𝟐𝟕

𝟑
+
𝟐(𝟗)

𝟐
− 𝟏𝟐] − [

𝟏

𝟑
+
𝟐

𝟐
− 𝟒] 

= [𝟗 + 𝟗 − 𝟏𝟐] − [
𝟏

𝟑
+ 𝟏 − 𝟒] = 𝟔 − [

−𝟖

𝟑
] =  

𝟏𝟖 + 𝟖

𝟑
=
𝟐𝟔

𝟑
  

𝒇(𝒙) اذا كان المنحني/ 7س =  (𝒙 − 𝟑)𝟑 + , 𝒂) انقلابله نقطة    𝟏 𝒃)  جد القيمة العددية للمقدار 

∫ 𝒇́ (𝒙)𝒅𝒙 
𝒃

𝟎
− ∫ 𝒇́́(𝒙) 𝒅𝒙 

𝒂

𝟎
 

 مساواة المشتقة الثانية للصفر الحل : نقطة الانقلاب ناتجة من

𝒇(𝒙) =  (𝒙 − 𝟑)𝟑 + 𝟏 

𝒇́(𝒙) = 𝟑 (𝒙 − 𝟑)𝟐  

𝒇́́(𝒙) = 𝟔 (𝒙 − 𝟑) ⟹  𝟔 (𝒙 − 𝟑) =  𝟎 
÷𝟔
⇒ 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟑  

𝒇(𝟑) = (𝟑 − 𝟑)𝟑 + 𝟏 = 𝟏                     (𝟑 ,   نقطة الانقلاب هي (𝟏
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(𝟑 , 𝟏)    ,      (𝒂 , 𝒃)   ⟹   𝒂 =  𝟑   ,    𝒃 = 𝟏  

∫ 𝒇́(𝒙)𝒅𝒙 
𝒃

𝟎

− ∫ 𝒇́́(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒂

𝟎

 

∫ 𝟑(𝒙 − 𝟑)𝟐 
𝟏

𝟎

− ∫ 𝟔(𝒙 − 𝟑)𝒅𝒙 
𝟑

𝟎

 

=  𝟑 [
(𝒙 − 𝟑)𝟑

𝟑
]
𝟎

𝟏

−  𝟔 [
(𝒙 − 𝟑)𝟐

𝟐
]
𝟎

𝟑

  

= [(𝟏 − 𝟑)𝟑 − (𝟎 − 𝟑)𝟑 ] − [ 𝟑(𝟑 − 𝟑)𝟐 − 𝟑(𝟎 − 𝟑)𝟐] 

= [−𝟖 + 𝟐𝟕] − [𝟎 − 𝟐𝟕] = [𝟏𝟗 + 𝟐𝟕] = 𝟒𝟔 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ة المستويةإيجاد مساحة المنطق

 :  مساحة المنطقة المستوية المحددة بمنحني ومحور السينات

ومن ثم يتحول السؤال الى أحد  𝒙نساوي الدالة المعطاة بالصفر ثم نحل المعادلة لإيجاد قيم  .1

 الاحتمالات الخمسة التالية : 

, 𝒂]اذا أعطيت الفترة  -أ 𝒃]  في الدالة فنقوم بتصفير الدالة واستخراج قيم𝑥  فإذا كانت تنتمي الى

 أكثر .  الفترة المعطاة فنقوم بتجزئة التكامل الى جزئين أو

أما اذا كانت لا تنتمي لها فلا نجزيء التكامل ولكن في كلتا الحالتين نقوم بأخذ القيم الناتجة 

 المطلقة للتكاملات . 

, 𝒂] تعطى القيم على شكل -ب 𝒃]  مثلا أو على شكل بعبارة المستقيمين𝒙 =  𝒂 , 𝒙 =  𝒃  ويكون لها

 نفس التفسير السابق . 

الناتجة ترتب تصاعديا وإعتبارها قيم  𝒙اذا لم تعطى فترة أو مستقيمين في السؤال فإن قيم  -ج

 التكامل دون اهمال اي متجهة وهي على الاقل قيمتين . 

𝒙اذا كان المطلوب إيجاد المساحة بين منحني ومحور السينات ومستقيم  -د =  𝒂  . فقط 

مساواة الدالة بالصفر ثم ترتب تصاعديا نقوم بإضافة هذه القيمة الى القيم الناتجة من 

 وإعتبارها فترة دون اهمال اي قيمة .  

عن التصفير فإن المساحة تكون تكاملًا واحداً  𝒙هناك بعض الدوال لا يمكن تحليلها لإيجاد قيمة  -ه

 وعلى الفترة المعطاة . 
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𝒇(𝒙)جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة  :1 مثال =  𝒙𝟑 − 𝟒𝒙  ومحور السينات وعلى

, 𝟐−]الفترة 𝟐]   . 

 الحل : 

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 ⟹ 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 = 𝟎     

𝒙(𝒙𝟐 − 𝟒) = 𝟎    

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 = 𝟎  

𝒐𝒓          𝒙𝟐 − 𝟒 = 𝟎 ⟹ 𝒙 =  ∓𝟐      𝒙 = 𝟎    ,   𝒙 = 𝟐      ,   𝒙 =  −𝟐    

𝑨𝟏 = ∫ (
𝟎

−𝟐

𝒙𝟑 − 𝟒𝒙) 𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟒

𝟒
− 
𝟒𝒙𝟐

𝟐
]
−𝟐

𝟎

= [𝟎] − [𝟒 − 𝟖] = 𝟒  

𝑨𝟐 = ∫ (
𝟐

𝟎

𝒙𝟑 − 𝟒𝒙) 𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟒

𝟒
− 
𝟒𝒙𝟐

𝟐
]
𝟎

𝟐

= [𝟒 − 𝟖] − [𝟎] = −𝟒  

𝑨 = |𝑨𝟏| + |𝑨𝟐| = |𝟒| + |−𝟒| = 𝟒 + 𝟒 = 𝟖  𝒖𝒏𝒊𝒕
𝟐  

𝒚 جد المساحة المحصورة بين منحني الدالة :2 مثال = 𝒙𝟐  ومحور السينات والمستقيمان 𝒙 = 𝟑 , 𝒙 = 𝟏 

, 𝟏]الحل : حيث لا تجزأ الفترة فنعتمد على الفترة المعطاة  𝟑] 

𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎 ∉ [𝟏 , 𝟑] 

𝑨 =  ∫ 𝒙𝟐
𝟑

𝟏

𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟑

𝟑
]
𝟏

𝟑

= 
𝟐𝟕

𝟑
− 
𝟏

𝟑
=  
𝟐𝟔

𝟑
= 𝟖

𝟐

𝟑
 

𝒇(𝒙) جد المساحة المحددة :3 مثال =  𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙  . ومحور السينات 

 الحل :

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 = 𝟎  

𝒙( 𝒙𝟐 −  𝟑𝒙 + 𝟐) = 𝟎 ⟹ 𝒙(𝒙 − 𝟐)(𝒙 − 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒙 = 𝟎  

𝒐𝒓          (𝒙 − 𝟐)(𝒙 − 𝟏) = 𝟎  

𝒙 = 𝟎         ,       𝒙 =  𝟏       , 𝒙 =  𝟐   

𝑨𝟏 = ∫ (
𝟏

𝟎

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙) 𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟒

𝟒
− 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐]

𝟎

𝟏

⟹ 𝑨𝟏 = (
𝟏

𝟒
− 𝟏 + 𝟏) − (𝟎) =  

𝟏

𝟒
  

𝑨𝟐 = ∫ (
𝟐

𝟏

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙) 𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟒

𝟒
− 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐]

𝟏

𝟐

⟹ 𝑨𝟐 = (𝟒 − 𝟖 + 𝟒) − (
𝟏

𝟒
− 𝟏 + 𝟏) =  −

𝟏

𝟒
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𝑨 = |𝑨𝟏| + |𝑨𝟐| = |
𝟏

𝟒
| + |−

𝟏

𝟒
| =

𝟏

𝟐
  𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐  

𝒇(𝒙) جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة :4 مثال =  𝒙𝟐 −  ومحور السينات وعلى الفترة 𝟏

[𝟐 , −𝟑] 

 الحل : 

𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 =  𝟏 ⟹ 𝒙 =  ∓𝟏 ∈ [−𝟐 , 𝟑] 

[−𝟐 , −𝟏]  , [−𝟏 , 𝟏] , [𝟏 , 𝟑]  

𝑨𝟏 = ∫ (
−𝟏

−𝟐

𝒙𝟐 − 𝟏) 𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟑

𝟑
−  𝒙]

−𝟐

−𝟏

= (
−𝟏

𝟑
+ 𝟏) − (

−𝟖

𝟑
+
𝟐

𝟑
) =

𝟐

𝟑
+ 
𝟐

𝟑
=  
𝟒

𝟑
  

𝑨𝟐 = ∫ (
𝟏

−𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏) 𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟑

𝟑
−  𝒙]

−𝟏

𝟏

= − 
𝟐

𝟑
− 
𝟐

𝟑
=  −

𝟒

𝟑
  

𝑨𝟑 = ∫ (
𝟑

𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏) 𝒅𝒙 =  [
𝒙𝟑

𝟑
−  𝒙]

𝟏

𝟑

= 
𝟏𝟖

𝟑
+ 
𝟐

𝟑
=  
𝟐𝟎

𝟑
  

𝑨 = |𝑨𝟏| + |𝑨𝟐| + |𝑨𝟑| = |
𝟒

𝟑
| + |−

𝟒

𝟑
| + |

𝟐𝟎

𝟑
| = 𝟗

𝟏

𝟑
  𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐  

= 𝒚 جد المساحة المحددة بمنحني الدالة ::5 مثال 𝟑𝒙𝟐 + , 𝟏−]ومحور السينات وعلى الفترة    𝟒 𝟏] 

𝒚الحل : نجعل   = 𝟎 

𝟑𝒙𝟐 + 𝟒 = 𝟎 ⟹ 𝟑𝒙𝟐 = −𝟒 ⟹ 𝒙𝟐 =
−𝟒

𝟑
    لا يمكن    

𝑨 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 =  ∫ (𝟑𝒙𝟐 + 𝟒)𝒅𝒙
𝟏

−𝟏

𝟏

−𝟏

 

𝑨 = [𝒙𝟑 + 𝟒𝒙]−𝟏
𝟏 = (𝟏 + 𝟒) −  (−𝟏 − 𝟒) = (𝟓 + 𝟓) = |𝟏𝟎| = 𝟏𝟎 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

  ملاحظة :

𝒔𝒊𝒏 𝒙 =  𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎 + 𝒏𝝅                        𝒏 =  𝟎 , 𝟏 , 𝟐 ,  حسب الحاجة     𝟐−, 𝟏−

𝒄𝒐𝒔 𝒙 =  𝟎 ⟹ 𝒙 =
𝝅

𝟐
+ 𝒏𝝅                       𝒏 =  𝟎 , 𝟏 , 𝟐 , −𝟏 ,   حسب الحاجة      𝟐−

= 𝒚جد المساحة المحددة بالمنحني  :6 مثال  𝒔𝒊𝒏 𝒙  ومحور السينات وعلى الفترة[−
𝝅

𝟐
 , 𝝅] 

𝒚الحل :  =  نجعل   𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒙 =  𝟎 ⟹ 𝒙 =  𝟎 + 𝒏𝝅            𝒏 =  𝟎 , 𝟏 , 𝟐 , −𝟏 , −𝟐  

 قيم موجبة وسالبة لأن الفترة المعطاة موجبة وسالبة .  نأخذ

𝒏 =  𝟎  , 𝒙 =  𝟎 ∈ [−
𝝅

𝟐
 , 𝝅]             يجزئ التكامل 

𝒏 =  𝟏  , 𝒙 = 𝝅 ∈ [−
𝝅

𝟐
 , 𝝅]              لا يجزئ التكامل
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𝒏 =  𝟐  , 𝒙 = 𝟐𝝅 ∉ [−
𝝅

𝟐
 , 𝝅]            لا يجزئ التكامل

𝒏 =  −𝟏  , 𝒙 = −𝝅 ∉ [−
𝝅

𝟐
 , 𝝅]       لا يجزئ التكامل

𝒏 =  −𝟐  ,   𝒙 = −𝟐𝝅 ∉ [−
𝝅

𝟐
 , 𝝅]   لا يجزئ التكامل 

𝑨 =  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒇 (𝒙)𝒅𝒙 
𝝅

𝟎

𝟎

−
𝝅
𝟐

 

𝑨 = ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 + ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙  
𝝅

𝟎

𝟎

𝝅
𝟐

 

𝑨 = [−𝒄𝒐𝒔 𝒙]
−
𝝅
𝟐

𝟎 + [−𝒄𝒐𝒔 𝒙]𝟎
𝝅 = (−𝒄𝒐𝒔 𝟎 + 𝒄𝒐𝒔 

−𝝅

𝟐
) + (−𝒄𝒐𝒔 𝝅 + 𝒄𝒐𝒔 𝟎) 

𝑨 = (−𝟏 + 𝟎) + (𝟏 + 𝟏) = | − 𝟏| + |𝟐| = |𝟑| = 𝟑  

 

 

 

 

 

 

 
 

−]الى الفترة المعطاة  المنتمية القيمة نجدفعلى اساسه  𝒔𝒊𝒏 رسم منحني الـ  ملاحظة :
𝝅

𝟐
 , 𝝅] . 

= 𝒚جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة  :7 مثال  𝒄𝒐𝒔 𝒙  وعلى الفترة[−𝝅 , 𝝅]  . 

 

 

 

 

 

 

, 𝝅−]الى الفترة المعطاة المنتمية القيمة فعلى اساسه نجد  𝒄𝒐𝒔منحني الـ رسم  ملاحظة : 𝝅] 

𝒄𝒐𝒔 𝒙 = 𝟎  , 𝒙 =  
𝝅

𝟐
+ 𝒏 𝝅       𝒏 ∈ 𝒁  

𝒙 
2𝜋 

3𝜋

2
 

𝜋 𝐴2 

𝜋

2
 

0 

𝑨𝟏 

−
𝜋

2
 

−
3𝜋

2
 

−2𝜋 

x 
2𝜋 

3𝜋

2
 

𝜋 𝐴2 

𝜋

2
 

0 

𝐴1 

−
𝜋

2
 −

3𝜋

2
 

−2𝜋 

−𝜋 
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𝒏 =  𝟎  , 𝒙 =
𝝅

𝟐
∈ [−𝝅 , 𝝅]           يجزئ التكامل

𝒏 =  𝟏  , 𝒙 = 
𝟑𝝅

𝟐
∉ [−𝝅 , 𝝅]          لا يجزئ التكامل

𝒏 =  −𝟏  , 𝒙 =
−𝝅

𝟐
∈ [−𝝅 , 𝝅]      تكامليجزئ ال

𝒏 =  −𝟐  , 𝒙 =
−𝟑𝝅

𝟐
∉ [−𝝅 , 𝝅]       لا يجزئ التكامل 

𝒏 =  𝟐  , 𝒙 =
𝟓𝝅

𝟐
∉ [−𝝅 , 𝝅]              لا يجزئ التكامل 

[−𝝅 , 𝝅] ⟹ [−𝝅 , −
𝝅

𝟐
] , [−

𝝅

𝟐
 ,
𝝅

𝟐
] , [
𝝅

𝟐
 , 𝝅] 

𝑨𝟏 = ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ] −𝝅
−
𝝅
𝟐

−
𝝅
𝟐

−𝝅

= −𝟏 + 𝟎 =  −𝟏  

𝑨𝟐 = ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ] 
−
𝝅
𝟐

𝝅
𝟐

𝝅
𝟐

−
𝝅
𝟐

=  𝟏 + 𝟏 =  𝟐  

𝑨𝟑 = ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ] 𝝅
𝟐

𝝅
𝝅

𝝅
𝟐

=  𝟎 − 𝟏 =  −𝟏  

𝑨 = |𝑨𝟏| + |𝑨𝟐| + |𝑨𝟑| = |−𝟏| + |𝟐| + |−𝟏| = 𝟏 + 𝟐 + 𝟏 = 𝟒 𝒖𝒏𝒊𝒕
𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

= 𝒚جد المساحة المحددة بالمنحني / / واجب 1 س  𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙  𝟎]ومحور السينات على الفترة ,
𝝅

𝟐
]  

= 𝒚 بالمنحنيجد المساحة المحددة / واجب /  2س  𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙  𝟎]ومحور السينات ضمن الفترة ,
𝝅

𝟐
]  

𝒚واجب / جد المساحة المحددة بمنحني الدالة /  3س = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙        . ومحور السينات 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 نحنيينبم المساحة المحددة

, 𝒂]المعرفتين على الفترة  𝒈 (𝒙)   ،𝒇 (𝒙)اذا علمت معادلتي منحني  𝒃]  وكان المطلوب ايجاد المساحة بينهما فنقوم

𝒉 (𝒙)بايجاد الدالة المولدة وهي  = 𝒇 (𝒙) − 𝒈 (𝒙)  مع مراعاة الاحتمالات الخمسة سابقة الذكر بالنسبة للدالة

 .  𝒉 (𝒙)المولدة 

𝑨 = |∫ 𝒉(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

| 

اذا كانت الدالة المولدة لها أكثر من صورة واحدة فيمكن إجراء التكامل على اي صورة منها ما لم نضرب  ملاحظة :

 بعدد أو نقسم على عدد أو نرفع الطرفين الى قوة معينة كأن تكون تربيع أو جذر . 
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= 𝒚جد المساحة المحددة بالمنحني   : مثال  √𝒙  والمستقيم 𝒚 =  𝒙 

𝒉 (𝒙)  الحل : = √𝒙 − 𝒙   الدالة المولدة 

𝒙 =  √𝒙     بالتربيع 

𝒙𝟐 = 𝒙 ⟹ 𝒙 (𝒙 − 𝟏) = 𝟎  

𝒙 =  𝟎    ,   𝒙 = 𝟏      𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏] 

𝑨 = ∫ (√𝒙 − 𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ (𝒙
1
2 − 𝒙)  𝒅𝒙 =

𝟏

𝟎

[
𝒙
3
2

𝟐
𝟑

−
𝒙𝟐

𝟐
]𝟎
𝟏 = [

𝟐

𝟑
√𝒙𝟑

𝟏

𝟎

− 
𝒙𝟐

𝟐
]𝟎
𝟏 

𝑨 = [
𝟐

𝟑
− 
𝟏

𝟐
] − [𝟎] =  

𝟏

𝟔
⟹ 𝑨 = |

𝟏

𝟔
| =  

𝟏

𝟔
𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

𝒚جد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحني  : مثال =  𝒙𝟑  والمستقيم𝒚 =  𝒙 

𝒉 (𝒙)الحل :   = 𝒙𝟑 − 𝒙  الدالة المولدة 

𝒙𝟑 − 𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙(𝒙𝟐 − 𝟏)  =  𝟎 ⟹ 𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙 =  𝟎     𝒐𝒓  𝒙𝟐 = 𝟏 ⟹ 𝒙 = ±𝟏  

𝒙 =  𝟎        , 𝒙 = 𝟏      ,      𝒙 =  −𝟏                [−𝟏 , 𝟎]    ,    [𝟎 , 𝟏] 

𝑨 = ∫ (𝒙𝟑 − 𝒙)𝒅𝒙 + ∫ (𝒙𝟑 − 𝒙)𝒅𝒙 
𝟏

𝟎

𝟎

−𝟏

= [
𝒙𝟒

𝟒
− 
𝒙𝟐

𝟐
]−𝟏
𝟎 + [

𝒙𝟒

𝟒
− 
𝒙𝟐

𝟐
]𝟎
𝟏 

𝑨 = (𝟎) − (
𝟏

𝟒
− 
𝟏

𝟐
) + (

𝟏

𝟒
− 
𝟏

𝟐
) − (0) = |

𝟏

𝟒
| + |

−𝟏

𝟒
| =  

𝟏

𝟐
 

𝒇 (𝒙)جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين  : مثال = 𝒄𝒐𝒔  𝒙  ،𝒈 (𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙   وعلى الفترة

[−
𝝅

𝟐
 ,
𝝅

𝟐
] 

 الحل : 

[𝒔𝒊𝒏 𝒙 =  𝒄𝒐𝒔 𝒙 ] ÷ 𝒄𝒐𝒔𝒙 ⟹  𝒕𝒂𝒏 𝒙 =  𝟏 ⟹ 𝒙 =  
𝝅

𝟒
 زاوية الاسناد

موجبة في الربعين الأول والثالث دالة الظل   

𝒙 =  
𝝅

𝟒
 ∈ [−

𝝅

𝟐
 ,
𝝅

𝟒
]        𝒐𝒓     𝒙 =  𝝅 + 

𝝅

𝟒
= 

𝟓𝝅

𝟒
 ∉  [−

𝝅

𝟐
 ,
𝝅

𝟐
] 

𝑨 = |∫ (𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙 )𝒅𝒙 |+|∫ (𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝒅𝒙 | = |[𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙]
−
𝝅
𝟐

𝝅
𝟒 + [𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙]𝝅

𝟒

𝝅
𝟐|

𝝅
𝟐

𝝅
𝟒

𝝅
𝟒

−
𝝅
𝟐

 

𝑨 = |(𝒔𝒊𝒏
𝝅

𝟒
+ 𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟒
) − 𝒔𝒊𝒏 (−

𝝅

𝟐
) + 𝒄𝒐𝒔 (−

𝝅

𝟐
)| + |(𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟐
) − (𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟒
+ 𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟒
)| 

𝑨 = |(
𝟏

√𝟐
+
𝟏

√𝟐
) − (−𝟏 + 𝟎 )| + |( 𝟏 + 𝟎 ) − (

𝟏

√𝟐
+
𝟏

√𝟐
)| = |

𝟐

√𝟐
+ 𝟏| + |𝟏 −

𝟐

√𝟐
| 

𝑨 = |√𝟐 + 𝟏 | + | 𝟏 − √𝟐| = |√𝟐 + 𝟏 + √𝟐 − 𝟏| = 𝟐 √𝟐   𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 
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−]جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين وعلى الفترة  : مثال
𝝅

𝟐
 ,
𝝅

𝟐
] 𝒚 = −𝒔𝒊𝒏 𝒙  , 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒙   

الحل :  زاوية الاسناد 
𝝅

𝟒
 حيث دالة الظل تكون سالبة في الربعين الثاني والرابع  

−𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔  𝒙 ⟹ −𝒕𝒂𝒏 𝒙 = 𝟏 

𝒙 =  𝝅 − 
𝝅

𝟒
=  
𝟑𝝅

𝟒
 ∉  [−

𝝅

𝟐
 ,
𝝅

𝟐
]          𝒐𝒓    𝒙 = 𝟐𝝅 −

𝝅

𝟒
∉  [−

𝝅

𝟐
 ,
𝝅

𝟐
] 

𝑨 =  ∫ (𝑐𝒐𝒔 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙 )𝒅𝒙

𝝅
𝟐

−𝝅
𝟐

= [𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 ]
−
𝝅
𝟐

𝝅
𝟐  

𝑨 = (𝒔𝒊𝒏 
𝝅

𝟐
− 𝒄𝒐𝒔 

𝝅

𝟐
) − 𝒔𝒊𝒏 (−

𝝅

𝟐
) − 𝒄𝒐𝒔 (−

𝝅

𝟐
) 

𝑨 = |(𝟏 − 𝟎) − (−𝟏 − 𝟎)| = |𝟏 + 𝟏 | = |𝟐| = 𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

𝒈 (𝒙)جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين  : مثال = 𝒔𝒊𝒏 𝒙  , 𝒇 (𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙   𝟎]وعلى الفترة ,
𝝅

𝟐
] 

 الحل :

𝒉 (𝒙) =  𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 –  𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 –  𝑠𝒊𝒏 𝒙 =  𝒔𝒊𝒏 𝒙 (𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟏 ) 

𝒔𝒊𝒏 𝒙 (𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙 –  𝟏)  =  𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒔𝒊𝒏 𝒙 =  𝟎 ⟹ 𝒙 =  𝟎 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
= 𝒙     لا يجزئ   [  𝝅 ∉  [𝟎 ,

𝝅

𝟐
] 

𝒐𝒓           𝒄𝒐𝒔 𝒙 =  
𝟏

𝟐
⟹ 𝒙 = 

𝝅

𝟑
 ∈  [𝟎 ,

𝝅

𝟐
]                   𝒙 = 𝟐𝝅 −

𝝅

𝟑
=  
𝟓𝝅

𝟑
 ∉  [𝟎 ,

𝝅

𝟐
] 

𝑨 = ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 (𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 (𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙 

𝝅
𝟐

𝝅
𝟑

𝝅
𝟑

𝟎

 

 𝑨 = − 
𝟏

𝟐
∫ (𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏)(−𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 𝒅𝒙 + (− 

𝟏

𝟐
)∫ (𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏)(−𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝒅𝒙 

𝝅
𝟐

𝝅
𝟑

𝝅
𝟑

𝟎

 

𝑨 = −
𝟏

𝟒
[(𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏)𝟐] 

𝟎

𝝅
𝟑 + (−

𝟏

𝟒
) [(𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏)𝟐] 𝝅

𝟑

𝝅
𝟐  

𝑨 = −
𝟏

𝟒
[(𝟐𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟑
− 𝟏)

𝟐

−(𝟐𝒄𝒐𝒔 𝟎 − 𝟏)𝟐] −
𝟏

𝟒
[ (𝟐𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟐
− 𝟏)

𝟐

− (𝟐𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
− 𝟏)

𝟐

] 

𝑨 = |
−𝟏

𝟒
[(𝟏 − 𝟏)𝟐 − (𝟐 − 𝟏)𝟐]| + |

−𝟏

𝟒
[(𝟎 − 𝟏)𝟐 − (𝟏 − 𝟏)𝟐]| =

𝟏

𝟒
+ 
𝟏

𝟒
=  
𝟏

𝟐
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 المسافة

 𝒂 (𝒕)والتعجيل  𝑽 (𝒕) والسرعة  𝑺 (𝒕) أما الازاحة فهي  ،وهي كمية غير متجهة  (𝒅) ويرمز لها بالرمز المسافة :

 كميات متجهة لذلك فإن :  وهي

𝒅 =  ∫ |𝑽(𝒕)| 𝒅𝒕    ,      𝑺 (𝒕) = ∫ 𝑽(𝒕) 𝒅𝒕    ,    𝑽(𝒕) =  ∫𝒂 (𝒕)𝒅𝒕  
𝒕𝟐

𝒕𝟏

𝒕𝟐

𝒕𝟏

 

  𝟎 ( اقصى مسافة يصل اليها الجسم عند السرعة =1 : ملاحظة

, 𝟎]من البدء بالحركة   𝐬𝐞𝐜 𝟑( بعد الجسم بعد مرور 2                𝟑] 

  ملاحظات :

                    هي 𝒕تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم فإن المسافة المقطوعة في الثانية   𝑽 (𝒕). اذا كانت 1

𝒅 =  | ∫ 𝑽 (𝒕)𝒅𝒕|
𝒕

𝒕−𝟏
∫اذا طلب في السؤال جد المسافة خلال الثانية الثامنة يعني حساب  فمثلًا    

𝟖

𝟕
 

ثانية من بدء الحركة فان بعد الجسم  𝒕تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم بعد مرور  𝑽 (𝒕). اذا كانت 2

= 𝑺هو   ∫ 𝑽 (𝒕) 𝒅𝒕
𝒕

𝟎
 

)نكامل بالتكامل غير المحدد(  نافإن 𝑽 (𝒕)تمثل تعجيل جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة  𝒂 (𝒕). واذا كانت 3

∫𝒂 (𝒕)𝒅𝒕 = 𝑽 (𝒕) + 𝒄  

 لأن الناتج لا يهم اذا كان موجب أو سالب أو صفر . نأخذ المطلق هي تكامل محدد السرعة ولا  . الازاحة4

𝟎 . أقصى سرعة يصل اليها الجسم عندما يكون التعجيل 5 = 

𝑽 (𝒕)جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة  : مثال =  𝟐𝒕 –  𝟒 𝒎/𝒔    : فجد 

, 𝟏]أ( المسافة المقطوعة في الفترة  𝟑] 

𝑽 (𝒕) =  𝟎   ⟹ 𝟐𝒕 − 𝟒 = 𝟎 ⟹ 𝒕 = 𝟐 ∈ [𝟏 , 𝟑]  

𝒅 = |∫ (𝟐𝒕 − 𝟒)𝒅𝒕 |+|∫ (𝟐𝒕 − 𝟒) 𝒅𝒕 |
𝟑

𝟐

𝟐

𝟏

= |[𝒕𝟐 − 𝟒𝒕]𝟏
𝟐 + [𝒕𝟐 − 𝟒𝒕]𝟐

𝟑| 

𝒅 = |(𝟒 − 𝟖) − (𝟏 − 𝟒)| + |(𝟗 − 𝟏𝟐) − (𝟒 − 𝟖)|  = 𝟏 + 𝟏 = 𝟐  

 [1 , 3]ب( الازاحة المقطوعة بالفترة 

𝑺 (𝒕)  = ∫ (𝟐𝒕 − 𝟒)𝒅𝒕 = [𝒕𝟐 − 𝟒𝒕]𝟏
𝟑 = [𝟗 − 𝟏𝟐] − [𝟏 − 𝟒] = −𝟑 + 𝟑 = 𝟎

𝟑

𝟏

 

 ج( المسافة المقطوعة في الثانية الخامسة 

𝒅 = |∫ 𝑽 (𝒕)𝒅𝒕 | =  |∫ (𝟐𝒕 − 𝟒)𝒅𝒕 |
𝟓

𝟒

𝟓

𝟒

= |[𝒕𝟐 − 𝟒𝒕]𝟒
𝟓| = |[𝟐𝟓 − 𝟐𝟎] − [𝟏𝟔 − 𝟏𝟔]| = 𝟓 𝒎   

 ثواني من بدء الحركة  4د( بعد مضي 



 

288 

𝑺 = |∫ (𝟐𝒕 − 𝟒)𝒅𝒕 = [𝒕𝟐 − 𝟒𝒕 ]𝟎
𝟒

𝟒

𝟎

| = [𝟏𝟔 − 𝟏𝟔] − [𝟎] = 𝟎  

 4بعد مرور  (𝒎 /𝒔 𝟖𝟐) سرعته قد أصبحت  m/s 18)2( جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره  : مثال

 ثواني من بدء الحركة . 

 ثواني  𝟑( بعده عن نقطة بدء الحركة بعد مرور 2           ( المسافة خلال الثانية الثالثة 1أحسب : 

 ثواني  𝟏𝟎( جد السرعة بعد مرور 3            

 الحل : 

𝑽 (𝒕) =  ∫𝒂 (𝒕) 𝒅𝒕 ⟹ 𝑽 (𝒕) =  ∫𝟏𝟖 𝒅𝒕 = 𝟏𝟖 𝒕 + 𝒄  

𝑽 (𝒕) = 𝒕      عندما        𝟖𝟐 = 𝟒  

𝟖𝟐 =  𝟏𝟖 (𝟒) +   𝒄 ⟹   𝒄 = 𝟖𝟐 − 𝟕𝟐 = 𝟏𝟎   

𝑽 (𝒕) = 𝟏𝟖 𝒕 + 𝟏𝟎 

𝒅 =  ∫ (𝟏𝟖 𝒕 + 𝟏𝟎)𝒅𝒕 = [
𝟏𝟖 𝒕𝟐

𝟐
+ 𝟏𝟎 𝒕 ]𝟐

𝟑
𝟑

𝟐

 

𝒅 = [𝟖𝟏 + 𝟑𝟎] − [𝟑𝟔 + 𝟐𝟎] = 𝟏𝟏𝟏 − 𝟓𝟔 = 𝟓𝟓 𝒎  

𝑺 =  ∫ (𝟏𝟖𝒕 + 𝟏𝟎)𝒅𝒕 = [𝟗𝒕𝟐 + 𝟏𝟎𝒕]𝟎
𝟑

𝟑

𝟎

= [𝟖𝟏 + 𝟑𝟎] − [𝟎] = 𝟏𝟏𝟏 𝒎 

𝑽(𝒕) = 𝟏𝟖𝒕 + 𝟏𝟎 ⟹ 𝑽(𝟏𝟎) = 𝟏𝟖(𝟏𝟎) + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟗𝟎  𝒎/𝒔 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  4)– 6(حل تمارين 

= 𝒚( جد المساحة المحددة بالمنحني 1 𝒙𝟒 −   𝒙     ومحور السينات والمستقيمين𝒙 =  −𝟏  ، 𝒙 =  𝟏  

𝒚الحل : نجعل  =  لإيجاد نقاط التقاطع  𝟎

𝒙𝟒 −   𝒙 = 𝟎  ⟹ 𝒙 (𝒙𝟑 − 𝟏) =  𝟎 

𝒙 = 𝟎 ∈ [−𝟏 , 𝟏]                𝒙 = 𝟏 ∈ [−𝟏 , 𝟏]  

𝑨 = |∫ 𝒇 (𝒙)𝒅𝒙 
𝟎

−𝟏

| + |∫ 𝒇 (𝒙)𝒅𝒙 
𝟏

𝟎

|  

𝑨 = |∫ (𝒙𝟒 −   𝒙) 𝒅𝒙 
𝟎

−𝟏

| + |∫ (𝒙𝟒 −   𝒙)𝒅𝒙 
𝟏

𝟎

|  

𝑨 = |[
𝒙𝟓

𝟓
 − 
𝒙𝟐

𝟐
]−𝟏
𝟎 | + |[

𝒙𝟓

𝟓
 − 
𝒙𝟐

𝟐
]𝟎
𝟏| = | (𝟎 − 𝟎) − (

𝟏

𝟓
 − 
𝟏

𝟐
 )| + |(

𝟏

𝟓
 − 
𝟏

𝟐
 ) − (𝟎 − 𝟎)|  
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= |
−𝟐 − 𝟓

𝟏𝟎
| + |

𝟐 − 𝟓

𝟏𝟎
| =  

𝟕

𝟏𝟎
+ 
𝟑

𝟏𝟎
=  
𝟏𝟎

𝟏𝟎
= 𝟏 

𝒇 (𝒙)( جد المساحة المحددة للدالة2 = 𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 − , 𝟐−]وعلى الفترة    𝟒  وعلى محور السينات [𝟑

𝒇 (𝒙)الحل : نجعل  =  لإيجاد نقاط التقاطع   𝟎

𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒 = 𝟎 ⟹ (𝒙𝟐 − 𝟒 )( 𝒙𝟐 + 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓 𝒙 = ±𝟐  ∈ [−𝟐 , 𝟑]   

𝒐𝒓         𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 =  يهمل    1−

𝒙 =  𝟐 ∈ [−𝟑 , 𝟑]  𝒐𝒓 𝒙 =  −𝟐 ∈ [−𝟐 , 𝟑]      

𝑨 = |∫ 𝒇 (𝒙)𝒅𝒙 
𝟐

−𝟐

| + |∫ 𝒇 (𝒙)𝒅𝒙 
𝟑

𝟐

|  

𝑨𝟏 = |∫ (𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒)𝒅𝒙 
𝟐

−𝟐

|   

𝑨𝟏 = [
𝟏

𝟓
 𝒙𝟓 − 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 ]−𝟐

𝟐 = [
𝟑𝟐

𝟓
− 𝟖 − 𝟖 ] − [ 

−𝟑𝟐

𝟓
+ 𝟖 + 𝟖] =  

𝟔𝟒 − 𝟏𝟔𝟎

𝟓
=  
−𝟗𝟔

𝟓
  

𝑨𝟐 = |∫ (𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒)𝒅𝒙 
𝟑

𝟐

| = [
𝟏

𝟓
𝒙𝟓 − 𝟑𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 ]𝟐

𝟑   

𝑨𝟐 = [
𝟐𝟒𝟑

𝟓
− 𝟐𝟕 − 𝟏𝟐] − [ 

−𝟑𝟐

𝟓
− 𝟖 − 𝟖] =  

𝟐𝟏𝟏 − 𝟏𝟏𝟓

𝟓
=  
𝟗𝟔

𝟓
  

𝑨 = |𝑨𝟏| + |𝑨𝟐| =   |
−𝟗𝟔

𝟓
| + |

−𝟗𝟔

𝟓
| =  

𝟏𝟗𝟐

𝟓
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

𝒇 (𝒙)( جد المساحة المحددة بالدالة 3  = 𝒙𝟒 − 𝒙𝟐   ومحور السينات 

 الحل : 

𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 (𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒙𝟐 =  𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎  

𝒐𝒓          𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙 =  ±𝟏 
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𝑨 = |∫ (𝒙𝟒 − 𝒙𝟐)𝒅𝒙 
𝟎

−𝟏

| + |∫ (𝒙𝟒 − 𝒙𝟐)
𝟏

𝟎

𝒅𝒙 |  

 𝑨𝟏 = [
𝒙𝟓

𝟓
 − 
𝒙𝟑

𝟑
  ]−𝟏
𝟎 + [

𝒙𝟓

𝟓
 − 
𝒙𝟑

𝟑
]𝟎
𝟏 = [𝟎] − [

−𝟏

𝟓
+ 
𝟏

𝟑
] + [

𝟏

𝟓
− 
𝟏

𝟑
] − [𝟎]  

= |
−𝟐

𝟏𝟓
| + |

−𝟐

𝟏𝟓
| =  

𝟐

𝟏𝟓
+ 
𝟐

𝟏𝟓
=  
𝟒

𝟏𝟓
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐  

= 𝒚( جد المساحة المحددة بالمنحني 4  𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙   𝟎]ومحور السينات وعلى الفترة ,
𝛑

𝟐
]    

= 𝒏الحل : الفترة موجبة فقط فلا نعوض بالقيم السالبة حيث   𝟎 , 𝟏 , 𝟐   

𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 = 𝟎         𝟑𝒙 = 𝟎 + 𝒏𝝅   

𝒏 = 𝒙    عندما  𝟎 = 𝟎 ∈ [𝟎 ,
𝝅

𝟐
]   لا يجزئ       

𝒏 = 𝟏              𝒙 =  
𝝅

𝟑
 ∈  [𝟎 ,

𝝅

𝟐
]   يجزئ     

𝒏 =  𝟐            𝒙 =  
𝟐𝝅

𝟑
 ∉  [𝟎 ,

𝝅

𝟐
]   لا يجزئ  

𝑨 = |∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 𝒅𝒙 

𝝅
𝟑

𝟎

| +  |∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 𝒅𝒙 

𝝅
𝟐

𝝅
𝟑

|   

𝑨 = |[
−𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙

𝟑
]
𝟎

𝝅
𝟑
| + |[

−𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙

𝟑
]
𝝅
𝟑

𝝅
𝟐
| 

𝑨 = |
(−𝒄𝒐𝒔𝟑

𝝅
𝟑
)

𝟑
−
(−𝒄𝒐𝒔𝟑 (𝟎))

𝟑
| + |

(−𝒄𝒐𝒔 𝟑 (
𝝅
𝟐
))

𝟑
−
(−𝒄𝒐𝒔 𝟑

𝝅
𝟑
)

𝟑
 |  

𝑨 = |
(−𝒄𝒐𝒔 𝝅)

𝟑
−
(−𝒄𝒐𝒔𝟑 (𝟎))

𝟑
| + |

(−𝒄𝒐𝒔 
𝟑𝝅
𝟐
)

𝟑
−
(−𝒄𝒐𝒔𝟑 𝝅)

𝟑
| 

𝑨 = |[
−(−𝟏)

3
] − [

−𝟏

𝟑
]| + | [𝟎] − [

−(−𝟏)

𝟑
]| = |

𝟏

𝟑
+
𝟏

𝟑
| + |

−𝟏

𝟑
| =

𝟐

𝟑
+
𝟏

𝟑
= 𝟏 
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= 𝒚( جد المساحة المحددة بالمنحني 5  𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − , 𝟎]ومحور السينات وعلى الفترة    𝟏
𝝅

𝟐
]   

𝒇(𝒙)الحل : نجعل   =  لإيجاد نقاط التقاطع   𝟎

 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 ⟹  𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 =  𝟎 ⟹   𝟐𝒙 =
𝝅

𝟐
+ 𝒏 𝝅        𝒏 = 𝟎 , 𝟏   

𝒏 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒙 =  
𝝅

𝟐
 ⟹ 𝒙 = 

𝝅

𝟒
 ∈  [𝟎 ,

𝝅

𝟐
]   يجزئ           

𝒏 = 𝟏 ⟹ 𝟐𝒙 =
𝟑𝝅

𝟐
 → 𝒙 =   

𝟑𝝅

𝟒
 ∉  [𝟎 ,

𝝅

𝟐
  لا يجزئ        [

𝑨 = |∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

| + |∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝝅
𝟒

| = | [
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙

𝟐
]
𝟎

𝝅
𝟒
| + | [

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟐
]
𝝅
𝟒

𝝅
𝟐
|   

𝑨 = |
𝒔𝒊𝒏𝟐 (

𝝅
𝟒
)

𝟐
−
𝒔𝒊𝒏 𝟐(𝟎)

𝟐
| + |

𝒔𝒊𝒏 𝟐 (
𝝅
𝟐
)

𝟐
−
𝒔𝒊𝒏 𝟐 (

𝝅
𝟒
)

𝟐
|  

𝑨 =
𝟏

𝟐
 | 𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟐
− 𝒔𝒊𝒏 𝟎 | + 

𝟏

𝟐
 |𝒔𝒊𝒏 𝝅 − 𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟐
|  

𝑨 =  
𝟏

𝟐
 |𝟏 − 𝟎| + 

𝟏

𝟐
 | 𝟎 − 𝟏 | =

𝟏

𝟐
 | 𝟏| + 

𝟏

𝟐
 |−𝟏 |  =  

𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
= 𝟏   𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐  

  ملاحظة : اذا كانت الصيغة

𝒚 =  𝟏 –  𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙   ,   𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙   ,    𝒚 =  𝒄𝒐𝒔𝟒 𝒚 − 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒚    ,   𝒚 =  𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙    

𝒚 = 𝟏 − 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙    ,     𝒚 =  𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙    
 كلها تعطي

⇒      –  𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙   

𝒚( جد المساحة المحددة بالدالتين 6 = 
𝟏

𝟐
 𝒙    ،𝒚 = √𝒙 − , 𝟐]وعلى الفترة  𝟏 𝟓]  

𝒇(𝒙)الحل : نجعل  = 𝒈(𝒙)  لإيجاد نقاط التقاطع 

𝟏

𝟐
 𝒙 =  √𝒙 −   بتربيع الطرفين      𝟏

𝟏

𝟒
𝒙𝟐 = 𝒙 − 𝟏 

×𝟒
⇒  𝒙𝟐 = 𝟒𝒙 − 𝟒 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒 = 𝟎 ⟹ (𝒙 − 𝟐)𝟐 = 𝟎

بالجذر

⇒  𝒙 − 𝟐 = 𝟎  

𝒙 = 𝟐 ∈ [𝟐,  لا نجزئ التكامل    [𝟓

𝑨 = ∫ (
𝟏

𝟐
𝒙 − √𝒙 − 𝟏

𝟓

𝟐

) 𝒅𝒙  
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𝑨 =   |∫ [
𝟏

𝟐
𝒙 − (𝒙 − 𝟏)𝟐]

𝟓

𝟐

𝒅𝒙 |  = |
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 − 

𝟐

𝟑
 (𝒙 − 𝟏)

𝟑
𝟐| 

𝑨 = |(
𝟐𝟓

𝟒
− 
𝟐

𝟑
√𝟒𝟑 ) − (𝟏 − 

𝟐

𝟑
√𝟏𝟑)|  = |(

𝟐𝟓

𝟒
− 
𝟏𝟔

𝟑
) − (𝟏 − 

𝟐

𝟑
)| =  |(

𝟐𝟓

𝟒
− 
𝟏𝟔

𝟑
) − (𝟏 + 

𝟐

𝟑
)| 

𝑨 = |
𝟕𝟓− 𝟔𝟒− 𝟏𝟐+ 𝟖

𝟏𝟐
| = 

𝟕

𝟏𝟐
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐  

,   𝒚 = 𝒙𝟐( جد المساحة المحددة بالدالتين 7 𝒚 =  𝒙𝟒 − 𝟏𝟐    

𝒇(𝒙)الحل : نجعل  = 𝒈(𝒙)  لإيجاد نقاط التقاطع 

 𝒙𝟒 − 𝟏𝟐 =  𝒙𝟐  ⟹ 𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 – 𝟏𝟐 = 𝟎 ⟹ (𝒙𝟐 − 𝟒)(𝒙𝟐 + 𝟑) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓    𝒙 =  ±𝟐       𝒐𝒓   𝒙 = ±√−𝟑 

𝑨 =  ∫ (𝒙𝟒 −  𝒙𝟐 – 𝟏𝟐)𝒅𝒙 = |[
𝒙𝟓

𝟓
− 
𝒙𝟑

𝟑
𝒙𝟑

𝟐

−𝟐

− 𝟏𝟐 𝒙]−𝟐
𝟐 |   

𝑨 = |(
𝟑𝟐

𝟓
− 
𝟖

𝟑
− 𝟐𝟒) − (

−𝟑𝟐

𝟓
+ 
𝟖

𝟑
+ 𝟐𝟒) |  

𝑨 = |
𝟔𝟒

𝟓
− 
𝟏𝟔

𝟑
− 𝟒𝟖 | = |(

𝟏𝟗𝟐 − 𝟖𝟎 − 𝟕𝟐𝟎

𝟏𝟓
)| = |(

−𝟔𝟎𝟖

𝟏𝟓
)| =  

𝟔𝟎𝟖

𝟏𝟓
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐  

𝒇 (𝒙)( جد المساحة المحددة بالدالتين8 =  𝒔𝒊𝒏 𝒙     𝒈 (𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙  حيث𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟐𝝅] 

𝒇(𝒙)الحل : نجعل  = 𝒈(𝒙)  لإيجاد نقاط التقاطع 

𝒉 (𝒙) =  𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 –  𝒔𝒊𝒏 𝒙 ⟹ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 (𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒔𝒊𝒏 𝒙 =  𝟎  ⟹ 𝒙 = 𝟎 ∈ [𝟎 , 𝟐𝝅]         𝒙 = 𝝅 ∈ [𝟎 , 𝟐𝝅]         𝒙 = 𝟐𝝅 ∈ [𝟎 , 𝟐𝝅]   

 𝒐𝒓   𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 = 𝟏 ⟹ 𝒙 = 𝟎 ∈ [𝟎 , 𝟐𝝅]           𝒙 =  𝟐𝝅 ∈ [𝟎 , 𝟐𝝅]         

𝑨 = |∫ ( 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 –  𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝒅𝒙| + |∫ ( 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 –  𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝒅𝒙|
𝟐𝝅

𝝅

𝝅

𝟎

  

𝑨 = |[
𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔𝒙]𝟎

𝝅| + |[
𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔𝒙]𝝅

𝟐𝝅|  

𝑨 = |[
𝒔𝒊𝒏𝟐(𝝅)

𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔(𝝅)] − [

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟎)

𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔(𝟎)]| + |[

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟐𝝅)

𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅)] − [

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝝅)

𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔(𝝅)]| 
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𝑨 = |[(𝟎 − 𝟏) − (𝟎 + 𝟏)]| + |[(𝟎 + 𝟏) − (𝟎 − 𝟏)]| = |−𝟏 − 𝟏| + |𝟏 + 𝟏| = |−𝟐| + 𝟐 = 𝟒 

𝒇(𝒙)جد المساحة المحددة بالدالتين  (9 = 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝟏   ،𝒈(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙   حيث𝒙 ∈ [𝟎 ,
𝟑𝝅

𝟐
]   

𝒇(𝒙)الحل  : نجعل  = 𝒈(𝒙)   لإيجاد نقط التقاطع 

𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝟏 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝟏 = 𝟎  ⟹ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 =  −𝟏 ⟹ 𝒙 =
𝟑𝝅

𝟐
∈ [𝟎 ,

𝟑𝝅

𝟐
] 

𝑨 = |∫ ( 𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙| = |[−𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒙]
𝟎

𝟑𝝅
𝟐 |

𝟑𝝅
𝟐

𝟎

  

𝑨 = |(−𝒄𝒐𝒔 
𝟑𝝅

𝟐
+
𝟑𝝅

𝟐
) − (−𝒄𝒐𝒔 (𝟎) + 𝟎)|  = |(𝟎 +

𝟑𝝅

𝟐
) − (−𝟏)| = |

𝟑𝝅

𝟐
+ 𝟏| =

𝟑𝝅

𝟐
+ 𝟏 

𝒚 جد المساحة المحددة بالدالة( 10 = 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟑𝒙  . ومحور السينات  

𝒚الحل : نجعل  =  لإيجاد نقط التقاطع  𝟎

𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙(𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟑) = 𝟎  

𝒙(𝒙 + 𝟏)(𝒙 + 𝟑) = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎     𝒙 = −𝟏     𝒙 = −𝟑   

𝑨 = |∫ ( 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟑𝒙)𝒅𝒙| + |∫ ( 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟑𝒙)𝒅𝒙|
𝟎

−𝟏

−𝟏

−𝟑

  

𝑨 = |[ 
𝒙𝟒

𝟒
+
𝟒𝒙𝟑

𝟑
+
𝟑𝒙𝟐

𝟐
]
−𝟑

−𝟏

| +  |[ 
𝒙𝟒

𝟒
+
𝟒𝒙𝟑

𝟑
+
𝟑𝒙𝟐

𝟐
]
−𝟏

𝟎

| 

𝑨 = |[ 
𝟏

𝟒
−
𝟒

𝟑
+
𝟑

𝟐
] − [ 

𝟖𝟏

𝟒
− 𝟑𝟔 +

𝟐𝟕

𝟐
]| + |(𝟎) − [ 

𝟏

𝟒
−
𝟒

𝟑
+
𝟑

𝟐
]| 

𝑨 = |[ 
𝟑 − 𝟏𝟔 + 𝟏𝟖 − 𝟐𝟒𝟑 + 𝟒𝟑𝟐 − 𝟏𝟔𝟐

𝟏𝟐
] − [ 

−𝟑 + 𝟏𝟔 − 𝟏𝟖

𝟏𝟐
]| 

𝑨 =
𝟑𝟐

𝟏𝟐
+ |

−𝟓

𝟏𝟐
| =  

𝟑𝟐+𝟓

𝟏𝟐
=
𝟑𝟕

𝟏𝟐
= 𝟑

𝟏

𝟏𝟐
 وحدة مساحة   

𝑽(𝒕)( جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 11 = (𝟑𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟑)𝒎 /𝒔  إحسب 

a 𝟐]( المسافة المقطوعة في الفترة , 𝟒]               b 𝟎]( الإزاحة في الفترة ,  1/ د 2015وزاري         [𝟓

 الحل : 

𝟑𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟑 = 𝟎   ]  ÷ 𝟑  

𝒕𝟐 − 𝟐𝒕 + 𝟏 = 𝟎 ⟹ (𝒕 − 𝟏)(𝒕 − 𝟏) = 𝟎 ⟹ 𝒕 − 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒕 = 𝟏 ∉ [𝟐 , 𝟒] 
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a) 𝒅 = | ∫ (𝟑𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟑)𝒅𝒕| =
𝟒

𝟐
|[ 𝒕𝟑 − 𝟑𝒕𝟐 + 𝟑𝒕]𝟐

𝟒| 

    = |(𝟔𝟒 − 𝟒𝟖 + 𝟏𝟐) − (𝟖 − 𝟏𝟐 + 𝟔)| = |𝟐𝟖 − 𝟐| = 𝟐𝟔 𝒎 

b) 𝒔 = | ∫ (𝟑𝒕𝟐 − 𝟔𝒕 + 𝟑)𝒅𝒕| =
𝟓

𝟎
|[ 𝒕𝟑 − 𝟑𝒕𝟐 + 𝟑𝒕]𝟎

𝟓| = (𝟏𝟐𝟓 − 𝟕𝟓 + 𝟏𝟓) − (𝟎) = 𝟔𝟓 𝒎 

𝟒𝒕) جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره( 12 + 𝟏𝟐) 𝒎 /𝒔𝟐  ثواني (𝟒)وكانت سرعته بعد مرور 

 :  إحسب 𝒎/𝒔 𝟗𝟎 تساوي

(a)  السرعة عندما𝒕 = 𝟐       (b)  𝟏]المسافة خلال الفترة , 𝟐]       (c)  ثواني من بدء الحركة  10الازاحة بعد 

 الحل : 

a) 𝑽(𝒕) =  ∫𝒂 (𝒕)𝒅𝒕 =  ∫(𝟒𝒕 + 𝟏𝟐)𝒅𝒕 =  𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟐𝒕 + 𝒄  

𝟗𝟎 = 𝟐(𝟏𝟔) + 𝟏𝟐 (𝟒) + 𝒄 ⟹ 𝟗𝟎 = 𝟑𝟐 + 𝟒𝟖 + 𝒄 ⟹ 𝒄 = 𝟗𝟎 − 𝟖𝟎 ⟹ 𝒄 = 𝟏𝟎  

𝑽(𝒕) = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟐𝒕 + 𝟏𝟎 ⟹ 𝑽(𝟐) = 𝟐(𝟒) + 𝟏𝟐 (𝟐) + 𝟏𝟎 = 𝟖 + 𝟐𝟒 + 𝟏𝟎 = 𝟒𝟐 𝒎/𝒔 

b) 𝒅 = ∫ (𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟐𝒕 + 𝟏𝟎)𝒅𝒕 =
𝟐

𝟏
|[ 
𝟐𝒕𝟑

𝟑
+ 𝟔𝒕𝟐 + 𝟏𝟎𝒕]

𝟏

𝟐

| = |(
𝟏𝟔

𝟑
+ 𝟐𝟒 + 𝟐𝟎) − (

𝟐

𝟑
+ 𝟔 + 𝟏𝟎)| 

𝒅 = |
𝟏𝟔

𝟑
+ 𝟒𝟒 −

𝟐

𝟑
− 𝟏𝟔| = | 

𝟏𝟒

𝟑
+ 𝟐𝟖| =

𝟏𝟒 + 𝟖𝟒

𝟑
=
𝟗𝟔

𝟑
 𝒎  

c) 𝒔 = ∫ (𝟐𝒕𝟐 + 𝟏𝟐𝒕 + 𝟏𝟎)𝒅𝒕 =
𝟏𝟎

𝟎
|[ 
𝟐𝒕𝟑

𝟑
+ 𝟔𝒕𝟐 + 𝟏𝟎𝒕]

𝟎

𝟏𝟎

| = | (
𝟐𝟎𝟎𝟎

𝟑
+ 𝟔𝟎𝟎 + 𝟏𝟎𝟎)− (𝟎)| 

𝒔 =
𝟐𝟎𝟎𝟎 + 𝟏𝟖𝟎𝟎+ 𝟑𝟎𝟎

𝟑
=
𝟒𝟏𝟎𝟎

𝟑
𝒎 

𝒕 𝟏𝟎𝟎) ثانية من بدء الحركة أصبحت سرعتها 𝑡تتحرك نقطة من السكون وبعد ( 13 − 𝟔𝒕𝟐)𝒎/𝒔  أوجد

  2/ د 2014وزاري  الزمن اللازم لعودة النقطة الى موضعها الأول الذي بدأت منه ثم إحسب التعجيل عندها .

 الحل : 

𝑽(𝒕) = 𝟏𝟎𝟎 𝒕 − 𝟔𝒕𝟐  نكامل الطرفين  

𝒔 = ∫(𝟏𝟎𝟎 𝒕 − 𝟔𝒕𝟐) 𝒅𝒕 ⟹ 𝒔 = 𝟓𝟎𝒕𝟐 − 𝟐𝒕𝟑 + 𝒄  

𝒔 ∴        النقطة تتحرك من السكون ∵ = 𝟎   ,   𝒕 = 𝟎     

𝟎 = 𝟓𝟎𝒕𝟐 − 𝟐𝒕𝟑 + 𝒄 ⟹ 𝒄 = 𝟎  

∴  𝒔 = 𝟓𝟎𝒕𝟐 − 𝟐𝒕𝟑 

 تساوي صفر لذا يكون :  (s)عند عودة النقطة الى موضعها الأول يعني ان الازاحة 

𝟓𝟎𝒕𝟐 − 𝟐𝒕𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒕𝟐(𝟓𝟎 − 𝟐𝒕) = 𝟎 
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𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒕𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒕 =   يهمل   𝟎

𝒐𝒓    𝟓𝟎 − 𝟐𝒕 = 𝟎 ⟹   𝟐𝒕 = 𝟓𝟎 ⟹   𝒕 = 𝟐𝟓   𝒔𝒆𝒄  الزمن اللازم لعودة النقطة الى موضعها الأول    

𝒂(𝒕) = 𝑽́(𝒕)    التعجيل  

𝒂(𝒕) = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟐 𝒕  

𝒂(𝟐𝟓) = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟐(𝟐𝟓) = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟑𝟎𝟎 = −𝟐𝟎𝟎 𝒎/𝒔𝟐 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 يةلحجوم الدورانا

𝒚منحني الدالة بين لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة  -1 = 𝒇(𝒙)  المستمرة من𝒂 = 𝒙 

= 𝒃الى 𝒙   حول محور السينات نطبق العلاقة 𝐕 = 𝝅∫ 𝒚𝟐𝒅𝒙
𝒃

𝒂
 

𝒙ساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة لح -2 = 𝒇(𝒚)  المستمرة من             𝒚 =

 𝒃  الى  𝒚 =  𝒂   محور الصادات نطبق العلاقة حول𝐕 = 𝝅∫ 𝒙𝟐
𝒃

𝒂
𝒅𝒚  

𝒙√ المنحني المنطقة المحددة بين  : مثال =  𝒚 , 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ حول محور السينات جد  دارتومحور السينات   𝟒

 ها .حجم

 الحل : 

𝐕 = 𝝅∫ 𝒚𝟐𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝝅∫ (√𝒙)𝟐

𝟒

𝟎
𝒅𝒙 = 𝛑∫ 𝒙

𝟒

𝟎
𝒅𝒙 = [𝝅

𝒙𝟐

𝟐
]𝟎
𝟒= 𝟖𝝅 − 𝟎𝝅 =  𝟖𝝅   وحدة مكعبة 

𝟏 بين المنحني  المنطقة المحددة : مثال ≤ 𝒚 ≤ 𝟒  𝒙 =
𝟏

√𝒚
 .  محور الصادات جد حجمها دارت حول   , 

 الحل : 

 𝐕 = 𝛑∫ 𝒙𝟐
𝟒

𝟏
𝒅𝒚 =𝝅∫ (

𝟏

√𝒚
)𝟐

𝟒

𝟏
𝒅𝒚 = 𝝅∫

𝟏

𝒚

𝟒

𝟏
𝒅𝒚 = 𝝅 [𝒍𝒏 𝒚]𝟏

𝟒 =  𝝅 [𝒍𝒏 𝟒 − 𝒍𝒏𝟏] = 𝟐𝝅𝒍𝒏𝟐 وحدة مكعبة   

𝒇(𝒙) الناتج من دوران المساحة المحصورة بين منحني الدالةجد الحجم  : مثال =  𝒙𝟐 +         والمستقيم 𝟏

𝒚 =  دورة كاملة . الصاداتحول محور  𝟒

𝒙نجد التقاطع مع :  الحل =        𝒚    بوضع     𝟎

𝒚 = 𝟎 + 𝟏 ⟹ 𝒚 =  𝟏     ,      [𝟏, 𝟒 ]  

𝐕 = 𝛑∫ 𝒙𝟐
𝟒

𝟏

𝒅𝒚 

𝒚 =  𝒙𝟐 + 𝟏  ⟹ 𝒙𝟐 =  𝒚 − 𝟏 

𝐕 = 𝝅∫ ( 𝐲 − 𝟏 )
𝟒

𝟏
 𝒅𝒚 =  𝝅[

𝒚𝟐

𝟐
− 𝒚]𝟏

𝟒 = 𝝅 [
𝟏𝟔

𝟐
− 𝟒] − [

𝟏  

𝟐
− 𝟏] =

𝟗

𝟐
𝝅 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟑 

𝒙اوجد حجم الشكل الناتج من دوران القطع المكافئ  : مثال =  𝟐 𝒚𝟐 ومحور الصادات ضمن الفترة                          

𝒚 =  𝟐 , 𝒚 =  𝟎   
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 الحل : 

𝐕 = 𝝅∫ 𝒙𝟐
𝒃

𝒂

𝒅𝒚 = 𝝅∫  𝒙𝟐
𝟐

𝟎

 𝒅𝒚         , 𝒙 = 𝟐𝒚𝟐
بالتربيع

⇒   𝒙𝟐 = 𝟒𝒚𝟒 

𝑽 = 𝝅∫ 𝟒𝒚𝟒
𝟐

𝟎
𝒅𝒚 = 𝟒𝝅[

𝒚𝟓

𝟓
]𝟎
𝟐 = 𝟒𝝅 [

𝟐𝟓

𝟓
−
𝟎

𝟓
] = 𝟒𝝅 [

𝟑𝟐

𝟓
] = 

𝟏𝟐𝟖𝝅

𝟓
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟑  

𝒚𝟐 المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته  ناوجد الحجم الناتج من دورا : مثال =  𝟖 𝒙 والمستقيمين         

𝒙 =  𝟐 , 𝒙 =  . حول المحور السيني  𝟎

 الحل : 

𝐕 = 𝛑∫ 𝒚𝟐
𝒃

𝒂
𝒅𝒙 = 𝝅∫ 𝟖𝒙

𝟐

𝟎
𝒅𝒙 = 𝟒𝝅[𝒙𝟐]𝟎

𝟐 = 𝟒𝝅[𝟒 − 𝟎] = 𝟏𝟔𝝅 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟑   

𝒚اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالمقطع المكافئ الذي معادلته  : مثال = 𝟐 𝒙𝟐 ين          والمستقيم 

𝒙 = 𝟎 , 𝒙 =  . ور السينيالمححول   𝟓 

 الحل :

𝐕 = 𝛑∫ 𝒚𝟐
𝐛

𝐚

𝒅𝒙 = 𝝅∫ (𝟐 𝒙𝟐)𝟐
𝟓

𝟎

𝒅𝒙 = 𝟒𝝅∫ 𝒙𝟒
𝟓

𝟎

𝒅𝒙 = 𝟒𝝅[
𝒙𝟓

𝟓
]𝟎
𝟓 

𝐕 =
𝟒𝝅

𝟓
[𝒙𝟓]𝟎

𝟓 =
𝟒𝝅

𝟓
[𝟓𝟓 − 𝟎𝟓] =

𝟒𝝅

𝟓
[𝟑𝟏𝟐𝟓 − 𝟎] = 𝟐𝟓𝟎𝟎𝝅          وحدة مكعبة 

𝒚اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالمقطع المكافئ  : مثال = 𝟒 𝒙𝟐 والمستقيمين                     

𝒚 = 𝟏𝟔 , 𝒚 =  .حول المحور الصادي   𝟎

 :الحل 

𝐕 = 𝛑∫ 𝒙𝟐
𝐛

𝐚
 𝒅𝒚 = 𝝅∫

𝒚

𝟒

𝟏𝟔

𝟎
 𝒅𝒚 =  

𝝅

𝟒
[𝒚𝟐]𝟎

𝟏𝟔 = 𝝅 [
𝟏𝟔𝟐

𝟖
−  𝟎] = 𝟑𝟐𝝅   وحدة مكعبة 

𝒚ة بين منحني الدال المحصورةاوجد حجم المنطقة  : مثال =
𝟏

𝒙
= 𝒚والمستقيمين   𝟐 , 𝒚 = ومحور الصادات   𝟏 

 .دورة كاملة حول المحور الصادي 

 الحل :

𝐕 = 𝛑∫ 𝒙𝟐
𝐛

𝐚
 𝒅𝒚                            𝒙 =

𝟏

𝐲
 
بالتربيع

⇒   𝒙𝟐 =
𝟏

𝒚𝟐
 

𝐕 = 𝝅∫
𝟏

𝒚𝟐

𝟐

𝟏
𝒅𝒚 =  𝝅[

−𝟏

𝐲 
]𝟏
𝟐 = 𝝅 [

−𝟏

𝟐
+ 𝟏] =

𝝅

𝟐 
 وحدة مكعبة   

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 ( 4– 7)حل تمارين 

𝒚: أوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ  1س = 𝒙𝟐 والمستقيمين          

𝒙 = 𝟏 , 𝒙 =   حول المحور السيني . 𝟐

 الحل : 

𝐕 = 𝛑∫ 𝒚𝟐
𝐛

𝐚

 𝒅𝒙 = 𝛑∫ (𝒙𝟐)2
𝟐

𝟏

 𝒅𝒙 = 𝛑∫ 𝒙𝟒
𝟐

𝟏

 𝒅𝒙 = 𝝅 [
𝒙𝟓

𝟓
]𝟏
𝟐 = 𝝅 [

𝟑𝟐

𝟓
−
𝟏

𝟓
] =

𝟑𝟏

𝟓
𝝅 

𝒚أوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين منحني الدالة :  2س = 𝒙𝟐 + 𝒚 والمستقيم 𝟏 = 𝟒 

  1/ د 2013وزاري    حول المحور الصادي .

 الحل : 

𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒚 = 𝟏  

∵ 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟏 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝒚 − 𝟏  

𝐕 = 𝛑∫ 𝒙𝟐
𝐛

𝐚
 𝒅𝒚 = 𝛑∫ (𝒚 − 𝟏)

𝟒

𝟏
 𝒅𝒚 = 𝝅 [

𝒚𝟐

𝟐
− 𝒚]𝟏

𝟒 =  𝝅 [(𝟖 − 𝟒) − (
𝟏

𝟐
− 𝟏)] = 𝝅 [𝟒 +

𝟏

𝟐
] = 𝟒

𝟏

𝟐
𝝅  

𝒚𝟐: إحسب الحجم المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني  3س + 𝒙 = 𝒙والمستقيم  𝟏 = حول  𝟎

 المحور الصادي . 

 الحل : 

𝒚𝟐 + 𝒙 = 𝟏 ⟹ 𝒙 = 𝟏 − 𝒚𝟐 

𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒚𝟐 = 𝟏 ⟹ 𝒚 =  حدود التكامل    ±𝟏

𝐕 = 𝛑∫ 𝒙𝟐
𝐛

𝐚

 𝒅𝒚 = 𝛑∫ (𝟏 − 𝒚𝟐)
𝟐

𝟏

−𝟏

 𝒅𝒚 = 𝛑∫ (𝟏 − 𝟐𝒚𝟐 + 𝒚𝟒)
𝟏

−𝟏

 𝒅𝒚 

𝐕 = 𝝅 [𝒚 −
𝟐𝒚𝟑

𝟑
+
𝒚𝟓

𝟓
]−𝟏
𝟏 = 𝝅 [(𝟏 −

𝟐

𝟑
+
𝟏

𝟓
) − (−𝟏 +

𝟐

𝟑
−
𝟏

𝟓
)] = 𝝅 [𝟐 −

𝟒

𝟑
+
𝟐

𝟓
] 

𝐕 =  
𝟑𝟎−𝟐𝟎+𝟔

𝟏𝟓
𝝅 =

𝟏𝟔

𝟏𝟓
𝝅     وحدة مكعبة 

𝒚𝟐: أحسب الحجم المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني  4س = 𝒙𝟑 والمستقيمان                         

𝒙 = 𝟎 , 𝒙 =  2/ د 2014وزاري  حول المحور السيني .        𝟐

 الحل : 

𝐕 = 𝛑∫ 𝒚𝟐
𝐛

𝐚
 𝒅𝒙 = 𝛑∫ 𝒙𝟑

𝟐

𝟎
 𝒅𝒙 = 𝝅 [

𝒙𝟒

𝟒
]𝟎
𝟐 =  𝝅 [

𝟏𝟔

𝟒
− 𝟎] = 𝟒𝝅   وحدة مكعبة 
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 حلول الاسئلة الوزارية حول التكامل

 : جد ناتج  1/ د1996 / وزاري

1) ∫(𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟑 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 )𝒅𝒙 = −𝒄𝒐𝒔 𝒙 –  𝟑 𝒕𝒂𝒏𝒙 +  𝒄  

2) ∫
𝟏

√𝟏+𝒙 

𝟑

𝟎
 𝒅𝒙 =  ∫ (𝟏 + 𝒙)

−
𝟏

𝟐
𝟑

𝟎
 𝒅𝒙 = [

(𝟏+𝒙)
𝟏
𝟐

𝟏

𝟐

]
𝟎

𝟑

 

= [𝟐 (𝟏 + 𝒙)
𝟏
𝟐]
𝟎

𝟑

= [𝟐(𝟐𝟐)
𝟏
𝟐] − [ 𝟐(𝟏)

𝟏
𝟐] = 𝟒 − 𝟐 = 𝟐  

3) ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟔𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 𝒅𝒙 =  ∫(𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝟑𝒙) 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 𝒅𝒙  

 =
𝟏

𝟑
∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 (𝟑) 𝒅𝒙 − 𝟐 ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟑𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 𝒅𝒙  

=  
𝟏

𝟑
 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 − 

𝟐

𝟑
 .
𝒔𝒊𝒏𝟑𝟑𝒙 

𝟑
 + c = 

𝟏

𝟑
 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 − 

𝟐

𝟗
𝒔𝒊𝒏𝟑𝟑𝒙 + 𝒄  

 : جد ناتج  2 / د 1996/  وزاري

∫(𝒔𝒆𝒄 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙)(𝒔𝒆𝒄 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝒅𝒙  

   = ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)𝒅𝒙 =  ∫𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙 − 
𝟏

𝟐
∫(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝒅𝒙  

  =  𝒕𝒂𝒏 𝒙 − 
𝟏

𝟐
(𝒙 − 

𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙) + 𝒄 = 𝒕𝒂𝒏 𝒙 − 

𝟏

𝟐
 𝒙 + 

𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 𝒄 

 جد ناتج ::  1/ د 1997/  وزاري

 ∫ 𝒙 √𝒙𝟐 − 𝟏𝟓
𝟖

𝟒
 𝒅𝒙 = ∫ 𝒙 (𝒙𝟐 − 𝟏𝟓)

𝟏

𝟐𝒅𝒙
𝟖

𝟒
 

  =  
𝟏

𝟐
∫ 𝟐𝒙 (𝒙𝟐 − 𝟏𝟓)

𝟏

𝟐𝒅𝒙
𝟖

𝟒
= [

𝟏

𝟐
 .
(𝒙𝟐−𝟏𝟓)

𝟑
𝟐

𝟑

𝟐

]𝟒
𝟖 = [

𝟏

𝟑
 . (𝒙𝟐 − 𝟏𝟓)

𝟑

𝟐]𝟒
𝟖 

  =  [
𝟏

𝟑
(64 − 15)

𝟑

2] − [
𝟏

𝟑
(𝟏)

𝟑

𝟐] =  [
𝟏

𝟑
(𝟒𝟗)

𝟑

2] − [
𝟏

𝟑
(𝟏)

𝟑

𝟐] = [
𝟏

𝟑
(𝟕𝟐)

𝟑

2] − [
𝟏

𝟑
(𝟏)

𝟑

𝟐] 

  =
𝟑𝟒𝟑

𝟑
− 

𝟏

𝟑
=
𝟑𝟒𝟐

𝟑
= 𝟏𝟏𝟒  

 ناتج :: جد  1 / د 1997/  وزاري

∫𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 .
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝒅𝒙 

=
𝟏

𝟐
∫𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙 −

𝟏

𝟐
∫𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙𝒅𝒙 =

𝟏

𝟐
.
𝟏

𝟐
∫𝟐𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙 −

𝟏

𝟐
.
𝟏

𝟐
∫(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙 ) 𝒅𝒙  

=
𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 −

𝟏

𝟒
(𝒙 + 

𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙) + 𝒄 =

𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 −

𝟏

𝟒
𝒙 − 

𝟏

𝟏𝟔
 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 + 𝒄  
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 ناتج : : جد  2 / د 1997/  وزاري

 ∫(𝟏 +  𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 )𝟐 𝒅𝒙 = ∫(𝟏 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟑𝒙)𝒅𝒙 

=  ∫𝒅𝒙 + 𝟐 ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 𝒅𝒙 +
𝟏

𝟐
∫  (𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 )  𝒅𝒙 

= 𝒙 + 
𝟐

𝟑
 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 + 

𝟏

𝟐
(𝒙 + 

𝟏

𝟔
𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 ) + 𝒄 =  

𝟑

𝟐
 𝒙 + 

𝟐

𝟑
 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 + 

𝟏

𝟏𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 + 𝒄  

 ناتج :  : جد 1 / د 1998/  وزاري

∫(𝒄𝒐𝒔𝒙 −  𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 )𝟐 𝒅𝒙 =  ∫(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒙) 

=
𝟏

𝟐
∫(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙)𝒅𝒙 − 𝟐 ∫𝒄𝒐𝒔𝒙 . (𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒙𝒄𝒐𝒔 𝒙 )𝒅𝒙 + 

𝟏

𝟐
∫(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙)𝒅𝒙 

 =
𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙) + 𝟒 .

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙

𝟑
+ 

𝟏

𝟐
(𝒙 − 

𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙) + 𝒄   

 =
𝟏

2
𝒙 + 

𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 

𝟒

𝟑
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 + 

𝟏

𝟐
 𝒙 − 

𝟏

𝟖
 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 + 𝒄  

 = 𝒙 + 
𝟏

𝟒
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 

𝟒

𝟑
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 − 

𝟏

𝟖
 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 + 𝒄   

∫اذا كان   س :  :  1/ د 1998/  وزاري (𝒙 − 𝒙𝟑)𝒅𝒙 =  
−𝟗

𝟒

𝒂

−𝟏
∋ 𝒂ما قيمة      𝑹+ ؟  

 الحل : 

 ∫ (𝒙 − 𝒙𝟑)𝒅𝒙 =  
−𝟗

𝟒

𝒂

−𝟏
⟹ [

𝒙𝟐

𝟐
−
𝒙𝟒

𝟒
]
−𝟏

𝒂

= 
−𝟗

𝟒
 ⟹  [

𝒂𝟐

𝟐
−
𝒂𝟒

𝟒
] − [

𝟏

𝟐
− 

𝟏

𝟒
] =  

−𝟗

𝟒
 

𝒂𝟐

𝟐
−
𝒂𝟒

𝟒
−
𝟏

𝟐
+ 
𝟏

𝟒
=  
−𝟗

𝟒
 ⟹  

𝒂𝟐

𝟐
−
𝒂𝟒

𝟒
−
𝟏

𝟒
=  
−𝟗

𝟒

×4
⇒ 𝟐𝒂𝟐 − 𝒂𝟒 − 𝟏 =  −𝟗 

 − 𝒂𝟒 + 𝟐𝒂𝟐 − 𝟏 + 𝟗 = 𝟎 ⟹ − 𝒂𝟒 + 𝟐𝒂𝟐 + 𝟖 = 𝟎 ⟹  𝒂𝟒 − 𝟐𝒂𝟐 − 𝟖 = 𝟎  

(𝒂𝟐 − 𝟒)(𝒂𝟐 + 𝟐) = 𝟎 ⟹ (𝒂𝟐 − 𝟒) = 𝟎 ⟹ 𝒂𝟐 = 𝟒⟹ 𝒂 = 𝟐    ,   (𝒂𝟐 + 𝟐) =   يهمل 𝟎

∫اذا كان س : :   2/ د  1998/  وزاري (𝟐𝒙 + 𝟑)𝒅𝒙 =  𝟏𝟐
𝒃

𝒂
+ 𝒂وكان    𝟐𝒃 = , 𝒂ما قيمة   𝟑  𝒃 ∈ 𝑹  ؟ 

 الحل : 

 𝒂 =  𝟑 –  𝟐𝒃 ………… (𝟏)   

∫ (𝟐𝒙 + 𝟑)𝒅𝒙 =  𝟏𝟐
𝒃

𝒂

⟹ [𝒙𝟐 + 𝟑𝒙]𝒂
𝒃 = 𝟏𝟐 ⟹ [𝒃𝟐 + 𝟑𝒃] − [𝒂𝟐 + 𝟑𝒂] = 𝟏𝟐 

  𝒃𝟐 + 𝟑𝒃 − (𝟑 − 𝟐𝒃)𝟐 − 𝟑 (𝟑 − 𝟐𝒃) = 𝟏𝟐  

  𝒃𝟐 + 𝟑𝒃 − (𝟗 − 𝟏𝟐𝒃 + 𝟒𝒃𝟐) − 𝟗 + 𝟔𝒃 − 𝟏𝟐 = 𝟎   

  𝒃𝟐 + 𝟑𝒃 − 𝟗 + 𝟏𝟐𝒃 − 𝟒𝒃𝟐 − 𝟗 + 𝟔𝒃 − 𝟏𝟐 = 𝟎   
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  [−𝟑𝒃𝟐 + 𝟐𝟏𝒃 − 𝟑𝟎 = 𝟎 ] ÷ −𝟑 ⟹  𝒃𝟐 − 𝟕𝒃 + 𝟏𝟎 = 𝟎  

 (𝒃 − 𝟓)(𝒃 − 𝟐) = 𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒃 − 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒃 = 𝟐 ⟹ 𝒂 = 𝟑 − 𝟐 (𝟐) =  −𝟏  

 𝒐𝒓          𝒃 − 𝟓 = 𝟎 ⟹ 𝒃 = 𝟓 ⟹ 𝒂 = 𝟑 − 𝟐 (𝟓) =  −𝟕  

𝒇 (𝒙)المحددة بمنحني الدالة  جد المساحةس : : 2 / د 2000 / وزاري  =  𝟏 –  𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙  ومحور السينات

, 𝟎]     وعلى
𝝅

𝟐
]  . 

 الحل :

𝟏 –  𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ [𝟐𝒙 =
𝝅

𝟐
 ,
𝟑𝝅

𝟐
 ]  ÷ 𝟐     𝒙 =

𝜋

4
∈ [𝟎 ,

𝝅

𝟐
]  ,   

𝟑𝝅

𝟒
∉ [𝟎 ,

𝝅

𝟐
]  

[𝟎 ,
𝝅

𝟒
] , [

𝝅

𝟒
 ,
𝝅

𝟐
 الفترات  [

 𝑨 = |∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟒

𝟎

| + |∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙

𝝅
𝟐

𝝅
𝟒

| =  |[
𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ]

𝟎

𝝅
𝟒| + |[

𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ]𝝅

𝟒

𝝅
𝟐| 

      = |[
𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟐
]| − |[

𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏𝟎]| + |[

𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏𝝅]| − |[

𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟐
]| 

      =  |
𝟏

𝟐
(𝟏) − 

𝟏

𝟐
(𝟎)| + |

𝟏

𝟐
(𝟎) − 

𝟏

𝟐
(𝟏)| =  

𝟏

𝟐
+ 
𝟏

𝟐
= 𝟏 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

 ناتج :  : جد1/ د 2001 / وزاري

   ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙 = ∫[𝒔𝑖𝒏𝒙  𝒄𝒐𝒔𝒙]𝟐 𝒅𝒙 = ∫ [
𝟏

𝟐
(𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙)]

𝟐

𝒅𝒙 = ∫[
𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙]𝟐 𝒅𝒙 

= ∫
𝟏

𝟒
𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐𝒙 𝒅𝒙   =  

𝟏

𝟒
.
𝟏

𝟐
∫(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙)𝒅𝒙 =  

𝟏

𝟖
(𝒙 − 

𝟏

𝟒
𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙) + 𝒄 

=
𝟏

𝟖
 𝒙 − 

𝟏

𝟑𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 + 𝒄  

 ناتج : : جد 2/ د  2001 / وزاري

 ∫
𝒅𝒙

𝟗−𝟏𝟐𝒙+𝟒𝒙𝟐

𝟏

−𝟏
= ∫

𝒅𝒙

(𝟑−𝟐𝒙)𝟐

𝟏

−𝟏
= ∫ (𝟑 − 𝟐𝒙)−𝟐

𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 =  

−𝟏

𝟐
∫ (𝟑 − 𝟐𝒙)−𝟐
𝟏

−𝟏
. (−𝟐)𝒅𝒙 

 = [
−𝟏

𝟐
 .
(𝟑−𝟐𝒙)−𝟏

−𝟏
]
−𝟏

𝟏

= [
𝟏

𝟐(𝟑−𝟐𝒙)
]
−𝟏

𝟏

= [
𝟏

𝟐(𝟏)
] − [

𝟏

𝟐 (𝟓)
] =  

𝟏

𝟐
− 

𝟏

𝟏𝟎
= 

𝟓−𝟏

𝟏𝟎
= 

𝟐

𝟓
 

= 𝒚 جد المساحة المحددة بمنحني الدالةس : :  1/ د  2001 / وزاري  𝒙𝟑 −  𝟗𝒙 𝟑−] ومحور السينات والفترة , 𝟑]  

 ؟ 

 الحل : 

 𝒙𝟑 −  𝟗𝒙 =  𝟎 ⟹ 𝒙 (𝒙𝟐 − 𝟗) = 𝟎 ⟹ 𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓   𝒙 = 𝟎   𝒐𝒓 𝒙𝟐 − 𝟗 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟗  

𝒙 =  ±𝟑 ∈ [−𝟑 , 𝟑] 

 𝑨 = | ∫ (
𝟎

−𝟑
𝒙𝟑 −  𝟗𝒙) 𝒅𝒙|   + | ∫ (

𝟑

𝟎
𝒙𝟑 −  𝟗𝒙) 𝒅𝒙 |  =  |[

𝒙𝟒

𝟒
− 

𝟗𝒙𝟐

𝟐
]
−𝟑

𝟎

| + |[
𝒙𝟒

𝟒
− 

𝟗𝒙𝟐

𝟐
]
𝟎

𝟑

| 
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 = |[𝟎] − [
𝟖𝟏

𝟒
− 

𝟖𝟏

𝟐
]| + |[

𝟖𝟏

𝟒
− 

𝟖𝟏

𝟐
] − [𝟎]|  

= |
−𝟖𝟏

𝟒
+ 

𝟖𝟏

𝟐
| + |

𝟖𝟏

𝟒
− 

𝟖𝟏

𝟐
| = |

−𝟖𝟏+𝟏𝟔𝟐

𝟒
| + |

𝟖𝟏−𝟏𝟔𝟐

𝟒
| =  

𝟖𝟏

𝟒
+ 

𝟖𝟏

𝟒
= 

𝟏𝟔𝟐

𝟒
= 𝟒𝟎

𝟏

𝟐
𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

∫      جد قيمةس : :  1 / د 2001 / وزاري √𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 
𝟒

𝟎
(𝟐𝒙 + 𝟓)𝒅𝒙 

 الحل : 

 =  ∫ (𝒙𝟐 + 𝟓𝒙)
𝟏

𝟐
𝟒

𝟎
(𝟐𝒙 + 𝟓)𝒅𝒙 = [

(𝒙𝟐+𝟓𝒙)
𝟑
𝟐

𝟑

𝟐

]𝟎
𝟒 = [

𝟐

𝟑
(𝒙𝟐 + 𝟓𝒙)

𝟑

𝟐]𝟎
𝟒 

 = [
𝟐

𝟑
(𝟏𝟔 + 𝟐𝟎)

𝟑

𝟐] − [
𝟐

𝟑
(𝟎)

𝟑

𝟐] = [
𝟐

𝟑
(𝟔𝟐)

𝟑

𝟐] =  
𝟐

𝟑
(𝟐𝟏𝟔) =  

𝟒𝟑𝟐

𝟑
= 𝟏𝟒𝟒 

= 𝒚جد المساحة المحددة للمنحني الدالتين س :  : 1/ د 2002/  وزاري  𝟑 𝒙𝟐  ،   𝒚 =  𝒙𝟒–  𝟒  

 الحل : 

 𝒙𝟒–  𝟒 =  𝟑 𝒙𝟐 ⟹ 𝒉(𝒙) =  𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒 ⟹ 𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒 = 𝟎  

 (𝒙𝟐 − 𝟒)(𝒙𝟐 + 𝟏) = 𝟎 ⟹ (𝒙𝟐 − 𝟒) = 𝟎 ⟹ 𝒙𝟐 = 𝟒 ⟹ 𝒙 = ±𝟐 

 𝑨 =  |∫ (𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒)
𝟐

−𝟐
𝒅𝒙 | =  |[

𝒙𝟓

𝟓
− 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙]

−𝟐

𝟐

| 

 =  |[
𝟑𝟐

𝟓
− 𝟖 − 𝟖] − [

−𝟑𝟐

𝟓
+ 𝟖 + 𝟖]| =  |

𝟔𝟒

𝟓
− 𝟑𝟐| =  

𝟗𝟔

𝟓
𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

𝒚جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين س : :  1/ د  2002/ وزاري =  𝒙𝟐  ،𝒚 =  𝟐𝒙  𝟏]وعلى , 𝟑] 

 الحل : 

𝒉(𝒙) =  𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 ⟹ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝟎  ⟹ 𝒙(𝒙 − 𝟐) = 𝟎  

𝒙 =  𝟎 ∉  [𝟏 , 𝟑]    𝒐𝒓   𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⟹  𝒙 = 𝟐  

 ∴ 𝑨 = | ∫ (𝒙𝟐 − 𝟐𝒙) 𝒅𝒙|
𝟐

𝟏
+ |∫ (𝒙𝟐 − 𝟐𝒙) 𝒅𝒙| = 

𝟑

𝟐
|[
𝒙𝟑

𝟑
− 𝒙𝟐]𝟏

𝟐 + [
𝒙𝟑

𝟑
− 𝒙𝟐]𝟐

𝟑| 

 =   |[
𝟖

𝟑
−  𝟒] − [

𝟏

𝟑
−  𝟏]| + |[𝟗 −  𝟗] − [

𝟖

𝟑
−  𝟒]| 

 =  |
𝟖

𝟑
−  𝟒 −

𝟏

𝟑
+  𝟏| + |−

𝟖

𝟑
+  𝟒| = |

𝟕

𝟑
−  𝟑| + |

−𝟖+𝟏𝟐

𝟑
| =  |

𝟕−𝟗

𝟑
| +  |

𝟒

𝟑
| =  

𝟐

𝟑
+ 

𝟒

𝟑
= 

𝟔

𝟑
= 𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒕𝟐 

∫اذا كان س : :  1/ د 2004 / وزاري
𝒙

√𝒙𝟐+𝟗

𝟒

𝒉
 𝒅𝒙 =  .   𝒉جد قيمة    𝟐

 الحل : 

  ∫
𝒙

√𝒙𝟐+𝟗

𝟒

𝒉
 𝒅𝒙 = 𝟐 ⟹ ∫ 𝒙 (𝒙𝟐 + 𝟗)

−𝟏

𝟐
𝟒

𝒉
 𝒅𝒙 = 𝟐  

  
𝟏

𝟐
∫ 𝟐𝒙 (𝒙𝟐 + 𝟗)

−𝟏

𝟐
𝟒

𝒉
 𝒅𝒙 = 𝟐 ⟹ [

𝟏

𝟐

(𝒙𝟐+𝟗)
𝟏
𝟐

𝟏

𝟐

]𝒉
𝟒 = 𝟐   
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 [(𝟏𝟔 + 𝟗)
𝟏

𝟐] − [(𝒉𝟐 + 𝟗)
𝟏

𝟐] = 𝟐 ⟹ (𝟓𝟐)
𝟏

𝟐 − (𝒉𝟐 + 𝟗)
𝟏

𝟐 =  𝟐  

  (𝒉𝟐 + 𝟗)
𝟏

𝟐 = 𝟓 − 𝟐  ⟹  (𝒉𝟐 + 𝟗)
𝟏

𝟐 = 𝟑 ⟹  بالتربيع

𝒉𝟐 + 𝟗 = 𝟗 ⟹ 𝒉𝟐 = 𝟎 ⟹ ∴ 𝒉 = 𝟎  

∫جد قيمة :  1 / د 2006 / وزاري
𝒅𝒙

(𝟓−𝟐𝒙)𝟐

𝟐

𝟏
  

 الحل : 

∫ (𝟓 − 𝟐𝒙)−𝟐
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 =  
−𝟏

𝟐
∫ (𝟓 − 𝟐𝒙)−𝟐
𝟐

𝟏

(−𝟐)𝒅𝒙 = [
−𝟏

𝟐
.
(𝟓 − 𝟐𝒙)−𝟏

−𝟏
]𝟏
𝟐 

 = [
𝟏

𝟐(𝟓−𝟐𝒙)
]𝟏
𝟐 = [

𝟏

𝟐(𝟓−𝟒)
] − [

𝟏

𝟐(𝟓−𝟐)
] =  

𝟏

𝟐
− 

𝟏

𝟔
= 

𝟑−𝟏 

𝟔
= 

𝟐

𝟔
= 

𝟏

𝟑
 

∫جد قيمة :  2/ د 2006 / وزاري
𝒅𝒙

(𝟑𝒙−𝟒)𝟐

𝟐

𝟏
  

 الحل : 

= ∫ (𝟑𝒙 − 𝟒)−𝟐
𝟐

𝟏

𝒅𝒙 =  
𝟏

𝟑
∫ (𝟑𝒙 − 𝟒)−𝟐
𝟐

𝟏

𝟑 𝒅𝒙 = [
𝟏

𝟑
 .
(3𝒙 − 𝟒)−𝟏

−𝟏
]𝟏
𝟐 

 = [ 
−𝟏

𝟑(𝟑𝒙−𝟒)
]𝟏
𝟐 = [

−𝟏

𝟑(𝟔−𝟒)
] − [

−𝟏

𝟑(𝟑−𝟒)
] =

−𝟏

𝟔
− 

𝟏

𝟑
= 

−𝟑

𝟔
= 

−𝟏

𝟐
 

∫اذا كان س : :   1د/  2008 / وزاري 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟓 
𝒃

𝒂
  ،∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟑 

𝒃

𝒄
𝒄وكانت  ∈ [𝒂 , 𝒃]  

∫جد قيمة                                        𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒄

𝒂
 

 الحل : 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒃

𝒂

= ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒄

𝒂

+ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒃

𝒄

⟹ 𝟓 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒄

𝒂

+ 𝟑  

 ∴  ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒄

𝒂
= 𝟓 − 𝟑 ⟹ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 

𝒄

𝒂
= 𝟐 

∫  جد:  1/ د 2008 / وزاري 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙   

 الحل : 

= ∫(𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙 − 𝟏)𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 =  ∫(𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟒 𝒙 −  𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 +  𝟏) 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

 =  −𝟒∫ 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 (−𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝒅𝒙 + 𝟒 ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙 . (−𝒔𝒊𝒏 𝒙 )𝒅𝒙 + ∫𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙  

 =  −𝟒 
𝒄𝒐𝒔𝟓𝒙

𝟓
+ 𝟒 .

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙

𝟑
− 𝒄𝒐𝒔 𝒙 +  𝒄 =  

−𝟒

𝟓
𝒄𝒐𝒔𝟓𝒙 + 

𝟒

𝟑
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒄  

𝒗 (𝒕)جسم يتحرك بسرعة س : :  1/ د 2009 / وزاري  =  𝟑𝒕𝟐 −  𝟏𝟐𝒕 +  احسب : 𝒕في اي زمن  𝟗 

, 𝟎]المسافة المقطوعة خلال الفترة ( 1   𝒎\𝒎𝒊𝒏𝟐 𝟏𝟖الزمن الذي يصبح فيه التعجيل ( 2           [𝟐

 الحل : 

1.  [𝟑𝒕𝟐 −  𝟏𝟐𝒕 +  𝟗 = 𝟎 ]  ÷ 𝟑 ⟹  𝒕𝟐 −  𝟒𝒕 +  𝟑 = 𝟎  



 

303 

 (𝒕 –  𝟑)(𝒕 –  𝟏) =  𝟎  

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓  𝒕 − 𝟑 = 𝟎 ⟹   𝒕 = 𝟑 ∉ [𝟎, 𝟐] 

𝒐𝒓          𝒕 − 𝟏 =  𝟎 ⟹   𝒕 = 𝟏 ∈ [𝟎, 𝟐] 

 ∴ 𝒅 = | ∫ (𝟑𝒕𝟐 −  𝟏𝟐𝒕 +  𝟗)𝒅𝒕 |
𝟏

𝟎
+ |∫ (𝟑𝒕𝟐 −  𝟏𝟐𝒕 +  𝟗)𝒅𝒕 |

𝟐

𝟏
 

 = |[𝒕𝟑 − 𝟔 𝒕𝟐 + 𝟗𝒕 ]𝟎
𝟏| +   |[𝒕𝟑 − 𝟔 𝒕𝟐 + 𝟗𝒕 ]𝟏

𝟐| 

=  |[𝟏 − 𝟔 + 𝟗] − [𝟎]| + |[𝟖 − 𝟐𝟒 + 𝟏𝟖] − [𝟏 − 𝟔 + 𝟗]| 

= |𝟒| + |𝟐 − 𝟒| = 𝟒 + 𝟐 = 𝟔 𝒎   

2. 𝒂(𝒕) = 𝑽′(𝒕) =  𝟔𝒕 –  𝟏𝟐  

𝟏𝟖 =  𝟔𝒕 –  𝟏𝟐 ⟹   𝟔𝒕 = 𝟏𝟖 + 𝟏𝟐 ⟹   𝟔𝒕 = 𝟑𝟎 ⟹  𝒕 = 𝟓 𝒎𝒊𝒏  

∫   جد قيمة  : 2/ د2009 / وزاري
𝒙

√𝒙𝟑+𝒙𝟐

𝟖

𝟑
 𝒅𝒙 

= ∫
𝒙

√𝒙𝟐(𝒙 + 𝟏)

𝟖

𝟑

 𝒅𝒙 =  ∫
𝒙

𝒙 (𝒙 + 𝟏)
𝟏
𝟐

𝟖

𝟑

 𝒅𝒙 = ∫ (𝒙 + 𝟏)
−𝟏
𝟐  𝒅𝒙

𝟖

𝟑

 

 = [ 
(𝒙+𝟏)

𝟏
𝟐

𝟏

𝟐

]𝟑
𝟖 = [𝟐 (𝒙 + 𝟏)

𝟏

𝟐]
𝟑

𝟖

= [ 𝟐(𝟖 + 𝟏)
𝟏

𝟐] − [𝟐(𝟑 + 𝟏)
𝟏

𝟐] 

 = [𝟐 (𝟑𝟐)
𝟏

𝟐] − [ 𝟐(𝟐𝟐)
𝟏

𝟐] = 𝟔 − 𝟒 = 𝟐  

𝒚 : ينجد المساحة المحددة بين المنحي: 2 / د 2009/  وزاري =  𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ، 𝒚 =  𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  𝟎]في الفترة ,
𝛑

𝟐
]  .  

 الحل : 

𝒉(𝒙) =  𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ⟹   𝒉(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙   

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟎   ⟹ [𝟐𝒙 =  
𝝅

𝟐
   ,    

𝟑𝝅

𝟐
 ]  ÷ 𝟐 ⟹ ∴ 𝒙 =  

𝝅

𝟒
 ∈ [𝟎 ,

𝛑

𝟐
]  ,   

𝟑𝝅

𝟒
∉ [𝟎 ,

𝛑

𝟐
] 

 ∴ 𝑨 =  |∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙 |
𝝅

𝟒
𝟎

+ |∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝒅𝒙 |
𝝅

𝟐
𝝅

𝟒

= |[
𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙]

𝟎

𝝅

𝟒
+ [

𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 ]𝝅

𝟒

𝝅

𝟐| 

 = |[
𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟐
] − [

𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝟎]| + |[

𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 𝝅] − [

𝟏

𝟐
𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟐
]| 

 = |
𝟏

𝟐
(𝟏) −  

𝟏

𝟐
(𝟎)| + |

𝟏

𝟐
(𝟎) − 

𝟏

𝟐
(𝟏)| =  

𝟏

𝟐
+ 

𝟏

𝟐
=   وحدة مربعة  𝟏

𝒗جسم يتحرك على خط مستقيم بحيث سرعته س : : 1 / د  2010/ وزاري = 𝟑𝒕𝟐 +  𝟒𝒕 + جد المسافة التي    𝟕

 ان المسافة تقاس بالامتار .  ثواني من بدء الحركة ثم جد التعجيل عندها علما (𝟒)يقطعها الجسم بعد مضي 

 الحل : 

 𝟑𝒕𝟐 +  𝟒𝒕 + 𝟕 > 𝟎   

 𝒅 = ∫ (𝟑𝒕𝟐 +  𝟒𝒕 + 𝟕)𝒅𝒕 
𝟒

𝟎
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 𝒂 (𝒕) = 𝑽′(𝒕) =  𝟔𝒕 +  𝟒 ⇒ 𝒂(𝟒) =  𝟔(𝟒) +  𝟒 = 𝟐𝟖
𝒎

𝒔𝟐
 

𝒇 (𝒙)جد المساحة المحددة بالمنحني س : :  1د  /  2012 / وزاري = (𝒙 − , 𝟏−]ومحور السينات في الفترة   𝟑(𝟏 𝟑]   

 الحل : 

(𝒙 − 𝟏)𝟑 = 𝟎 ⇒ 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟏 ∈ [−𝟏 , 𝟑] 

𝑨 = | ∫ (𝒙 − 𝟏)𝟑 𝒅𝒙| + | ∫ (𝒙 − 𝟏)𝟑𝒅𝒙| 
3

𝟏

𝟏

−𝟏
  

     = |[𝟎 − 
(−𝟐)𝟒

𝟒
| + | [

𝟐𝟒

𝟒
−  𝟎] |=| − 𝟒 | + |𝟒| =    وحدة مساحة   𝟖 

= 𝒚جد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين س : :  1د / 2012 / وزاري  𝒙𝟐 +                             والمستقيمين  𝟏

𝒚 =  𝟏  ، 𝒚 =  حول المحور الصادي .  𝟐 

 الحل : 

𝒗 =  𝝅 ∫ 𝒙𝟐
𝒃

𝒂

 𝒅𝒚 ⇒ 𝝅 ∫ (𝒚 − 𝟏)
𝟐

𝟏

 𝒅𝒚 =  𝝅 [
𝒚𝟐

𝟐
−  𝒚]

𝟏

𝟐

  

   =  𝝅 [
𝟒

𝟐
−  𝟐] − [

𝟏

𝟐
−  𝟏] =  𝝅 (𝟐 − 𝟐) − (−

𝟏

𝟐
) =  

𝝅

𝟐
  وحدة مكعبة     

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الرابع  حل التمارين العامة الخاصة بالفصل

 / جد تكاملات كل مما يأتي : 13س

a) ∫(𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙) 𝒅𝒙  

     = ∫(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙) (𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙) 𝒅𝒙     نحلل فرق بين مربعين 

 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙        𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟏  

    =
𝟏

𝟐
∫𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 . (𝟐) 𝒅𝒙 =  

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 

𝟐
+ 𝒄    

b) ∫(𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 − 𝟏 ) ( 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 + 𝟐 )  𝒅𝒙   

= ∫(𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 + 𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 − 𝟐) 𝒅𝒙   نوزع ونرتب 

= ∫ [(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙   )𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 − 𝟐 ] 𝒅𝒙  

−𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 = المشتقة       𝒄𝒐𝒔𝟐𝟐𝒙 =  
𝟏

𝟐
 (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙)     

= ∫ [−
𝟏

𝟐
(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)𝟐 . (−𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙) + 𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 − 

𝟏

𝟐
 (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙) − 𝟐 ] 𝒅𝒙  

= −
𝟏

𝟐

(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)𝟑

𝟑
− 𝟐 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙

𝟐
− 
𝟏

𝟐
 (𝒙 +  

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙

𝟒
) − 𝟐𝒙 + 𝒄  
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= −
(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)𝟑

𝟔
− 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 − 

𝟏

𝟐
 𝒙 +  

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙

𝟖
− 𝟐𝒙 + 𝒄  

= −
(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)𝟑

𝟔
− 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 − 

𝟓

𝟐
 𝒙 +  

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙

𝟖
+ 𝒄  

c) ∫
𝒍𝒏 (𝒙)

𝒙
 𝒅𝒙 =  ∫ 𝒍𝒏 𝒙⏟ .  

𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 =  

(𝒍𝒏(𝒙))𝟐

𝟐
+ 𝒄    

d) ∫
𝟐 𝒔𝒊𝒏 √𝒙

𝟑

√𝒙𝟐
𝟑  𝒅𝒙              بدون اس فيمكن ان نكامل مباشرة ولكن علينا ان نرتب 𝒔𝒊𝒏 ∵ 

        = 𝟐 ∫
 𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝟏
𝟑

𝒙
𝟐
𝟑

 𝒅𝒙 =  𝟐 ∫  𝒔𝒊𝒏 𝒙
𝟏

𝟑 𝒙−
𝟐

𝟑 𝒅𝒙         
𝟏

𝟑
𝒙−

𝟐

𝟑   = مشتقة الزاوية  

        =  𝟑 . 𝟐 ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒙
𝟏

𝟑 ( 
𝟏

𝟑
𝒙−

𝟐

𝟑)𝒅𝒙 =  𝟔 (− 𝒔𝒊𝒏 𝒙
𝟏

𝟑) +   𝒄 =  −𝟔 𝒔𝒊𝒏 √𝒙
𝟑
+   𝒄  

e) ∫ 𝒄𝒐𝒕 𝒙 𝒄𝒔𝒄𝟑𝒙 𝒅𝒙  

 = ∫  (𝒄𝒔𝒄𝒙)𝟑 𝒄𝒐𝒕 𝒙 𝒅𝒙                (𝒄𝒔𝒄𝒙)𝟑 = المشتقة علينا ان نفكك            − 𝒄𝒔𝒄 𝒙 . 𝒄𝒐𝒕 𝒙  

 = −∫  (𝒄𝒔𝒄𝒙)𝟐 (− 𝒄𝒔𝒄 𝒙 . 𝒄𝒐𝒕 𝒙)𝒅𝒙 =  − 
(𝒄𝒔𝒄𝒙)𝟑

𝟑
+   𝒄     

f) ∫ √𝟑𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟓
𝟑

 𝒅𝒙  

= ∫ √𝒙𝟑(𝟑 − 𝟓𝒙𝟐)
𝟑

 𝒅𝒙  

= ∫𝒙 √(𝟑 − 𝟓𝒙𝟐)
𝟑

 𝒅𝒙  

= ∫(𝟑 − 𝟓𝒙𝟐)
𝟏
𝟑𝒙  𝒅𝒙 = −

𝟏

𝟏𝟎
∫(𝟑 − 𝟓𝒙𝟐)

𝟏
𝟑 (−𝟏𝟎𝒙)  𝒅𝒙  

= −
𝟏

𝟏𝟎
 
(𝟑 − 𝟓𝒙𝟐)

𝟒
𝟑

𝟒
𝟑

+ 𝒄 =  −
𝟑

𝟒𝟎
 (𝟑 − 𝟓𝒙𝟐)

𝟒
𝟑 + 𝒄 

g) ∫
𝟏

𝒙𝟐−𝟏𝟒 𝒙+𝟒𝟗 
 𝒅𝒙      نحلل المقام مربع كامل  

∫
𝟏

(𝒙−𝟕)𝟐 
 𝒅𝒙 =  ∫(𝒙 − 𝟕)−𝟐 =  

(𝒙−𝟕)−𝟏

−𝟏 
+ 𝒄 =  

𝟏

− (𝒙−𝟕)
+ 𝒄    

h) ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟑𝒙 . 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙 𝒅𝒙 = ∫𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙  . 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟑𝒙 𝒅𝒙 =
𝟏

𝟑
∫𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙  . (𝟑𝒔𝒆𝒄𝟐𝟑𝒙) 𝒅𝒙 

                                    = 
𝟏

𝟑
 𝒆𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙 + 𝒄  

 

 المثلثية  قوانين الدوالتذكير ببعض 
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𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟏 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 =  𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 = (𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)− 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 = (𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙) 

𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 = (𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 = (𝟏 − 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) 

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙= 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟏 

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 =  
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 =

𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 =  

𝟏

𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 

𝑺𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 = 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 + 𝟏 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 = 𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙 + 𝟏 

𝒕𝒂𝒏 𝒙 =  
𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
 𝒄𝒐𝒕 𝒙 =  

𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒔𝒊𝒏 𝒙
 𝒄𝒔𝒄 𝒙 =  

𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙
   ,   𝒔𝒆𝒄 𝒙 =  

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒙
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 المعادلات التفاضلية

هي المعادلة التي تحتوي على مشتقة واحدة او اكثر للدالة المجهولة في المعادلة )اي للمتغير التابع  المعادلة التفاضلية :

 في المعادلة( 

ودالة  (𝒙)ان المعادلة التفاضلية الاعتيادية هي علاقة بين متغير ين )المتغير الأول متغير  مستقل وليكن  ملاحظة :

 (  مثلا (𝒙)بالنسبة للمتغير  (𝒚)وبعض مشتقات الدالة  (𝒚)غير معرفة ولتكن مثلا 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟑𝒚 − 𝟒𝒙  

𝒙𝟐 𝒚′′ + 𝟓𝒙𝒚′–𝒙𝟑𝒚 = 𝟎  

𝒚′ + 𝒙𝟐𝒚 + 𝒙 = 𝒚  

𝒚𝟒 +  𝒄𝒐𝒔 𝒚 + 𝒙𝟐 𝒚 𝒚′ = 𝟎  

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
 + 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒚 − 𝟒 

𝟐(′′𝒚)        (𝒙)يعتمد فقط على المتغير  (𝒚)معادلات تفاضلية إعتيادية لأن المتغير   + 𝟐𝒚′ + 𝒙𝟐  𝒍𝒏𝒙 = 𝟓 

 . وهي اكبر قوة )أس( مرفوعة له اعلى  مشتقة في المعادلة التفاضلية : درجة المعادلة التفاضلية 

 وهي رتبة أعلى مشتقة موجودة في المعادلة التفاضلية .  رتبة المعادلة التفاضلية   :
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒙 − 𝟕𝒚 =  من الرتبة الاولى والدرجة الاولى                   𝟎

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
 = 𝟓𝒙 –  𝟑𝒙 𝒚 +  من الرتبة الثانية والدرجة الاولى             𝟕

(𝒚′′′)𝟑 +  𝒚′ − 𝒚 =                الرتبة الثالثة والدرجة اولىمن  𝟎

𝒚′′ + 𝟐𝒚 ( 𝒚′)𝟑 =  من الرتبة الثانية والدرجة الأولى               𝟎

(
𝒅𝒚

𝒅𝒙
)𝟒 = 𝒙𝟑 −                      من الرتبة الاولى والدرجة الرابعة 𝟓

𝒙𝟐(
𝒅𝒚

𝒅𝒙
)𝟒 + ( 

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
)𝟐 + 𝟐 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=               والدرجة الثانية من الرتبة الثالثة 𝟎

𝒚(𝟒) +  𝒄𝒐𝒔𝒚 + 𝒙𝟐 𝒚𝒚′ =               تبة الرابعة والدرجة الاولى    من الر        𝟎

درجة المعادلة التفاضلية التي تكون جبرية في مشتقاتها هي الدرجة الجبرية للمشتقة ذات اعلى مرتبة  ملاحظة :

𝟐(′′𝒚) تظهر في المعادلة = √𝟏 + (𝒚′)𝟐 من الرتبة الثانية لأن اعلى مشتقة فيها 𝒚′′  حيث يمكن ازالة الاسس

𝟒(′′𝒚) الكسرية والجذور ونحصل = 𝟏 + (𝒚′)𝟐 . بذلك تكون درجة المعادلة الرابعة 
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 حل المعادلات التفاضلية

حل المعادلة التفاضلية الاعتيادية هو اية علاقة بين متغيرات المعادلة التفاضلية بحيث ان هذه العلاقة خالية 

من المشتقة ومعرفة على فترة معينة وتحقق المعادلة التفاضلية ، اي دالة مجهولة بدلالة متغير مستقل تحقق 

 المعادلة التفاضلية . 

𝒚  بين ان العلاقة  :مثال  = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 حلًا للمعادلة  𝒙𝒚′ = 𝒙𝟐 + 𝒚 

 الحل : 

𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙… . . … . . (𝟏) 

𝒚′ = 𝟐𝒙 + 𝟑……… . . (𝟐)            

 ( 2)في  (1) نعوض

𝑳𝑯𝑺 = 𝒙𝒚′ = 𝒙(𝟐𝒙 + 𝟑) = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 

𝑹𝑯𝑺 = 𝒙𝟐 +  𝒚 =  𝒙𝟐 + 𝒙𝟐 +  𝟑𝒙 =  𝟐𝒙𝟐 + العلاقة المعطاة هي حلًا للمعادلة التفاضلية اعلاه    𝟑  ∴ 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الحل الخاص والحل العام للمعادلة التفاضلية 

,𝒚ان اصل المعادلة التفاضلية الاعتيادية هو علاقة بين  𝒙 معادلة تفاضلية هو حل  تحقق المعادلة ان الحل العام لأي

يشتمل على عدد من الثوابت الاختيارية مساوي لرتبة المعادلة ، فاذا كانت  المعادلة من الرتبة الاولى وجب ان يكون 

حلها مشتملًا على ثابت اختياري واحد )وهو ثابت التكامل( الذي يظهر عند اجراء خطوة التكامل الوحيدة لمعادلات 

ا كانت المعادلة من الرتبة الثانية وجب ان يكون حلها مشتملا على )ثابتي التكامل( نظرا لأجراء الرتبة الاولى ، اما اذ

 خطوتي تكامل عند حل معادلة الرتبة الثانية وهكذا بالنسبة للمعادلات التي لها رتبة أعلى .

𝒚اثبت ان    :مثال  = 𝒙 𝒍𝒏𝒙 − 𝒙       احد حلول المعادلة𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙 + 𝒚  ,   𝒙 > 0   

 الحل : 

𝒚 = 𝒙𝒍𝒏𝒙 − 𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙(

𝟏

𝒙
) + 𝒍𝒏 𝒙(𝟏) − 𝟏 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒍𝒏 𝒙 

𝑳. 𝑯. 𝑺  = 𝒙 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝒍𝒏 𝒙  

𝑹. 𝑯. 𝑺 = 𝒙 + 𝒚 =  𝒙 + (𝒙 𝒍𝒏 𝒙 − 𝒙 ) =  𝒙 𝒍𝒏𝒙                     𝑳. 𝑯. 𝑺 = 𝑹.𝑯. 𝑺 

  العلاقة المعطاة هي احد حلول المعادلة التفاضلية أعلاه ∴

𝒍𝒏𝒚𝟐   بين :مثال  = 𝒙 + 𝒂  , 𝒂 ∈ 𝑹 𝟐 حلًا للمعادلة𝒚′ − 𝒚 = 𝟎     

 الحل :

𝒍𝒏𝒚𝟐  =  𝒙 +  𝒂    ⟹  𝟐 𝒍𝒏𝒚 =  𝒙 +  𝒂 ⟹ 𝟐(
𝒚′

𝒚
) = 𝟏 ⟹ 𝟐𝒚′ = 𝒚 ⟹ 𝟐𝒚′ − 𝒚 = 𝟎   

𝒍𝒏𝒚𝟐       العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه  ∴   = 𝒙 + 𝒂     
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𝒚  هل :مثال  = 𝒙𝟑 + 𝒙 −    حلًا للمعادلة التفاضلية  𝟐
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟔𝒙  ؟ 

 الحل :

𝒚 = 𝒙𝟑 + 𝒙 − 𝟐  ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟑𝒙𝟐 + 𝟏 ⟹

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟔𝒙        

𝒚             العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه ∴ = 𝒙𝟑 + 𝒙 − 𝟐 

𝒚𝟐  هل ان :مثال  = 𝟑𝒙𝟐  +  𝒙𝟑   التفاضليةهو حلًا للمعادلة   𝒚𝒚′′ + (𝒚′)𝟐 − 𝟑𝒙 =  ؟   𝟓

 الحل :

𝒚𝟐 = 𝟑𝒙𝟐  +  𝒙𝟑 ⟹ 𝟐𝒚𝒚′ = 𝟔𝒙 + 𝟑𝒙𝟐⟹ [𝟐𝒚(𝒚′′) + 𝒚′(𝟐)𝒚′ = 𝟔 + 𝟔𝒙] ÷ 𝟐 

𝒚(𝒚′′) + (𝒚′)𝟐 = 𝟑 + 𝟑𝒙 =  𝑳.𝑯. 𝑺 ⟹ 𝒚(𝒚′′) + (𝒚′)𝟐 − 𝟑𝒙 = 𝟑 ≠ 𝑹.𝑯. 𝑺  

  العلاقة المعطاة ليست حل للمعادلة التفاضلية أعلاه ∴

𝒚 برهن ان :مثال  = 𝟑𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙  هو حلًا للمعادلة التفاضلية   𝒚′′ + 𝟒𝒚 = 𝟎  

 الحل :

𝒚 =  𝟑𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 ………… . (𝟏)  

𝒚′ = −𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 (𝟐) + 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 (𝟐) = −𝟔𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  

𝒚′′ = −𝟏𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟖𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙……… . (𝟐) 

 في الطرف الايسر للمعادلة  (2)  و( 1)بتعويض 

𝐋. 𝐇. 𝐒 = (−𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 –  𝟖 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 )  +  𝟒 (𝟑𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 )  

             = −𝟏𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 –  𝟖𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 +  𝟖𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 = 𝟎  =  𝑹.𝑯. 𝑺 

  العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه ∴

= 𝒚    بين ان :مثال   𝒆 𝟐𝒙 + 𝒆 −𝟑𝒙  للمعادلة التفاضلية حلًا هو 𝒚′′ + 𝒚′ − 𝟔𝒚 = 𝟎 

 : الحل

𝒚 =  𝒆 𝟐𝒙 + 𝒆 −𝟑𝒙⟹ 𝒚′ = 𝟐𝒆𝟐𝒙 − 𝟑𝒆−𝟑𝒙⟹ 𝒚′′ = 𝟒𝒆𝟐𝒙 + 𝟗𝒆−𝟑𝒙 

𝑳. 𝑯. 𝑺 = 𝒚′′ + 𝒚′ − 𝟔𝒚 = (𝟒𝒆𝟐𝒙 + 𝟗𝒆−𝟑𝒙) + (𝟐𝒆𝟐𝒙 − 𝟑𝒆−𝟑𝒙) − 𝟔(𝒆𝟐𝒙 + 𝒆−𝟑𝒙) 

             =  𝟒 𝒆𝟐𝒙  +  𝟗 𝒆−𝟑𝒙  +  𝟐 𝒆𝟐𝒙 –  𝟑 𝒆𝟐𝒙 –  𝟔 𝒆𝟐𝒙  − 𝟔 𝒆−𝟑𝒙  =  𝟎 =  𝑹.𝑯. 𝑺  

  العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه ∴

𝒚 هل ان المعادلة :مثال  = 𝟑𝒆−𝟐𝒙   هي حلًا للمعادلة التفاضلية  𝒚′′ + 𝒚′ = 𝟐𝒚   

 : الحل

    𝒚 = 𝟑𝒆−𝟐𝒙  
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′𝒚نجد المشتقة الاولى               = 𝟑𝒆−𝟐𝒙(−𝟐) = − 𝟔𝒆−𝟐𝒙 

′′𝒚نجد المشتقة الثانية                                       = 𝟏𝟐𝒆−𝟐𝒙 

𝑳.𝑯. 𝑺 = 𝒚′′ + 𝒚′= 12 𝒆−𝟐𝒙+ (−𝟔𝒆−𝟐𝒙) = 𝟔𝒆−𝟐𝒙 

𝑹. 𝑯. 𝑺 = 𝟐𝒚 = 𝟐(𝟑𝒆−𝟐𝒙) = 𝟔𝒆−𝟐𝒙       𝐋. 𝐇. 𝐒 =  𝐑.𝐇. 𝐒  

  العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه ∴

𝒚  هل العلاقة :مثال  = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 – 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 هي حلًا للمعادلة التفاضلية 𝒚′′ + 𝟒𝒚 =  ؟  𝟎

 الحل : 

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙لدينا   = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 – 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

𝒚 = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙   ⟹  𝒚′ =  −𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ⟹    𝒚′′ =  −𝟐(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 (𝟐)) = −𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  

𝑳. 𝑯. 𝑺. = 𝒚′′ + 𝟒𝒚 = −𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟎 

  العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه ∴

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

𝒙𝒚س : واجب : هل ان المعادلة  = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  هي حلًا للمعادلة التفاضلية 

𝒙𝒚′′ + 𝟐𝒚′ = −𝟒𝒙𝒚 

𝒚𝟐س : واجب : هل ان المعادلة   = 𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 هي حلًا للمعادلة التفاضلية 

   𝒚𝒚′′ + (𝒚′)𝟐 = 𝟔𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟏  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  5)– (1حل تمارين 

 : بين درجة ورتبة كل من المعادلات التفاضلية التالية : 1س

𝟏 − (𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) + 𝟑𝒙𝒚  
𝒅𝒚 

𝒅𝒙
= أولى درجة اولى رتبة      𝟎  

𝟐 − 
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟓𝒚 = 𝟕                درجة اولى رتبة ثانية

𝟑 − (𝒚′′′)𝟑 − 𝟐𝒚′ + 𝟖𝒚 = 𝒙𝟑 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙    درجة ثالثة رتبة ثالثة   

 𝟒 − (
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
)𝟐 − 𝟐 ( 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)𝟓 + 𝟑𝒚 =  درجة ثانية رتبة ثانية              𝟎

𝒚    برهن ان:  2س = 𝒔𝒊𝒏𝒙 للمعادلة هو حل 𝒚′′ + 𝒚 = 𝟎  

 الحل :  

 𝒚 =  𝒔𝒊𝒏 𝒙 ⟹ 𝒚′ = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 ⟹ 𝒚′′ = −𝒔𝒊𝒏𝒙  

𝑳. 𝑯. 𝑺 =  𝒚′′ + 𝒚 =  − 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝟎 = 𝑹 .𝑯 . 𝑺 

  العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه ∴
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𝒔   برهن أن العلاقة:   3س = 𝟖 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 +  𝟔𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒕  هي حل للمعادلة  
𝒅𝟐𝒔

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟗 𝒔 = 𝟎  

 الحل :  

𝒔 = 𝟖 𝒄𝒐𝒔 (𝟑𝒕) +  𝟔 𝒔𝒊𝒏 (𝟑𝒕) 

𝒅𝒔

𝒅𝒕
 = 𝟖(−𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 ). 𝟑 + 𝟔 (𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕 ). 𝟑 = −𝟐𝟒𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒕 + 𝟏𝟖 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕  

𝒅𝟐𝒔

𝒅𝒕𝟐
= −𝟐𝟒𝒄𝒐𝒔(𝟑𝒕) . 𝟑 + 𝟏𝟖 (−𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒕) . (𝟑 ) = −𝟕𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 − 𝟓𝟒 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒕 

𝑳. 𝑯. 𝑺 =
𝒅𝟐𝒔

𝒅𝒕𝟐
+  𝟗𝒔 = −𝟕𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 –  𝟓𝟒𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒕 +  𝟗 (𝟖 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 +  𝟔 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒕 )  

𝑳. 𝑯. 𝑺 = −𝟕𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 − 𝟓𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 +  𝟕𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 +  𝟓𝟒𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 = 𝟎 = 𝑹 .𝑯 . 𝑺  

𝒔العلاقة المعطاة  ∴ = 𝟖 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒕 +  𝟔𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒕   هي حلًا للمعادلة التفاضلية أعلاه  

𝒚 هل:  4س = 𝒙 + ′′𝒚 حلًا للمعادلة 𝟐 + 𝟑𝒚′ + 𝒚 = 𝒙 ؟ 

 الحل :

𝒚 =  𝒙 + 𝟐 ⟹ 𝒚′ = 𝟏 ⟹ 𝒚′′ = 𝟎 

𝑳. 𝑯. 𝑺 = 𝒚′′ + 𝟑𝒚′ + 𝒚  = 𝟎 + 𝟑(𝟏) + 𝒙 + 𝟐 = 𝟑 + 𝒙 + 𝟐 = 𝒙 + 𝟓 ≠  𝒙  

𝒚العلاقة المعطاة  ∴ = 𝒙 + .𝑳.𝑯      ليست حلًا للمعادلة التفاضلية أعلاه  𝟐 𝑺 ≠  𝑹.𝑯. 𝑺 

𝒚   هل : 5س  = 𝒕𝒂𝒏𝒙 حلًا للمعادلة 𝒚′′ = 𝟐𝒚(𝟏 + 𝒚𝟐)  ؟ 

 الحل :

𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 𝒙 ⟹ 𝒚′ = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 ⟹ 𝒚′′ = 𝟐𝒔𝒆𝒄𝒙(𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒙) = 𝟐𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 . 𝒕𝒂𝒏 𝒙 

𝑹.𝑯. 𝑺 = 𝟐𝒚 (𝟏 + 𝒚𝟐) = 𝟐𝒕𝒂𝒏 𝒙 (𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙) = 𝟐𝒕𝒂𝒏 𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 = 𝑳.𝑯. 𝑺 

𝒚العلاقة المعطاة   ∴ = 𝒕𝒂𝒏𝒙   ليست حلًا للمعادلة التفاضلية أعلاه     

𝒙𝟐 𝟐   هل:   6س  + 𝒚𝟐 = ′′𝒚𝟑𝒚   حلًا للمعادلة 𝟏 =  ؟   𝟐−

 الحل :

𝟐 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏 ⟹ 𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 𝒚′ = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒚 𝒚′ = −𝟒𝒙
÷ 𝟐
⇒  𝒚 𝒚′ = −𝟐𝒙 ⟹ 𝒚′ =  

−𝟐𝒙

𝒚
 

𝒚′′ =
𝒚(−𝟐) − (−𝟐𝒙)𝒚′

𝒚𝟐
=
−𝟐𝒚 + 𝟐𝒙(

−𝟐𝒙
𝒚
)

𝒚𝟐
=
−𝟐𝒚 − (

𝟒𝒙𝟐

𝒚
)

𝒚𝟐
=

−𝟐𝒚𝟐 − 𝟒𝒙𝟐

𝒚

𝒚𝟐
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𝒚′′ =
−𝟐𝒚𝟐 − 𝟒𝒙𝟐

𝒚𝟑
=
−𝟐(𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟐)

𝒚𝟑
=
−𝟐(𝟏)

𝒚𝟑
=
−𝟐

𝒚𝟑
⟹ 𝒚′′ =

−𝟐

𝒚𝟑
 

𝑹. 𝑯. 𝑺 = 𝒚𝟑𝒚′′ = 𝒚𝟑 (
−𝟐

𝒚𝟑
) = −𝟐 = 𝑳.𝑯. 𝑺 

𝟐𝒙𝟐) هي حلًا للمعادلة التفاضلية اعلاه + 𝒚𝟐 = 𝟏)  ∴  العلاقة المعطاة 

𝒚𝒙   هل:  7س =  𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙  حلًا للمعادلة 𝒙𝒚′′ + 𝟐𝒚′ + 𝟐𝟓𝒚𝒙 =  ؟  𝟎

 الحل : 

𝒚𝒙 =  𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 ⟹ 𝒚 +  𝒙𝒚′ = 𝟓𝒄𝒐𝒔𝟓 𝒙 ⟹𝒚′ + 𝒙𝒚′′ + 𝒚′ = −𝟐𝟓𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 

𝒙𝒚′′ + 𝟐𝒚′ + 𝟐𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝒚′′ + 𝟐𝒚′ + 𝟐𝟓𝒚𝒙 = 𝟎 

𝒚𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙   التفاضلية أعلاه للمعادلةهي حلًا   ∴ العلاقة المعطاة 

𝒚  بين أن:   8س = 𝒂𝒆−𝒙 هو حلًا للمعادلة  𝒚′ + 𝒚 = 𝒂 حيث 𝟎 ∈ 𝑹  

 ( 1/د2013 – 3/ د 2012)وزاري          الحل : 

𝒚 = 𝒂𝒆−𝒙 ⟹ 𝒚′ = 𝒂𝒆−𝒙. ( −𝟏) =  −𝒂𝒆−𝒙 

𝐋. 𝐇. 𝐒 = 𝒚′ + 𝒚 = −𝒂𝒆−𝒙 +  𝒂𝒆−𝒙 = 𝟎 = 𝑹.𝑯. 𝑺  

𝒚 = 𝒂𝒆−𝒙 التفاضلية أعلاه حلًا للمعادلةهي   ∴ العلاقة المعطاة 

|𝒍𝒏|𝒚  بين ان:  9س =  𝒙𝟐 + 𝒄   ,   𝒄 ∈ 𝑹 هو حلًا للمعادلة 𝒚′′ = 𝟒𝒙𝟐𝒚 + 𝟐𝒚     

 ( 2/د 2015)وزاري            الحل :

𝒍𝒏𝒚 =  𝒙𝟐 + 𝒄 ⟹
 𝒚′

𝒚
= 𝟐𝒙 ⟹ 𝒚′ = 𝟐𝒙𝒚 ⟹  𝒚′′ = 𝟐𝒙( 𝒚′) + 𝟐𝒚  

𝑹. 𝑯. 𝑺 = 𝒚′′ = 𝟐𝒙𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟐𝒙(𝟐𝒙𝒚) + 𝟐𝒚 = 𝟒𝒙𝟐𝒚 + 𝟐𝒚 = 𝑳.𝑯. 𝑺 

𝒍𝒏𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒄      أعلاه هي حلًا للمعادلة التفاضلية   ∴ العلاقة المعطاة 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الأولى والدرجة الأولىحل المعادلات التفاضلية من الرتبة 

 أولا : المعادلات التي تنفصل متغيراتها 

في طرف والحدود التي تحتوي  (𝒅𝒙) مع (𝒙) في هذا النوع من المعادلات نستطيع أن نعزل كل الحدود التي تحتوي على

= 𝒈(𝒚)𝒅𝒚في الطرف الآخر فنحصل على (𝒅𝒚)مع  (𝒚)على   𝒇 (𝒙)𝒅𝒙  على : ثم نكامل الطرفين فنحصل   

∫𝒈(𝒚)𝒅𝒚 = ∫𝒇(𝒙)𝒅𝒙 + 𝒄 حيث يمثل (𝒄)  . ثابت التكامل 
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 حل المعادلة  :مثال 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 + 𝟓  

 الحل : 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 + 𝟓 ⟹ 𝒅𝒚 = (𝟐𝒙 + 𝟓)𝒅𝒙  

∫𝒅𝒚 = ∫(𝟐𝒙 + 𝟓)𝒅𝒙 ⟹ 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝒄  

  حل المعادلة  :مثال 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙−𝟏

𝒚
 

 الحل : 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙 − 𝟏

𝒚
⟹ 𝒚 𝒅𝒚 = (𝒙 − 𝟏)𝒅𝒙 

∫𝒚 𝒅𝒚 = ∫(𝒙 − 𝟏)𝒅𝒙  ⟹ 
𝒚𝟐

𝟐
=
𝒙𝟐

𝟐
− 𝒙 + 𝒄

(×𝟐)
⇒   𝒚𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐𝒄 

𝒚 = ±√𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐𝒄 ⟹  𝒚 = ±√𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝒄𝟏     (𝒄𝟏 = 𝟐𝒄 حيث) 

𝒅𝒚 حل المعادلة :مثال  = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒚 𝒅𝒙      حيث𝒚 ≠  (𝟐𝒏 + 𝟏)
𝛑

𝟐
    ,   (𝒄𝒐𝒔𝒚 ≠ 𝟎) 

𝒈(𝒚)𝒅𝒚الحل : نجعل المعادلة  = 𝒇(𝒙)𝒅𝒙  

𝒅𝒚 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒚 𝒅𝒙
(÷𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚) 
⇒      

𝒅𝒚

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚
 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙  

𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 𝒅𝒚 =  𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙  

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒚 𝒅𝒚 =  ∫ 𝒔𝒊𝒏  𝒙   𝒅𝒙 ⟹ 𝒕𝒂𝒏 𝒚  =  − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 +  𝒄                      

  𝒙 =  𝟎 , 𝒚 =     عندما   𝟎 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒆 𝟐𝒙+𝒚 مثال : حل المعادلة  

 الحل : 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒆 𝟐𝒙+𝒚⟹ 𝒅𝒚 = 𝒆𝟐𝒙𝒆𝒚 𝒅𝒙

(÷ 𝒆𝒚)
⇒   

𝒅𝒚 

𝒆 𝒚
= 𝒆𝟐𝒙 𝒅𝒙 ⟹ 𝒆−𝒚𝒅𝒚 =  𝒆𝟐𝒙 𝒅𝒙  

∫ 𝒆−𝒚𝒅𝒚 =  ∫ 𝒆𝟐𝒙 𝒅𝒙 ⟹ −∫𝐞−𝒚 (−𝟏 ) 𝒅 =
𝟏

𝟐
∫𝒆𝟐𝒙 (𝟐)𝒅𝒙 

−𝐞−𝒚 = 
𝟏

𝟐
𝒆𝟐𝒙 + 𝒄               𝒙 = 𝟎    , 𝒚 =   وبالتعويض 𝟎 

−𝐞𝟎 =
𝟏

𝟐
𝒆𝟐(𝟎) + 𝒄 ⟹ −𝟏 =   

𝟏

𝟐
+ 𝒄 ⟹ 𝒄 = −

𝟑

𝟐
 

−𝐞−𝒚=
𝟏

𝟐
𝒆𝟐𝒙 − 

𝟑

𝟐
⟹−𝒆−𝒚 = 

𝟏

𝟐
 (𝒆𝟐𝒙 − 𝟑)                

−𝟏

𝒆𝒚
= 
𝒆𝟐𝒙 − 𝟑

𝟐
⟹ 𝒆𝒚(𝒆𝟐𝒙 − 𝟑) = −𝟐 ⟹ 𝒆𝒚 =

−𝟐

𝒆𝟐𝒙 − 𝟑
 

𝒍𝒏 𝒆𝒚 = 𝒍𝒏 |
−𝟐

𝒆𝟐𝒙 − 𝟑
|   ⟹ 𝒚 = 𝒍𝒏 |

−𝟐

𝒆𝟐𝒙 − 𝟑
 | 



 

314 

 للمعادلة التفاضليةجد حلًا   :مثال 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙  𝒔𝒊𝒏𝟐𝒚 

 الحل : 
𝒅𝒚

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒚
= 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒅𝒙 ⟹ 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒚 𝒅𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒅𝒙  بأخذ التكامل للطرفين       

∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒚 𝒅𝒚 =  ∫
𝟏

𝟐
 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐 𝒙 )   𝒅𝒙             ,            𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 =

𝟏

𝟐
 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐 𝒙 )  

−𝒄𝒐𝒕 𝒚 =
𝟏

𝟐
 (𝒙 − 

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

𝟐
) + 𝒄

×−𝟏
⇒  𝒄𝒐𝒕 𝒚 = −

𝟏

𝟐
 (𝒙 − 

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

𝟐
) − 𝒄  

𝒄𝒐𝒕 𝒚 = −
𝟏

𝟐
 (𝒙 − 

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

𝟐
) + 𝒄𝟏                   (𝒄𝟏 = −𝒄 حيث) 

  جد حلًا للمعادلة :مثال 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓𝟐𝒙+𝒚      

 الحل : 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓𝟐𝒙 . 𝟓𝒚⟹

𝒅𝒚

𝟓𝒚
= 𝟓𝟐𝒙 𝒅𝒙 ⟹ 𝟓−𝒚 𝒅𝒚 = 𝟓𝟐𝒙 𝒅𝒙        بأخذ التكامل للطرفين  

∫𝟓−𝒚 𝒅𝒚 =  ∫𝟓𝟐𝒙 𝒅𝒙 ⟹ −
𝟏

𝒍𝒏 𝟓
∫𝟓−𝒚(−𝒍𝒏𝟓) 𝒅𝒚 =  

𝟏

𝟐𝒍𝒏𝟓
∫𝟓𝟐𝒙(𝟐𝒍𝒏𝟓)𝒅𝒙  

[
−𝟏

𝒍𝒏𝟓
  . 𝟓−𝒚 =

𝟏

𝟐𝒍𝒏𝟓
𝟓𝟐𝒙 + 𝒄]    𝒍𝒏 𝟓 بالضرب بـ             

−𝟓−𝒚 = 
𝟏

𝟐
𝟓𝟐𝒙 + 𝒄𝒍𝒏𝟓

×−𝟏
⇒  𝟓−𝒚 = −

𝟏

𝟐
𝟓𝟐𝒙 − 𝒄𝒍𝒏𝟓 ⟹ 𝟓−𝒚 = −

𝟏

𝟐
𝟓𝟐𝒙 + 𝒄𝟏     (𝒄𝟏 = −𝒄𝒍𝒏𝟓 حيث) 

′𝒚 جد حلًا للمعادلة التفاضلية :مثال  − 𝒙√𝒚 = 𝒚عندما  𝟎 = 𝟗  ، 𝒙 = 𝟐   

 الحل : 

𝒚′ −  𝒙√𝒚 = 𝟎 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒙 𝒚

𝟏
𝟐 = 𝟎 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙 𝒚

𝟏
𝟐⟹ 𝒅𝒚 = 𝒙 (𝒚)

𝟏
𝟐𝒅𝒙

(÷ 𝒚
𝟏
𝟐)

⇒   
𝒅𝒚

𝒚
𝟏
𝟐

= 𝒙 𝒅𝒙 

𝒚−
𝟏
𝟐 𝒅𝒚 = 𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫𝒚−

𝟏
𝟐𝒅𝒚 =  ∫𝒙𝒅𝒙 ⟹

𝒚
𝟏
𝟐

𝟏
𝟐

=
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄 ⟹ 𝟐√𝒚 =

𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄 

𝒚  نعوض  = 𝟗 ، 𝒙 =  فينتج  : 𝟐

𝟐√𝟗 =
(𝟐)𝟐

𝟐
+ 𝒄 ⟹ 𝟔 = 𝟐 + 𝒄 ⟹ 𝒄 = 𝟒 

𝟐√𝒚 =
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟒 

÷ 𝟐
⇒  √𝒚 =

𝒙𝟐

𝟒
+ 𝟐

بالتربيع

⇒   𝒚 = (
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 + 𝟐)𝟐  

𝒙)     جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : :مثال  + 𝟏)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒚 

 الحل : 

(𝒙 + 𝟏)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒚 ⟹ (𝒙 + 𝟏)𝒅𝒚 = 𝟐𝒚 𝒅𝒙 ⟹

𝒅𝒚

𝟐𝒚
=
𝒅𝒙

𝒙 + 𝟏
⟹
𝒅𝒚

𝒚
= 𝟐

𝒅𝒙

𝒙 + 𝟏
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∫
𝒅𝒚

𝒚
= 𝟐∫

𝒅𝒙

𝒙 + 𝟏
⟹ 𝒍𝒏|𝒚| = 𝟐𝒍𝒏|𝒙 + 𝟏| + 𝒄 ⟹ 𝒍𝒏|𝒚| = 𝒍𝒏(𝒙 + 𝟏)𝟐 + 𝒄 

𝒍𝒏|𝒚| − 𝒍𝒏(𝒙 + 𝟏)𝟐 + 𝒄 ⟹ 𝒍𝒏
|𝒚|

(𝒙 + 𝟏)𝟐
= 𝒄

نأخذ 𝒆 للطرفين

⇒        
|𝒚|

(𝒙 + 𝟏)𝟐
= 𝒆𝒄 

|𝒚| = 𝒆𝒄(𝒙 + 𝟏)𝟐⟹  𝒚 = ±𝒄𝟏(𝒙 + 𝟏)
𝟐          (𝒄𝟏 = 𝒆

𝒄 حيث) 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  5)– (2 حل تمارين

 : حل المعادلات الاتية بطريقة فصل المتغيرات :  1س

(a) 𝒚′ 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 

     
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 . 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ⟹ (𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙)𝒅𝒚 = (𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝒅𝒙 ⟹ 𝒅𝒚 =

𝒔𝒊𝒏𝒙 

𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙
𝒅𝒙 

𝒅𝒚 =
𝒔𝒊𝒏𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
𝒅𝒙 ⟹ ∫𝒅𝒚 =  

𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
𝒅𝒙 ⟹ ∫𝒅𝒚 =  ∫ 𝒕𝒂𝒏𝒙 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒙   

   𝒚 =
(𝒕𝒂𝒏𝒙)𝟐

𝟐
+ 𝒄 

 (b)  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒙𝒚 = 𝟑𝒙             𝒙 = 𝟏     ,   𝒚 = 𝟐  

      
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟑𝒙 − 𝒙𝒚 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙 (𝟑 − 𝒚 ) 

    −𝟏∫
−𝒅𝒚

𝟑−𝒚
= ∫ 𝒙𝒅𝒙 ⟹ − 𝒍𝒏|𝟑 − 𝒚| = 

𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄                     𝒙 = 𝟏        𝒚 = 𝟐  

    −𝒍𝒏 |𝟑 − 𝟐| =  
𝟏

𝟐
+ 𝒄 ⟹ −𝒍𝒏 𝟏 =

𝟏

𝟐
+ 𝒄 ⟹ 𝟎 =

𝟏

𝟐
+ 𝒄 ⟹ 𝒄 = −

𝟏

𝟐
  

    −𝒍𝒏 |𝟑 − 𝒚| =  
−𝒙𝟐

𝟐
−
𝟏

𝟐

×−𝟏
⇒  𝒍𝒏 |𝟑 − 𝒚| =

𝟏

𝟐
−
𝒙𝟐

𝟐
⟹ 𝟑− 𝒚 = 𝒆

𝟏

𝟐
−
𝒙𝟐

𝟐 ⟹ 𝒚 =  𝟑 − 𝒆
𝟏

𝟐
(𝟏−𝒙𝟐)

 

 (c)  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= ( 𝒙 + 𝟏 )(𝒚 − 𝟏 ) 

     
𝒅𝒚

(𝒚−𝟏)
= ( 𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙 ⟹ ∫

𝒅𝒚

(𝒚−𝟏)
= ∫(𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙 ⟹ 𝒍𝒏( 𝒚 − 𝟏 )  = 

𝒙𝟐

𝟐
 +  𝒙 +  𝒄  

     (𝒚 − 𝟏 ) = 𝒆
𝒙𝟐

𝟐
 + 𝒙 + 𝒄⟹ 𝒚 = 𝒆

𝒙𝟐

𝟐
 + 𝒙 + 𝒄 + 𝟏 

(d) (𝒚𝟐 +  𝟒𝒚 –  𝟏 )𝒚′ = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑 

     (𝒚𝟐 +  𝟒𝒚 –  𝟏)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑 ⟹ ∫(𝒚𝟐 + 𝟒𝒚 − 𝟏)𝒅𝒚 =  ∫(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙  

     
𝒚𝟑

𝟑
+ 𝟐𝒚𝟐 − 𝒚 =

𝒙𝟑

𝟑
− 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝒄 
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(e)  𝒚𝒚′ = 𝟒√(𝟏 + 𝒚𝟐)𝟑 

      𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟒 (𝟏 + 𝒚𝟐)

𝟑

𝟐⟹
𝒚 𝒅𝒚

(𝟏+𝒚𝟐)
𝟑
𝟐

= 𝟒 𝒅𝒙 ⟹ ∫
𝒚 𝒅𝒚

(𝟏+𝒚𝟐)
𝟑
𝟐

=  𝟒 ∫𝒅𝒙 

∫𝒚 (𝟏 + 𝒚𝟐)
−𝟑
𝟐 (𝒅𝒚) = ∫𝟒𝒅𝒙 ⟹

𝟏

𝟐
∫(𝟏 + 𝒚𝟐)

−𝟑
𝟐  𝟐𝒚 𝒅𝒚 = ∫𝟒 𝒅𝒙  

𝟏

𝟐
×
(𝟏 + 𝒚𝟐)

−𝟏
𝟐

−
𝟏
𝟐

= 𝟒𝒙 + 𝒄 ⟹ −(𝟏 + 𝒚𝟐)
−𝟏
𝟐 = 𝟒𝒙 + 𝒄 ⟹

−𝟏

√𝟏 + 𝒚𝟐
= 𝟒𝒙 + 𝒄  

 (f)  𝒆𝒙. 𝒅𝒙 − 𝒚𝟑𝒅𝒚 = 𝟎 ⟹ 𝒆𝒙. 𝒅𝒙 =  𝒚𝟑𝒅𝒚 ⟹ ∫𝒆𝒙𝒅𝒙 =  ∫ 𝒚𝟑𝒅𝒚 ⟹ 𝒆𝒙 =
𝒚𝟒

𝟒
+  𝒄 

      
𝒚𝟒

𝟒
= 𝒆𝒙 −  𝒄 ⟹ 𝒚𝟒 = 𝟒𝒆𝒙 −  𝟒𝒄 ⟹ 𝒚 = ±√𝟒𝒆𝒙 −  𝟒𝒄 ⟹ 𝒚 = ±√𝟒𝒆𝒙 + 𝒄𝟏     𝒄𝟏 = −𝟒𝒄  

 (g)  𝒚′ = 𝟐𝒆𝒙𝒚𝟑                 𝒙 = 𝟎   ,   𝒚 = 
𝟏

𝟐
 

      
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒆𝒙𝒚𝟑⟹ 𝒅𝒚 = 𝟐𝒆𝒙𝒚𝟑𝒅𝒙

÷𝒚𝟑

⇒  
𝒅𝒚

𝒚𝟑
= 𝟐𝒆𝒙𝒚𝟑⟹ ∫

𝒅𝒚

𝒚𝟑
= ∫ 𝟐𝒆𝒙 𝒅𝒙  =  

     ∫𝒚−𝟑𝒅𝒚 = 𝟐∫𝒆𝒙 𝒅𝒙 ⟹
𝒚−𝟐

−𝟐
= 𝟐𝒆𝒙 + 𝒄 ⟹

−𝟏

𝟐𝒚𝟐
= 𝟐𝒆𝒙 + 𝒄 ⟹

𝟏

𝒚𝟐
= −𝟒𝒆𝒙 − 𝟐𝒄 

    
𝟏

(
𝟏

𝟐
)𝟐

 = −𝟒𝒆𝟎 − 𝟐𝒄 ⟹ 𝟒 = −𝟒 − 𝟐𝒄 ⟹ −𝟐 𝒄 = 𝟖 ⟹ 𝒄 = −𝟒  

     
𝟏

𝒚𝟐
= −𝟒𝒆𝒙 + 𝟖 ⟹ 𝒚𝟐 =

𝟏

−𝟒𝒆𝒙+𝟖
⟹ 𝒚 = ±√

𝟏

−𝟒𝒆𝒙+𝟖
 

 : جد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية :  2س

(a)  𝒙𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚𝟐 =  𝟏 − 𝒚𝟐 

      𝒙𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏 − 𝒚𝟐 − 𝒚𝟐⟹ 𝒙𝒚

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏 − 𝟐𝒚𝟐⟹ 𝒙𝒚 𝒅𝒚 = (𝟏 − 𝟐𝒚𝟐)𝒅𝒙    

     
𝒚 𝒅𝒚

(𝟏−𝟐𝒚𝟐)
=
𝒅𝒙

𝒙
⟹ ∫

𝒚 𝒅𝒚

(𝟏−𝟐𝒚𝟐)
= ∫

𝒅𝒙

𝒙
⟹− 

𝟏

𝟒
∫
−𝟒𝒚 𝒅𝒚

(𝟏−𝟐𝒚𝟐)
 = ∫

𝒅𝒙

𝒙
 

    −
𝟏

𝟒
 𝒍𝒏|𝟏 − 𝟐𝒚𝟐| = 𝒍𝒏|𝒙| + 𝒍𝒏|𝒄| ⟹ 𝒍𝒏(𝟏 − 𝟐𝒚𝟐)−

𝟏

𝟒 = 𝒍𝒏|𝒄𝒙|    للطرفين 𝒆 بأخذ  

    (𝟏 − 𝟐𝒚𝟐)−
𝟏

𝟒 = 𝒄𝒙 ⟹
𝟏

(𝟏−𝟐𝒚𝟐)
𝟏
𝟒

= 𝒄𝒙 ⟹
𝟏

√𝟏−𝟐𝒚𝟐
𝟒 = 𝒄𝒙 ⟹ √𝟏 − 𝟐𝒚𝟐

𝟒
=

𝟏

𝒄𝒙
 

    𝟏 − 𝟐𝒚𝟐 =
𝟏

(𝒄𝒙)𝟒
⟹ 𝟐𝒚𝟐 = 𝟏 −

𝟏

(𝒄𝒙)𝟒
⟹ 𝒚𝟐 =

𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐𝒙𝟒𝒄𝟒
⟹ 𝒚 = ±√

𝟏

𝟐
−

𝟏

𝒄𝟏𝒙
𝟒
   𝟐𝒄𝟒 = 𝒄𝟏 

(b)  𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒚 = 𝟎 

      𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒚 ⟹

𝒄𝒐𝒔𝒚

𝒔𝒊𝒏𝒚

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= − 

𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏 𝒙
⟹

𝒄𝒐𝒔𝒚

𝒔𝒊𝒏𝒚
 𝒅𝒚 = −

𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
 𝒅𝒙  
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      ∫
𝒄𝒐𝒔𝒚

𝒔𝒊𝒏𝒚
 𝒅𝒚 = ∫−

𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
 𝒅𝒙 ⟹ 𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏𝒚| =  − 𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏𝒙| + 𝒄  

      𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏𝒚| +  𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏𝒙| = 𝒄 ⟹ 𝒍𝒏|𝒔𝒊𝒏𝒚 𝒔𝒊𝒏𝒙| = 𝒄 ⟹ 𝒔𝒊𝒏 𝒚 𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝒆𝒄 

(c)   𝒙𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 𝒅𝒙 + 𝒕𝒂𝒏𝒚 𝒅𝒚 =  𝟎 

       𝒕𝒂𝒏𝒚𝒅𝒚 = −𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 𝒅𝒙
÷ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 
⇒     

𝒕𝒂𝒏𝒚

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 
𝒅𝒚 = −𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫

𝒕𝒂𝒏𝒚

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 
𝒅𝒚 = −∫𝒙 𝒅𝒙  

      ∫ 𝒕𝒂𝒏𝒚. 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 𝒅𝒚 = ∫ 𝒕𝒂𝒏𝒚. 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 𝒅𝒚 ⟹
(𝒕𝒂𝒏𝒚)𝟐

𝟐
= −

𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄

× 𝟐
⇒  (𝒕𝒂𝒏𝒚)𝟐 = −𝒙𝟐 + 𝟐𝒄 

      (𝒕𝒂𝒏𝒚)𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝟐𝒄 ⟹      (𝒕𝒂𝒏𝒚)𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝒄𝟏            𝒄𝟏 = 𝟐𝒄 

(d)  𝒕𝒂𝒏𝟐𝒚𝒅𝒚 =  𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 − 𝟏)𝒅𝒚 =  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒅𝒙 

      ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 − 𝟏)𝒅𝒚 =  ∫(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙 

     ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 − 𝟏)𝒅𝒚 =  ∫[ 𝒔𝒊𝒏𝒙 − (𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙] 𝒅𝒙  

    ∫(𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚)𝒅𝒚 − ∫𝒅𝒚 =  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙 − ∫(𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐 (−𝒔𝒊𝒏𝒙) 𝒅𝒙  

    𝒕𝒂𝒏𝒚 − 𝒚 = −𝒄𝒐𝒔 𝒙 +
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙

𝟑
+ 𝒄 

 (e)  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 ⟹

𝒅𝒚

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚
= 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫

𝒅𝒚

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚
= ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒙 

    ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 𝒅𝒚 =  ∫
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 )𝒅𝒙 ⟹ 𝒕𝒂𝒏𝒚 =

𝟏

𝟐
( 𝒙 +

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟐
) + 𝒄 

(f)  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟑𝒚𝟐+𝒆𝒚
⟹ 𝟑𝒚𝟐 + 𝒆𝒚 𝒅𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫(𝟑𝒚𝟐 + 𝒆𝒚)𝒅𝒚 = ∫𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒅𝒙 

    
𝟑𝒚𝟑

𝟑
+ 𝒆𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄 ⟹ 𝒚𝟑 + 𝒆𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄 

(g)  𝒆𝒙+𝟐𝒚 + 𝒚′ = 𝟎 ⟹ 𝒆𝒙. 𝒆𝟐𝒚 +
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟎 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝒆𝒙. 𝒆𝟐𝒚⟹

𝒅𝒚

𝒆𝟐𝒚
= −𝒆𝒙 𝒅𝒙 

       ∫
𝒅𝒚

𝒆𝟐𝒚
= −∫ 𝒆𝒙 𝒅𝒙 ⟹ −

𝟏

𝟐
∫𝒆−𝟐𝒚 (−𝟐)𝒅𝒚 = −∫𝒆𝒙𝒅𝒙 

     −
𝟏

𝟐
𝒆−𝟐𝒚 = −𝒆𝒙 + 𝒄

× −𝟐
⇒  𝒆−𝟐𝒚 = 𝟐𝒆𝒙 − 𝟐𝒄 ⟹ 𝒆−𝟐𝒚 = 𝟐𝒆𝒙 + 𝒄𝟏          𝒄𝟏 = −𝟐𝒄 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 حل المعادلات التفاضلية المتجانسة

 ثانيا : المعادلة التفاضلية المتجانسة 

هي المعادلة التي نستطيع كتابتها بالشكل 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  𝒇(

𝒚

𝒙
(𝒙𝟒−𝒚𝟒)فمثلا المعادلة  (

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝟑𝒚  يمكن كتابتها بالصورة

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝒙

𝟏+(
𝒚

𝒙
)𝟒

 ( 𝒙𝟒 بقسمة طرفي المعادلة على)        

 في المعادلة فاذا كانت الاسس متساوية فإن المعادلة متجانسة .   𝒚عن كل  𝒙بوضع  ملاحظة :

 بين اي المعادلات التالية متجانسة :   :مثال 
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(1) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒙𝟑+𝒚𝟑

𝟑𝒙𝟐𝒚
                                𝒙𝟑 ≠ 𝟎    بقسمة البسط والمقام على 

       
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙𝟑

𝒙𝟑
+
𝒚𝟑

𝒙𝟑

𝟑𝒙𝟐𝒚

𝒙𝟑

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏+(

𝒚

𝒙
)𝟑

𝟑(
𝒚

𝒙
)

   المعادلة متجانسة                        

(2) 𝟐 𝒙 𝒚′ − 𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟐 = 𝟎        𝒙𝟐 ≠ 𝟎 بالقسمة على     

        2 
𝒚

𝒙
 𝒚′ − 

𝒚𝟐

𝒙𝟐
+ 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝟐 (

𝒚

𝒙
) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− (

𝒚

𝒙
)𝟐 + 𝟐 = 𝟎  

        𝟐 (
𝒚

𝒙
)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (

𝒚

𝒙
)𝟐 − 𝟐⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

(
𝒚

𝒙
)𝟐−𝟐

𝟐 (
𝒚

𝒙
)

 المعادلة متجانسة     

(3)  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙𝟐−𝒚

𝒙𝟑
            

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇(

𝒚

𝒙
 غير متجانسة لأنه لا يمكن كتابتها بالشكل       (

  اذا كانت المعادلة التفاضلية متجانسة فإننا نتبع ما يأتي :طريقة حل المعادلة التفاضلية المتجانسة : 

]نكتب المعادلة بالصورة  (1
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇(

𝒚

𝒙
= 𝒚]ثم نعوض عن كل   [( 𝒗 𝒙] أو [𝒗 =  

𝒚

𝒙
 . 𝒙دالة الى  𝒗حيث  [

𝒚نشتق  (2 = 𝒗 𝒙  بالنسبة الى𝒙   فنحصل على[
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
] 

𝒗فنحصل على     (𝟏)و(𝟐)نربط بين الخطوتين  (3 + 𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝒇(𝒗) ⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝒇(𝒗) − 𝒗 

بعد فصل المتغيرات نحصل  (4
𝒅𝒗

𝒇(𝒗)−𝒗
=
𝒅𝒙

𝒙
 

𝒗]نكامل الطرفين فنحصل على الحل العام وأخيرا   (5 =
𝒚

𝒙
]  

′𝒚    حل المعادلة التفاضلية :مثال  =
𝟑𝒚𝟐−𝒙𝟐

𝟐𝒙𝒚
 

 الحل :

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟑𝒚𝟐−𝒙𝟐

𝟐𝒙𝒚
          𝒙𝟐 ≠  بقسمة البسط والمقام على  𝟎 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟑𝒚𝟐

𝒙𝟐
−
𝒙𝟐

𝒙𝟐

𝟐𝒙𝒚

𝒙𝟐

⟹   
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟑(
𝒚

𝒙
)𝟐−𝟏

𝟐(
𝒚

𝒙
)
………(𝟏)                  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟑𝒗𝟐−𝟏

𝟐𝒗
………(𝟐)          [𝒗 = 

𝒚

𝒙
 [وضعنا 

∵ 𝒚 =  𝒗 𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
 نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) فينتج :                  (𝟑)……… 

𝒗 + 𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟑𝒗𝟐 − 𝟏

𝟐𝒗
⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟑𝒗𝟐 − 𝟏

𝟐𝒗
− 𝒗 ⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟑𝒗𝟐 − 𝟏 − 𝟐𝒗𝟐

𝟐𝒗
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𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=  
𝒗𝟐 − 𝟏

𝟐𝒗
⟹
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 =

𝟐𝒗

𝒗𝟐 − 𝟏
 𝒅𝒗 

∫
𝟏

𝒙
𝒅𝒙 = ∫

𝟐𝒗

𝒗𝟐−𝟏
𝒅𝒗 ⟹ 𝒍𝒏 |𝒙| = 𝒍𝒏 |𝒗𝟐 − 𝟏| + 𝒍𝒏 |𝒄|  

𝒍𝒏 |𝒙| = 𝒍𝒏 |𝒄( 𝒗𝟐 − 𝟏)| ⟹ 𝒙 = ± 𝒄(𝒗𝟐 − 𝟏) 

𝒗 =
𝒚

𝒙
⟹  𝒙 = ±𝒄 [

𝒚𝟐

𝒙𝟐
 − 𝟏] ⟹ 𝒙 = ±𝒄(

𝒚𝟐 − 𝒙𝟐

𝒙𝟐
)  ⟹ 𝒄 = ±

𝒙

(
𝒚𝟐 − 𝒙𝟐

𝒙𝟐
)
⟹ 𝒄 = ±(

𝒙𝟑

𝒚𝟐 − 𝒙𝟐
) 

    حل المعادلة التفاضلية :مثال 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒚+𝒙

𝒚−𝒙
 

 الحل :
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒚+𝒙

𝒚−𝒙
                𝒙 ≠  بقسمة البسط والمقام على 𝟎 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝒙
+𝟏
𝒚

𝒙
−𝟏
………(𝟏)  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒗+𝟏

𝒗−𝟏
………(𝟐)          [𝒗 =

𝒚

𝒙
      [وضعنا  

∵  𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
 نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) فينتج :         (𝟑)………

𝒗 +   𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝒗 + 𝟏

𝒗 − 𝟏
⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝒗 + 𝟏

𝒗 − 𝟏
− 𝒗 ⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝒗 + 𝟏 − 𝒗(𝒗 − 𝟏)

𝒗 − 𝟏
 

𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝒗 + 𝟏 − 𝒗𝟐 + 𝒗

𝒗 − 𝟏
⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏

𝒗 − 𝟏
 

∴
𝒗 − 𝟏

𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏
𝒅𝒗 =

𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 ⟹ ∫

𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 = ∫

𝒗 − 𝟏

𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏
𝒅𝒗 

∫
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 =

−𝟏

𝟐
∫
(−𝟐)𝒗 − 𝟏

𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏
𝒅𝒗  ⟹

−𝟏

𝟐
𝒍𝒏|𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏| = 𝒍𝒏|𝒙| + 𝒍𝒏|𝒄| 

𝒍𝒏|𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏|
−𝟏
𝟐 = 𝒍𝒏|𝒄𝒙| ⟹ 𝒍𝒏 |

𝟏

√𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏
| = 𝒍𝒏 |𝒄𝒙| 

𝟏

√𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏
= 𝒄𝒙 ⟹ √𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏 =

𝟏

𝒄𝒙

 بتربيع الطرفين

⇒       𝟐𝒗 − 𝒗𝟐 + 𝟏 =
𝟏

𝒄𝟐𝒙𝟐
 

∵ 𝒗 =
𝒚

𝒙
 ⟹ 𝟐(

𝒚

𝒙
) − (

𝒚

𝒙
)
𝟐

+ 𝟏 =
𝟏

𝒄𝟐𝒙𝟐
         (𝒙𝟐  نضرب طرفي المعادلة بـ) 
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𝟐𝒚𝒙 − 𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 =
𝟏

𝒄𝟐
⟹ 𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝒙 − 𝒚𝟐 =

𝟏

𝒄𝟐
⟹ 𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝒙 − 𝒚𝟐 = 𝒌        𝒌 =

𝟏

𝒄𝟐
 حيث  

𝟑𝒙) المعادلة حل :مثال  − 𝒚)𝒚′ = 𝒙 + 𝒚 

 الحل : 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙+𝒚

𝟑𝒙−𝒚
                 (𝒙 ≠  )نقسم البسط والمقام على   𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙

𝒙
+
𝒚

𝒙

𝟑
𝒙

𝒙
−
𝒚

𝒙

  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏+
𝒚

𝒙

𝟑−
𝒚

𝒙

 ………(𝟏)  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏+𝒗

𝟑−𝒗
………(𝟐)        [𝒗 =

𝒚

𝒙
      [وضعنا  

𝒗 =
𝒚

𝒙
⟹ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
 نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) فينتج :     (𝟑)………

𝒗 + 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝟏 + 𝒗

𝟑 − 𝒗
⟹ 𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝟏 + 𝒗

𝟑 − 𝒗
−  𝒗 ⟹ 𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝟏 + 𝒗 − 𝟑𝒗 + 𝒗𝟐

𝟑 − 𝒗
 

𝒙 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒗𝟐−𝟐𝒗+𝟏

𝟑−𝒗
⟹ 𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
(𝒗−𝟏)𝟐

𝟑−𝒗
 

𝟏

𝒙
𝒅𝒙 =  

𝟑 − 𝒗

(𝒗 − 𝟏)𝟐
𝒅𝒗 ⟹ ∫

−(𝒗 − 𝟑)

(𝒗 − 𝟏)𝟐
𝒅𝒗 = ∫

𝒅𝒙

𝒙
⟹ ∫

−[(𝒗 − 𝟏) − 𝟐]

(𝒗 − 𝟏)𝟐
 𝒅𝒗 = ∫

𝒅𝒙

𝒙
 

∫
−(𝒗 − 𝟏)

(𝒗 − 𝟏)𝟐
 𝒅𝒗 + ∫

𝟐

(𝒗 − 𝟏)𝟐
𝒅𝒗 = ∫

𝒅𝒙

𝒙
 

−∫
𝒅𝒗

𝒗 − 𝟏
 + (𝟐) ∫(𝒗 − 𝟏)−𝟐 𝒅𝒗 = ∫

𝒅𝒙

𝒙
 

−𝒍𝒏|𝒗 − 𝟏| +
𝟐 (𝒗 − 𝟏)−𝟏

−𝟏
+ 𝒄 = 𝒍𝒏 |𝒙| ⟹ −𝒍𝒏|𝒗 − 𝟏| +

−𝟐

(𝒗 − 𝟏)
+ 𝒄 = 𝒍𝒏 |𝒙| 

∵ 𝒗 =
𝒚

𝒙
 ⟹ 𝒍𝒏 |𝒙| − 𝒍𝒏 |

𝒚

𝒙
− 𝟏| −

𝟐
𝒚
𝒙
 − 𝟏

+ 𝒄  

𝒍𝒏|𝒙| + 𝒍𝒏 |
𝒚

𝒙
− 𝟏| =

−𝟐
𝒚 − 𝒙
𝒙

+ 𝒄 ⟹ 𝒍𝒏 |𝒙 (
𝒚

𝒙
− 𝟏)| =

−𝟐𝒙

𝒚 − 𝒙
+ 𝒄 

𝒍𝒏|𝒚 − 𝒙| =
−𝟐𝒙

𝒚 − 𝒙
+ 𝒄 
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′𝟐𝒙𝒚𝒚   حل المعادلة التفاضلية :مثال  − 𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝟎    

 الحل : 

𝟐𝒙𝒚𝒚′ = 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒚𝟐−𝒙𝟐

𝟐𝒙𝒚
         (𝒙𝟐 ≠  )نقسم البسط والمقام على   𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚𝟐

𝒙𝟐
−
𝒙𝟐

𝒙𝟐

𝟐𝒙𝒚

𝒙𝟐

⟹  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
(
𝒚

𝒙
)𝟐−𝟏

𝟐(
𝒚

𝒙
)
 ………(𝟏) 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒗𝟐−𝟏

𝟐𝒗
………(𝟐)         [𝒗 =

𝒚

𝒙
 [وضعنا  

𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 ……… (𝟐)  

𝒗 + 𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

𝒗𝟐−𝟏

𝟐𝒗
 نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) فينتج :                (𝟑)………

𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝒗𝟐−𝟏

𝟐𝒗
− 𝒗 ⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

𝒗𝟐−𝟏−𝟐𝒗𝟐

𝟐𝒗
 ⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

−𝒗𝟐−𝟏

𝟐𝒗
⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

−(𝒗𝟐+𝟏)

𝟐𝒗
 

𝟐𝒗

(𝒗𝟐 + 𝟏)
𝒅𝒗 = −

𝒅𝒙

𝒙
⟹ ∫

𝟐𝒗

𝒗𝟐 + 𝟏
 𝒅𝒗 = −∫

𝒅𝒙

𝒙
 ⟹ 𝒍𝒏 |𝒗𝟐 + 𝟏| + 𝒍𝒏 |𝒄| = −𝒍𝒏 |𝒙| 

𝒍𝒏 |𝒗𝟐 + 𝟏| + 𝒍𝒏 |𝒙| = −𝒍𝒏 |𝒄| ⟹ 𝒍𝒏 |𝒙(𝒗𝟐 + 𝟏)| = 𝒍𝒏 |𝒄−𝟏| 

𝒍𝒏 |𝒙(𝒗𝟐 + 𝟏)| = 𝒍𝒏 |
𝟏

𝒄
| ⟹ ±𝒙(𝒗𝟐 + 𝟏) =

𝟏

𝒄
⟹ 𝒄 = ±

𝟏

𝒙(𝒗𝟐 + 𝟏)
 

∵ 𝒗 =
𝒚

𝒙
⟹ 𝒄 = ±

𝟏

𝒙(
𝒚𝟐

𝒙𝟐
+ 𝟏)

⟹ 𝒄 = ±
𝟏

𝒙 (
𝒚𝟐 + 𝒙𝟐

𝒙𝟐
)
⟹ 𝒄 = ±

𝟏

(
𝒚𝟐 + 𝒙𝟐

𝒙
)
⟹ 𝒄 

= ±
𝒙

𝒚𝟐 + 𝒙𝟐
 

𝒙𝟐 𝟐      جد الحد العام للمعادلة التفاضلية :مثال 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 

 الحل :

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝟐𝒙𝟐
                   (𝒙𝟐 ≠  )نقسم البسط والمقام على  𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙𝟐

𝒙𝟐
+
𝒚𝟐

𝒙𝟐

𝟐𝒙𝟐

𝒙𝟐

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏 + (

𝒚
𝒙
)𝟐

𝟐
………… . (𝟏) 
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𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏 + 𝒗𝟐

𝟐
………… . (𝟐)              [𝒗 =

𝒚

𝒙
 [وضعنا   

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙

𝒅𝒗

𝒙
……… (𝟑) 

𝒗 + 𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟏+𝒗𝟐

𝟐
⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟏+𝒗𝟐

𝟐
− 𝒗 ⟹  𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟏+𝒗𝟐−𝟐𝒗

𝟐
 ⟹  𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝒗𝟐−𝟐𝒗+𝟏

𝟐
 

𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
(𝒗 − 𝟏)𝟐

𝟐
⟹ ∫

𝟐 𝒅𝒗

(𝒗 − 𝟏)𝟐
= ∫

𝒅𝒙

𝒙
⟹ ∫𝟐 (𝒗 − 𝟏)−𝟐𝒅𝒗 = ∫

𝒅𝒙

𝒙
 

𝟐(𝒗−𝟏)−𝟏

−𝟏
= 𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 ⟹

−𝟐

𝒗−𝟏
= 𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄                   (𝒗 =

𝒚

𝒙
   (نضع   

−𝟐
𝒚
𝒙
− 𝟏

= 𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 ⟹
−𝟐
𝒚 − 𝒙
𝒙

= 𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 ⟹
−𝟐𝒙

𝒚 − 𝒙
= 𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 

𝒚 − 𝒙 =
−𝟐𝒙

𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄
⟹ 𝒚 = 𝒙 −

𝟐𝒙

𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  5)– (3حل تمارين 

 حل كلًا من المعادلات التفاضلية الاتية :     

(𝟏) 𝒚′ =
𝒚

𝒙
+ 𝒆

𝒚

𝒙   

      
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒚

𝒙
+ 𝒆

𝒚

𝒙              [𝒗 =
𝒚

𝒙
 [وضعنا   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒆𝒗………(1) 

𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙 
 نعوض المعادلة (𝟐) في المعادلة  (𝟏) فينتج :      (𝟐)………

𝒗 + 𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒆𝒗⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝒆𝒗⟹ 𝒙𝒅𝒗 = 𝒆𝒗𝒅𝒙 ⟹

𝒅𝒗

𝒆𝒗
= 

𝒅𝒙

𝒙
  

∫𝒆−𝒗𝒅𝒗 = ∫
𝒅𝒙

𝒙
⟹−𝒆−𝒗 + 𝒄 =  𝒍𝒏|𝒙| ⟹ 𝒍𝒏|𝒙| = −𝒆− 

𝒚

𝒙 + 𝒄 

 (2)  (𝒚𝟐 − 𝒙𝒚)𝒅𝒙 + 𝒙𝟐𝒅𝒚 = 𝟎  

𝒙𝟐𝒅𝒚 =  −( 𝒚𝟐–  𝒙𝒚 ) 𝒅𝒙 ⟹ 𝒙𝟐𝒅𝒚 =  ( 𝒙𝒚 – 𝒚𝟐) 𝒅𝒙 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒙𝒚− 𝒚𝟐

𝒙𝟐
         (𝒙𝟐 ≠ 𝟎   )بقسمة البسط والمقام على
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𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙𝒚
𝒙𝟐
− 
𝒚𝟐

𝒙𝟐

𝒙𝟐

𝒙𝟐

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒚
𝒙
− (
𝒚
𝒙)
𝟐

𝟏
⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒚

𝒙
− (
𝒚

𝒙
)
𝟐

………(𝟏) 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 − (𝒗)𝟐………(𝟐)        (𝒗 =

𝒚

𝒙
  (وضعنا   

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
فينتج :        (𝟑)………  نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) 

∴ 𝒗 + 𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝒗 − 𝒗𝟐⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= −𝒗𝟐⟹ 𝒙 𝒅𝒗 = −𝒗𝟐𝒅𝒙 ⟹

𝒅𝒗

𝒗𝟐
= −

𝒅𝒙

𝒙
  

∫
𝒅𝒗

𝒗𝟐
= ∫

𝒅𝒙

𝒙
⟹ ∫𝒗−𝟐 𝒅𝒗 = −∫

𝒅𝒙

𝒙
⟹
𝒗−𝟏

−𝟏
+ 𝒄 = −𝒍𝒏|𝒙| 

−𝒍𝒏|𝒙| =
−𝟏

𝒗
+ 𝒄

(×−𝟏) 
⇒   𝒍𝒏|𝒙| =

𝟏
𝒚

𝒙

− 𝒄 ⟹ 𝒍𝒏|𝒙| =
𝒙

𝒚
− 𝒄 ⟹ 𝒍𝒏|𝒙| =

𝒙

𝒚
+ 𝒄𝟏    −𝒄 = 𝒄𝟏       

(3) (𝒙 + 𝟐𝒚) 𝒅𝒙 + (𝟐𝒙 + 𝟑𝒚) 𝒅𝒚 = 𝟎  

(𝟐𝒙 + 𝟑𝒚)𝒅𝒚 = −( 𝒙 + 𝟐𝒚)𝒅𝒙⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

−𝒙−𝟐𝒚

𝟐𝒙+𝟑𝒚
         (𝒙 ≠ 𝟎    )نقسم البسط والمقام على 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

−𝒙

𝒙
−
𝟐𝒚

𝒙
𝟐𝒙

𝒙
+𝟑

𝒚

𝒙

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
−𝟏−𝟐

𝒚

𝒙

𝟐+𝟑
𝒚

𝒙

………(𝟏)                 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
−𝟏−𝟐𝒗

𝟐+𝟑𝒗
………(𝟐)              (𝒗 =

𝒚

𝒙
 (وضعنا  

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
فينتج :        (𝟑)………  نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) 

𝒗 + 𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

−𝟏−𝟐𝒗

𝟐+𝟑𝒗
⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
−𝟏−𝟐𝒗

𝟐+𝟑𝒗
−  𝒗 ⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
 =

−𝟏−𝟐𝒗−𝒗(𝟐+𝟑𝒗)

𝟐+𝟑𝒗
   

𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
−𝟏−𝟐𝒗−𝟐𝒗−𝟑𝒗𝟐

𝟐+𝟑𝒗
⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
−(𝟑𝒗𝟐+𝟒𝒗+𝟏)

𝟐+𝟑𝒗
  

𝒙 𝒅𝒗 =
−𝟑𝒗𝟐−𝟒𝒗−𝟏

𝟐+𝟑𝒗
 𝒅𝒙 ⟹ ∫

(𝟐+𝟑𝒗)𝒅𝒗

𝟑𝒗𝟐+𝟒𝒗+𝟏
= −∫

𝒅𝒙 

𝒙
⟹

𝟏

𝟐
∫
𝟐(𝟐+𝟑𝒗)𝒅𝒗

𝟑𝒗𝟐+𝟒𝒗+𝟏
= −∫

𝒅𝒙 

𝒙
  

𝟏

𝟐
𝒍𝒏|𝟑𝒗𝟐 + 𝟒𝒗 + 𝟏| = −𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 ⟹

𝟏

𝟐
𝒍𝒏 |𝟑 (

𝒚

𝒙
)
𝟐

+ 𝟒
𝒚

𝒙
+ 𝟏| = −𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 
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(4)  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒙𝟐+ 𝒚𝟐

𝟐𝒙𝒚
           (𝒙𝟐 ≠  )نقسم البسط والمقام على  𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙𝟐

𝒙𝟐
+ 
𝒚𝟐

𝒙𝟐

𝟐𝒙𝒚

𝒙𝟐

 =  
𝟏+(

𝒚

𝒙
)𝟐

𝟐 
𝒚

𝒙

………(𝟏)    

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝟏+𝒗𝟐

𝟐𝒗
………(𝟐)          (𝒗 =

𝒚

𝒙
 (وضعنا   

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
فينتج :        (𝟑)………  نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) 

𝒗 + 𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟏+𝒗𝟐

𝟐𝒗
⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟏+𝒗𝟐

𝟐𝒗
− 𝒗⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

𝟏+𝒗𝟐−𝟐𝒗𝟐

𝟐𝒗
  

𝒙
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟏−𝒗𝟐

𝟐𝒗
⟹ 𝒙 𝒅𝒗 =

𝟏−𝒗𝟐

𝟐𝒗
 𝒅𝒙 ⟹

𝟐𝒗 𝒅𝒗

𝟏−𝒗𝟐
=
𝒅𝒙

𝒙
⟹−∫

−𝟐𝒗 𝒅𝒗

(𝟏−𝒗𝟐)
= ∫

𝒅𝒙

𝒙
  

− 𝒍𝒏 |(𝟏 − 𝒗𝟐)| + 𝒄 = 𝒍𝒏 |𝒙| ⟹  𝒍𝒏 |(𝟏 − 𝒗𝟐)| + 𝒍𝒏 |𝒙| = 𝒍𝒏|𝒄|  

𝒍𝒏 |(𝟏 − 𝒗𝟐)𝒙| = 𝒍𝒏|𝒄| ⟹ (𝟏 −
𝒚𝟐

𝒙𝟐
)𝒙 = ±𝒄 ⟹ 𝒙 = ±

𝒄

(𝟏 −
𝒚𝟐

𝒙𝟐
)

  

𝒙 = ±
𝒄𝒙𝟐

(𝒙𝟐−𝒚𝟐)
   

(5) (𝒚𝟐 − 𝒙𝟐)𝒅𝒙 +  𝒙𝒚 𝒅𝒚 = 𝟎 ⟹ 𝒙𝒚 𝒅𝒚 = −(𝒚𝟐 − 𝒙𝟐)𝒅𝒙 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙𝟐−𝒚𝟐

𝒙𝒚
       (𝒙𝟐 ≠  )نقسم البسط والمقام على  𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒙𝟐

𝒙𝟐
 −
𝒚𝟐

𝒙𝟐
𝒙𝒚

𝒙𝟐

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏−(

𝒚

𝒙
)𝟐

𝒚

𝒙

………(𝟏)  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏−𝒗𝟐 

𝒗
………(𝟐)       (𝒗 =

𝒚

𝒙
 (وضعنا   

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
فينتج :        (𝟑)………  نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) 

𝒗 + 𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

𝟏−𝒗𝟐 

𝒗
⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

𝟏−𝒗𝟐 

𝒗
− 𝒗 ⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟏−𝒗𝟐−𝒗𝟐

𝒗
⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=
𝟏−𝟐𝒗𝟐

𝒗
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𝒗 𝒅𝒗

𝟏−𝟐𝒗𝟐
=
𝒅𝒙

𝒙
⟹
−𝟏

𝟒
∫
(−𝟒) 𝒗 𝒅𝒗

𝟏−𝟐𝒗𝟐
= ∫

𝒅𝒙

𝒙
⟹
−𝟏

𝟒
𝒍𝒏|𝟏−𝟐𝒗𝟐| + 𝒍𝒏|𝒄| = 𝒍𝒏|𝒙| 

𝒍𝒏|𝟏−𝟐𝒗𝟐|
−𝟏
𝟒 + 𝒍𝒏|𝒄| = 𝒍𝒏|𝒙| ⟹ 𝒍𝒏 |𝒄(𝟏−𝟐𝒗𝟐)

−𝟏
𝟒 | = 𝒍𝒏|𝒙|  

∴ 𝒙 = ±
𝒄

(𝟏−𝟐𝒗𝟐)
𝟏
𝟒

⟹ 𝒙 = ±
𝒄

(𝟏−𝟐(
𝒚
𝒙)
𝟐

)

𝟏
𝟒

 ⟹ 𝒙 = ±
𝒄

(𝟏 − 𝟐
𝒚𝟐

𝒙𝟐
)

𝟏
𝟒

 

 (6) 𝒙𝟐𝒚 𝒅𝒙 = (𝒙𝟑 + 𝒚𝟑)𝒅𝒚   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒙𝟐𝒚 

𝒙𝟑+ 𝒚𝟑
                   (𝒙𝟑 ≠  )نقسم البسط والمقام على  𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙𝟐𝒚

𝒙𝟑

𝒙𝟑+ 𝒚𝟑

𝒙𝟑

⟹ 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙𝟐𝒚

𝒙𝟑

𝒙𝟑

𝒙𝟑
+ 
𝒚𝟑

𝒙𝟑

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒚

𝒙

𝟏+ (
𝒚

𝒙
)
𝟑 ………(𝟏)  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝒗

𝟏+ 𝒗𝟑
  ……… (𝟐)          (𝒗 =

𝒚

𝒙
 (وضعنا   

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
فينتج :        (𝟑)………  نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) 

𝒗 + 𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

𝒗

𝟏 + 𝒗𝟑
⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

𝒗

𝟏 + 𝒗𝟑
− 𝒗 ⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 
𝒗 − 𝒗 (𝟏 + 𝒗𝟑)

𝟏 + 𝒗𝟑
 

𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 
𝒗 − 𝒗 − 𝒗𝟒

𝟏 + 𝒗𝟑
⟹  𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 

− 𝒗𝟒

𝟏 + 𝒗𝟑
⟹ 

𝟏 + 𝒗𝟑

𝒗𝟒
 𝒅𝒗 =

− 𝒅𝒙

𝒙
  

∫
𝟏 + 𝒗𝟑

𝒗𝟒
𝒅𝒗 = −∫

𝒅𝒙

𝒙
⟹ ∫

𝟏

𝒗𝟒
𝒅𝒗 + ∫

𝒗𝟑

𝒗𝟒
 𝒅𝒗 = −∫

𝒅𝒙

𝒙
 

−∫
 𝒅𝒙

𝒙
=  ∫𝒗−𝟒 𝒅𝒗 + ∫

𝟏

𝒗
 𝒅𝒗 ⟹ −𝒍𝒏 |𝒙| =  

𝒗−𝟑

−𝟑
+ 𝒍𝒏 |𝒗| + 𝒄 

− 𝒍𝒏|𝒙| = 
−𝟏

𝟑𝒗𝟑
 + 𝒍𝒏 |𝒗| + 𝒄 ⟹

𝟏

𝟑𝒗𝟑
= 𝒍𝒏 |𝒙| + 𝒍𝒏 |𝒗| + 𝒄 
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𝟏

𝟑𝒗𝟑
= 𝒍𝒏 |𝒙𝒗| + 𝒄 ⟹

𝟏

𝟑(
𝒚
𝒙)
𝟑
= 𝒍𝒏 |𝒙

𝒚

𝒙
| + 𝒄 ⟹

𝟏

𝟑
𝒚𝟑

𝒙𝟑

= 𝒍𝒏 |𝒚| + 𝒄 

𝒙𝟑

𝟑𝒚𝟑
= 𝒍𝒏 |𝒚| + 𝒄 ⟹ 𝒚𝟑 = 

𝒙𝟑

𝟑𝒍𝒏 |𝒚| + 𝒄
⟹ 𝒚 = 

𝒙

√𝟑𝒍𝒏 |𝒚| + 𝒄
𝟑

 

7) 𝒙 (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒕𝒂𝒏 

𝒚

𝒙
) = 𝒚  

(
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒕𝒂𝒏 

𝒚

𝒙
) =  

𝒚

𝒙
 ⟹ 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝒚

𝒙
+ 𝒕𝒂𝒏 

𝒚

𝒙
………(𝟏) 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒕𝒂𝒏 𝒗………(𝟐)              (𝒗 =  

𝒚

𝒙
 (وضعنا   

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
فينتج :        (𝟑)………  نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) 

𝒗 + 𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒕𝒂𝒏 𝒗 ⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝒕𝒂𝒏 𝒗 ⟹

𝒅𝒗 

𝒕𝒂𝒏 𝒗
=
𝒅𝒙

𝒙
  

∫
𝒅𝒙

𝒙
= ∫

𝟏
𝒔𝒊𝒏 𝒗

𝒄𝒐𝒔 𝒗

 𝒅𝒗 ⟹ ∫
𝒅𝒙

𝒙
= ∫

𝒄𝒐𝒔 𝒗

𝒔𝒊𝒏 𝒗
 𝒅𝒗  ⟹ 𝒍𝒏 |𝒙| = 𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏 𝒗| + 𝒍𝒏 |𝒄|      

𝒍𝒏|𝒙| = 𝒍𝒏 |𝒄 (𝒔𝒊𝒏 𝒗)| ⟹ |𝒙| = |𝒄 (𝒔𝒊𝒏𝒗)| ⟹ 𝒙 =  ±  𝒄 (𝒔𝒊𝒏 𝒗) ⟹ 𝒙 = ± 𝒄 (𝒔𝒊𝒏 
𝒚

𝒙
)  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الخامسل التمارين العامة الخاصة بالفصل ح

′𝒚 حل المعادلة التفاضلية الاتية ::  14س =  
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚

𝒙
   ,      𝒚 =  

𝝅

𝟒
     , 𝒙 = 𝟏        

 الحل :  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚

𝒙
⟹ 𝒙𝒅𝒚 = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 𝒅𝒙

(÷𝒙 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚)
⇒       =

𝒅𝒚

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚
=
𝒅𝒙

𝒙
⟹ ∫

𝒅𝒚

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚
=  ∫

𝒅𝒙

𝒙
 

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 𝒅𝒚 =   ∫
𝒅𝒙

𝒙
                      

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚
= 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚 

𝒕𝒂𝒏 𝒚 = 𝒍𝒏 |𝒙| + 𝒄                           𝒕𝒂𝒏 
𝝅

𝟒
= 𝟏  ,   𝒍𝒏 𝟏 = 𝟎 

𝒕𝒂𝒏 
𝝅

𝟒
= 𝒍𝒏 |𝟏| + 𝒄 ⟹ 𝟏 =  𝟎  +  𝒄 ⟹ 𝒄 = 𝟏  

∴ 𝒕𝒂𝒏 𝒚 = 𝒍𝒏 |𝒙| + 𝟏    
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  حل المعادلة التفاضلية الاتية ::  15س
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟐𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒚         𝒚 =  

𝝅

𝟐
𝒙  عندما   =   حيث  𝟎

 الحل : 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  −𝟐𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒚 ⟹ [𝒅𝒚 =  −𝟐𝒙 𝒕𝒂𝒏 𝒚 𝒅𝒙] ÷ 𝒕𝒂𝒏 𝒚  

𝒅𝒚

𝒕𝒂𝒏 𝒚
=  −𝟐𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫

𝐝𝐲

𝐬𝐢𝐧 𝐲
𝒄𝒐𝒔 𝒚

=  ∫−𝟐𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫
𝒄𝒐𝒔 𝒚 𝒅𝒚

𝒔𝒊𝒏 𝒚
=  ∫−𝟐𝒙 𝒅𝒙      

𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏 𝒚| =  −𝟐
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄 ⟹ 𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏 𝒚| =  −𝒙𝟐 + 𝒄                   𝒚 =  

𝝅

𝟐
   ,   𝒙 = 𝟎   

𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏 
𝝅

𝟐
| =  𝟎 + 𝒄 ⟹ 𝒍𝒏 (𝟏) =  𝒄 ⟹ 𝒄 = 𝟎                           𝒔𝒊𝒏 

𝝅

𝟐
= 𝟏  

∴ 𝒍𝒏 |𝒔𝒊𝒏 𝒚| =  −𝒙𝟐
بأخذ 𝒆 للطرفين

⇒        𝒔𝒊𝒏𝒚 = 𝒆−𝒙
𝟐
 

𝒚́ حل المعادلة التفاضلية الاتية ::  16س =  𝟐𝒆𝒙𝒚𝟑 𝒚 = 
𝟏

𝟐
𝒙   عندما   =   حيث 𝟎

 الحل : 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒆𝒙𝒚𝟑⟹

𝒅𝒚

𝒚𝟑
= 𝟐𝒆𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫𝒚−𝟑𝒅𝒚 = 𝟐∫𝒆𝒙 𝒅𝒙 ⟹

𝒚−𝟐

−𝟐
= 𝟐 𝒆𝒙 + 𝒄 

𝟏

−𝟐𝒚𝟐
= 𝟐 𝒆𝒙 + 𝒄 ⟹

𝟏

−𝟐
𝟏

𝟒

= 𝟐 𝒆𝟎 + 𝒄                                      𝒙 = 𝟎  ,   𝒚 =  
𝟏

𝟐
 

𝟏
−𝟏

𝟐

= 𝟐 . 𝟏 + 𝒄 ⟹ −𝟐 = 𝟐 + 𝒄 ⟹ 𝒄 = −𝟒                          𝒆𝟎 = 𝟏  

𝟏

−𝟐𝒚𝟐
= 𝟐 𝒆𝒙 − 𝟒   

𝒙 𝒚́ حل المعادلة التفاضلية الاتية : )حسب المنهج الجديد(:  16س =  𝒚 − 𝒙  𝒚 =  𝟏 , 𝒙 =   حيث ان 𝟏

 الحل : 

𝒙 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  𝒚 − 𝒙

(÷𝒙)
⇒  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝒚 − 𝒙

𝒙
 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒚

𝒙
− 𝟏………(𝟏) 

  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 − 𝟏……… (𝟐)        (𝒗 =

𝒚

𝒙
 (وضعنا 

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
فينتج :        (𝟑)……… المعادلةفي   (𝟐)   نعوض المعادلة (𝟑) 

𝒗 + 𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
= 𝒗 − 𝟏 ⟹ 𝒙

𝒅𝒗

𝒅𝒙
= −𝟏 ⟹ 𝒙 𝒅𝒗 = −𝒅𝒙

(÷𝒙)
⇒  𝒅𝒗 = −

𝒅𝒙

𝒙
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∫𝒅𝒗 = −∫
𝒅𝒙

𝒙
⟹ 𝒗 = −𝒍𝒏 |𝒙| +  𝒄 ⟹

𝒚

𝒙
= −𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 

= 𝒚نعوض     𝟏  ,   𝒙 =   cلإيجاد قيمة الثابت    𝟏

𝒚

𝒙
= −𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 ⟹

𝟏

𝟏
= −𝒍𝒏|𝟏| + 𝒄 ⟹ 𝟏 = 𝟎 + 𝒄 ⟹ 𝒄 = 𝟏  

∴
𝒚

𝒙
= −𝒍𝒏|𝒙| + 𝒄 

𝒙𝟐)      حل المعادلة التفاضلية الاتية ::  17س + 𝟑𝒚𝟐)𝒅𝒙 − 𝟐𝒙𝒚 𝒅𝒚 = 𝟎  

 الحل : 

(𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐)𝒅𝒙 = 𝟐𝒙𝒚 𝒅𝒚 ⟹ 𝟐𝒙𝒚 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐) 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙𝟐+𝟑𝒚𝟐

𝟐𝒙𝒚
                            (𝒙𝟐 ≠  )نقسم البسط والمقام على  𝟎

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙𝟐  

𝒙𝟐  
+
𝟑𝒚𝟐  

𝒙𝟐  

𝟐𝒙𝒚
𝒙𝟐  

= 
𝟏 + 𝟑(

𝒚
𝒙
)𝟐

𝟐(
𝒚
𝒙
)

………(𝟏) 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 

𝟏+𝟑𝒗𝟐

𝟐𝒗
 ………(𝟐)              (𝒗 =

𝒚

𝒙
 (وضعنا 

∵ 𝒚 = 𝒗𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒗 + 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
فينتج :        (𝟑)………  نعوض المعادلة (𝟑) في المعادلة  (𝟐) 

𝒗 + 𝒙  
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=  
𝟏 + 𝟑𝒗𝟐

𝟐𝒗
⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=  
𝟏 + 𝟑𝒗𝟐

𝟐𝒗
−  𝒗 ⟹ 𝒙 

𝒅𝒗

𝒅𝒙
=  
𝟏 + 𝟑𝒗𝟐 − 𝟐𝒗𝟐 

𝟐𝒗
 

𝒙 
𝒅𝒗

𝒅𝒙
=  
𝒗𝟐 + 𝟏

𝟐𝒗
⟹ 𝒙 𝒅𝒗 =  

𝒗𝟐 + 𝟏

𝟐𝒗
 𝒅𝒙 ⟹

𝒅𝒗

 
𝒗𝟐 + 𝟏
𝟐𝒗

=   
𝒅𝒙 

𝒙
⟹

𝟐𝒗𝒅𝒗

𝒗𝟐 + 𝟏
=
𝒅𝒙

𝒙
  

∫
𝟐𝒗𝒅𝒗

𝒗𝟐 + 𝟏
= ∫

𝒅𝒙 

𝒙
⟹ 𝒍𝒏 |𝒗𝟐 + 𝟏| + 𝒍𝒏|𝒄| = 𝒍𝒏|𝒙| ⟹ 𝒍𝒏|𝒙| = 𝒍𝒏 |𝒄(𝒗𝟐 + 𝟏)|   

𝒙 = 𝒄 . (𝒗𝟐 + 𝟏) ⟹ 𝒙 = 𝒄 (
𝒚𝟐

𝒙𝟐
+ 𝟏) ⟹ 𝒙 = 𝒄 (

𝒚𝟐 + 𝒙𝟐

𝒙𝟐
) 
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اندسة اافضائية اله

 :امراجع 

  .مئتويهحةسايحو مستوٍ سعينايوجمتقئط قةمينمست فكل .1

 يحتويهمئا. ةسوح مستوٍ وجسيئنايمتوازةمنامستق فكل .2

عبئرةاافتوازيا)اذااعلمامستقماونقط الااتندتمياافةهافةوجسامستقةماوحةسايمرامناتلكاافندقط اويوازيا .3

 المستقةماالمعلوم(ا.ا

 فياالمستوياافواحساالمستقةماافعمودياعلىاأحسامستقةمينامتوازيينايكوناعموديئاعلىاالاخرا.ا .4

 الاخرا.ااالمستقةماافعمودياعلىاأحسامستويينامتوازيينايكوناعموديئاعلى .5

فياالمستوياافواحسايمكنارةمامستقةماواحسافقطاعمودياعلىامستقةمامعلومامنانقط امعلوم ا)تندتميا .6

 فلمستقةماأوالاايندتمياافةه(ا.

 اذااتوازىامستقةمئنافئلمستوياافذيايحويااحسهمئاونقط امناالاخرافإنهايحتويهمئا.ا .7

 المستوياافعمودياعلىااحسامستقةمينامتوازيينايكوناعموديئاعلىاالاخرا.ا .8

 فياالمستوياافواحساالمستقةمئناافعموديئناعلىامستقةماواحسامتوازيئنا.ا .9

 اذااتوازىامستقةمئنافئلمستوياافذيايحويااحسهمئايوازياالاخرا.ا .10

 موديئاعلىامستويهمئا.االمستقةماافعمودياعلىامستقةمينامتقئطعينامنانقط اتقئطعهمئايكوناع .11

 المستقةماافعمودياعلىامستوٍايكوناعموديئاعلىاجمةعاالمستقةمئتاالمرةوم امناأثرهاضمناالمستويا.ا .12

 اذااكئناكلامنامستقةمينامتقئطعينايوازيئنامستويامعلومافئنامستويهمئايوازياالمستوياالمعلوما.ا .13

 توازىامستويهمئا.ااذااوازىاضلعئازاوي اضلعيازاوي اأخرىاتسئوتاافزاويتئناو .14

 قطع االمستقةماافواصل ابينامندتصضياضلعيامثلثاتوازياافالعاافثئفثاوتسئويانصضهابئفقةئسا.ا .15

 افعموداافندئزلامنارأساالمثلثاالمتسئوياافسئقيناعلىاافقئعسةايندصضهئا.ا .16

ومايكوناعلاذااوازىامستقةمامستويافئلمستقةماالمرةومامناأي انقط امنانقئطاالمستوياموازيئافلمستقةماالم .17

 محتوىافياذفكاالمستويا.ا

 المستقةمئناافعموديئناعلىامستواواحسامتوازيئنا.ا .18

 المستقةمئناالموازيئنالمستقةماثئفثافياافضراغامتوازيئنا.ا .19

 يكوناافشكلاافربئعيامتوازيااضلاعااذااتوازىاكلاضلعينامتقئبلينافةها.ا .20

 عينامتقئبلينافةها.ايكوناافشكلاافربئعيامتوازيااضلاعااذااتوازىاوتسئوىاضل .21

 المستطةلاهوامتوازيااضلاعااحسىازوايئهاقئيم ا.ا .22

 يمكنارةمامستقةماوحةساعمودياعلىامستوامعلومامنانقط امعلوم ا.ا .23

 يتطئبقاالمثلثئنابالعيناوزاوي امحسدةابهمئا.ا .24

 افعموداافندئزلامنانقط امعلوم اعلىامستوٍاهواأقصرامسئف ابيناافندقط االمعلوم اوالمستويا.ا .25

ابرهند االاعمسةاافثلاث اونتةجتهئا.ام .26

ا
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اافزاوي اافزوجة اوالمستويئتاالمتعئمس

امشترك ا.اا (Edge)إتحئدانصضيامستويينالهمئاحئف ااافزاوي اافزوجة ا:

افيوتسمىاالحئف االمشترك ابـا)حرفاافزاوي اافزوجة (اويسمىاكلامنانصضياالمستويينابـا)وجهاافزاوي اافزوجة (اكمئا

اافشكلا:

ا

 

 

 

 

 

 

اهواحرفاافزاوي اافزوجة اا    ⃡ 𝑨𝑩حةثا

((Xا(واYاهمئاوجهئهئا،اوي)عبراعناافزاوي اافزوجة ابئفتعبيراا:اا(𝐗)  − 𝐀𝐁 ⃡    − (𝐘)اا

اوقسايعبراعندهئابحرفاافزاوي اافزوجة اانالمايكنامشتركئامعازاوي ااخرىافمثلاا:ا

اافزاوي اافزوجة ا:ا

(𝐗)  − 𝐀𝐁 ⃡    − (𝐘) 

(𝐗) − 𝐀𝐁 ⃡    − (𝐳) 

(𝐳)  −  𝐀𝐁 ⃡    − (𝐘) 

امشتركافياأكثرامنازاوي ازوجة ا.اا    ⃡ 𝐀𝐁فياهذااالمثئلالأناالحرفااا    ⃡ 𝐀𝐁ولاايمكناأناتكتباافزاوي اافزوجة ابشكلا

−    ⃡ 𝑩𝑪 −عندسمئاتكونااربعانقئطافةستافيامستوٍاواحسا،انكتباافزاوي اافزوجة املاحظ ا: 𝑫 A أواافزاوي اافزوجة اا

اكمئافياافشكلا.ااا(ABC)أواا (DBC)بيناالمستويينا

ا

ا

ا
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انأخذانقط ا ا    ⃡ 𝑨𝑩  علىاالحئف االمشترك ااDوتقئساافزاوي اافزوجة اكئلاتيا: امن (اXفيا)       𝑫𝑪  اافعموداDونرةم

وتسمىااCDEفةكوناقةئساافزاوي اافزوجة ابيناالمستوييناهواقةئساافزاوي ا    ⃡ 𝑨𝑩  علىاالحرفاا(Y)فيا       𝑫𝑬  وافعمودا

ا،اكمئافياافشكلا:اافزاوي اافعئيسةافلزاوي اافزوجة ااCDEافزاوي ا

(𝑿)بعبئرةااخرىافسيندئاافزاوي اافزوجة اا − 𝑨𝑩 ⃡    − (𝒀)ا

⊃        𝑫𝑪  وفسيندئا (𝑿) ,   𝑫𝑬        ⊂ (𝒀)ا

  𝑫𝑪       ⊥ 𝑨𝑩 ⃡     ,   𝑫𝑬       ⊥ 𝑨𝑩 ⃡    ا

ا

ا

(𝑿)أوااا    ⃡ 𝑨𝑩هياافزاوي اافعئيسةافلزاوي اافزوجة اا𝑪𝑫𝑬∢ا∴ − 𝑨𝑩 ⃡    − (𝒀)ا

هياافزاوي اافتياضلعئهئاعموديئناعلىاحرفاافزاوي اافزوجة امناافزاوي االمستوي اافعئيسةافزاوي ازوجة ا:ا

اانقط اتندتمياافةهاوكلامندهمئافياأحساوجهياافزاوي اافزوجة ا.

كلامندهمئافياأحساوجهياعمودييناعلىاحرفاافزاوي اافزوجة امنانقط اتندتمياافةهاوأوا:اهيااتحئداشعئعينا

اافزاوي اافزوجة ا.

ااومناتعريفاافزاويتيناافعئيسةاوافزوجة ايمكنااةتندسئخاالاتيا:

ا(اقةئسازاوة اعئيسةافزاوي ازوجة اثئبتا.ا1

ا(اقةئساافزاوي اافزوجة ايسئوياقةئساافزاوي اافعئيسةالهئاوبئفعكسا.ا2

ااذااكئنتاافزاوي اافزوجة اقئيم افإناالمستويينامتعئمساناوبئفعكسا.ااملاحظ ا:

(𝑿)ايا:ااذااكئناقةئسا − 𝑨𝑩 ⃡    − (𝒀) = ⊥ 𝐗فإنااااا𝟗𝟎° 𝐘ا

اذااتعئمسامستويئنافئلمستقةماالمرةومافياأحسهمئاوافعمودياعلىامستقةماافتقئطعايكوناعموديئاا(ا:7مبرهند ا)

ا(ا3/د2015ا–ا2/د2013ا–ا1/د2011وزاريا)ااااالمستوىاالاخرا.اعلى

ااياانها:ا

(𝑿)اذااكئنا  ⊥ (𝒀)اا

(𝑿)  ∩ (𝒀) = 𝑨𝑩 

𝑪𝑫 ⃡    ⊥ (𝒀) ,   𝑪𝑫 ⃡    ⊥ 𝑨𝑩 ⃡    فيااDفإناا𝑪𝑫 ⃡     ⊥ 𝑿اا
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االمعطةئتا:ا

⊥    ⃡ 𝑪𝑫 ،اااDفيانقط ا 𝑨𝑩 ⃡    ااا،(𝑿)  ⊥ (𝒀)اااااا،(𝑿)  ∩ (𝒀) = 𝑨𝑩 ⃡    ااااااااا،𝐂𝐃 ⃡    ⊂ (𝒀)ا

⊥     ⃡ 𝑪𝑫االمطلوبااثبئتها: (𝐗)ا

اافبرهئنا:ا

⊥    ⃡ 𝑫𝑬نرةمااا (X)فيا 𝑨𝑩 ⃡    ا)فياالمستوياافواحسايمكنارةمامستقةماوحةساعمودياعلىامستقةمافةهامنانقط امعلوم (اا

𝑪𝑫 ⃡    ⊥ 𝑨𝑩 ⃡    ااا،𝑪𝑫 ⃡    ⊂ (𝒀)ا)معطى(اااا

(𝑿)عئيسةافلزاوي اافزوجة ااا𝑪𝑫𝑬∢ااا∴ − 𝑨𝑩 ⃡    − (𝒀)ا)تعريفاافزاوي اافعئيسة(اااا

𝒎 ∢𝑪𝑫𝑬 = 𝟗𝟎° ا)قةئساافزاوي اافزوجة ايسئوياقةئساافزاوي اافعئيسةالهئاوبئفعكس(ااا∴

     𝑪𝑫 ⃡     ⊥  𝑫𝑬 ⃡    ∴افإناالمستقةمينامتعئمساناوبئفعكس(ا °𝟗𝟎)اذااكئناقةئساافزاوي ابينامستقةمينا

⊥     ⃡ 𝑪𝑫ا∴ (𝐗)ا)المستقةماافعمودياعلىامستقةمينامتقئطعينامنانقط اتقئطعهمئايكوناعموديئاعلىامستويهمئ(ااا

اذااتعئمسامستويئنافئلمستقةماالمرةومامنانقط افياأحسهمئاعموديئاعلىاالمستوياالاخرايكونامحتوىاا:7نتةج امبرهند ا

ا(ا2/د2015ا–ا3/د2013وزاريا)اااااافةها.ا

⊥    ⃡ 𝑪𝑫االمعطةئتا: (𝑿)ااااااا،𝐜 ⊂ (𝐘)اااااااا،    (𝑿) ⊥ (𝒀)ااااا

⊃    ⃡ 𝑪𝑫االمطلوبااثبئتها: (𝒀)ا

اااافبرهئنا:

(𝑿) فةكناااا ∩ (𝒀) = 𝑨𝑩 ⃡    ااااا

⊃    ⃡ 𝑪𝑫انالمايكنا (𝒀)اا

⊃    ⃡ 𝑪𝑬نرةما (𝒀)وعمودياعلىاا𝑨𝑩 ⃡    اا

ا)فياالمستوياافواحسايوجسامستقةماوحةساعمودياعلىامستقةمافةهامنانقط امعلوم (

(𝑿) ⊥ (𝒀) ا)معطى(ااا∵

⊥    ⃡ 𝑪𝑬ا∴ (𝑿)(ا)اذااتعئمسامستويئنافئلمستقةماالمرةومافياأحسهمئاوافعمودياعلىامستقةماافتقئطعايكونا7)مبرهند ااا

اعموديئاعلىاالمستوىاالاخر(ا

⊥    ⃡ 𝑪𝑫وفكنا (𝑿)ا)معطى(ااا

𝑪𝑫 ⃡    ≡ 𝑪𝑬 ⃡    ∴ا)يوجسامستقةماوحةساعمودياعلىامستوٍامعلومامنانقط اتندتمياأوالااتندتمياافةه(ااا

𝑪𝑫 ⃡    ⊂ (𝒀)   )وا.اهـا.ام(      ∴
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ا

ا

ا

ا

ا

اكلامستوٍامئرابمستقةماعمودياعلىامستوٍاآخرايكوناعموديئاعلىاذفكاالمستويا.اا(ا:8مبرهند ا)

ا(ا2018ا–ا1/د2016ا–1/دا2011وزاريا)أوا:ايتعئمساالمستويئنااذااأحتوىاأحسهمئاعلىامستقةماعمودياعلىاالاخرا.ا

ااياأنها:ا

𝑨𝑩 ⃡    ⊥ (𝑿)

 𝐀𝐁 ⃡    ⊂ (𝒀)
} ⟹ (𝒀) ⊥ (𝑿)  

⊥    ⃡ 𝐀𝐁 ااااااالمعطةئتا: (𝑿)    اااا،𝐀𝐁  ⃡     ⊂ (𝒀) ا

(𝒀)اااالمطلوبااثبئتها: ⊥ (𝑿)ا

(𝑿)فةكنااااافبرهئنا: ∩ (𝒀) = 𝑪𝑫 ⃡    ا)يتقئطعاالمستويئنابخطامستقةم(ااا

 𝑩 ∈ 𝑪𝑫 ⃡    ا)مستقةماافتقئطعايحتوياعلىاافندقئطاالمشترك (اا

⊥     ⃡ 𝑩𝑬نرةماا (𝐗)فيا 𝑪𝑫 ⃡    ا)فياالمستوياافواحسايوجسامستقةماوحةساعمودياعلىامستقةمافةهامنانقط امعلوم (ااا

⊥     ⃡ 𝑨𝑩اا∵ (𝑿)ا)معطى(ااا

⊥     ⃡ 𝑨𝑩ا∴ 𝑪𝑫 ⃡     , 𝑩𝑬 ⃡    ا)المستقةماافعمودياعلىامستويايكوناعموديئاعلىاجمةعاالمستقةمئتاالمحتوىافياالمستوياوالمئةامناأثره(ا

𝑨𝑩 ⃡     ⊂ (𝒀) ا)معطى(اااا∵

∢𝑨𝑩𝑬 ا)تعريفاافزاوي اافعئيسة(ااا    ⃡ 𝑪𝑫عئيسةافلزاوي اافزوجة اااا∴

𝒎 ∢𝑨𝑩𝑬 = 𝟗𝟎° ⊥     ⃡ 𝑨𝑩)لأنااا∴ 𝑩𝑬 ⃡    ا(ا

(𝒀)قةئساافزاوي اافزوجة اا∴ − 𝑨𝑩 ⃡    − (𝑿) = ا)قةئساافزاوي اافزوجة ايسئوياقةئساافزاوي اافعئيسةالهئاوبئفعكس(ا𝟗𝟎°

(𝒀) ⊥ (𝑿) افإناالمستويينامتعئمساناوبئفعكس(ا°𝟗𝟎)اذااكئناقةئساافزاوي اافزوجة ااا∴
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امنامستقةماغيراعمودياعلىامستوٍامعلومايوجسامستوٍاوحةساعمودياعلىاالمستوياالمعلوما.ا(ا:9مبرهند ا)

اا(X)غيراعمودياعلىااا    ⃡ 𝑨𝑩اياأنها:ا

ا(اXوعمودياعلىا)ا    ⃡ 𝑨𝑩فةوجسامستوياوحةسايحتويا

ا(اXغيراعمودياعلىا)ا    ⃡ 𝑨𝑩ااااالمعطةئتا:

ا(اXوعمودياعلىا)ا    ⃡ 𝑨𝑩ايجئدامستوٍاوحةسايحويااالمطلوبااثبئتها:

اافبرهئنا:ا

⊥     ⃡ 𝑨𝑪(انرةماAمنانقط ا) (𝑿)ا)يوجسامستقةماوحةساعمودياعلىامستوٍامعلومامنانقط الااتندتمياافةه(ااا

,     ⃡ 𝑨𝑩ا∵ 𝑨𝑪 ⃡     امتقئطعئناااااا

ايحويهمئااا)فكلامستقةمينامتقئطعينايوجسامستوٍاوحةسايحويهمئ(اا(Y)يوجسامستوٍاوحةسامثلاا∴

(𝒀) ⊥ (𝑿) ا(يتعئمساالمستويئنااذااأحتوىاأحسهمئاعلىامستقةماعمودياعلىاالاخر)(ا8مبرهند اا)اا ∴

اوفبرهند اافوحسانة ا:ا

ا(اXوعمودياعلىا)ا    ⃡ 𝑨𝑩(امستوياآخرايحوياZفةكنا)

⊥     ⃡ 𝑨𝐂اا∵ (𝑿)ا)بئفبرهئن(ااا

⊥     ⃡ 𝑨𝐂ا∴ (𝒁)ا(ا7)نتةج امبرهند اااا

(𝒀) = (𝒁)اا)فكلامستقةمينامتقئطعينايوجسامستوٍاوحةسايحويهمئ(ااااوا.اهـا.اماا

اذااكئناكلامنامستويينامتقئطعيناعموديئاعلىامستوٍاثئفثافإنامستقةماتقئطعهمئايكوناعموديئاا(ا:9نتةج امبرهند ا)

اعلىاالمستوياافثئفثا.ا

(𝑿) اااااالمعطةئتا: ∩ (𝐘) =  𝑨𝑩 ⃡    ااااااا،(𝑿)   , (𝒀) ⊥ (𝐙)اا

⊥     ⃡ 𝑨𝑩ااااالمطلوبااثبئتها: (𝒁)ااا

ا(اZعموديئاعلىا)ا    ⃡ 𝑨𝑩انالمايكنااااااافبرهئنا:

ا(ا9(ااا)مبرهند اZ)اعلىاوعموديئا    ⃡ 𝑨𝑩 لمئاوجساأكثرامستويايحويا

𝑨𝑩 ⃡     ⊥ (𝒁) اوا.اهـا.اماااااااااااااااااا∴
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اا 𝑨𝑩𝑪 ∆فياا(ا:1مثئلا)

𝑩𝑫̅̅̅̅̅  ⊥ (𝑨𝑩𝑪)  , 𝒎 ∢ 𝑨 = 𝟑𝟎   , 𝑨𝑩 = 𝟏𝟎 𝒄𝒎   , 𝑩𝑫 = 𝟓𝒄𝒎  

−𝑫جساقةئساافزاوي اافزوجة ا 𝑨𝑪̅̅ ̅̅ − 𝑩 ا

االمعطةئتا:ا

𝑩𝑫̅̅̅̅̅   ⊥ (𝑨𝑩𝑪)        , 𝒎 ∢ 𝑩𝑨𝑪 = 𝟑𝟎°       , 𝑨𝑩 =  𝟏𝟎 𝒄𝒎    ,     𝑩𝑫 =  𝟓𝒄𝒎 

−𝑫ايجئداقةئساافزاوي اافزوجة اااااااااالمطلوبااثبئتها: 𝑨𝑪̅̅ ̅̅ − 𝑩ا

اافبرهئنا:ا

𝑩𝑬̅̅(انرةمABCفياالمستويا) ̅̅ ⊥ 𝑨𝑪̅̅ ̅̅ ا)فياالمستوياافواحسايوجسامستقةماوحةساعمودياعلىاآخرامنانقط امعلوم (ااEفيانقط ااا 

̅̅ 𝑩𝑫ا∵ ̅̅ ̅ ⊥ (𝑨𝑩𝑪)ا)معطى(اااااا

𝑫𝑬̅̅اا∴ ̅̅ ⊥ 𝑨𝑪̅̅ ا)مبرهند االاعمسةاافثلاث (ااا̅̅

∢𝑫𝑬𝑩عئيسةافلزاوي اافزوجة ااا𝑨𝑪̅̅ ا)تعريفاافزاوي اافعئيسة(اا̅̅

𝑫𝑩̅̅̅̅̅ ⊥ 𝑩𝑬̅̅ اعلىاجمةعاالمستقةمئتاالمحتواةافياالمستوياوالمئرةامناأثره(اافعمودياعلىامستويايكوناعموديئاا)المستقةماا̅̅

∆ 𝑫𝑩𝑬قئيماافزاوي افيااBاا

ا:ا𝑬افقئيماافزاوي افياااا𝑩𝑬𝑨 ∆فيا

𝒔𝒊𝒏 𝟑𝟎 =  
𝑩𝑬

𝑩𝑨
 ⟹ 

𝟏

𝟐
=  
𝑩𝑬

𝟏𝟎
 ⟹ 𝑩𝑬 = 𝟓 𝒄𝒎  

اا:ا𝑩قئيماافزاوي افياا𝑫𝑩𝑬 ∆فيااا

𝒕𝒂𝒏 ∢𝑫𝑬𝑩 =  
𝟓

𝟓
= 𝟏   

𝒎  ∢𝑩𝑬𝑫قةئسااا ∴ = ا 𝟒𝟓°

−𝑫قةئساافزاوي اافزوجة اا∴ 𝑨𝑪̅̅ ̅̅ − 𝑩 = ااا𝟒𝟓°

ا)قةئساافزاوي اافزوجة اهواقةئساافزاوي اافعئيسةالهئاوبئفعكس(اا.ااوا.اهـا.اما

ا
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𝑨𝑭̅̅مثلثئاوفةكناااABCفةكناا: (2)مثئلا ̅̅ ⊥ (𝑨𝑩𝑪) ا

𝑩𝑫̅̅̅̅̅ ⊥ 𝑪𝑭̅̅ ̅̅ 𝑩𝑬̅̅اااا  ̅̅ ⊥ 𝑪𝑨̅̅ ̅̅ اا ,      

𝑩𝑬̅̅برهناأنا:ااا ̅̅ ⊥ (𝑪𝑨𝑭) ااااااا،𝑬𝑫̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑪𝑭̅̅ ̅̅ ا 

االمعطةئتا:

 𝑨𝑭̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ (𝑨𝑩𝑪)   ,   𝑩𝑬̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑪𝑨̅̅ ̅̅    ,    𝑩𝑫̅̅̅̅̅ ⊥ 𝑪𝑭̅̅ ̅̅   

𝑩𝑬̅̅اااااالمطلوبااثبئتها: ̅̅ ⊥ (𝑪𝑨𝑭)       , 𝑫𝑬̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑪𝑭̅̅ ̅̅ ا 

اافبرهئنا:ا

𝑨𝑭̅̅ اا∴ ̅̅ ̅ ⊥ (𝑨𝑩𝑪)ا)معطى(اااا

(𝑪𝑨𝑭)ا∴ ⊥ (𝑨𝑩𝑪)ا(ا)يتعئمساالمستويئنااذااأحتوىاأحسهمئاعلىامستقةماعمودياعلىاالاخر(8مبرهند ا)اااا

𝑩𝑬̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑪𝑨̅̅ ̅̅ ا)معطى(اااااااا∵

𝑩𝑬̅̅ ̅̅ ⊥ (𝑪𝑨𝑭) ا∴ )اذااتعئمسامستويئنافئلمستقةماالمرةومافياأحسهمئاوافعمودياعلىامستقةماافتقئطعاا(7مبرهند ا)ا

ايكوناعموديئاعلىاالاخر(ا

𝑩𝑫̅̅̅̅̅ ⊥ 𝑪𝑭̅̅ ̅̅ ا)معطى(اااا∵

𝑫𝑬̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑪𝑭̅̅ ̅̅ ا)نتةج امبرهند االاعمسةاافثلاث (ااااااوا.اهـا.اماااا∴

,(𝐗) ا(ا:3مثئلا) (𝐘)امستويئنامتعئمسانااا𝑨𝑩 ⊂ (𝐗)ا(2/ادا2012)وزاريااااا

,     ⃡ 𝑩𝑪اااااااااااااااااا 𝑩𝑫 ⃡     اعموديئناعلىاا𝑨𝑩 ⃡    ويقطعئنااا(Y)فيااC , Dاا

⊥     ⃡ 𝑪𝑫علىاافترتةبا.ابرهناأنااااااااااااااااااا (𝐗) 

,(𝐗)انااالمعطةئتا: (𝐘)اا،𝑨𝑩 ⊂ (𝐗)ااا،𝑩𝑪 ⃡     , 𝑩𝑫 ⃡      

 علىاافترتةبا.اااC , Dفياا(Y)ويقطعئنااا    ⃡ 𝑨𝑩اعموديئناعلىاااااااااااااا

⊥     ⃡ 𝑪𝑫االمطلوبااثبئتها: (𝐗)ا

اافبرهئنا:ا

,     ⃡ 𝑩𝑪مستوياالمستقةميناالمتقئطعيناا(𝒁)فةكناااا 𝑩𝑫 ⃡     اا

ايوجسامستويئاوحةساايحويهمئ(ا)فكلامستقةمينامتقئطعينااا
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       𝑨𝑩 ⃡    ⊥ 𝑩𝑪 ⃡     , 𝑩𝑫 ⃡     ∵ا)معطى(ا

⊥    ⃡ 𝑨𝑩ا∴ (𝒁)ا)المستقةماافعمودياعلىامستقةمينامنانقط اتقئطعهمئايكوناعموديئاعلىامستويهمئ(ااااا

       𝑨𝑩 ⃡    ⊂ (𝐗) ا)معطى(ا∵

(𝐗)ا∴ ⊥ (𝐙)ا)يتعئمساالمستويئنااذاااحتوىااحسهمئاعلىامستقةماعمودياعلىاالاخر(اااااا

(𝐗)ا∴ ⊥ (𝐘)ا)معطى(ااااااا

(𝒁)كئناولمئا ∩ (𝒀) =  𝑪𝑫 ⃡    ا)لأنهامحتوىافياكلامندهمئ(اااااا

𝑪𝑫 ⃡    ⊥ (𝐗) ا)اذااكئناكلامنامستويينامتقئطعيناعلىامستواثئفثافإنامستقةماتقئطعهمئايكوناعموديئاعلىااااا∴

االمستوياافثئفث(اااااااااااااااااااااااااا

اـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ا( 6– 1حلاتمئرينا)

ا(ا1/دا2013)وزارياااااااا/ابرهناانامستوياافزاوي اافعئيسةافزاوي ازوجة اعموديئاعلىاحرفهئا.ا1س

االمعطةئتا:ا

(𝐗)افزاوي اافزوجة اااااا − 𝐀𝐁 ⃡    − (𝐘)ا

ا 𝑪𝑫𝑬 ∢وافزاوي االمستوي اافعئيسةالهئا

𝑨𝑩̅̅ااااالمطلوبااثبئتها: ̅̅ ⊥ (𝑪𝑫𝑬)ا

ااافبرهئنا:

∢ 𝑪𝑫𝑬 (𝐗)   زاوي اعئيسةافلزاوي اافزوجة  ∵ − 𝑨𝑩 ⃡    − (𝐘)    )معطى( 

{𝑨𝑩
̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑫𝑪̅̅ ̅̅

𝑨𝑩̅̅ ̅̅  ⊥ 𝑫𝑬̅̅ ̅̅
ا)مناتعريفاافزاوي اافعئيسةافزاوي ازوجة (ااا 

ا)هياافزاوي اافندئتج امنااتحئداشعئعيناعمودييناعلىاحرفاافزاوي اافزوجة امنانقط اتندتمياافةهاوكلااااااااااااااااااااا

امندهمئافياأحساوجهياافزاوي اافزوجة (ااااااااااااااااااااااا

𝑨𝑩̅̅ا∴ ̅̅ ⊥ (𝑪𝑫𝑬)ا)المستقةماافعمودياعلىامستقةمينامتقئطعينامنانقط اتقئطعهمئايكوناعموديئاعلىامستويهمئ(ااا

ا
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ا/ابرهناانهااذااوازىامستقةمامستويئاوكئناعموديئاعلىامستوٍاآخرافإناالمستويينامتعئمسانا.ا2س

𝑨𝑩̅̅ااااااالمعطةئتا: ̅̅  ⊥ (𝐘)اااااااا،𝑨𝑩̅̅ ̅̅ ∕ (𝐗)⁄ا

(𝐗)االمطلوبااثبئتها:  ⊥ (𝐘)ا

ا(𝐗)//(𝐘)فإناااا(𝐘)يقطعااا (𝐗)انالمايكناااافبرهئنا:

𝑨𝑩 ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ (𝐘) ا)معطى(اا∵

𝑨𝑩̅̅ ̅̅ ⊥ (𝐗) ا)معطى(اا)المستقةماافعمودياعلىاأحسامستويينامتوازيينايكوناعموديئاعلىاالاخر(ااا∴

(𝐘)  يقطع  (𝐗)وفكناهذااخلافاالمعطةئتا ا⟸  ∴

(𝐗)وفةكنااا  ∩ (𝐘) = 𝑪𝑫̅̅ ا)يتقئطعاالمستويئنابخطامستقةم(اا̅̅

𝑬فتكنا ∈ 𝑪𝑫̅̅ 𝑨𝑩̅̅،ااوفتكناا̅̅ ̅̅ //𝑬𝑭̅̅ ا)عبئرةاافتوازيا:ايوجسامستقةماوحةسايوازيامستقةمامعلومامنانقط الااتندتمياافةه(اا̅̅

𝑨𝑩̅̅ ̅̅ ∕∕ (𝐗) ا)معطى(اااا  ∵

𝑬𝑭̅̅ ̅̅ ⊂ (𝐗)اعلومافلمستقةماالمائموازيستقةماالمرةومامنااي انقط امنانقطاالمستويافئلم)اذااوازىامستقةمامستويئامعلومئاااا

ايكونامحتوىافةه(اااااااااااااااااااااا

𝑨𝑩̅̅ ̅̅  ⊥ (𝐘) 𝑬𝑭̅̅اا∴ ̅̅  ⊥ (𝐘) ا)المستقةماافعموداعلىااحسامستقةمينامتوازيينايكوناعموديئاعلىاالاخر(اا⟸

(𝐗)  ⊥ (𝐘) ا(ا)كلامستوٍامئرابمستقةماعمودياعلىامستوٍايكوناعموديئاعلىاالمستوٍاالآخراا∴

ا(2/د2014وزاريا)اااا/ابرهنااناالمستوياافعمودياعلىاأحسامستويينامتوازيينايكوناعموديئاعلىاالاخرا.ا3س

(𝐗)ااااااااالمعطةئتا:  ∕∕ (𝐘)اااااااااااا،(𝒁)  ⊥ (𝐗)ا

(𝐙)اااالمطلوبااثبئتها:  ⊥ (𝐗)ا

اافةكنااافبرهئنا:

 {
(𝐙) ∩ (𝐗) = 𝑨𝑩 ⃡    

(𝐙)  ∩ (𝐘) =  𝑪𝑫 ⃡    
ايتقئطعاالمستويئنابخطامستقةمااا 

∋ 𝑬وفتكنا 𝑨𝑩 ⃡    اااا
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⊃    ⃡ 𝑬𝑭نرةما (𝐙)بحةثااا𝑬𝑭 ⃡    ⊥ 𝑪𝑫 ⃡    ا)يمكنارةمامستقةماوحةساعمودياعلىامستقةمامعلومامنانقط الااتندتمياافةه(ااا

(𝒁)ا∵  ⊥ (𝐗)ا(معطى)ااا

𝑬𝑭 ⃡    ⊥ (𝐘)ا)اذااتعئمسامستويئنافئلمستقةماالمرةومافياأحسهمئاوافعمودياعلىامستقةماافتقئطعايكوناعموديئاعلىاالآخر(اا

(𝐗) // (𝐘)ا)معطى(ااااا

𝑬𝑭 ⃡    ⊥ (𝐗) ا(االمستقةماافعمودياعلىااحسامستويينامتوازيينايكوناعموديئاعلىاالاخر)ااا∴

(𝐙)  ⊥ (𝐗) ا(امستقةماعمودياعلىاالاخريتعئمساالمستويئنااذاااحتوىااحسهمئاعلىا)اا∴

, 𝑨/ا4س 𝑩 , 𝑪 , 𝑫اربعانقئطافةستاعلىافيامستوٍاواحسابحةثاا𝑨𝑩̅̅ ̅̅ =  𝑨𝑪̅̅ 𝑬،ااا̅̅ ∈ 𝑩𝑪̅̅ عئيسةاا𝑨𝑬𝑫 ∢فئذااكئنتاا̅̅

𝑨فلزاوي اافزوجة ا − 𝑩𝑪̅̅ ̅̅ − 𝑫برهنااا𝑪𝑫 =  𝑩𝑫 ا.ا

, 𝑨االمعطةئتا: 𝑩 , 𝑪 , 𝑫  ااربعانقئطامختلض افةستافيامستوٍاواحسااا

𝑨𝑩̅̅ا ̅̅ =  𝑨𝑪̅̅ 𝑨مستوي اعئيسةافلزاوي اافزوجة اا𝑨𝑬𝑫 ∢،ااا̅̅ − 𝑩𝑪̅̅ ̅̅ − 𝑫اا

= 𝑪𝑫ااالمطلوبااثبئتها:  𝑩𝑫   ا

اافبرهئنا:ا

𝑨عئيسةافلزاوي اافزوجة اا𝑨𝑬𝑫 ∢ا∵ − 𝑩𝑪̅̅ ̅̅ − 𝑫ا)معطى(ااا

{𝑨𝑬
̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑩𝑪̅̅ ̅̅

𝑫𝑬̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑩𝑪̅̅ ̅̅
اااااااااافزاوي اافعئيسةاهياافزاوي اافندئتج امنااتحئداشعئعيناعمودييناعلىاحرفاافزاوي اافزوجة امنا)ااا∴

ا(انقط اتندتمياافةهاوكلامندهمئافياأحساوجهياافزاوي اافزوجة ااااااااااااااااااااااااا

𝑨𝑩̅̅اا𝑨𝑩𝑪فياالمثلثا ̅̅ =  𝑨𝑪̅̅ ̅̅ ا)معطى(اا⟸

𝐁𝐄اا∴ = 𝐂𝐄اافندئزلامنارأساالمثلثاالمتسئوياافسئقيناعلىاافقئعسةايندصضهئ(ااافعمود)ا

, 𝑫𝑬𝑪المثلثئنا 𝑫𝑬𝑩فةهمئا:اااااا𝒎∢𝟏 = 𝒎∢𝟐ا)قوايم(اااا

EDضلعامشترك(ااا،اا(𝐁𝐄 = 𝐂𝐄ا)بئفبرهئن(ا

ايتطئبقاالمثلثئنابالعيناوزاوي امحسدةابهمئا.ااا∴

𝐂𝐃ومناافتطئبقايندتجا:ااا = 𝐁𝐃ا
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/ابرهناأنهااذااوازىاكلامنامستقةمينامتقئطعينامستويئامعلومئاوكئنئاعموديناعلىامستويينامتقئطعينافإنامستقةما5س

ا(ا1/د2015وزاريا)اااتقئطعاالمستوييناالمتقئطعينايكوناعموديئاعلىاالمستوياالمعلوما.ا

, 𝑪𝑫اااااااااالمعطةئتا:ا 𝑪𝑬 ااا(يوازيئناZا)ا

𝑪𝑬̅̅ ̅̅  ⊥ (𝐘)اااااااا،𝑪𝑫̅̅ ̅̅  ⊥ (𝐗)ااااااااا،(𝐗) ∩ (𝐘) =  𝑨𝑩̅̅ ا̅̅

⊥     ⃡ 𝑨𝑩ااالمطلوبااثبئتها: (𝒁)ا

امستوياالمستقةميناالمتقئطعئناا(𝑴)فةكناااافبرهئنا:

𝑪𝑫 ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑪𝑬̅̅ اايحتويهمئامستوٍاواحس(اينامتقئطعين)فكلامستقةمااا̅̅

  𝑪𝑫 , 𝑪𝑬//(𝒁) ا)معطى(اا∵

امتقئطعينايوازيئنامستويئامعلومئافإنامستويهمئايوازياالمستوياالمعلوم(ا)اذااكئناكلامنامستقةميناااا(𝑴)//(𝒁)ا∴

}وفةكناا
𝑪𝑫̅̅ ̅̅  ⊥ (𝐗)

𝑪𝑬̅̅ ̅̅  ⊥ (𝐘)
امعطىااا

(𝐌) ⊥ (𝐗) , (𝐘)ا)يتعئمساالمستويئنااذاااحتوىاأحسهمئاعلىامستقةماعمودياعلىاالاخر(اااا

(𝐗) ∩ (𝐘) = 𝐀𝐁 ا)معطى(اا∵

  𝑨𝑩 ⃡     ⊥ (𝐌)اعلىامستوٍاثئفثافإنامستقةماتقئطعهمئايكوناعموديئاعلىاالمستوياافثئفث()اذااكئناكلامنامستويينامتقئطعيناعموديئاا

𝑨𝑩 ⃡     ⊥ (𝐙)اوا.اهـا.اماعلىاالمستوياالاخر(ااحسامستويينامتوازيينايكوناعموديئ)المستقةماافعمودياعلىاأااا

𝑨𝑪̅̅/ادايرةاقطرهئا6س ̅̅  , 𝑨𝑩̅̅ (𝑪𝑫𝑨)نقط اتندتميافلسايرةابرهناانااDعمودياعلىامستويهئا،ااا̅̅  ⊥ (𝑪𝑫𝑩)ا.ا

𝑨𝑩̅̅االمعطةئتا: 𝑨𝑪̅̅قطرافيادايرةااواا̅̅ ̅̅  ⊥ ا(مستوي افسايرة)

Dانقط اتندتميافلسايرةاا

(𝑪𝑫𝑨)االمطلوبااثبئتها:  ⊥ (𝑪𝑫𝑩)ا

ااافبرهئنا:

∢𝑨𝑫𝑩 ازاوي امحةطة اااا∵

𝒎∢𝑨𝑫𝑩 = ا)افزاوي االمحةطة االمقئبل افندصفادايرةاقئيم (ااااا∴ 𝟗𝟎°
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𝑨𝑫̅̅ ̅̅  ⊥ 𝑫𝑩̅̅̅̅̅ ا(ااذااكئنتاافزاوي ابينامستقةميناقئيم افإناالمستقةمينامتعئمسين)اا∴

𝑨𝑪̅̅ ̅̅ اعمودياعلىامستوىاافسايرةا)معطى(  ∵

𝑪𝑫̅̅ ̅̅  ⊥ 𝑫𝑩̅̅̅̅̅ ا(ا)مبرهند االاعمسةاافثلاث اا∴

𝑫𝑩̅̅̅̅̅اافسيندئا:اااصبح∴  ⊥ 𝑪𝑫̅̅ ̅̅  , 𝑨𝑫̅̅ ا)بئفبرهئن(اااا̅̅

𝑫𝑩̅̅̅̅̅  ⊥ 𝑪𝑫𝑨اعلىامستويهمئ(اائنقط اتقئطعهمئايكوناعمودي)المستقةماافعمودياعلىامستقةمينامتقئطعينامنا

𝑫𝑩̅̅̅̅̅وفكنااا  ⊂ 𝑪𝑫𝑩ا

(𝑪𝑫𝑨)  ⊥ (𝑪𝑫𝑩) اوا.اهـا.امااااايتعئمساالمستويئنااذاااحتوىاأحسهمئاعلىامستقةماعمودياعلىاالاخر()اا∴

اـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ااوٍـــستالاةقئطاافعمودياعلىام

 هواأثراافعموداالمرةومامناتلكاافندقط اعلىاالمستوياامسقطانقط اعلىامستوٍا: (1

مجموع امنانقئطافياافضراغافإنامسقطهئاهوامجموعاكلاا𝑳علىامستويا:افتكنامسقطامجموع انقطا (2

 اثئراالاعمسةاالمرةوم امنانقئطهاعلىاالمستويا.ا

مسقطاقطع امستقةماغيراعمودي اعلىامستوٍامعلوما:اهياافقطع االمستقةم االمحسدةابأثرياافعمودينا (3

االمرةومينامنانهئيتياافقطع االمستقةم اعلىاالمستويا.ا

𝑨𝑩̅̅فةكنا ̅̅ اا(X)غيرااعمودياعلىااا 

𝑨𝑪̅̅فةكنااو ̅̅ ⊥ (𝐗)امسقطا⇐اا𝑨اعلىا(𝐗)اهوا𝑪ا

𝑩𝑫̅̅̅̅̅ااااااااا ⊥ (𝐗)امسقطا⇐اا𝑩علىا(𝐗) اهوا𝑫ا

𝑨𝑩̅̅مسقطااا ∴ 𝑪𝑫̅̅اهوا(𝐗)اعلىاا̅̅ ا̅̅

𝑨𝑩̅̅كئنااااذااملاحظ ا: ̅̅  ∕∕ (𝐗)فإناااا𝐀𝐁 =  𝐂𝐃ا

 المستقةماالمئيلاعلىامستوٍا:اهواالمستقةماغيراافعمودياعلىاالمستوياوقئطعافها.ا (4

 زاوي االمةلا:اهياافزاوي االمحسدةابئلمئيلاومسقطهاعلىاالمستويا.ا (5

𝑨𝑪̅̅وفةكناااا𝑩فيااا(𝐗)مئيلًااعلىاا    ⃡ 𝑨𝑩فةكنا ̅̅ ⊥ (𝐗)فياا𝑪اا

𝑨حةثااا(𝐗)علىاا𝑨مسقطاا𝑪ا∴ ∉ (𝐗)ااا

𝑩مسقطانضسهئاحةثاا𝑩كذفكا ∈ (𝐗)اا 

𝑩𝑪̅̅ 𝑨𝑩̅̅مسقطاا̅̅ 𝟎أياانااا(𝐗)علىاااا̅̅ < 𝜽 < 𝜽،اااااا𝟗𝟎° ∈ (𝟎 , ا(𝟗𝟎°
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 زاوي االمةلجةباتمئما×اطولاالمسقطا:اطولامسقطاقطع امستقةماعلىامستوٍا=اطولاالمئيلا (6

𝑨𝑩̅̅فعندسمئاتكونا 𝑩𝑪افإنا𝜽وزاوي امةلهااا(𝐗)مئيلًااعلىاا̅̅ = 𝑨𝑩 𝒄𝒐𝒔 𝜽اا

:ازاوي امةلامستوٍاعلىامستوٍامعلوماهواقةئساافزاوي االمستوي اافعئيسةافلزاوي اا(𝐗)مسقطامستويامئيلاعلىا (7

 افزوجة ابةندهمئا.ا

اجةباتمئمازاوي االمةلا×امسئح امسقطامندطق امئيل اعلىامستوٍامعلوما=امسئح االمندطق االمئيل ا

𝑨مسئح االمندطق االمئيل اواا𝑨′مسئح االمسقطاواا𝜽قةئسازاوي االمةلاا𝑨′ = 𝑨 . 𝒄𝒐𝒔 𝜽ا

ااذااوازىاأحساضلعيازاوي اقئيم امستويئامعلومئافإنامسقطياضلعةهئاعلىاالمستويامتعئمسانا.ا:ا(4)مثئلا

𝑨𝑩̅̅،اااااااا𝑩قئيم افياا 𝑨𝑩𝑪 ∢ااالمعطةئتا: ̅̅  ∕∕ (𝐗)ا(2/د2013)وزارياااااااا

𝑨̀ 𝑩̀̅̅ ا ̅̅ ̅̅ 𝑨𝑩̅̅اااهوامسقطا  ا(𝐗)اعلىاا̅̅

 𝑩̀𝑪̀̅̅ ̅̅ 𝑩𝑪̅̅اااهوامسقطاا ̅ ا(𝐗)ااعلىاا̅̅

𝑨̀𝑩̀̅̅ اااالمطلوبااثبئتها: ̅̅ ̅  ⊥   𝑩̀𝑪̀̅̅ ̅̅ ا̅

اافبرهئنا:ا

{
𝑨𝑩̅̅ ̅̅ 𝑨̀𝑩̀̅̅   مسقط   ̅̅ ̅ 

𝑩𝑪̅̅ ̅̅ 𝑩̀𝑪̀̅̅    مسقط   ̅̅ ̅
ا)معطى(ااا

𝑪 𝑪̀̅̅اا⇐ ̅̅̅  , 𝑩 𝑩̀̅̅ ̅̅ ̅  , 𝑨 𝑨̀̅̅ ̅̅ ̅   ⊥   (𝑿)اابأثرياا)مسقطاقطع امستقةماعلىامستوٍامعلوماهواافقطع االمحسدةاااااا

اافعموديناالمرةوميناعلىاالمستويامناطرفياافقطع االمستقةم (اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

𝑪 𝑪̀̅̅ ̅̅̅  ∕∕  𝑩 𝑩̀̅̅ ̅̅ ̅      , 𝑨 𝑨̀̅̅ ̅̅ ̅  ∕∕  𝑩 𝑩̀̅̅ ̅̅ االمستقةمئناافعموديئناعلىامستوٍاواحسامتوازيئن(ا)ااا ̅

  {
(𝐙) نعين  𝑪 𝑪̀ , 𝑩 𝑩̀  بئلمستقةمين المتوازيين

(𝐘) نعين  𝑨 𝑨̀ , 𝑩 𝑩̀  بئلمستقةمين المتوازيين 
ا)فكلامستقةمينامتوازيينايوجسامستوٍاوحةسايحتويهمئ(

𝑨𝑩̅̅فكنا ̅̅  ∕∕ (𝐗)ا)معطى(ااا

(𝐘) ∩ (𝐗) =   𝑨̀𝑩̀ا)يتقئطعاالمستويئنابخطامستقةم(ااااا

𝑨𝑩̅̅ ا⟸ ̅̅  ∕∕  𝑨̀𝑩̀̅̅ ̅̅ ا)إذااوازىامستقةمامستويئامعلومئافإنهايوازياجمةعاالمستقةمئتاافندئتج امناتقئطعاهذااالمستوياااا̅

اوالمستويئتاافتياتحوياالمستقةم(اااااااااااااااااااااااااااااااا

𝑩 𝑩̀̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑨̀𝑩̀̅̅ ̅̅ اعلىاجمةعاالمستقةمئتاالمرةوم امناأثرهاضمناذفكاالمستوي(اافعمودياعلىامستويايكوناعموديئاا)المستقةماااكذفك 

𝑨𝑩̅̅كذفكا ̅̅ ⊥ 𝑩𝑩̀̅̅̅̅̅ ا)فياالمستوياافواحسا:االمستقةماافعمودياعلىاأحسامستقةمينامتوازيينايكوناعموديئاعلىاالاخر(اااا

B 
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𝑨𝑩̅̅فكنا ̅̅  ⊥ 𝑩𝑪̅̅ 𝒎 ∢𝐀𝐁𝐂)لأناااااااا̅̅ = امعطى(ااا𝟗𝟎°

𝑨̀𝑩̀̅̅ ̅̅  ⊥ (𝐙) اعلىاالاخر(اامتوازيينايكوناعموديئ)المستوياافعمودياعلىاأحسامستقةمينااااااا⟸

𝑨̀𝑩̀̅̅ ̅̅  ⊥  𝑩̀𝑪̀̅̅ ̅̅ ارةوم امناأثرهاضمناذفكاالمستوي(افعمودياعلىامستويايكوناعموديئاعلىاجمةعاالمستقةمئتاالم)المستقةمااااااااا∴

𝑩𝑪̅̅مثلثا،اا ABC:ا(5)مثئلا ̅̅  ⊂ (𝐗)وافزاوي اافزوجة ابينامستوياالمثلثااا(𝑨𝑩𝑪)والمستويا(𝐗) اا°𝟔𝟎قةئةهئاا

𝑩𝑪فإذااكئنا = 𝟏𝟎 𝒄𝒎ااا،𝑨𝑩 = 𝑨𝑪 = 𝟏𝟑 𝒄𝒎جسامسقطاالمثلثاا(𝑨𝑩𝑪)علىاا(𝐗)ثماجسامسئح امسقطاا

∆ 𝑨𝑩𝑪علىاا(𝐗)ا.ا

𝑩𝑪̅̅ااااااالمعطةئتا: ̅̅  ⊂ (𝐗)ا∆ 𝑨𝑩𝑪 ,اا

𝑨𝑩𝑪قةئسا − 𝑩𝑪 ⃡    − (𝐗) = ااا 𝟔𝟎°

𝐁𝐂 =  𝟏𝟎 𝐜𝐦   ، 𝐀𝐁 =  𝐀𝐂 =  𝟏𝟑 𝐜𝐦 

االمطلوبااثبئتها:ا

اوايجئدامسئح اا(𝐗)علىاا𝑨𝑩𝑪 ∆ايجئدامسقطا

ا.اا(𝐗)علىاا𝑨𝑩𝑪 ∆مسقطا

اافبرهئنا:ا

𝑨𝑫̅̅نرةمااا ̅̅  ⊥ (𝐗)فياااDا)يمكنارةماعموداعلىامستويامنانقط امعلوم (اااا

  

{
 
 

 
  𝐂𝐃̅̅ ̅̅ 𝐂𝐃̅̅ مسقط    ̅̅

𝐀𝐁̅̅ ̅̅ 𝐁𝐃̅̅ مسقط   ̅̅

(𝐗) مسقط نضسه على 𝑩𝑪̅̅ ̅̅

 )مسقطاقطع امستقةماعلىامستواٍمعلوماوهواافقطع االمحسدةابأثرياافعموديناالمرةوميناعلىاالمستوياامناطرفياافقطع االمستقةم (ا ∴

∆ 𝑩𝑪𝑫مسقطااا∆ 𝑨𝑩𝑪علىاا(𝐗) ا

𝑩𝑪̅̅نرةمااااا(𝑨𝑩𝑪)فيا ̅̅  ⊥  𝑨𝑬̅̅ ا)فياالمستوياافواحسايمكنارةمامستقةماعموداعلىاآخرامنانقط امعلوم (ااا𝑬فيااا̅̅

𝑨𝑪 = 𝑨𝑩 ا)معطى(اااا∵

= 𝑬𝑪ا∴  𝑩𝑬 =  𝟓 𝒄𝒎ا)افعموداافندئزلامنارأساالمثلثاالمتسئوياافسئقيناعلىاافقئعسةايندصضهئ(اااااا

𝑬𝑫̅̅ا∴ ̅̅  ⊥  𝑩𝑪̅̅ ا)نتةج امبرهند االاعمسةاافثلاث (اااااااااااااااااااااا̅̅

𝑩𝑪̅̅فلزوجة افلزاوي اعئيسةاااا𝑫𝑬𝑨 ∢ا∴ ا)تعريفاافزاوي اافعئيسة(اااااا̅̅

𝐗 
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𝑩𝑪̅̅فكناقةئساافزاوي اافزوجة ا ̅̅ = ا)معطى(اااااا 𝟔𝟎°

ا:ا𝑬افقئيمافيااا𝑨𝑬𝑩 ∆اافيا

𝑨𝑬 =  √𝟏𝟔𝟗 − 𝟐𝟓 =  √𝟏𝟒𝟒 = 𝟏𝟐 𝒄𝒎  

اا:ا𝑫افقئيمافيااا𝑨𝑬D ∆اافيا

𝒄𝒐𝒔 𝟔𝟎° =  
𝑬𝑫

𝑨𝑬
 ⟹ 

𝟏

𝟐
=  
𝑬𝑫

𝟏𝟐
 ⟹ 𝑬𝑫 = 𝟔𝒄𝒎  

𝑩𝑪𝑫 مسئح االمثلثاا = 
𝟏

𝟐
 × 𝟏𝟎 × 𝟔 = 𝟑𝟎 𝒄𝒎𝟐            وا.اهـا.ام 

افواطلبامسئح االمسقطافقطافةمكناايجئدهاكئلاتيا:ااملاحظ ا:

𝒄𝒐𝒔 𝟔𝟎° × 𝑨𝑩𝑪  مسئح = 𝑩𝑪𝑫  مسئح  

= 
𝟏

𝟐
 × (𝟏𝟐 × 𝟏𝟎 ×

𝟏

𝟐
) = 𝟑𝟎 𝒄𝒎𝟐                وا.اهـا.ام 

االآتيا:كلاةؤالايعطيافةهازاوي ازوجة اعلةندئااتبئعااملاحظ ا:

 معرف امستقةماتقئطعاالمستوييناافذياهواحرفاافزاوي اافزوجة ا.ا (1

 نرةماعموداعلىاحرفاافزاوي اافزوجة اوافعموداالاخرانستندتجهامنامبرهند االاعمسةاافثلاث (2

اـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ا( 6– 2تمئرينا)

ا/ابرهنااناطولاقطع االمستقةماالموازيالمستوٍامعلومايسئوياطولامسقطهاعلىاالمستوياالمعلوماويوازيها.ا1س

ا(1/د2018اا1/د2016/اا1/د2014/اا1/د2011ا)وزاري

𝑨𝑩̅̅االمعطةئتا: ̅̅  ∕∕ (𝐗)اااااااااا،𝑨𝑩̅̅ ̅̅ 𝑪𝑫̅̅ مسقط   (𝐗)علىاا̅̅

ااالمطلوبااثبئتها:

𝑨𝑩̅̅أولاا:ا ̅̅  ∕∕ 𝑪𝑫̅̅ اا̅̅

𝑨𝑩ثئنةئا:ا = 𝑪𝑫ا

ااافبرهئنا:

𝑪𝑫̅̅ ̅̅ 𝑨𝑩̅̅مسقطااا∵ ا)معطى(اااا(𝐗)علىااا̅̅

𝑨𝑪̅̅ا∴ ̅̅   , 𝑩𝑫̅̅̅̅̅عموداناعلىااا(𝐗)ا)مسقطاقطع امستقةماعلىامستوٍاهواافقطع االمحسدةابأثرياافعموديناالمرةومينامناا

اطرفياافقطع اعلىاالمستوي(اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

𝑫 

𝑨 𝑩 

𝑪 

𝐗 
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̅̅ 𝑨𝑪اا∴ ̅̅ ̅ ∕∕  𝑩𝑫̅̅̅̅̅ا(ا)المستقةمئناافعموديئناعلىامستوٍاواحسامتوازيئناااا

, 𝑨𝑪بئلمستقةميناالمتوازيينا 𝑩𝑫نعيناا(𝐘)اكلامستقةمينامتوازيينايوجسامستواوحةسايحتويهمئ()فا

𝑨𝑩̅̅ا∵ ̅̅  ∕∕ (𝐗)ا)معطى(ااااا

̅̅ 𝑨𝑪ا∴ ̅̅ ̅ ∕∕  𝑩𝑫̅̅̅̅̅ا(ا1مستقةماتقئطعامستويينايوازياكلامستقةمامحتوىافيااحسهمئاويوازياالآخر(ااوا.اهـا.اماا))اا

امتوازيين(اافةهاكلاضلعينامتقئبلينالأنمتوازيااضلاعا)ا𝑨𝑩𝑪𝑫افشكلاا∴

𝑨𝑩ا ∴ = 𝑪𝑫  ا(ا2)كلاضلعينامتقئبلينافةهامتسئويينابئفطول(ااااااااااااااوا.اهـا.اما)اخواصامتوازياالاضلاعاااا

ا/ابرهناانهااذااقطعامستويئنامتوازيئنابمستقةمافإنهامةلهاعلىاأحسهمئايسئويامةلاالاخراعلةها.ا2س

(𝐗)اااالمعطةئتا: ∕∕ (𝐘) ااا𝑨𝑩 ⃡    ∩ (𝐗) = {𝐁}      ,   ا

∩    ⃡ 𝑨𝑪اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا (𝐘) = {𝐂}ا

=علىاا    ⃡ 𝑨𝑪مةلااااالمطلوبااثبئتها: (𝐗)مةلاا𝑨𝑪 ⃡    علىاا(𝐘)ا

ااافبرهئنا:

𝑨𝑫̅̅انرةم ̅̅  ⊥ (𝐗)  ااعلىامستوامنانقط امعلوم (ا)يمكنارةمامستقةماوحةساعموديااا

(𝐘)  ∕∕ (𝐗) ا)معطى(ااا∵

𝑨𝑫̅̅ ̅̅  ⊥ (𝐘) ا)المستقةماافعمودياعلىاأحسامستويينامتوازيينايكوناعموديئاعلىاالاخر(ااا  ∴

{
 (𝐗) على 𝑨𝑪 ⃡     مسقط 𝑩𝑫 ⃡          ∴

(𝐘) على 𝑨𝑪 ⃡     مسقط 𝑪𝑬 ⃡     وكذفك
امعلوماهواقطع االمستقةماالمحسدةاا)مسقطاقطع امستقةماغيراعمودي اعلىامستوٍا 

اافعموديناالمرةومينامناطرفياافقطع اعلىاالمستوي(ابأثريااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

{
 (𝐗) على 𝑨𝑪 ⃡     𝟏∢  هي زاوي  مةل ∴

(𝐘) على 𝑨𝑪 ⃡     𝟐∢ هي زاوي مةل
ا)زاوي امةلامستقةمامئيلاعلىامستوٍامعلوماهياافزاوي االمحسدةابئلمئيلاومسقطهاا 

اعلىاذفكاالمستوي(اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

𝑩𝑫̅̅̅̅̅ ∕∕ 𝑪𝑬̅̅ ا(اخطئاتقئطعامستويينامتوازيينابمستوٍاثئفثامتوازيئن)اااا̅̅

𝒎∢ 𝟏اا∴ = 𝒎∢ 𝟐ا(ااذااوازىاضلعئازاوي اضلعيازاوي اأخرىاتسئوىاقةئةهمئاوتوازىامستويهمئ)اااا

=علىاا    ⃡ 𝑨𝑪مةلاا∴ (𝐗)امةلا𝑨𝑪 ⃡    علىاا(𝐘)ااااا

𝐗 

𝐘 

𝑩 𝑫 

𝑬 𝑪 

𝑨 

𝟐 

𝟏 
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ا(3/ادا2013(ا)وزاريا3/ادا2011)وزاريا/ابرهناعلىااناالمستقةمئتاالمتوازي االمئيل اعلىامستواالمةلانضسها.ااا3س

𝑨𝑩̅̅اااالمعطةئتا: ̅̅ ∕∕ 𝑪𝑫̅̅ اا(𝐗)وكلامندهمئامئيلاعلىااااا̅̅

=علىا    ⃡ 𝑨𝑩 زاوي امةلقةئسااالمطلوبااثبئتها: (𝐗)قةئسازاوي امةلاا𝑪𝑫 ⃡    علىاا(𝐗)اا

ااافبرهئنا:

}فةكنااا
 𝑬 في 𝑨𝑬 ⃡    ⊥ (𝐗) 

 𝑭 في 𝑪𝑭 ⃡    ⊥ (𝐗) 
ا(علىامستوامنانقط امعلوم ايمكنارةمامستقةماوحةساعمودي)اا 

{
 (𝐗) على 𝑨𝑩 ⃡     مسقط 𝑩𝑬 ⃡     ∴

(𝐗) على 𝑪𝑫 ⃡     مسقط 𝑫𝑭 ⃡     ∴
ا)مسقطاقطع امستقةماغيراعمودي اعلىامستوٍامعلوماهواقطع االمستقةماالمحسدةاا 

اافعموديناالمرةومينامناطرفياافقطع اعلىاالمستوي(بأثرياااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

{
 (𝐗) على 𝑨𝑩 ⃡     𝟏∢  هي زاوي  مةل ∴

(𝐗) على 𝑪𝑫 ⃡     𝟐∢ هي زاوي مةل 
ا)زاوي امةلامستقةمامئيلاعلىامستوٍامعلوماهياافزاوي االمحسدةابئلمئيلاومسقطهاا 

اعلىاالمستوياالمعلوم(اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

𝑨𝑩 ⃡    ∕∕ 𝑪𝑫 ⃡    ∵ا)معطى(ااا

𝑨𝑬 ⃡    ∕∕ 𝑪𝑭 ⃡    ∴ا(االمستقةمئناافعموديئناعلىامستوٍامتوازيئن)اااا

𝒎∢ 𝟑 = 𝒎∢ 𝟒ا(ااذااوازىاضلعئازاوي اضلعيازاوي اأخرىاتسئوىاقةئةهمئاوتوازىامستويهمئ)اااا

𝒎∢𝟓ا∴ = 𝒎∢𝟔 = امنااثرهاضمناذفكاالمستوي()المستقةماافعمودياعلىامستوٍايكوناعموديئاعلىاجمةعاالمستقةمئتاالمرةوم ااا𝟗𝟎°

𝒎∢ 𝟏 = 𝒎∢ 𝟐 °𝟏𝟖𝟎)مجموعاقةئةئتازوايئاالمثلثااااا∴ ا(=

=علىاا    ⃡ 𝑨𝑩قةئسازاوي امةلاا∴ (𝐗)امةلقةئسازاوي اا𝑪𝐷 ⃡    علىاا(𝐗)ااااا

معلومافإناأطولهمئازاوي امةلهاعلىاا/ابرهناعلىاانهااذاارةمامئيلانامختلضئنافياافطولامنانقط الااتندتمياالىامستو4ٍس

ااالمستوياأصغرامنازاوي امةلاالاخراعلةها.

𝑨𝑩ااااالمعطةئتا: >  𝑨𝑪ااااا،𝑨 ∉ (𝐗)اا

𝑨𝑩̅̅زاوي امةلااالمطلوبااثبئتها: 𝑨𝑪̅̅منازاوي امةلاا<ا(𝐗)علىاا̅̅ ا (𝐗)علىا̅̅

𝑨𝑫̅̅فةكنااافبرهئنا: ̅̅  ⊥ (𝐗)امنانقط الااتندتمياافةه(اامستقةماوحةساعمودياعلىامستوٍايمكنارةم)اا

𝑨 

𝑬 𝑩 

𝑪 

𝐗 

𝑫 𝑭 

𝑩 

𝜽𝟏 

𝑫 

𝐀 

𝑪 

𝐗 
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{
 (𝐗) على 𝑨𝑩 ⃡     مسقط 𝑫𝑩 ⃡      ∴

(𝐗) على 𝑨𝑪 ⃡     مسقط 𝑫𝑪 ⃡     ∴
ا)مسقطاقطع امستقةماغيراعمودي اعلىامستوٍامعلوماهواقطع االمستقةماالمحسدةاا 

ابأثرياافعموديناالمرةومينامناطرفياافقطع اعلىاالمستوي(ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

{
 (𝐗) على 𝑨𝑩 ⃡     هي زاوي  مةل  ∢𝜽𝟏 ∴

(𝐗) على 𝑨𝑪 ⃡     هي زاوي مةل ∢𝜽𝟐 ∴
ا)زاوي امةلامستقةمامئيلاعلىامستوٍامعلوماهياافزاوي االمحسدةابئلمئيلاا 

اومسقطهاعلىاالمستوياالمعلوم(اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

𝑨𝑩 >  𝑨𝑪 ا)معطى(اااا∵

𝟏

𝑨𝑩
< 

𝟏

𝑨𝑪
ا)خواصاافتراجح(اااااااا∵

ايندتجا:اا𝑨𝑫وبارباطرفياالمتراجح ابـا

𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟏 < 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟐برفعااااا(𝒔𝒊𝒏افطرفينالأناداف ا𝒔𝒊𝒏 ا)اداف امتزايسة

𝜽𝟏 < 𝜽𝟐 ∴ 

𝑨𝑩̅̅ازاوي امةلا∴ 𝑨𝑪̅̅زاوي امةلاا<اا(𝐗)علىااا̅̅ ااا(𝐗)لىاعاا̅̅

ا/ابرهناعلىاانهااذاارةمامئيلانامنانقط امئاالىامستوافإصغرهمئامةلًااهواالاطولا.اا5س

𝑨𝑩̅̅االمعطةئتا: ̅̅   , 𝑨𝑪̅̅ ا(𝐗)مئيلاناعلىااا̅̅

𝑨𝑪̅̅زاوي امةلا 𝑨𝑩̅̅زاوي امةلاا>اا(𝐗)علىاا̅̅ ا(𝐗)علىاا̅̅

𝑨𝑩االمطلوبااثبئتها: > 𝑨𝑪 اا

𝑨𝑫̅̅فةكنااافبرهئنا: ̅̅  ⊥ (𝐗)ا(الااتندتمياافةهمنانقط امستوٍامستقةماعمودياعلىايمكنارةما)ااا

{
 (𝐗) على 𝑨𝑩 ⃡     مسقط 𝑫𝑩 ⃡      ∴

(𝐗) على 𝑨𝑪 ⃡     مسقط 𝑫𝑪 ⃡     وكذفك
اا)مسقطاقطع امستقةماغيراعمودي اعلىامستوٍامعلوماهواقطع االمستقةماالمحسدةاا 

ابأثرياافعموديناالمرةومينامناطرفياافقطع اعلىاالمستوي(ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

{
 (𝐗) على 𝑨𝑩 ⃡     هي زاوي  مةل  ∢𝜽𝟏 ∴

(𝐗) على 𝑨𝑪 ⃡     هي زاوي  مةل  ∢𝜽𝟐 ∴
ا)زاوي امةلامستقةمامئيلاعلىامستوٍامعلوماهياافزاوي االمحسدةابئلمئيلاا 

اومسقطهاعلىاالمستوياالمعلوم(اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

𝒎∢𝜽𝟏 < 𝒎∢𝜽𝟐وبأخذاداف اافـاااا(𝒔𝒊𝒏) افلطرفينا:اا

𝑨𝑫

𝑨𝑩
< 

𝑨𝑫

𝑨𝑪
ا(𝑨𝑫)وبقسم ااطرفياالمتراجح اعلىااااااااا

𝑩 

𝜽𝟏 

𝑫 

𝑨 

𝑪 

𝐗 

𝜽𝟐 
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𝟏

𝑨𝑩
< 

𝟏

𝑨𝑪
اوبقلباافتراجحايندتجا:ااااااااااا

𝑨𝑩 < 𝑨𝑪ا)خواصاافتراجح(اااااااااا

تقةماوأيامسا/ابرهناانازاوي االمةلابيناالمستقةماومسقطهاعلىامةتوااصغرامناافزاوي االمحصورةابيناالمستقةمانضسه6س

ا(3/ادا2012آخرامرةومامناموقعهاضمناذفكاالمستويا.ااا)وزاريا

𝑨𝑩̅̅ااااالمعطةئتا: 𝑩𝑪̅̅،ااا (𝐗)مئيلاعلىاا̅̅ 𝑨𝑩̅̅مسقطااا̅̅ اا(𝐗)علىااا̅̅

𝑩𝑫̅̅̅̅̅ا ⊂ (𝐗)ااااااا،∢𝑨𝑩𝑪محسدةابـااااا𝑨𝑩̅̅ 𝑩𝑪̅̅واااااا̅̅ 𝑨𝑩̅̅محسدةابـااااا𝑨𝑩𝑫∢،اااااااا̅̅ ااا𝑩𝑫̅̅̅̅̅واااااا̅̅

𝒎∢ 𝑨𝑩𝑪االمطلوبااثبئتها: < 𝒎 ∢ 𝑨𝑩𝑫ا

ااافبرهئنا:

𝑨𝑪̅̅نرةما ̅̅ ⊥ (𝐗)ا(لااتندتمياافةهمنانقط امستوٍامعلوماعمودياعلىااوحةسامستقةم)يمكنارةمااااااا

𝑨𝑫̅̅ ونرةما ̅̅ ⊥ 𝑩𝑫̅̅̅̅̅ا(لااتندتمياافةهنانقط اعلومامممستوٍاعمودياعلىاوحةسامستقةما)يمكنارةماااا

𝑨𝑩𝑪 ∢افتكنا = 𝜽𝟏اا  ،   ∢ 𝑨𝑩𝑫 = 𝜽𝟐 

𝑨𝑪 < 𝑨𝑫ا)افعموداافندئزلامنانقط اعلىامستوياهواأقصرامسئف ابيناافندقط االمعلوم اوالمستوي(ااااا

𝑨𝑪

𝑨𝑩
< 

𝑨𝑫

𝑨𝑩
ا)خواصاافتراجح(اااااااا

𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟏 = 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟐 

𝜽𝟏 < 𝜽𝟐اااااااا

∢ 𝑨𝑩𝑪 < ∢ 𝑨𝑩𝑫 

اـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

االمجسمئت

 الموشوراافقئيما:ا -1

االخواصا:ا

 احرفهاالجئنبة امتوازي اومتسئوي افياافطولا.ا (1

 كلاوجهاجئنبياهوامستطةلا.ا (2

اافقئعستينامتوازيتيناومتطئبقتينا.ا (3

 متوازياالمستطةلاتا:اهواموشوراقئيماقئعستهامستطةل ا -2

 قئعسة

حرفا

وجها جئنبي

 جئنبي

𝑫 

𝑨 

𝑩 

𝐗 

𝑪 
𝜽𝟏 

𝜽𝟐 
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 المكعبا:اهوامتوازيامستطةلاتاقئعستهامربع ا -3

 الاةطوان اافسايري اافقئيم ا:اهياموشوراقئعستهادايرةا -4

اـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الحجماوالمسئح ابئفندسب افلموشوراوالاةطوان 

 الارتضئعا×االحجما)دايمئ(ا=امسئح اافقئعسةا .1

 الارتضئعا×االمسئح االجئنبة ا=امحةطاافقئعسةا .2

 المسئح اافكلة ا=االمسئح االجئنبة ا+امسئح اافقئعستينا .3

 الهرماالمندتظما:ا -5

ا:الخواصا

 احرفهاالجئنبة امتسئوي ا.ا (1

 كلاوجهاجئنبيامثلثامتسئوياافسئقينا. (2

 كلاوجهاجئنبيافهاارتضئعايسمىاالارتضئعاالجئنبيا.ا (3

 ارتضئعاالهرماهواافعموداافندئزلامناافرأساعلىاافقئعسةا.ا (4

اذواافوجوهاالاربع االمندتظما:اهواهرماثلاثيامندتظما

ا:الخواصا

 فهااربع اأوجهاكلاوجهامثلثامتسئوياافسئقينا.ا (1

 فهاةت اأحرفاجئنبة امتسئوي ابئفطولا.ا (2

 فهااربعاارتضئعئتامتسئوي ابئفطولا.ا (3

اويكتبابئفصةغاالاربعا:ا

𝒏 –  𝒂𝒃𝒄  

𝒂 –  𝒏𝒃𝒄 ا

𝒄 –  𝒂𝒃𝒏  

𝒃 –  𝒄𝒂𝒏 ا

 المخروطاافسايرياافقئيما -6

اقئعستهافإناالمقطعاهوامثلثامتسئوياافسئقينا.ااخروطابمستوٍايمرامنارأةهاوقئطعئاذااقطعاالماالخواصا:

االحجوماوالمسئحئتابئفندسب االىاالهرماأواالمخروطا

𝒗الحجمااا:ااا -1 =
𝟏

𝟑
𝝅𝒓𝟐𝒉 

.𝑳المسئح االجئنبة ا:ااا -2 𝑨 = 𝝅𝒓𝑳ا 

. 𝑻المسئح اافكلة ا:اا -3 𝑨 = 𝝅 𝒓 𝑳 + 𝝅 𝒓𝟐 ا 

 

 حرفاجئنبيا

 وجهاا

 جئنبياا

 ارتضئعاجئنبي

𝒂 

𝒄 

𝒃 
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اافكرةا -7

𝒗الحجما:اااااا (1 =  
𝟒

𝟑
 𝒓𝟑𝝅 

𝑨المسئح ا:ااااا (2 =  𝟒 𝒓𝟐𝝅ا 

اـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ا( 6– 3)تمئرينا

ومسئح اأحساأوجههاا𝟏𝟑𝟐𝒄𝒎𝟐ا=اومسئح اقئعستها𝟕𝟐𝟒𝒄𝒎𝟐ا=/ااذااكئنتاالمسئح اافكلة المتوازياالمستطةلاتا1س

ااجساأبعئدهاوحجمها.ا𝟏𝟏𝟎𝒄𝒎𝟐ا=الجئنبة ا

– 𝐀𝐁𝐂𝐃اااالمعطةئتا:  𝐄𝐅𝐆𝐇 امتوازياالمستطةلاتاا

𝟏𝟏𝟎𝒄𝒎𝟐ومسئح اافوجهاالجئنبيااا𝟕𝟐𝟒𝒄𝒎𝟐مسئحتهاافكلة ا=ا = 𝑪𝑩𝑭𝑮اا

𝒄𝒎𝟐 𝟏𝟑𝟐ومسئح اافقئعسةا = 𝑬𝑭𝑮𝑯اا

االمطلوبااثبئتها:ا

– 𝐀𝐁𝐂𝐃ايجئداابعئدامتوازياالمستطةلاتا -1  𝐄𝐅𝐆𝐇 ا 

– 𝐀𝐁𝐂𝐃ايجئداحجمامتوازياالمستطةلاتا -2  𝐄𝐅𝐆𝐇 اا

=فتكنااافبرهئنا: 𝐋. 𝐀 االمسئح االجئنبة المتوازياالمستطةلاتاا

=اااااااااااااااااااا 𝐓.𝐀 االمسئح اافكلة افهاا

=وفةكنا 𝒙طولاقئعسةامتوازياالمستطةلاتااااااااااا= 𝒚عرضاقئعستهاااااااا= 𝒉ارتضئعهاااااااااااا= 𝒗احجمهاااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

𝑳 . 𝑨 = 𝟕𝟐𝟒 − [𝟐(𝟏𝟑𝟐)] = 𝟕𝟐𝟒 − 𝟐𝟔𝟒 = 𝟒𝟔𝟎 𝒄𝒎𝟐   

𝑪𝑯̅̅)مسئح اافوجهيناالمتقئبليناا∴ ̅̅ ) , (𝑩𝑬̅̅ ̅̅ 𝒄𝒎𝟐 𝟐𝟒𝟎ا( = 𝟒𝟔𝟎 − 𝟐(𝟏𝟏𝟎) اا=

𝑩𝑬̅̅) مسئح اافوجهاا∴ ̅̅ 𝒄𝒎𝟐 𝟏𝟐𝟎ا( اا=

𝒙 𝒚 = 𝟏𝟑𝟐 ⟹ 𝒚 =
𝟏𝟑𝟐

𝒙
…… (𝟏)  

𝒙 𝒉 = 𝟏𝟐𝟎 ⟹ 𝒉 =
𝟏𝟐𝟎

𝒙
……(𝟐)  

𝒚 𝒉 = 𝟏𝟏𝟎 ⟹ 𝒚 =
𝟏𝟑𝟐

𝒙
.
𝟏𝟐𝟎

𝒙
=  𝟏𝟏𝟎 ⟹ 𝟏𝟏𝟎𝒙𝟐 = (𝟏𝟑𝟐)(𝟏𝟐𝟎) 

𝑫 𝑪 

𝑮 

𝑩 

𝑭 𝑬 

𝑨 

𝑯 

𝒙 

𝒉 

𝒚 
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𝒙𝟐 =
(𝟏𝟑𝟎)(𝟏𝟐𝟎)

𝟏𝟏𝟎
= 𝟏𝟒𝟒 

∴ 𝒙 = 𝟏𝟐 𝒄𝒎  ,    𝒚 = 𝟏𝟏 𝒄𝒎   ,     𝒉 = 𝟏𝟎 𝒄𝒎  

االارتضئعا×اجما=امسئح اافقئعسةاالح

𝒗 = (𝟏𝟐) . (𝟏𝟏) . (𝟏𝟎) = 𝟏𝟑𝟐𝟎 𝒄𝒎𝟐 

أوجساارتضئعهئاونصفاقطراا𝛑 𝒄𝒎𝟑 𝟐𝟎𝟎𝟎اوحجمهئا𝟒𝟎𝟎𝛑 𝒄𝒎𝟐/ااةطوان ادايري اقئيم امسئحتهئاالجئنبة ا2س

ا(2/ادا2015(ا)وزاريا2/ادا2014)وزارياقئعستهئا.اا

𝟒𝟎𝟎𝛑 𝒄𝒎𝟐اةطوان ادايري اقئيم امسئحتهئاالجئنبة ااالمعطةئتا: ا𝛑 𝒄𝒎𝟑 𝟐𝟎𝟎𝟎،ااااوحجمهئا=ااااا=

ااالمطلوبااثبئتها:

 ايجئدانصفاقطراالاةطوان اافسايري اافقئيم ا.ا -1

اايجئداارتضئعاالاةطوان اافسايرةياافقئيم ا. -2

اافبرهئنا:

𝒓الاةطوان اافسايري اافقئيم انصفاقطراطولافةكنا 𝒉ارتضئعهئا،ااااااااااا= 𝒗،اااااوحجمهئاااااا= ا=

. 𝑳الجئنبة اومسئحتهئ 𝑨 ااااا =

االارتضئعا×االمسئح االجئنبة ا=امحةطاافقئعسةا

𝑳 . 𝑨 = 𝟐𝒓 𝝅 𝒉  

𝟒𝟎𝟎𝛑 = 𝟐𝒓 𝝅 𝒉 
(÷𝟐𝝅)
⇒      𝒓 𝒉 = 𝟐𝟎𝟎 …… (𝟏) 

𝒗ااااااااالارتضئعااا×احجماالاةطوان ا=امسئح اافقئعسةا =

𝝅𝒓𝟐𝒉ا

𝟐𝟎𝟎𝟎𝝅 = 𝒓𝟐𝝅 𝒉 
(÷ 𝝅)
⇒  𝒓𝟐 𝒉 = 𝟐𝟎𝟎𝟎……(𝟐) 

𝒓𝟐 𝒉 

𝒓 𝒉
=
𝟐𝟎𝟎𝟎

𝟐𝟎𝟎
⟹ 𝒓 = 𝟏𝟎 𝒄𝒎  

ا(ايندتجا:ا1فيامعئدف ا)ا𝒓وبتعويضاقةم ا

𝒓 𝒉 = 𝟐𝟎𝟎 ⟹ 𝟏𝟎 𝒉 = 𝟐𝟎𝟎 ⟹ 𝒓 = 𝟐𝟎 𝒄𝒎 
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𝒍/ابرهناعلىااناحجماذواافوجوهاالاربع االمندتظماوافذياطولاحرفهاا3س هوااا=
√𝟐𝒍𝟑

𝟏𝟐
اوحسةامكعب ا.اا

𝑨االمعطةئتا: − 𝑫𝑩𝑪ذواافوجوهاالاربع االمندتظماوطولاحرفهااا𝒍اا

𝒗  االمطلوبااثبئتها: =  
 √𝟐 𝒍𝟑

𝟏𝟐
اا

ااافبرهئنا:

اذواافوجوهاالاربع االمندتظماهواهرماثلاثياقئيمامندتظمااوجههاالاربع امثلثئتامتسئوي االاضلاعاومتطئبق ا.ا

امثلثامتسئوياالاضلاعااا𝑩𝑪𝑫افقئعسةاا∴

علىاافقئعسةافةندصضهئا)افعموداافندئزلامنارأسامثلثامتسئوياافسئقيناعلىاا𝑩𝑪𝑫 ∆نرةماالاعمسةاالمندصض امنارؤوسا

اافقئعسةايندصضهئ(ا

°𝟔𝟎قةئساكلازاوي امنازوايئاالمثلثاالمتسئوياالاضلاعا اا=

𝒎∢𝑬𝑩𝑭 = 𝟑𝟎° ∴ 

𝒉فةكناارتضئعاذواافوجوهاالاربع االمندتظما = 𝑨𝑬 اا=

∆ 𝑩𝑬𝑭اقئيماافزاوي افياا𝒄𝒐𝒔 𝟑𝟎 =
𝑩𝑭

𝑩𝑬
⟸ 𝑭اا

ااااااااااااااااااااااا
√𝟑

𝟐
=

𝟏

𝟐
𝒍

𝑩𝑬
⟹𝑩𝑬 =

𝒍

√𝟑
اا

∆ 𝑨𝑬𝑩  فياقئيماافزاوي ا𝑬المستقةماافعمودياعلىامستوٍايكوناعموديئاعلىاجمةعاالمستقةمئتاالمرةوم امناأثرهاا(

اضمناذفكاالمستوي(ا

𝒍𝟐 = 𝒉𝟐 +
 𝒍𝟐

𝟑
⟹ 𝒉𝟐 = 𝒍𝟐 −

 𝒍𝟐

𝟑
 ⟹ 𝒉𝟐 = 

𝟐

𝟑
 𝒍𝟐  ⟹ 𝒉 =

√𝟐

√𝟑
 𝒍         فةثئغورس 

=ااالهرماحجم
1

3
االارتضئعا×امسئح اافقئعسةا×اا

∴ 𝒗 =  
𝟏

𝟑
(
√𝟑

𝟒
 𝒍𝟐)  𝒉 =

𝟏

𝟏𝟐
 (√𝟑 𝒍𝟐)

√𝟐

√𝟑
𝒍 =

√𝟐

𝟏𝟐
 𝒍𝟑 

مسئح اقئعسةاالهرما=امسئح امثلثامتسئوياالاضلاعااملاحظ ا:
√𝟑

𝟒
 𝒍𝟐 اطولاالحرفافلهرما.اا(𝒍)حةثاا=

ا

𝒍 

𝐀 

𝒉 

𝑩 𝑪 
𝑭 

𝑳 

𝑬 

𝑫 
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ا 𝒄𝒎  𝟖/امخروطادايرياقئيمامرابرأةهامستوافقطعاقئعستهابقطع امستقةماتبعساعنامركزاافقئعسةابمقساراا4س

𝒄𝒎𝟐 𝟏𝟎𝟐مسئح اافقطعااافإذااكئنت 𝒄𝒎 𝟏𝟓 وارتضئعها= ا(1د/اا2015)وزاريااااا =

ا(امسئحتهاافكلة ا3(امسئحتهاالجئنبة اااااااااااااااااا)2(احجمهااااااااااااااااااااا)1احسبااا)

فئذااا𝒄𝒎 𝟖مخروطادايرياقئيمامرابرأةهامستوٍافقطعاقئعستهابقطع امستقةماتبعساعنامركزاافقئعسةااالمعطةئتا:

𝒄𝒎𝟐 𝟏𝟎𝟐كئنتامسئح االمقطعا 𝒄𝒎 𝟏𝟓اوارتضئعاالمخروطا= اا=

ااالمطلوبااثبئتها:

ا(احسئباحجماالمخروطا1)

ا(احسئبامسئحتهاالجئنبة 2)

ا(احسئبامسئحتهاافكلة ا3)

ااافبرهئنا:

𝒚فةكنا = 𝑩𝑫ويمثلاطولانصفاقطراقئعسةاالمخروطا،اا𝒉 = 𝑨𝑫ويمثلاالارتضئعااا،ااا𝒗ايمثلاالحجماا،اا

= 𝐋. 𝐀المسئح االجئنبة اا،ااا𝑳 = 𝑨𝑩ويمثلاالارتضئعاالجئنبيااا،ااا= 𝐓.𝐀االمسئح اافكلة ا.اا

)المستقةماافعمودياعلىامستوىايكوناعموديئاعلىاجمةعاالمستقةمئتاالمرةوم اا𝑫اقئيماافزاوي افيافاا𝑨𝑫𝑬المثلثافيا

امناأثرهاضمناذفكاالمستوي(ا.ا

(𝑨𝑬)𝟐 = (𝑨𝑫)𝟐 + (𝑬𝑫)𝟐 

(𝑨𝑬)𝟐 = (𝟏𝟓)𝟐 + (𝟖)𝟐 = 𝟐𝟖𝟗  
∴ 𝑨𝑬 = 𝟏𝟕 𝒄𝒎 

𝑨𝑫̅̅عمودياعلىامستوىاافقئعسةااا،ااااا𝑨𝑫ا∵ ̅̅ ⊥ 𝑩𝑪̅̅ ا)لأنهابعسابينانقط اومستقةم(ااا̅̅

𝑨𝑬̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑩𝑪̅̅ ا)مبرهند االاعمسةاافثلاث (ااااا̅̅

=اا𝑨𝑩𝑪مسئح االمثلثا
𝟏

𝟐
االارتضئعا×اافقئعسةا×اا

𝑨 =  
𝟏

𝟐
× 𝑪𝑩 × 𝑨𝑬 ⟹ 𝑨 = 

𝟏

𝟐
× 𝑪𝑩 × 𝟏𝟕 = 𝟏𝟎𝟐  

𝑩𝑬اوفكن = 𝑬𝑪اا)افعموداافندئزلامنامركزادايرةاعلىاوترافةهئايندصضه(اا

ا:اا𝑬افقئيماافزاوي افياا𝑫𝑬𝑩فياالمثلثا

(𝑩𝑫)𝟐 = (𝑩𝑬)𝟐 + (𝑬𝑫)𝟐 

(𝑩𝑫)𝟐 =  𝟑𝟔 +  𝟔𝟒 = 𝟏𝟎𝟎 ⟹ 𝑩𝑫 = 𝒓 = 𝟏𝟎 𝒄𝒎  

ا:اا𝑫افقئيماافزاوي افياا𝑨𝑫𝑩فياالمثلثا

(𝑨𝑩)𝟐 = (𝑨𝑫)𝟐 + (𝑩𝑫)𝟐 

(𝑨𝑩)𝟐 = 𝟐𝟐𝟓 + 𝟏𝟎𝟎 = 𝟑𝟐𝟓 ⟹ 𝑨𝑩 = 𝟓√𝟏𝟑 𝒄𝒎 

حجماالمخروطا=ا
𝟏

𝟑
االارتضئعا×امسئح اافقئعسةاا

   𝒗 =
𝟏

𝟑
 (𝟏𝟎)𝟐𝝅 (𝟏𝟓) = 𝟓𝟎𝟎𝝅 𝒄𝒎𝟑  

المسئح االجئنبة افلمخروطا=ا
𝟏

𝟐
االارتضئعا×امحةطاافقئعسةاا

   𝑳 . 𝑨 =
𝟏

𝟐
 (𝟐)(𝟏𝟎)𝝅(𝟓√𝟏𝟑) = 𝟓𝟎√𝟏𝟑 𝝅 𝒄𝒎𝟐  

االمسئح اافكلة افلمخروطا=االمسئح االجئنبة ا+امسئح اافقئعسةا

    𝑻 . 𝑨 = 𝟓𝟎√𝟏𝟑𝝅 + (𝟏𝟎)𝟐𝝅 = 𝟓𝟎𝝅(√𝟏𝟑 + 𝟐) 𝒄𝒎𝟐 𝑫 
𝒓 

𝒓 

𝑩 

𝑪 

𝐀 

𝐡 = 𝟏𝟓 

𝑬 



 

354 

/ااذااعلمتاأنايمكنارةماكرةاخئرجاذياافوجوهاالاربع االمندتظمابرهناأنانصفاقطراافكرةا=ا5س
3

4
االارتضئعا.اا

االمعطةئتا:ا

– 𝐃خئرجاذياافوجوهاالاربع االمندتظماا𝑪رسمتاافكرةاافتيامركزهئا  𝐄𝐅𝐆 اا

𝒓  ااااااالمطلوبااثبئتها: =
𝟑

𝟒
 𝒉   ا

ااافبرهئنا:

اهواهرماثلاثياقئيمامندتظما،اأوجههاالاربع امثلثئتامتسئوي االاضلاعاومتطئبق ا.االمندتظماا افوجوهاالاربعاذو

𝑨فتكنامسئح اافقئعسةا = 𝑬𝑭𝑮وارتضئعاالهرماااا𝒉 = 𝑫𝑩وحجمهااا𝒗 𝒓وطولانصفاقطراافكرةااا= = 𝑫𝑪 ا.اا=

– 𝐃اقسماالهرماافكبيراا𝑪مركزاافكرةا  𝐄𝐅𝐆االىااربع اأهرامئتامتسئوي ابئلحجمافتسئوياافقئعسةاوالارتضئعاوهيا:اا

𝐂 –  𝐃𝐄𝐅 واااااا𝐂 –  𝐆𝐃𝐄 وااااا𝐂 –  𝐅𝐆𝐃 وااااااا𝐂 –  𝐄𝐅𝐆 وارتضئعهئاكلامندهئااااا(𝒉 − 𝒓)ا

𝟒حجماذياافوجوهاالاربع ااا∴ – 𝐂حجماالهرما×ا=  𝐄𝐅𝐆 اا

 

𝒗 =  𝟒 × 𝑽𝐜 – 𝐄𝐅𝐆    

𝟏

𝟑
𝑨𝒉 = 𝟒 (

𝟏

𝟑
 𝑨) . (𝒉 − 𝒓)  

وبئفقسم اعلىا
𝟏

𝟑
 𝑨انحصلاعلىا:اا

𝒉 = 𝟒(𝒉 − 𝒓) 

𝒉 = 𝟒𝒉 − 𝟒𝒓 

𝟒𝒓 = 𝟒𝒉 − 𝒉 

𝟒 𝒓 = 𝟑𝒉 ⟹    𝒓 =  
𝟑

𝟒
 𝒉  

 

 

 

𝑫 

𝑪 

𝑟 

𝑮 

𝑭 

𝑬 𝑩 
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