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 الأولى:   2017دورة  

 السؤال الثاني: 

𝟗𝒙حل المعادلة   + 𝟑𝒙+𝟏 − 𝟒 =  ℝفي    𝟎

 الحل: 

(𝟑𝟐)𝒙 + 𝟑𝒙. 𝟑𝟏 − 𝟒 = 𝟎 

𝒎(𝒂𝒏)نعلم أن   = 𝒂𝒏.𝒎 

𝟑𝟐𝒙 + 𝟑. 𝟑𝒙 − 𝟒 = 𝟎 
(𝟑𝒙 + 𝟒)(𝟑𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

𝟑𝒙إما   = −𝟒 <  مرفوض   𝟎

𝟑𝒙أو   = 𝟏 

⇒ 𝒆𝒙.𝐥𝐧 𝟑 = 𝒆𝟎 

𝒙. 𝐥𝐧 𝟑 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟎 

 المسألة الثانية: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

]𝟎, 𝒇(𝒙)وفق:    ]∞+ =
𝐥𝐧 𝒙

𝒙𝟐
 

   احسب𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)    و𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙)     واستنتج

 معادلة المقارب الافقي والشاقولي. 

   ادرس تغيرات التابع𝒇   ثم دلّ  ، ونظم جدولاً بها ،

 على القيمة الحدية محلياً. 

   جد معادلة المماس𝚫    في النقطة𝑨    من الخط

𝑪    التي فاصلتها𝒙 = 𝟏. 

   ارسم كل مقارب وجدته، وارسم المماس𝚫    ثم

 . 𝑪ارسم  

   احسب𝑺    بين المحصور  السطح    𝑪مساحة 

𝒙والمستقيم    ′𝒙𝒙والمحور   = 𝒆. 

 

 الحل: 

  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) =
𝐥𝐧(𝟎+)

𝟎
= −∞ 

𝒙 =   𝑪، ويكون  𝑪مقارب شاقولي للخط    𝟎

 على يمين المقارب. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙
.
𝟏

𝒙
)

= 𝟎 × 𝟎 = 𝟎 

𝒚 =  ∞+في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟎

 𝒇    𝟎[معرف ومستمر واشتقاقي على, +∞[ 

𝒇′(𝒙) =

𝟏
𝒙
. 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙. 𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟒
 

𝒇′(𝒙) =
𝒙 − 𝟐𝒙. 𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟒
 

𝒇′(𝒙) =
𝟏 − 𝟐 𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟑
 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 

𝟏 − 𝟐 𝐥𝐧(𝒙) = 𝟎 ⇒ 𝟏 = 𝟐 𝐥𝐧(𝒙) 

⇒ 𝐥𝐧(𝒙) =
𝟏

𝟐
 

⇒ 𝒙 = 𝒆
𝟏
𝟐 = √𝒆 ∈  مجموعة  التعريف

𝒇 (𝒆
𝟏
𝟐) =

𝐥𝐧 (𝒆
𝟏
𝟐)

(𝒆
𝟏
𝟐)
𝟐 =

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝒆)

𝒆
𝟐
𝟐

=
𝟏

𝟐𝒆
 

  𝟎 √𝒆  +∞ 𝒙 

 + 𝟎 −  𝒇′ 

−∞ ↗ 
𝟏

𝟐𝒆
 ↘ 𝟎  𝒇 
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𝒇(√𝒆) =
𝟏

𝟐𝒆
 قيمة كبرى محلياً   

  :معادلة المماس تحتاج 

𝒇′(𝟏) = 𝒎 

𝒇(𝟏) = 𝒚𝟎 

𝒇(𝟏) = 𝟎 = 𝒚𝟎 

𝒇′(𝟏) = 𝟏 = 𝒎 

𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎(𝒙 − 𝒙𝟎) 

𝚫: 𝒚 = 𝒙 − 𝟏 

  :الرسم 

 مقاربات + معادلة المماس 

𝒙 =  مقارب شاقولي   𝟎

𝒚 =  مقارب أفقي   𝟎

𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒚 = −𝟏 ⇒ (𝟎,−𝟏) 

𝒚 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟏 ⇒ (𝟏, 𝟎) 

 نقاط الجدول: 

(𝟎, −∞) , (√𝒆,
𝟏

𝟐𝒆
)  (+∞, 𝟎) 

 نقاط مساعدة: 

𝒚 = 𝟎 ⇒ 𝒇(𝒙) = 𝟎 

𝐥𝐧(𝒙) = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟏 ⇒ (𝟏, 𝟎) 

 

   السطح ملزوق بـ𝒙𝒙′   من فوق 

𝑺 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒆

𝟏

 

𝑺 = ∫
𝟏

𝒙𝟐
. 𝐥𝐧 𝒙  𝒅𝒙 

 تجزئة 

𝒖 = 𝐥𝐧(𝒙) ⇒ 𝒖′ =
𝟏

𝒙
 

𝒗′ =
𝟏

𝒙𝟐
⇒ 𝒗 = −

𝟏

𝒙
 

𝑺 = [−
𝟏

𝒙
. 𝐥𝐧(𝒙)]

𝟏

𝒆

−∫
−𝟏

𝒙
.
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙

𝒆

𝟏

 

𝑺 = [−
𝟏

𝒙
. 𝐥𝐧(𝒙)]

𝟏

𝒆

+∫
𝟏

𝒙𝟐
 𝒅𝒙

𝒆

𝟏

 

𝑺 = [−
𝟏

𝒙
. 𝐥𝐧(𝒙)]

𝟏

𝒆

+ [−
𝟏

𝒙
]
𝟏

𝒆

 

= −
𝟏

𝒆
− 𝟎 −

𝟏

𝒆
+ 𝟏 

𝑺 = −
𝟐

𝒆
+ 𝟏 =

−𝟐 + 𝒆

𝒆
> 𝟎 
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 الثانية:   2017دورة  

 السؤال الثالث: 

 حل المعادلة التفاضلية الآتية: 

  𝟐𝒚′ + 𝟑𝒚 = للحل يمر    𝑪والخط البياني    𝟎

𝑨(𝐥𝐧(𝟒)بالنقطة   , 𝟏) . 

 الحل: 

𝟐𝒚′ + 𝟑𝒚 = 𝟎 

 ′𝒚نعزل  

𝒚′ = −
𝟑

𝟐
𝒚 

𝒇(𝒙)حلها من الشكل   = 𝒌. 𝒆𝒂𝒙 

𝒇(𝒙) = 𝒌. 𝒆−
𝟑
𝟐𝒙 

𝑨(𝐥𝐧(𝟒)نعوض إحداثيات   ,  𝒇(𝒙)في    (𝟏

𝟏 = 𝒌. 𝒆−
𝟑
𝟐 𝐥𝐧

(𝟒) 

𝟏 = 𝒌. 𝒆−
𝟑
𝟐.𝟐 𝐥𝐧

(𝟐) 

𝟏 = 𝒌. 𝒆−𝟑 𝐥𝐧(𝟐) 

𝟏 = 𝒌. 𝒆
𝟑 𝐥𝐧(

𝟏
𝟐) 

𝟏 = 𝒌. 𝒆
𝐥𝐧(
𝟏
𝟖) 

𝒆𝐥𝐧(𝒈(𝒙))نعلم أن   = 𝒈(𝒙) 

𝟏 =
𝟏

𝟖
𝒌 ⇒ 𝒌 = 𝟖 

𝒇(𝒙) = 𝟖. 𝒆−
𝟑
𝟐𝒙 

 

 

 المسألة الأولى: 

للتابع    𝑪ليكن   البياني  الخط  المعرف    𝒇هو 

𝑰على    وفق:    ]∞+,𝟎[=

  𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝒙(𝐥𝐧 𝒙)𝟐   وليكن 

  𝒈(𝒙) = (𝐥𝐧(𝒙) +  والمطلوب:   𝟐(𝟏

   أوجد نهاية التابع𝒇    عند الصفر وعند+∞  

   أثبت أن𝒇′(𝒙) = 𝒈(𝒙) 

   حل المعادلة𝒈(𝒙) = 𝟎 

   نظم جدول بتغيرات𝒇 

   اكتب معادلة المماس𝚫    للخط𝑪    في نقطة

فاصلتها   𝒙منه  =
𝟏

𝒆
المماس       𝚫وارسم 

 .𝑪وارسم  

 الحل: 

 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝒙(𝐥𝐧𝒙)𝟐 

𝒇(𝒙) = 𝒙 + (√𝒙)
𝟐
[𝐥𝐧(√𝒙)

𝟐
]
𝟐

 

𝒇(𝒙) = 𝒙 + [√𝒙. 𝐥𝐧(√𝒙)
𝟐
]
𝟐

 

𝒇(𝒙) = 𝒙 + [𝟐√𝒙. 𝐥𝐧(√𝒙)]
𝟐
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦لأن  
𝒙→𝟎

√𝒙. 𝐥𝐧√𝒙 = 𝟎 

 𝒇′(𝒙) = 𝟏 + (𝐥𝐧(𝒙))𝟐 +

𝟐 𝐥𝐧(𝒙) .
𝟏

𝒙
. 𝒙 

𝒇′(𝒙) = 𝟏 + (𝐥𝐧(𝒙))𝟐 + 𝟐 𝐥𝐧(𝒙) 

𝒇′(𝒙) = 𝐥𝐧𝟐(𝒙) + 𝟐 𝐥𝐧(𝒙) + 𝟏 

 جذر إشارة جذر للتربيع 
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𝒇′(𝒙) = (𝐥𝐧(𝒙) + 𝟏)𝟐 = 𝒈(𝒙) 

 𝒈(𝒙) = 𝟎 

(𝐥𝐧(𝒙) + 𝟏)𝟐 = 𝟎 

𝐥𝐧(𝒙) = −𝟏 ⇒ 𝒙 = 𝒆−𝟏 

𝒙 =
𝟏

𝒆
 

 𝒇    معرف ومستمر واشتقاقي على المجال

]𝟎, +∞[ 

𝒇 (
𝟏

𝒆
) =

𝟐

𝒆
 

  𝟎 
𝟏

𝒆
  +∞ 𝒙 

 + 𝟎 +  𝒇′ 

𝟎 ↗ 
𝟐

𝒆
 ↗ +∞  𝒇 

 𝒇′ (
𝟏

𝒆
) = 𝟎 = 𝒎 

𝚫 : 𝒚ومنه معادلة   =
𝟐

𝒆
 

 الرسم: 

 مقاربات + معادلات المماس 

𝒚 =
𝟐

𝒆
 مماس أفقي   

 نقاط الجدول: 

(𝟎, 𝟎)   (
𝟏

𝒆
,
𝟐

𝒆
)  (+∞ , +∞) 

 

 الأولى:   2018دورة  

 المسألة الأولى: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

ℝ    وفق𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒆−𝒙 + 𝟏) 

  جد نهاية𝒇   ل  ب ، هل يق  ∞+وعند  ∞−عند

 مقاربات غير مائلة؟   𝑪الخط  

   أثبت أن𝒇(𝒙) = −𝒙 + 𝐥𝐧(𝒆𝒙 + 𝟏) 

   المستقيم أن  𝒚أثبت  = −𝒙    مائل مقارب 

 .∞−في جوار    𝑪للخط  

   ادرس تغيرات التابع𝒇   .ونظم جدولاً بها 

   ارسم المقاربات وارسم الخط البياني𝑪. 

 الحل: 

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = +∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟎 

𝒚 =  ∞+في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟎

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧[𝒆−𝒙(𝟏 + 𝒆𝒙)] 

.𝐥𝐧(𝒂نعلم أن   𝒃) = 𝐥𝐧(𝒂) + 𝐥𝐧(𝒃) 

 𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒆−𝒙) + 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) 

𝒇(𝒙) = −𝒙 + 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) 
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  :يجب أن نبرهن 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

(𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫) = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

(−𝒙 + 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙) + 𝒙) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

(𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆𝒙)) = 𝐥𝐧(𝟏) = 𝟎 

فإن   الصفر،  تساوي  الفرق  نهاية  أن  𝒚بما  =

−𝒙    مقارب مائل في جوار−∞ 

 𝒇    معرف ومستمر واشتقاقي 

[على   − ∞,+∞[ 

𝒇′(𝒙) =
−𝒆−𝒙

𝒆−𝒙 + 𝟏
< 𝟎 

𝒇   ًمتناقص تماما 

  𝟎   +∞ 𝒙 

  −   𝒇′ 

+∞  ↘  𝟎  𝒇 

  :الرسم 

 مقاربات + معادلات مماس 

𝒚 =  ∞+مقارب أفقي في جوار    𝟎

𝒚 = −𝒙    مقارب نائل في جوار−∞ 

𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒚 = 𝟎 ⇒ (𝟎, 𝟎) 

𝒙 = 𝟏 ⇒ 𝒚 = −𝟏 ⇒ (𝟏,−𝟏) 

 نقاط الجدول: 

(−∞,+∞)  (+∞, 𝟎) 

 نقاط مساعدة: 

𝒙 = 𝟎 ∈ ℝ ⇒ 𝒇(𝟎) = 𝐥𝐧(𝟐)

⇒ (𝟎, 𝐥𝐧(𝟐)) 

 

 الثانية:   2018دورة  

 التمرين الثالث: 

المعرف على    𝒇الحط البياني للتابع   𝑪ليكن  

ℝ    :وفق𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙 −  والمطلوب:   𝟏

   جد مجموعة حلول المتراجحة𝒇(𝒙) ≤ 𝟎 . 

   احسب∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝐥𝐧 𝟐

𝟎
 

 الحل: 

 𝒆𝒙 − 𝟏 ≤ 𝟎 

𝒆𝒙 ≤ 𝟏 ⇒ 𝒙 ≤ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈] − ∞, 𝟎] 

 ∫ (𝒆𝒙 − 𝟏) 𝒅𝒙
𝐥𝐧(𝟐)

𝟎
= [𝒆𝒙 − 𝒙]𝟎

𝐥𝐧(𝟐)
 

= 𝟐 − 𝐥𝐧(𝟐) − 𝟏 = 𝟏 − 𝐥𝐧(𝟐) 
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 المسألة الثانية: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

𝑰  وفق     ]∞+,𝟎[=

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝐥𝐧𝒙 

 والمطلوب:   

   التابع نهاية  مجموعة    𝒇جد  أطراف  عند 

 تعريفه. 

   ادرس تغيرات التابع𝒇   .ونظم جدولاً بها 

  اكتب معادلة المماس𝑻    للخط البياني𝑪    في

𝒙نقطة منه فاصلتها   = 𝟏 . 

   في معلم متجانس ، ارسم المماس𝑻   والخط

 . 𝑪البياني  

   احسب مساحة السطح المحصور بالخط البياني𝑪  

𝒙ومحور الفواصل والمستقيمين   = 𝒆 , 𝒙 = 𝟏 

   نعرف المتتالية(𝒖𝒏)𝒏≥𝟏    حيث𝒖𝒏 = 𝒏
𝟐 − 𝐥𝐧(𝒏)  

 متزايدة.   𝒏≥𝟎(𝒖𝒏)أثبت أن المتتالية  

 الحل: 

 𝑫𝒇 =]𝟎,+∞[ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝟎 − (−∞) = +∞ 

𝒙 = يمين    𝑪و    𝑪مقارب شاقولي للخط    𝟎

 المقارب. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) =  عدم  تعيين ∞−∞+

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

[𝒙𝟐 (𝟏 −
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟐
)]

= +∞(𝟏 − 𝟎) = +∞ 

 

 𝒇    𝟎[واشتقاقي على  معرف ومستمر, +∞[ 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 

𝟐𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒙𝟐 =
𝟏

𝟐
 

𝒙مقبول =
𝟏

√𝟐
مرفوض   أو  = −

𝟏

√𝟐
 إما 

𝒇 (
𝟏

√𝟐
) =

𝟏

𝟐
− 𝐥𝐧 (

𝟏

√𝟐
) =

𝟏

𝟐
+ 𝐥𝐧√𝟐

=
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 𝟐 

  𝟎 
𝟏

√𝟐
  +∞ 𝒙 

 − 𝟎 +  𝒇′ 

+∞ ↘ 
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 ↗ +∞  𝒇 

 𝒇(𝟏) = 𝟏 , 𝒇′(𝟏) = 𝟏 

𝑻: 𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎(𝒙 − 𝒙𝟎) 

𝑻: 𝒚 − 𝟏 = 𝟏(𝒙 − 𝟏) 

𝑻: 𝒚 = 𝒙 

  :الرسم 

 مقاربات:  

𝑻: 𝒚 = 𝒙  

𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒚 = 𝟎 ⇒ (𝟎, 𝟎) 

𝒙 = 𝟏 ⇒ 𝒚 = 𝟏 ⇒ (𝟏, 𝟏) 

 نقاط الجدول 

(𝟎, +∞) (
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 𝟐) (+∞,+∞) 
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   

𝑺 = ∫ 𝒇(𝒙)
𝒆

𝟏

𝒅𝒙

= ∫ (𝒙𝟐 − 𝐥𝐧(𝒙))𝒅𝒙
𝒆

𝟏

 

= ∫ 𝒙𝟐 𝒅𝒙
𝒆

𝟏

−∫ 𝐥𝐧(𝒙)  𝒅𝒙
𝒆

𝟏

 

= 𝑰 − 𝑱 

𝑰 = ∫ 𝒙𝟐𝒅𝒙 
𝒆

𝟏

= [
𝒙𝟑

𝟑
]
𝟏

𝒆

=
𝒆𝟑 − 𝟏

𝟑
 

𝑱 = ∫ 𝐥𝐧(𝒙)  𝒅𝒙
𝒆

𝟏

 

 تجزئة 

𝒖 = 𝐥𝐧𝒙 ⇒ 𝒖′ =
𝟏

𝒙
 

𝒗′ = 𝟏 ⇒ 𝒗 = 𝒙 

𝑱 = [𝒙 𝐥𝐧(𝒙)]𝟏
𝒆 −∫ 𝒅𝒙

𝒆

𝟏

= 𝒆 − [𝒙]𝟏
𝒆𝒙 

𝑱 = 𝒆 − 𝒆 + 𝟏 = 𝟏 

𝑺 = 𝑰 − 𝑱 =
𝒆𝟑 − 𝟏

𝟑
−
𝟑

𝟑
 

𝑺 =
𝒆𝟑 − 𝟒

𝟑
 

  من خلال جدول التغيرات نجد𝒇(𝒙)   متزايد

المجال   على  ]تماماً 
𝟏

√𝟐
, فالتابع    ]∞+

𝒇(𝒙)    متزايد تماماً فالمتتالية𝒖𝒏    المعرفة

𝒏بالعلاقة   ≥  متتالية متزايدة تماماً.  𝟏

 الأولى:   2019دورة  

 التمرين الثالث: 

𝑰المعرف على    𝒇ليكن التابع   =]𝒆−𝟏, +∞[  

𝒇(𝒙)وفق العلاقة   =
𝟐+𝐥𝐧𝒙

𝟏+𝐥𝐧𝒙
 والمطلوب:   

   جد𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)   ًحقيقيا عدداً  أعطِ   𝑨ثم 

𝒙يحقق الشرط: إذا كان   > 𝑨    كان𝒇(𝒙)    في

.𝟎[المجال   𝟗 , 𝟏. 𝟏[ . 

   احسب𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒇(𝒙)) 

 الحل: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) =
∞

∞
 عدم  تعيين 

𝒇(𝒙) =
𝐥𝐧(𝒙) [

𝟐
𝐥𝐧(𝒙)

+ 𝟏]

𝐥𝐧(𝒙) [
𝟏

𝐥𝐧(𝒙)
+ 𝟏]

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟏 

 عدداً حقيقياً  𝑨تعيين  

𝒄 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟏 

𝒓 =
𝒃 − 𝒂

𝟐
=
𝟏. 𝟏 − 𝟎. 𝟗

𝟐
= 𝟎. 𝟏 =

𝟏

𝟏𝟎
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|𝒇(𝒙) − 𝟏| <
𝟏

𝟏𝟎
 

|
𝟐 + 𝐥𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙)
− 𝟏| <

𝟏

𝟏𝟎
 

|
𝟐 + 𝐥𝐧(𝒙) − 𝟏 − 𝐥𝐧(𝒙)

𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙)
| <

𝟏

𝟏𝟎
 

|
𝟏

𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙)
| <

𝟏

𝟏𝟎
 

𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙) > 𝟏𝟎 

𝐥𝐧(𝒙) > 𝟗 ⇒ 𝒙 > 𝒆𝟗 

𝑨 = 𝒆𝟗 

 

𝐥𝐢𝐦حساب  
𝒙→+∞

𝒇(𝒇(𝒙)) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟏 

𝒇(𝒙)نفرض   = 𝑿 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒇(𝒙)) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = 𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المسألة الثانية: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

ℝ    :وفق𝒇(𝒙) =
𝟒

𝟏+𝒆𝒙
 والمطلوب:   

   التابع نهاية  مجموعة    𝒇جد  أطراف  عند 

 تعريفه واكتب معادلة كل مقارب وجدته. 

   ادرس تغييرات التابع𝒇   .ونظم جدولاً بها 

   المماس معادلة  البياني    𝑻جد  عند    𝑪للخط 

,𝟎)النقطة   ,𝑻وادرس الوضع النسبي لـ    (𝟐 𝑪 . 

  ، ارسم كل مقارب وجدته    في معلم متجانس

 .𝑪والخط البياني    𝑻ثم ارسم المماس  

   ليكن𝑪′    الخط البياني للتابع𝒈    المعرف على

ℝ    وفق𝒈(𝒙) =
𝟒𝒆𝒙

𝟏+𝒆𝒙
، استنتج الخط البياني    

𝑪′    للتابع𝒈 . 

 الحل: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) =
𝟒

𝟏 + 𝒆−𝒙
= 𝟒 

𝒚 =  ∞−في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟒

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) =
𝟒

∞
= 𝟎 

𝒚 =  ∞+في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟎

𝒇   معرف ومستمر واشتقاقي 

[على     − ∞,+∞[ 

𝒇′(𝒙) =
−𝟒𝒆𝒙

(𝟏 + 𝒆𝒙)𝟐
< 𝟎 

𝒇   ًمتناقص تماما 
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  −∞   +∞ 𝒙 

  −  𝒇′ 

𝟒  ↘  𝟎 𝒇 

 

𝒇(𝟎) = 𝟐 − 𝒚𝟎 

𝒇′(𝟎) = −𝟏 

𝑻: 𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎(𝒙 − 𝒙𝟎) 

𝒚 − 𝟐 = −𝟏(𝒙 − 𝟎) 

𝑻: 𝒚 = −𝒙 + 𝟐 

 النسبي: دراسة الوضع  

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒚𝑻 =
𝟒

𝟏 + 𝒆𝒙
+ 𝒙 − 𝟐 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒈(𝒙) = −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) = +∞ 

𝒈′(𝒙) =
(𝒆𝒙 − 𝟏)𝟐

(𝟏 + 𝒆𝒙)𝟐
≥ 𝟎 

𝒈′(𝒙) = 𝟎 ⇒ 𝒆𝒙 − 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒆𝒙 = 𝟏

⇒ 𝒙 = 𝟎 

𝒈(𝟎) = 𝟎 

  −∞ 𝟎  +∞ 𝒙 

 + 𝟎 +  𝒈′ 

−∞ ↗ 𝟎 ↗ +∞ 𝒈 

𝑪    يقع فوق𝑻 𝑪    يقع تحت𝑻 
الوضع  

 النسبي 

 

 الرسم: 

 المقاربات: 

𝒚 = 𝟒 , 𝒚 =  مقاربين أفقيين   𝟎

𝒚 = −𝒙 + 𝟐   

𝒚 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟐 ⇒ (𝟐, 𝟎) 

 نقاط الجدول: 

(−∞, 𝟒) , (+∞, 𝟎) 

 نقاط مساعدة: 

𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒇(𝟎) = 𝟐 

(𝟎,  نقطة المماس   (𝟐

 

 

𝒈(𝒙) =
𝟒𝒆𝒙

𝟏 + 𝒆𝒙
=

𝟒𝒆𝒙

𝒆𝒙(𝒆−𝒙 + 𝟏)
 

𝒈(𝒙) =
𝟒

𝟏 + 𝒆−𝒙
= 𝒇(−𝒙) 

𝑪′    نظير𝑪   .بالنسبة لمحور التراتيب 
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 الثانية:   2019دورة  

 التمرين الأول: 

للتابع    𝑪ليكن   البياني  على    𝒇الخط  المعرف 

]𝟎, 𝒇(𝒙)وفق    ]∞+ = 𝒂𝒙 + 𝒃 −
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
  

 والمطلوب: 

   الحقيقيين العددين  ,𝒃عين  𝒂    أن علمت  إذا 

,𝑨(𝟏في النقطة    𝑪المماس للخط   يوازي    (𝟎

𝒚الذي معادلته:    𝒅المستقيم   = 𝟑𝒙. 

   من أجل𝒃 = −𝟒 , 𝒂 = أثبت أن المستقيم    𝟒

𝚫    معادلته 𝒚الذي  = 𝟒𝒙 مائل    − مقارب 

جوار    𝑪للخط   الوضع    ∞+في  ادرس  ثم 

 . 𝚫و    𝑪النسبي بين  

 الحل: 

 

𝒇(𝟏) = 𝟎 

𝒂 + 𝒃 = 𝟎 

𝒇′(𝒙) = 𝒂 −
𝟏 − 𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟐
 

 𝒚بعد عزل    𝒙الميل هو أمثال  

𝒇′(𝟏) = 𝟑 

𝒂 − 𝟏 = 𝟑 

𝒂 = 𝟒 , 𝒃 = −𝟒 

𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙 − 𝟒 −
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫) = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝟒𝒙 − 𝟒 −
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙
− 𝟒𝒙 + 𝟒) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(−
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙
) = 𝟎 

𝒚بما ان نهاية الفرق تساوي الصفر فإن   =

𝟒𝒙 −  ∞+مقارب مائل في جوار    𝟒

 دراسة الوضع النسبي: 

𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫 = −
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙
 

− 𝐥𝐧(𝒙) = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟏 

  𝟎 𝟏  +∞ 𝒙 

 − 𝟎 +  − 𝐥𝐧 𝒙 

  +  𝒙 

 − 𝟎 +  
− 𝐥𝐧𝒙

𝒙
 

𝑪   فوق 𝑪   تحت  
الوضع  

 النسبي 
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 المسألة الثانية: 

  ℝالمعرف على    𝒇الخط البياني للتابع    𝑪ليكن  

𝒇(𝒙)وفق   =
𝟐𝒙

𝒆𝒙
 والمطلوب:   

   التابع نهايات  مجموعة    𝒇جد  أطراف  عند 

 . تعريفه واكتب معادلة المقارب الأفقي 

   ادرس تغيرات التابع𝒇   .ونظم جدولاً بها 

   في معلم متجانس، ارسم الخط𝑪. 

   احسب مساحة السطح المحصور بين الخط𝑪  

𝒙ومحوري الإحداثيات والمستقيم   = 𝟏 . 

   استنتج رسم الخط𝑪𝟏    للتابع𝒈    المعرف وفق

𝒈(𝒙) = 𝟐𝒙𝒆𝒙 . 

   أن التفاضلية    𝒇(𝒙)أثبت  للمعادلة  حل  هو 

𝒚′ + 𝒚 = 𝟐𝒆−𝒙 

 الحل: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟎 

𝒚 =  ∞+في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟎

𝒇    معرف ومستمر واشتقاقي على] −

∞,+∞[ 

𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒆𝒙 − 𝟐𝒙𝒆𝒙

𝒆𝟐𝒙
 

𝒇′(𝒙) =
𝟐 − 𝟐𝒙

𝒆𝒙
 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 

𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟏 

𝒇(𝟏) =
𝟐

𝒆
 

 

  −∞ 𝟏  +∞ 𝒙 

 + 𝟎 − 𝒇′ 

−∞ ↗ 
𝟐

𝒆
 ↘ 

 𝟎 
𝒇 

 الرسم: 

 مقاربات: 

𝒚 =  مقارب أفقي   𝟎

 نقاط الجدول: 

(−∞,−∞) (𝟏,
𝟐

𝒆
) (+∞, 𝟎) 

 نقاط مساعدة: 

𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒇(𝟎) = 𝟎 ⇒ (𝟎, 𝟎) 

 

𝑺 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝑺 = ∫ 𝟐𝒙. 𝒆−𝒙 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

 تحتاج تجزئة 
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𝒖 = 𝟐𝒙 ⇒ 𝒖′ = 𝟐 

𝒗′ = 𝒆−𝒙 ⇒ 𝒗 = −𝒆−𝒙 

𝑺 = [−𝟐𝒙. 𝒆−𝒙]𝟎
𝟏 +∫ 𝟐𝒆−𝒙 𝒅𝒙

𝟏

𝟎

 

𝑺 = [−𝟐𝒙. 𝒆−𝒙]𝟎
𝟏 − [𝟐𝒆−𝒙]𝟎

𝟏 

𝑺 =
𝟐𝒆 − 𝟒

𝒆
 

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙. 𝒆−𝒙 

⇒ 𝒇(−𝒙) = −𝟐𝒙𝒆𝒙 

⇒= 𝒇(−𝒙) = 𝟐𝒙. 𝒆𝒙 

𝒈(𝒙)ومنه   = −𝒇(−𝒙) 

𝑪′    نظير𝑪   بالنسبة لمبدأ الإحداثيات 

𝒚 = 𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙

𝒆𝒙
 

𝒚′ = 𝒇′(𝒙) =
𝟐 − 𝟐𝒙

𝒆𝒙
 

𝒚′ + 𝒚 =
𝟐𝒙

𝒆𝒙
+
𝟐 − 𝟐𝒙

𝒆𝒙
=
𝟐

𝒆𝒙
 

𝒚 + 𝒚′ = 𝟐𝒆−𝒙 

 الأولى:   2020دورة  

 السؤال الرابع: 

𝐥𝐧(𝒙أثبت أن   + 𝟏) < √𝒙 + 𝟏    

𝒙أياً كان   > −𝟏 

 الحل: 

𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) − √𝒙 + 𝟏 < 𝟎 

𝒇(𝒙)نفرض   = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) − √𝒙 + 𝟏 

𝒇(𝒙) < 𝟎 

[على المجال   𝒇ندرس اطراد   − 𝟏,+∞[ 

𝒇′(𝒙) =
𝟐 − √𝒙 + 𝟏

𝟐(𝒙 + 𝟏)
 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 

𝟐 − √𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

𝟐 = √(𝒙 + 𝟏) 

𝟒 = 𝒙 + 𝟏 ⇒ 𝒙 = 𝟏 

𝒇(𝟑) = 𝐥𝐧(𝟒) − 𝟐 < 𝟎 

  −𝟏 𝟑  +∞ 𝒙 

 + 𝟎 − 𝒇′ 

 ↗ 𝐥𝐧(𝟒) − 𝟐 ↘   𝒇 

 

 من جدول التغيرات نجد

𝒇(𝒙) ≤ 𝐥𝐧(𝟒) − 𝟐 < 𝟎 

𝒇(𝒙) < 𝟎 

 منه 

𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) − √𝒙 + 𝟏 < 𝟎 

𝒙محققة   > −𝟏 
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 المسألة الثانية: 

للتابع    𝑪ليكن   البياني  على    𝒇الخط  المعرف 

[المجال   − 𝟐, 𝒇(𝒙)وفق    ]𝟐 = 𝐥𝐧 (
𝒙+𝟐

𝟐−𝒙
)  

 والمطلوب: 

   أثبت أن𝒇   .تابع فردي 

   ادرس تغيرات التابع𝒇    𝟎]على المجال, 𝟐[. 

   المماس معادلة  التي    𝑻اكتب  النقطة  عند 

𝒙فاصلتها   = التقريبية    𝟎 القيمة  واحسب   ،

𝒙عند النقطة التي فاصلتها    𝒇للتابع   = 𝟎. 𝟏 

   في معلم متجانس ارسم الخط البياني𝑪. 

   البياني الخط  رسم   للتابع    ′𝑪استنتج 

𝒈(𝒙) = 𝐥𝐧(𝟐 − 𝒙) − 𝐥𝐧(𝒙 + على    (𝟐

[المجال   − 𝟐, 𝟐[ 

 الحل: 

∀𝒙 ∈ ] − 𝟐, 𝟐[ ⇒  −𝒙 ∈ ] − 𝟐, 𝟐[ 

 الشرط الأول محقق 

𝒇(−𝒙) = 𝐥𝐧 (
−𝒙 + 𝟐

𝟐 + 𝒙
) 

𝐥𝐧 (
𝒂

𝒃
) = − 𝐥𝐧 (

𝒃

𝒂
) 

= − 𝐥𝐧 (
𝒙 + 𝟐

𝟐 − 𝒙
) 

= −𝒇(𝒙) 

𝒇   تابع فردي 

𝒇    𝟎]معرف ومستمر واشتقاقي على, 𝟐[ 

𝒇(𝟎) = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) = +∞ 

𝒙 = على يسار    𝑪مقارب شاقولي للخط  و    𝟐

 المقارب. 

𝒇′(𝒙) =
𝟒

𝟒 − 𝒙𝟐
> 𝟎 

 متزايد تماماً 

 معادلة المماس: 

𝒇(𝟎) = 𝟎 = 𝒚𝟎 

𝒇′(𝟎) = 𝟏 = 𝒎 

𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎(𝒙 − 𝒙𝟎) 

𝑻: 𝒚 = 𝒙 

 القيمة التقريبية: 

𝒇(𝒂 + 𝒉) ≃ 𝒇(𝒂) + 𝒇′(𝒂). 𝒉 

𝒇(𝟎. 𝟏) ≃ 𝒇(𝟎) + (𝟎. 𝟏)(𝟏)

= 𝟎 + 𝟎. 𝟏 = 𝟎. 𝟏 

 الرسم: 

 مقاربات: 

𝒙 =  مقارب شاقولي   𝟐

𝒚 = 𝒙   معادلة المماس 

 نقاط الجدول: 

(𝟎, 𝟎) (𝟐, +∞) 
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𝒈(𝒙) = 𝐥𝐧(𝟐 − 𝒙) − 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟐) 

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟐) − 𝐥𝐧(𝟐 − 𝒙) 

𝒈(𝒙) = −𝒇(𝒙) 

𝑪′    نظير𝑪   بالنسبة لمحور الفواصل 

 الثانية:   2020دورة  

 المسألة الثانية: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

𝑰  وفق    ]∞+,𝟎[=

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙
+
𝐥𝐧𝒙

𝒙
 

 والمطلوب:   

   احسب نهايات التابع𝒇   عند أطراف مجموعة

أو   تعريفه واكتب معادلة كل مقارب أفقي 

 شاقولي. 

   ادرس تغيرات التابع𝒇   .ونظم جدولاً بها 

   أثبت أن للمعادلة𝒇(𝒙) = حلًا وحيداً في    𝟎

[المجال  
𝟏

𝟑
,
𝟏

𝟐
[ 

   في معلم متجانس ارسم الخط𝑪 . 

   استنتج رسم𝑪𝟏   الخط البياني للتابع : 

  𝒈(𝒙) =
𝟏−𝒙+𝐥𝐧𝒙

𝒙
 

 الحل: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = −
∞

𝟎
= −∞ 

𝒙 =   𝑪و يكون    𝑪مقارب شاقولي للخط    𝟎

 على يمين المقارب. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙
) =  حسب  المبرهنة 𝟎

𝒚 =  ∞+في جوار    𝐂مقارب أفقي للخط    𝟎

 

𝒇    𝟎[معرف ومستمر واشتقاقي على, +∞[ 

𝒇′(𝒙) = −
𝟏

𝒙𝟐
+
𝟏 − 𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟐
 

𝒇′(𝒙) = −
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙𝟐
 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 

− 𝐥𝐧(𝒙) = 𝟎 ⇒ 𝐥𝐧(𝒙) ⇒  𝒙 = 𝟏 

𝒇(𝟏) = 𝟏 

𝟎 𝟏  +∞ 𝒙 

 + 𝟎 − 𝒇′ 

−∞ ↗ 𝟏 ↘ 𝟎  𝒇 

𝒇    معرف ومستمر ومتزايد على المجال

]𝟎, 𝟏[ 

[فهو متزايد تماماً على  
𝟏

𝟑
,
𝟏

𝟐
[ 
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𝒇 (
𝟏

𝟑
) = 𝟑 +

𝐥𝐧 (
𝟏
𝟑)

𝟏
𝟑

= 𝟑 − 𝟑 𝐥𝐧(𝟑)

< 𝟎 

𝒇 (
𝟏

𝟐
) = 𝟐 − 𝟐 𝐥𝐧(𝟐) > 𝟎 

𝒇 (
𝟏

𝟑
) . 𝒇 (

𝟏

𝟐
) < 𝟎 

𝒇(𝒙)بالتالي   = لها حل وحيد على المجال    𝟎

]
𝟏

𝟑
,
𝟏

𝟐
[ 

 

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝒙
+
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙
− 𝟏 = 𝒇(𝒙) − 𝟏 

𝑪′    ينتج عن𝑪    وفق انسحاب الشعاع

𝒖⃗⃗ (𝟎, −𝟏) 

 الأولى:   2021دورة  

 التمرين الثالث: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

𝑰  وفق   ]∞+,𝟎[=

𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝟒 + 𝐥𝐧 (
𝒙

𝒙 + 𝟏
) 

   أثبت أن𝒇    تابع متزايد تماماً على𝑰    واستنتج ،

𝒇(𝑰) 

   أثبت أن المستقيم𝒅    الذي معادلته𝒚 = 𝒙 −

 .∞+في جوار    𝑪مقارب مائل للخط    𝟒

   البياني الخط  بين  النسبي  الوضع    𝑪ادرس 

 .𝒅والمستقيم  

 الحل: 

𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝟒 + 𝐥𝐧(𝒙) − 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟐) 

𝒇′(𝒙) = 𝟏 +
𝟏

𝒙
−

𝟏

𝒙 + 𝟏
 

𝒇′(𝒙) = 𝟏 +
𝟏

𝒙(𝒙 + 𝟏)
> 𝟎 

 𝑰متزايد تماماً على    𝒇ومنه  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞ 

 ومنه 

𝒇( ]𝟎, +∞[ ) = ] − ∞,+∞[ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫) = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒙 − 𝟒 + 𝐥𝐧 (
𝒙

𝒙 − 𝟒
)

− (𝒙 − 𝟒)) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝐥𝐧 (
𝒙

𝒙 − 𝟒
)) = 𝐥𝐧(𝟏) = 𝟎 

𝒚بما أن نهاية الفرق تساوي الصفر فإن   =

𝒙 −  ∞+مقارب في جوار    𝟒

 النسبي: دراسة الوضع  

𝐥𝐧 (
𝒙

𝒙 + 𝟏
) < 𝟎 

𝒙لأن   < 𝒙 + 𝟏 
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 المسألة الثانية: 

  ℝالعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

𝒇(𝒙)وفق   =
(𝒙+𝟏)𝟐

𝒆𝒙
 والمطلوب:   

   مجموعة أطراف  عند  التابع  نهايات  احسب 

المقارب   المستقيم  معادلة  واكتب  تعريفه 

 الأفقي. 

   أثبت أن𝒇′(𝒙) = (𝟏 − 𝒙𝟐)𝒆−𝒙 . 

   ادرس تغيرات التابع𝒇    ّونظم جدولاً بها ودل

 على القيم الحدية مبيناً نوعها. 

   ارسم𝑪   .في معلم متجانس 

   البياني الخط  رسم    𝒈للتابع    𝑪𝟏استنتج 

𝒈(𝒙)المعرف وفق:   = (𝒙 − 𝟏)𝟐𝒆𝒙. 

   التابع تعريف  مجموعة  𝒉(𝒙)جد  =

𝐥𝐧(𝒇(𝒙)) 

 الحل: 

𝒇(𝒙) = (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏)𝒆−𝒙 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = +∞ 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

𝒆𝒙
+
𝟐𝒙

𝒆𝒙
+
𝟏

𝒆𝒙
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟎 

𝒚 =  ∞+في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟎

𝒇(𝒙) = (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 = 𝟏)𝒆−𝒙 

𝒇′(𝒙) = (𝟐𝒙 + 𝟐)𝒆−𝒙

− 𝒆−𝒙(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏) 

𝒇′(𝒙) = 𝒆−𝒙(𝟏 − 𝒙𝟐) 

𝒇    معرف ومستمر واشتقاقي على] −

∞,+∞[   

𝒇′(𝒙) = 𝟎  , 𝒆−𝒙 > 𝟎 

𝟏 − 𝒙𝟐 = 𝟎 

𝒙𝟐 = 𝟏 

𝒙 = ±𝟏 

𝒇(𝟏) =
𝟒

𝒆
 

𝒇(−𝟏) = 𝟎 

−∞ −𝟏 𝟏 +∞ 𝒙 

 − 𝟎 + 𝟎 − 𝒇′ 

+∞ ↘ 𝟎 ↗ 
𝟒

𝒆
 ↘ 𝟎 𝒇 

𝒇(−𝟏) =  قيمة حدية  صغرة 𝟎

𝒇(𝟏) =
𝟒

𝒆
 قيمة حدية  كبرى 

 

𝒈(𝒙) = (𝒙 − 𝟏)𝟐𝒆𝒙 = (−𝒙 + 𝟏)𝒆𝒙 

= (−𝒙 + 𝟏)𝟐𝒆𝒙 = 𝒇(−𝒙) 

𝒈(𝒙) = 𝒇(−𝒙) 

بالنسبة لمحور    𝑪هو نظير   ′𝑪وبالتالي  

 التراتيب. 

نلاحظ أن    𝒇(𝒙)من خلال جدول تغيرات  

𝒇(𝒙) > 𝒙أياً كانت    𝟎 ∈ ℝ\{−𝟏} 

 ومنه: 

𝒉(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒇(𝒙)) 

 ℝ\{−𝟏}معرف على  
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 الثانية:   2021دورة  

 التمرين الثالث: 

 وفق   ℝالمعرف على    𝒇ليكن التابع  

𝒇(𝒙) = (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒆−𝒙 

 المطلوب: 

   من كل  قيمة  ,𝒃احسب  𝒂    أن علمت  إذا 

𝒇(−𝟏) = 𝒆   .قيمة حدية للتابع 

   لتكن المعادلة التفاضلية𝒚′ + 𝒚 = 𝝀𝒆−𝒙    ،

 إذا علمت أن   𝝀عين قيمة  

  𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟐)𝒆−𝒙   .حلًا لها 

 الحل: 

𝒇(−𝟏)لدينا   = 𝒆   قيمة حدية 

𝒙𝟎 = −𝟏 , 𝒚𝟎 = 𝒆 ,𝒎 = 𝟎 

 لأنها قيمة حدية 

𝒇(−𝟏) = 𝒆 , 𝒇′(−𝟏) = 𝟎 

−𝒂 + 𝒃 = 𝟏 … (𝟏) 

𝒇′(𝒙) = 𝒂𝒆−𝒙 − (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒆−𝒙 

𝒇′(𝒙) = 𝒆−𝒙(𝒂 − 𝒂𝒙 − 𝒃) 

𝒇′(−𝟏) = 𝟎 

𝟐𝒂 − 𝒃 = 𝟎… (𝟐) 

 (: 2( و ) 1بجمع )

𝒂 = 𝟏 , 𝒃 = 𝟐 

𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟐)𝒆−𝒙 

𝒇′(𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝝀𝒆−𝒙 

𝒆−𝒙(−𝟏 − 𝒙) + (𝒙 + 𝟐)𝒆−𝒙 

= 𝒆−𝒙(−𝟏 − 𝒙 + 𝒙 + 𝟐) = 𝒆−𝒙 

⇒ 𝛌 = 𝟏 

 المسألة الثانية: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

𝑰  وفق    ]∞+,𝟎[=

𝒇(𝒙) = 𝒆−𝒙(𝟏 + 𝐥𝐧𝒙) 

 والمطلوب: 

   ادرس تغيرات التابع𝒈   .ونظم جدولاً بها 

   بين أن للمعادلة𝒈(𝒙) = ثم    𝜶حلًا وحيداً   𝟎

𝜶تحقق أن   = 𝟏. 

   التابع نهايات  مجموعة    𝒇جد  أطراف  عند 

 تعريفه. 

   أثبت أن𝒇′(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝒆𝒙
 

   التابع تغيرات  من  تغيرات    𝒈مستفيداً  ادرس 

 ونظم جدولاً بها.   𝒇التابع  

   في معلم متجانس ارسم الخط𝑪𝒇 . 

 الحل: 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝟎+
− (−∞) = +∞ 

𝒙 =   𝑪و يكون    𝑪مقارب شاقولي للخط    𝟎

 على يمين المقارب 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) = 𝟎 − 𝟏 − (+∞) = −∞ 

𝒈′(𝒙) = −
𝟏

𝒙𝟐
−
𝟏

𝒙
=
−𝟏 − 𝒙

𝒙𝟐
< 𝟎 

𝟎 𝟏  +∞ 𝒙 

 − − − 𝒈′ 

+∞ ↘ 𝟎 ↘ 𝟎  𝒈 

 



 

 
18 

𝒈    معرف ومستمر ومتناقص تماماً على

,𝟎[المجال   +∞[ 

𝒈( ]𝟎,+∞[ ) = ] − ∞,+∞[ 

𝟎 ∈ ] − ∞,+∞[ 

𝒈(𝒙) = 𝒙حل وحيد هو   𝟎 = 𝟏 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝟏(𝟏 −∞) = −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) =  عدم  تعيين (∞)𝟎

 نغير شكل التابع 

𝒇(𝒙) = 𝒆−𝒙 +
𝐥𝐧(𝒙)

𝒆𝒙

= 𝒆−𝒙 + 𝐥𝐧(𝒙) . 𝒆−𝒙 

 𝒙ونقسم على    𝒙نضرب بـ  

𝒇(𝒙) = 𝒆−𝒙 + (
𝐥𝐧(𝒙)

𝒙
×
𝒙

𝒆

𝒙

) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟎 + (𝟎 × 𝟎) = 𝟎 

𝒚 =  ∞+في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟎

 المشتق: 

𝒇′(𝒙) = 𝒆−𝒙(𝟏 + 𝐥𝐧(𝒙)) + (
𝟏

𝒙
𝒆−𝒙) 

𝒇′(𝒙) = 𝒆−𝒙 (
𝟏

𝒙
− 𝟏 − 𝐥𝐧(𝒙)) 

𝒇′(𝒙) = 𝒆−𝒙. 𝒈(𝒙) 

𝒇′(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝒆𝒙
 

 𝒈(𝒙)من إشارة    𝒇′(𝒙)إشارة  

𝒙∀باعتبار   ∈ ℝ  𝒆𝒙 > 𝟎 

𝒇′(𝒙) > 𝒈(𝒙)عندما    𝟎 > 𝟎   

𝒙عندما   ∈]𝟎, 𝟏[ 

𝒇′(𝒙) < 𝒈(𝒙)عندما    𝟎 < 𝟎   

𝒙عندما   ∈]𝟏,+∞[ 

𝒇′(𝒙) = 𝒈(𝒙)عندما    𝟎 = 𝟎 

𝒙عندما   = 𝟏 

𝒇(𝟏)ومنه   =
𝟏

𝒆
 

  𝟎 𝟏  +∞ 𝒙 

 + 𝟎 −  𝒇′ 

−∞ ↗ 
𝟏

𝒆
 ↘ 𝟎  𝒇 
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 الأولى:   2022دورة  

 التمرين الثاني: 

,𝟎]تابعاً معرفاً على    𝒇ليكن    وفق:   ]∞+

𝒇(𝒙) = {

𝒙

𝒙 − 𝐥𝐧𝒙
 ;   𝒙 > 𝟎

𝟎      ;   𝒙 = 𝟎
 

 المطلوب: 

   أثبت أن𝒇   .مستمر عند الصفر 

   ادرس قابلية اشتقاق التابع عند الصفر وفسر

 النتيجة التي حصلت عليها هندسياً. 

   البياني الخط  أن  يقبل مقارباً    𝒇للتابع    𝑪بين 

 جد معادلته.   ∞+أفقياً عند  

   اكتب معادلة المماس للخط𝑪    في نقطة منه

واستعمل التقريب التآلفي المحلي    1فاصلتها  

.𝒇(𝟏لحساب قيمة تقريبية للعدد   𝟏) 

 الحل: 

مستمر عند الصفر يجب أن    𝒇حتى يكون  

 نبرهن: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝟎) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = 𝟎 

𝒇(𝟎) = 𝟎 

𝟎 = 𝟎 

𝒇   مستمر عند الصفر 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙

𝒙(𝒙 − 𝐥𝐧(𝒙))
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏

𝒙 − 𝒙. 𝐥𝐧(𝒙)
= 𝟎 

𝒇   قابل للاشتقاق عند الصفر 

𝒇′(𝟎)حيث   = 𝟎 

𝑪    𝟎)يقبل مماساً أفقياً في النقطة, 𝟎)  

𝒚معادلته   = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙

𝒙 (𝟏 −
𝐥𝐧(𝒙)
𝒙
)

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟏 

𝒚 =  ∞+مقارب أفقي في جوار    𝟏

𝒇(𝟏) = 𝟏 

𝒇′(𝒙) =
− 𝐥𝐧(𝒙) + 𝟏

(𝒙 − 𝐥𝐧(𝒙))𝟐
 

𝒇′(𝟏) = 𝟏 

𝑻: 𝒚 = 𝒙 

.𝒇(𝟏نعوض في معادلة المماس   𝟏) ≃ 𝟏. 𝟏 
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 المسألة الثانية: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

ℝ    :وفق𝒇(𝒙) = 𝒆−𝟐𝒙 + 𝟐𝒙 − 𝟐 

 المطلوب: 

   احسب نهايات التابع𝒇    عند أطراف مجموعة

 تعريفه. 

   بين أن المستقيم𝚫    الذي معادلته𝒚 = 𝟐𝒙 −

للخط    𝟐 مائل  وادرس    ∞+عند    𝑪مقارب 

,𝑪الوضع النسبي للخط   𝚫 

   ادرس تغيرات التابع𝒇    ونظم جدولاً بها ، ثم

للمعادلة   أن  𝒇(𝒙)بين  = في  جذري   𝟎  ℝن 

,𝟏−]أحدهما ينتمي إلى المجال   𝟎] . 

   ارسم𝑪, 𝚫      السطح مساحة  احسب  ثم 

و   التراتيب  محور  بين    𝚫و    𝑪المحصور 

𝒙والمستقيم   = 𝟏. 

   استنتج الخط البياني𝑪′    للتابع𝒈    المعرف على

ℝ    :وفق𝒈(𝒙) = −𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒙 + 𝟐 

 الحل: 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

(𝒆−𝟐𝒙(𝟏 + 𝟐𝒙. 𝒆𝟐𝒙) − 𝟐)

= +∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫) = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒆−𝟐𝒙 + 𝟐𝒙 − 𝟐 − (𝟐𝒙 − 𝟐))

= 𝟎 

 بما أن نهاية الفرق تساوي الصفر  

𝒚فإن   = 𝟐𝒙 −  ∞+مقارب مائل في جوار   𝟐

 دراسة الوضع النسبي: 

𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫 = 𝒆
−𝟐𝒙 > 𝟎 

𝑪    يقع فوق𝚫 

𝒇    معرف ومستمر واشتقاقي على] −

∞,+∞[ 

𝒇′(𝒙) = −𝟐𝒆−𝟐𝒙 + 𝟐 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 

−𝟐𝒆−𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝟎 

𝒆−𝟐𝒙 = 𝟏 ⇒ 𝒙 = 𝟎 

𝒇(𝟎) = −𝟏 

 

−∞ 𝟎  +∞ 𝒙 

 − 𝟎 + 𝒇′ 

+∞ ↘ −𝟏 ↗ +∞  𝒇 

𝒇   معرف ومستمر ومتناقص على المجال 

  ] − ∞, 𝟎[ 

𝒇( ] − ∞, 𝟎[ ) = ]𝟏,+∞[ 

𝟎 ∈]𝟏,+∞[ 

 يوجد حل وحيد للمعادلة 

𝒇(𝒙) = [في المجال    𝟎 − ∞, 𝟎[ 

𝒇    معرف ومستمر ومتزايد تماماً على المجال

[𝟎, +∞[ 

𝒇( [𝟎, +∞[ ) = [−𝟏,+∞[ 

𝟎 ∈ [−𝟏 , +∞[ 

𝒇(𝒙)وبالتالي   = لها حلان مختلفان في    𝟎

ℝ 

𝒇(𝟎) = −𝟏 < 𝟎 

𝒇(−𝟏) = 𝒆𝟐 − 𝟒 > 𝟎 

𝒇(𝟎). 𝒇(−𝟏) < 𝟎 
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𝒇(𝒙)وبالتالي أحد حلول المعادلة   = يقع    𝟎

[ضمن   − 𝟏, 𝟎[ 

 الرسم: 

𝒚مقاربات:   = 𝟐𝒙 − 𝟐 

𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒚 = −𝟐 ⇒ (𝟎,−𝟐) 

𝒚 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟏 ⇒ (𝟏, 𝟎) 

 نقاط الجدول: 

(−∞,+∞) (𝟎,−𝟏) (+∞,+∞) 

 

 

 مساحة السطح المحصور 

𝑺 = ∫ (𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫) 𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝑺 = ∫ 𝒆−𝟐𝒙𝒅𝒙
𝟏

𝟎

 

𝑺 = [−
𝟏

𝟐
𝒆−𝟐𝒙]

𝟎

𝟏

 

𝑺 = −
𝒆−𝟐

𝟐
+
𝟏

𝟐
=
𝒆𝟐 − 𝟏

𝟐𝒆𝟐
 

𝒈(𝒙) = −[𝒆−𝟐(−𝒙) + 𝟐(−𝒙) − 𝟐] 

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒇(−𝒙)) 

𝑪′    نظير𝑪   .بالنسبة لمبدأ الإحداثيات 

 الثانية:   20222دورة  

 السؤال الثالث: 

 وفق   ℝالمعرف على    𝒈ليكن التابع  

𝒈(𝒙) = 𝐥𝐧(𝟐 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

 المطلوب:   

   احسب𝒈′(𝟎), 𝒈′(𝒙) 

  نتج  ت اس𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐥𝐧(𝟐+𝐬𝐢𝐧𝒙)−𝐥𝐧(𝟐)

𝒙
 

 الحل: 

𝒈    اشتقاقي علىℝ 

𝒈′(𝒙) =
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟐 + 𝐬𝐢𝐧𝒙
 

𝒈′(𝟎) =
𝟏

𝟐
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐥𝐧(𝟐 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙) − 𝐥𝐧 𝟐

𝒙
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒈(𝒙) − 𝒈(𝟎)

𝒙 − 𝟎
 

 حسب تعريف العدد المشتق 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝐥𝐧(𝟐 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙) − 𝐥𝐧(𝟐)

𝒙
= 𝒈′(𝟎)

=
𝟏

𝟐
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ك لجملة  جد الحل المشتر: السؤال الرابع 

 : المعادلتين  

{
𝐥𝐧(𝒙) + 𝐥𝐧(𝒚) = 𝐥𝐧 (𝟔)

𝐥𝐧 (𝒙 + 𝒚) = 𝐥𝐧(𝟓)
 

 

𝒙 > 𝟎 , 𝒚 > 𝟎 

 ( نجد 1من )   

𝐥𝐧(𝒙. 𝒚) = 𝐥𝐧(𝟔) 

𝒙. 𝒚 = 𝟔 ⇒ 𝒙 =
𝟔

𝒚
 

𝒙 + 𝒚 = 𝟓 ⇒ 𝒙 = 𝟓 − 𝒚 
(𝟓 − 𝒚)𝒚 = 𝟔 

𝟓𝒚 − 𝒚𝟐 = 𝟔 

𝒚𝟐 − 𝟓𝒚 + 𝟔 = 𝟎 
(𝒚 − 𝟑)(𝒚 − 𝟐) = 𝟎 

𝒚إما   = 𝒚أو    𝟐 = 𝟑 

𝒚 = 𝟐 ⇒ 𝒙 = 𝟑 

𝒚 = 𝟑 ⇒ 𝒙 = 𝟐 

 الحلان مقبولان 

 

 

 

 

 

 

 

 المسألة الثانية: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

] − ∞, 𝒇(𝒙)وفق:    ]𝟏 = 𝒆𝒙 + 𝐥𝐧(𝟏 −

𝒙)    وليكن𝒈    التابع المعرف علىℝ    :وفق

𝒈(𝒙) = (𝟏 − 𝒙)𝒆𝒙 −  والمطلوب:   𝟏

   ادرس اطراد التابع𝒈    واستنتج أن

𝒈(𝒙) ≤ 𝒙مهما تكن    𝟎 ∈ ℝ . 

   تحقق أن𝒇′(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝟏−𝒙
[على المجال     −

∞, ونظم    𝒇ثم ادرس تغيرات التابع    ]𝟏

 جدولاً بها. 

   اكتب معادلة للمستقيم المماس𝑻    في

𝒙نقطة منه فاصلتها   = 𝟎. 

   في معلم متجانس، ارسم المستقيم𝑻    ثم ،

 . 𝒇الخط البياني للتابع    𝑪ارسم  

 الحل: 

 

𝒈    معرف واشتقاقي علىℝ 

𝒈′(𝒙) = −𝒆𝒙 + 𝒆𝒙(𝟏 − 𝒙) = −𝒙. 𝒆𝒙 

𝒈′(𝒙) = 𝟎 

𝒆𝒙 ≠ 𝟎 

−𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒙 = 𝟎 

𝒈(𝟎) = 𝟎 

−∞ 𝟎  +∞ 𝒙 

 + 𝟎 − 𝒈′ 

 ↗ 𝟎 ↘   𝒈 

𝒈(𝒙)نجد    𝒈(𝒙)من جدول اطراد   ≤ 𝟎 

𝒇   معرف واشتقاقي على مجموعة تعريفه 
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𝒇′(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝟏(𝟏 − 𝒙)

=
𝒆𝒙(𝟏 − 𝒙) − 𝟏

𝟏 − 𝒙
 

𝒇′(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝟏 − 𝒙
 

𝟏باعتبار   − 𝒙 > [على المجال    𝟎 − ∞, 𝟏[  

 𝒈(𝒙)من إشارة   𝒇′(𝒙)فإن إشارة  

𝒇′(𝒙)منه   ≤ 𝟎 

𝒙تكافئ عندما   = 𝒇(𝟎)يعطى    𝟎 = 𝟏 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = −∞ 

𝒙 = على    𝑪و    𝑪مقارب شاقولي للخط    𝟏

 يسار المقارب. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞ 

 

 

−∞ 𝟎  𝟏 𝒙 

  − 𝟎 − 𝒇
′
 

 +∞ ↘ 𝟏 ↘ 𝒇 

 

 معادلة المماس 

𝒇(𝟎) = 𝟏 , 𝒇′(𝟎) = 𝟎 

:𝑻مماس أفقي:   𝒚 = 𝟏 

 

 الأولى:   2023حل دورة  

 السؤال الرابع: 

𝒇    معرف على𝑫 =] − وفق ما    ]∞+,𝟏

𝒇(𝒙)يأتي:   = {
𝒙𝟐

𝐥𝐧(𝒙+𝟏)
    ; 𝒙 ∈ 𝑫\{𝟎}

𝟎   ; 𝒙 = 𝟎
 

للاشتقاق عند الصفر، ثم    𝒇ادرس قابلية  

,𝟎[على    𝒇′(𝒙)احسب   +∞[ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎
= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙𝟐

𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)

𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙

𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)
= 𝟏 

 التابع اشتقاقي عند الصفر. 

𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙. 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) −

𝟏
𝒙 + 𝟏

. 𝒙𝟐

𝐥𝐧𝟐(𝒙 + 𝟏)

=

𝟐𝒙(𝒙 + 𝟏) 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)
𝒙 + 𝟏

−
𝒙𝟐

𝒙 + 𝟏
𝐥𝐧𝟐(𝒙 + 𝟏)

=
(𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙) 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) − 𝒙𝟐

(𝒙 + 𝟏) 𝐥𝐧𝟐(𝒙 + 𝟏)
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 التمرين الأول: 

للتابع    𝑪ليكن   البياني  على    𝒇الخط  المعرف 

]𝟎, 𝒇(𝒙)وفق:    ]∞+ = 𝒂𝒙 + 𝒃 −
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
  ،

 المطلوب: 

   عين𝒂, 𝒃    ليمر التابع بالنقطة𝑨(𝟏, ويقبل    (𝟔

 . 𝟑وميله يساوي    𝑨مماساً في النقطة  

   أجل 𝒃من  = 𝟐 , 𝒂 = المستقيم    𝟒 أن  أثبت 

معادلته   𝒚الذي  = 𝟒𝒙 + مائل    𝟐 مقارب 

النسبي    ∞+عند    𝑪للخط   الوضع  ادرس  ثم 

 مع المقارب.   𝑪للخط  

   احسب∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟐

𝟏
 

   لتعيين𝒂, 𝒃   :لدينا 

𝒇(𝟏) = 𝟔 , 𝒇′(𝟏) = 𝟑 

𝒇(𝟏) = 𝟔 ⇒ 𝒂 + 𝒃 = 𝟔 … (𝟏) 

𝒇′(𝒙) = 𝟏 −

𝟏
𝒙
𝒙 − 𝐥𝐧 𝒙

𝒙𝟐

= 𝒂 −
𝟏 − 𝟏 𝐥𝐧𝒙

𝒙𝟐
 

𝒇′(𝟏) = 𝟑 ⇒ 𝒂 − 𝟏 = 𝟑 (𝟐) 

𝒂نجد:    (𝟐)من   =  (𝟏)نعوض في    𝟒

𝟒 + 𝒃 = 𝟔 ⇒ 𝒃 = 𝟐  

𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙 + 𝟐 −
𝐥𝐧𝒙

𝒙
 

   لإثبات أن𝒚 = 𝟒𝒙 = مقارب مائل في جوار    𝟐

 يجب أن نبرهن:   ∞+

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫) = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(𝟒𝒙 + 𝟐 −
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
− (𝟒𝒙 + 𝟐))

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

(−
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
) = 𝟎 

 بما أن نهاية الفرق تساوي الصفر  

𝒚فإن   = 𝟒𝒙 +  ∞+مقارب مائل في جوار   𝟐

 دراسة الوضع النسبي: 

𝒇(𝒙) − 𝒚𝚫 = −
𝐥𝐧𝒙

𝒙
 

𝒙  𝟎 𝟏 +∞ 

− 𝐥𝐧𝒙   + 𝟎 − 

𝒙 + 

−
𝐥𝐧𝒙

𝒙
   + 𝟎 − 

الوضع  

 النسبي 
 𝑪   فوق𝒚 𝑪    تحت𝒚 

   ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟐

𝟏
= ∫ (𝟒𝒙 + 𝟐 −

𝟐

𝟏
𝟏

𝒙
𝐥𝐧 𝒙)   𝒅𝒙 

= [𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 𝒙]

𝟏

𝟐

 

= [𝟐(𝟒) + 𝟐(𝟐) −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 𝟐]

− [𝟐(𝟏) + 𝟐(𝟏) −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 𝟏] 

= 𝟖 + 𝟒 −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 𝟐 − 𝟒

= 𝟖 −
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝟐 𝟐 
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 لمسألة الثانية: ا 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  

ℝ    :وفق𝒇(𝒙) =
𝟒𝒆𝒙−𝟐

𝒆𝒙+𝟏
 ، المطلوب: 

   نهاية تعريفه،    𝒇جد  مجموعة  أطراف  عند 

 من مقاربات.   𝑪وعيّن ما للخط البياني  

   ادرس تغيرات التابع𝒇   .ونظم جدولاً بها 

  اكتب معادلة المماس𝑻    للخط البياني𝑪    في

𝒙النقطة التي فاصلتها   = 𝟎 . 

   التابع على    𝒈ليكن   وفق:   ℝالمعرف 

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒚𝑻  التابع اطراد  ادرس   ،𝒈  ،

للخط   النسبي  الوضع  استنتج  مع    𝑪ثم 

 𝑻المماس  

   ارسم في معلم واحد المماس𝑻  ومقاربات ،

𝑪  ثم ارسم ،𝑪 . 

   للتابع البياني  الخط  رسم  المعرف    𝒉استنتج 

𝒉(𝒙)وفق:    ℝعلى   =
𝟔𝒆𝒙

𝒆𝒙+𝟏
 

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = −
𝟐

𝟏
= −𝟐 

𝐥𝐢𝐦لأن  
𝒙→−∞

𝒆𝒙 = 𝟎 

𝒚 =  ∞−في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟐−

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒𝒆𝒙−𝟐

𝒆𝒙+𝟏
=

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒆𝒙[𝟒−
𝟐

𝒆𝒙
]

𝒆𝒙[𝟏+
𝟏

𝒆𝒙
]
= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟒−
𝟐

𝒆𝒙

𝟏+
𝟏

𝒆𝒙

=
𝟒

𝟏
= 𝟒 

𝒚 =  ∞+في جوار    𝑪مقارب أفقي للخط    𝟒

معرف ومستمر واشتقاقي على   𝒇التابع  

[المجال   − ∞,+∞[ 

 نشتق التابع: 

𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒆𝒙(𝒆𝒙 + 𝟏) − 𝒆𝒙(𝟒𝒆𝒙 − 𝟐)

(𝒆𝒙 + 𝟏)𝟐

=
𝟔𝒆𝒙

(𝒆𝒙 + 𝟏)𝟐
> 𝟎 

𝒇   .ًمتزايد تماما 

 جدول التغيرات: 

𝒙 −∞  +∞ 

𝒇′ + 

𝒇 −𝟐 ↗ 𝟒 

 

   لدينا𝒙𝟎 = 𝟎 

𝒇(𝟎) =
𝟒𝒆𝟎 − 𝟐

𝒆𝟎 + 𝟏
=
𝟒 − 𝟐

𝟏 + 𝟏
= 𝟏 = 𝒚𝟎 

𝒇′(𝟎)ميل المماس   =
𝟔𝒆𝟎

(𝒆𝟎+𝟏)
𝟐 =

𝟔

𝟒
=
𝟑

𝟐
 

 معادلة المماس: 

𝒚 − 𝒚𝟎 = 𝒎(𝒙 − 𝒙𝟎) 

𝒚 − 𝟏 =
𝟑

𝟐
(𝒙 − 𝟎) 

𝑻: 𝒚 =
𝟑

𝟐
𝒙 + 𝟏 

   دراسة الوضع النسبي بين𝒚𝑻, 𝒇 : 

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒚𝑻

=
𝟒𝒆𝒙 − 𝟐

𝒆𝒙 + 𝟏
−
𝟑

𝟐
𝒙 − 𝟏 

𝒈′(𝒙) =
𝟔𝒆𝒙

(𝒆𝒙 + 𝟏)𝟐
−
𝟑

𝟐
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𝒈′(𝒙) = 𝟎 ⇒
𝟔𝒆𝒙

𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 + 𝟏
−
𝟑

𝟐
= 𝟎 

𝟔𝒆𝒙

𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 + 𝟏
=
𝟑

𝟐
 

𝟒𝒆𝒙 = 𝟐𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 + 𝟏 

𝒆𝟐𝒙 − 𝟐𝒆𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

(𝒆𝒙 − 𝟏)𝟐 = 𝟎 

𝒆𝒙 = 𝟏
𝐥𝐧  
⇒  𝒙 = 𝟎 

𝒈(𝟎) = 𝟎 

𝒙 −∞ 𝟎 +∞ 

𝒈′  − 𝟎 − 

𝒈  + 𝟎 − 

الوضع  

 النسبي 
𝑪    فوق𝒚 𝑪   تحت𝒚 

  :الرسم 

 

 

 

 

 

 

  :استنتاج الخط البياني 

𝒉(𝒙) =
𝟔𝒆𝒙

𝒆𝒙 + 𝟏
=
𝟒𝒆𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 − 𝟐 + 𝟐

𝒆𝒙 + 𝟏
 

=
𝟒𝒆𝒙 − 𝟐 + 𝟐𝒆𝒙 + 𝟐

𝒆𝒙 + 𝟏
= 𝒇(𝒙) + 𝟐 

ينتج عن الخط    𝒉للتابع    𝑪أي أن الخط البياني  

,𝒗⃗⃗ (𝟎بانسحاب شعاعه    𝒇للتابع    𝑪البياني   𝟐) 

 

 الثانية:   2023دورة  

 السؤال الثاني: 

المعادلة   𝒆𝟐𝒙حل  + 𝟐𝒆𝒙 − 𝟑 = ثم  𝟎  ،

 استنتج حلول المتراجحة

  𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 − 𝟑 ≤ 𝟎 

𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 − 𝟑 = 𝟎 

(𝒆𝒙 + 𝟑)(𝒆𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

𝒆𝒙إما   + 𝟑 = 𝟎 ⇒ 𝒆𝒙 =  مرفوض   𝟑−

𝒆𝒙أو   − 𝟏 = 𝟎 ⇒ 𝒆𝒙 = 𝟏 ⇒ 𝒙 = 𝟎 

 المتراجحة: 

𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 − 𝟑 ≤ 𝟎 

𝒙 
−∞  𝟎 

 +∞ 

𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 − 𝟑  − 𝟎 + 

 محقق  غير محقق   المتراجحة 

𝒙 ∈ ] − ∞, 𝟎] 
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 السؤال الرابع: 

   بسط كتابة كل من العددين𝑨 = 𝟓
𝟏

𝐥𝐧𝟓    و

𝑩 = 𝟑
𝟏

𝐥𝐧  𝑨.𝑩، ثم احسب الجداء  𝟑

   اكتب العدد𝒂 = 𝐥𝐧(𝟏𝟓) + 𝐥𝐧 √𝟐𝟕
𝟑

−

𝐥𝐧
𝟏

𝟏𝟐𝟓
بدلالة     ممكنة  صيغة  بأبسط 

𝐥𝐧 𝟑 , 𝐥𝐧 𝟓 

 𝑨 = 𝟓
𝟏

𝐥𝐧𝟓 = 𝒆
𝟏

𝐥𝐧𝟓
 .𝐥𝐧 𝟓 = 𝒆 

𝑩 = 𝟑−
𝟏
𝐥𝐧𝟑 = 𝒆−

𝟏
𝐥𝐧𝟑

 .𝐥𝐧 𝟑 = 𝒆−𝟏 

𝑨.𝑩 = 𝒆. 𝒆−𝟏 = 𝟏 

 𝒂 = 𝐥𝐧(𝟏𝟓) + 𝐥𝐧 √𝟐𝟕
𝟑

− 𝐥𝐧
𝟏

𝟏𝟐𝟓
 

𝒂 = 𝐥𝐧(𝟓 × 𝟑) + 𝐥𝐧(𝟑𝟑)
𝟏
𝟑 + 𝐥𝐧𝟓𝟑 

= 𝐥𝐧(𝟓) + 𝐥𝐧(𝟑) + 𝐥𝐧(𝟑) + 𝟑 𝐥𝐧(𝟓) 

= 𝟒 𝐥𝐧(𝟓) + 𝟐 𝐥𝐧(𝟑) 

 المسألة الثانية: 

المعرف على    𝒇الخط البياني للتابع   𝑪𝒇ليكن  

𝑰المجال   =] − 𝟐 ,  وفق:   ]∞+

  𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟏) 𝐥𝐧(𝒙 +   𝒈، وليكن  (𝟐

𝑰التابع المعرف على   =] −  وفق:   ]∞+,𝟐

𝒈(𝒙) =
𝒙+𝟏

𝒙+𝟐
+ 𝐥𝐧(𝒙 +  ، المطلوب:   (𝟐

   جد𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) , 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟐

𝒇(𝒙) 

   أن 𝒇′(𝒙)أثبت  = 𝒈(𝒙)    معادلة واكتب 

منه    𝑪𝒇للخط    𝚫المماس   نقطة  في 

𝒙فاصلتها   = −𝟏 

   ادرس اطراد𝒈(𝒙)    واستنتج إشارته

 )مستفيداً من نقطة التماس( 

   نظم جدولاً بتغيرات التابع𝒇    وارسم خطه

 البياني ومقاربه الشاقولي. 

   عدد كان  أياً  المتتالية  اطراد  استنتج 

 طبيعي. 

 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟐+

𝒇(𝒙) = −𝟏. 𝐥𝐧(𝟎+) = +∞ 

𝒙 = على    𝑪، و  𝑪مقارب شاقولي للخط    𝟐−

 يمين المقارب. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞ 𝐥𝐧(+∞) = +∞ 

 𝒇′(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟐) +
𝟏

𝒙+𝟐
(𝒙 + 𝟏) 

=
𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟐
+ 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟐) = 𝒈(𝒙) 

𝒙 = −𝟏 

𝒇(−𝟏) = 𝟎 & 𝒇′(−𝟏) = 𝟎 

𝚫: 𝒚 = 𝟎 

 𝒈    معرف ومستمر واشتقاقي على 

[المجال   − 𝟐,+∞[ 

𝒈′(𝒙) =
𝒙 + 𝟐 − 𝒙 − 𝟏

(𝒙 + 𝟐)𝟐
+

𝟏

𝒙 + 𝟐
 

𝒈′(𝒙) =
𝟏 + 𝒙 + 𝟐

(𝒙 + 𝟐)𝟐
=

𝒙 + 𝟑

(𝒙 + 𝟐)𝟐
> 𝟎 

𝒈   ًمتزايد تماما 

𝒙 −𝟐  +∞ 

𝒈′  + 

𝒈  ↗ 
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𝒈(−𝟏) = 𝟎 

𝒈(𝒙) < 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ] − 𝟐,−𝟏[ 

𝒈(𝒙) > 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ] − 𝟏,+∞[ 

 𝒇′(𝒙) = 𝒈(𝒙) = 𝟎 ⇒ 𝒙 = −𝟏 

𝒇′(𝒙)وللمعادلة   = معرف    𝒈حل وحيد لأن     𝟎

 ومستمر ومتزايد تماماً على المجال 

  ] − 𝟐,+∞[ 

𝒇(−𝟏) = 𝟎 

𝒙 −𝟐 𝟏 +∞ 

𝒇′   − 𝟎 + 

𝒇  +∞ ↘ 𝟎 ↗ +∞ 

 

𝒙 = 𝟎 ⇒ 𝒇(𝟎) = 𝐥𝐧 𝟐 

 مساعد نقطة  

 𝒖𝒏 = 𝐥𝐧(𝒏 + 𝟐)
𝒏+𝟏 

𝒖𝒏 = (𝒏 + 𝟏) 𝐥𝐧(𝒏 + 𝟐) ⇒ 𝒖𝒏 = 𝒇(𝒏) 

𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟏) 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟐) 

𝒇′(𝒙) > 𝟎 

 

∀𝒙 ∈ ] − فهو متزايد تماماً ومنه    ]∞+,𝟏

,𝟎]وهو متزايد تماماً على المجال   +∞[  

𝒏∀متزايدة تماماً    𝒖𝒏ومنه   ∈ ℕ 

 

حل  ي التلغرام ملفات غير  موجود ع قنات 

 الدورات تفيد الطالب    أسئلة 

لمنهاج    وب شرح جد ع قناتي اليوتي و يو

 ترافية  يات بفيديوهات اح الرياض 

كرورية التي  ات و الجلسات الت اسالو ع المكثف 

ول  شهر الا و بعد ال حافظة حلب  ستقام في م 

ستقام المعسكرات و الجلسات التكرورية  

 ية حافظات السور في جميع الم 

لى المكثفات  الب التسجيل عكما يمكن ل الط 

 اونلاين  كرورية  جلسات الت وال 

 

جميع  ء لي و لوالدي و نسالكم صالح الدعا 

 معلمي 

 

                                              

    

    

    

    

    

  

  

  

  

  

  


