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 الأولــى الوحــدة 

  لــوالحقـ ةـالحلقـ
 نظام جبري ذو عملية واحدة.(  c، مر معنا ) س ة:ــمقدم

 لقد وجدنا من خواص النظام :
 س cص = ص  cفإن س  س س، صالخاصة التبديلية: -1
 س   ، ع س ،صالتجميعية: الخاصة -2

 ع c ص(cع( = )سc) صcس  
 س= س  cو= و cس . فإن سس )و(  المحايد:خاصية  -3
 س لنفرض نظيره  سس خاصية النظير: -4

 س= و  cس = س c س  
 ذا العام سنتعرف على النظام ذو العمليتين :وفي ه

 إذا كان كل من :  نظام ذو عمليتين  (c،) س، تعريف:
           c ،  ولكل منها خصائصها . عملية ثنائية 

 قسمين:وهناك خصائص مشتركة بينهما منها التوزيع ويقسم إلى 
 ع( )س c ص(ع(=)س c)صع من اليمين  س: التوزي أولا 

 س()ع c س()صس=ع( c: التوزيع من اليسار )ص ثانياا 
 وكانت توزيعية من اليمين : تبديليه : إذا كانت  ثالثاا 

 يصبح شرط التوزيع و   c توزيعي على قلنا  
 ع( )س c ص(ع(=)س c)ص س     

 بالشكل  c  ،  نلنعرف على ح العمليتي توضيح:
      س،ص فإن س  حc = س+ص ص 
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 ص= ص . والمطلوب  س      
 توزيعي على  c( هل c   2توزيعي على  ( هل 1

  :الحل
 ع( .)س c ص(= )س ع( c )صس الشرط: -1
 (=     )ع( = س c)صس الأيمن:الطرف   
 ع =  c= ص  ع()س c  ص(الطرف الأيسر: )س  
 cتوزيعي من ) اليمين ( على  الأيسر لحظ الأيمن =  
 نفس الشرط لكن من اليسار 

 ع()ص c ص(ع=)سص(  c )س      
 = ع ع      ع=    ص(  c )س الأيمنالطرف 
 =عع=       =     cع ( =ع )ص c ع()س الأيسرالطرف 

  c توزيعي على من اليسار  cتوزيعي على نعم 
 التوزيع من جهة واحده اختيارلي يكفي تبدي cبما أن  -2

 ع( c )سص(  c ع(=)س)ص cشرط التوزيع من اليمين س 
 = ع  c س = ع()ص  cس الأيمنالطرف 

  =         ع(  c )س ص(الطرف الأيسر )س
   توزيعي على    الأيمن.الطرف  =       =       
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 (1-1ل)ــن ومسائـــتماري
 زمرةظمة الرياضية التالية يمثل الأن من بين أياا  [1]

 يمثل زمرة لغياب )الصفر(الذي هو العنصر الحيادي. ,+(ل( )ح  أ   
 الضرب العادي تجميعي وتبديلي.)×(لأن يمثل زمرة  ×(،( )ح ب  

 ولكل عنصر نظير أو مقلوب. (1)ربيضالوالمحايد      
 ( زمرة,ن( زمرة . بشكل عام)ص,8)ص ـ( ج
 ليس له نظير.  11ص ليست زمرة لوجود.(, 11)ص( د
( )صـه

11, )  ( 11زمرة لأن) أولي 
ـــيكن )ح [2] لتـــالي كا معرفـــة علـــى ح (نظامـــاا رياضـــياا تجميعيـــاا حيـــ  العمليـــة ,ل

 .( زمرة تبديليه ,فأثبت أن)ح حس,صس ص3ص =س
 ل:ـــــالح
 التبديلية الخاصة :س,صح 

 س ص3ص=س    
 ص س3س=ص  
ة(معطا)التجميعية  الخاصة 
و( خاصية المحايد( سح  يكون س=س و 

  ح       و =      =س س و=3     
 :خاصية النظيرسح  فيكون  ه سنفرض نظير 

 قانون النظير        =س    =   س  س  3و =س  c س
 ح( , زمرة )تبديليه. 

فأوجد  تبديليه( زمرة  ,11( , )ص,6أذا كان كل من النظامين )ص [3]

 س  
 س3

 1 
3 

 1 
3 

  1  . 
 س9

 

 سص = صس إبداليـة. 
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 حل المعادلت.
 .(,6في )ص 2=1أ( المعادلة س    
 ل:ـــالح
 5باقي)    ( = = باقي )      (=21 =41س=   
    [6إلى ) هلعنصر الذي يكمل]ا نظير كل عنصر هأنتب       5 = س) 
 ( ,7ة )صر الزمفي  4س=  6 هالمعا دلب(   

 6=6طبعاا      4س =   6  الحل:   
=6 س  4 =64   6لأن 6=)      ( 1= باقي 

 3س =      3=  باقي )    ( = باقي)      (  =

 على النحو التالي c ,  العمليتين  لنعرف على ن -4
 1-ص س+ ص= س    
 س ص -ص س+ ص= س   

 ( نظام ذو عمليتين .c  ، أ( هل ) ن ،
 ن1-ص س+ ن ص ن فإن س+ س ، صالحل:

          سc ص  عملية ثنائية . ن 
س ، ص  نس+ص ن 

     ن ص×س                    
         س ص ن      . عملية ثنائية 

 ، ن ( c ،. نظام ذو علميتين ) 
 تتوزع على العملية  cب( هل 

1 +4 
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 5 
6 

6×6 
 7  

6×4 
 7  
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 ع(   c)س(ص cع( =)س)ص cشرط التوزيع ستبديلي cطالما
 ص ع ( -)ص+ع c ع( = س)ص  cس الأيمن:الطرف 

  1-ص ع -= س+ص+ع         
 (1-)س+ع(1-ع(=)س+ص c)س ص( c :)سالأيسرالطرف 

 (1-() س+ع1-)س+ص -1-+ س+ع 1-= س + ص  
 .غير توزيعي على       c    الأيسر ≠ الأيمنواضح 

 ؟ c تتوزع على العملية ج( هل العملية 
 ع()س  cص(ع(=)س c )صشرط التوزيع ستبديلي يكون  طالما

 (1-)ص+عع( = س c)ص: سالأيمنالطرف 
 (1-س)ص+ع – 1 -= س + ص + ع            
 ع + سس  –س ص  – 1 –= س + ص + ع            

 س ع(-)س+ع cس ص( -ع( = )س+ ص)س cص()سالأيسر
 cتوزيعي على   = الأيمن1-س ع  -+ س+ ع س ص –ص  + س =  
 س. ـ( نظاماا رياضياا ذا عملية وليكن أ,ب,ج cليكن )س, [5]

 ؟؟ولماذاـجفهل من الضروري أن يكون ب=  ـج c ب =أc بحي  أ  
 الشيء يكفي مثال ولنقضلا ــــك   ل:ـــــالح
 2  ≠ 4لكن      3  4 =3  2=0(    ,6في )ص  

 في الزمرة المنتهية يمكننا تمثيل عملياتها في جدول [6]
 ؟ واحدفي سطر أو عمود فسر لماذا ل يتكرر عنصر ما 
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      تجميعي 

 ن عنصراا مختلفاا } ..... لـ,د,هـأ,ب,ج {لنفرض س = ل:ـــالح
c ل .......ـه د ـج ب أ 
 ـهc  أ دc أ ـجc أ بc أ أ c أ أ

 لc   ب  جـc ب بc ب أ cب  ب

 فحسب خواص الزمرة يمكن الختصار     ـجc  ب = أ cلنفرض   أ 
          = ض لأن عناصر س مختلفةوهذا تناق جـ  ب 

********************************** 
 cنظاماا رياضياا ذا عملية  (c,}9{( ليكن )7
 تبديليه cهل العملية  –ب                       9c9أوجد  –أ 

 الحل: العنصر يتبدل مع نفسه                      9c9=9الحل: 
 }9{تجميعية على cهل  -جـ 
 ل:ــــــالح

 9 c (9c9 = )9c 9=9   
 (9c 9 )c 9= 9c 9= 9  

 هل للنظام محايد ؟ –د 
 c9=9  9( نلاحظ 9الجواب نعم هو )   ل:ــالح

  هل للنظام زمرة ؟ -هـ
 ,تجميعيكل شروط الزمرة موجودة ال  ( 9) ( هو9بما أن نظير ) ل:ـالح

 .الحيادي ,النظير 

c 9 
9 9 

 



 

 
7 

تنتنسي
 ق

تنتنسي
 ق

 ـــةالحلق

  ( يحققc , هي نظام ذو عمليتين)س,    تعريف
 cتوزيعي على -3  تجميعي على س -2 بداليةإ ( زمرة c)س,-1

  أذا كان  (ةواحديذو عنصر محايد دعيت الحلقة )حلقة 
  أذا كان بداليةإلي دعيت حلقة ابدإ . 

 ب قواسم للصفر أذا كان: ندعو أ, قواسم الصفر بالنسبة لـ    تعريف
 )حي  و محايد(   = و   ب× أ   و ≠ ب       ,     و   ≠أ     
 كل حلقة تحتوي على قواسم للصفر تدعى حلقة غير تامة 
 ي على قواسم للصفرو الحلقة التامة هي كل حلقة ل تحت. 
 كان  ذاإس   أ,بالتعريف رمزياا  
 = و أو ب = و أ ب = و أ 

     :ةـهامملاحظة 
 حلقة تامـة إذا كان )ن( أولي               

 غير تامة إذا كان ن غير أولي                 
 صفر حلقة غير تامة لوجود قواسم لل (  , , 6مثال : )ص

 (الأولىمحايد العملية  0حيث )و= 0≠3, 0≠2       

 ( = صفر   = باقي )     ( = ) 2  3لاحظ          
  قواسم للصفر 2,3نسمي كلاا من 
 (غير أولي 6ن =  انتبهوالحلقة غير تامة )  

2×3 
 6  

 6 
6  

 = ( , , ن)ص



 

 
8 

 ةـص الأساسية في الحلقـالخصائ
 (c , , )سأي حلقة  في  1ةخاصي

           أ أ س فإن و = و= و حي  و محايد العملية أ c   
 س  جـ ب, , أ حي  ( c ,  في أي حلقة )س,  2خاصية

 ي:ــــيتحقق ما يل           
 ب= أ بأ -2ب       أ =  ب( ) أ -1

 جـ( )أ  c ب()أ( = جـ  c)ب أ -3
 أ ()جـ c أ()ب=  أ(جـ  c )ب -4َ  

 (2 - 1تمارين ومسائل)

 تالية صائبة(  حلقة   بين أياا من العبارات الc , , [ لتكن )س1
 ()                  ( زمرة آبلية  c  أ(  النظام )س,
 (×)                        (  زمرة   ب( النظام )س,

 (×)  جـ( كل عنصر من س له نظير بالنسبة للعملية
 () س = ب حل وحيد في س         cد( للمعادلة أ 

 رة ـــ( زمc  , لأن )س     
على النحو  على س معرفتان ,( زمرة آبلية والعمليتان   c, [ لتكن )س2]

 التالي:
 س. أ,ب  ب = أ أ،  ( c س, )و محايد ب , أ و   ب =أ

 ؟ حلقة (c ,  ن )س,أأثبت أ( 
 بدالية( زمرة إ c , )س -1    ل:ــــالح
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             و = جـ و جـ=ب( )أ التجميعية الخاصة -2
 و = و   أ =(  جـ  ب)  أ                           

 تجميعي                        جـ (  )ب  أ جـ= ب( )أ
 جـ()أ c ب(جـ( = )أ c )ب شرط التوزيع أ  -1

 وجـ( =   c )ب الطرف الأيمن            أ
 ( حلقة, )س,     و= و c جـ( = و)أ ب(الطرف الأيسر )أ

 (  ليست حلقةc  , , )سب( 
 ل:ـــــالح

 جـأ  cب أجـ(=   c)ب  أ :شرط التوزيع 

 أ = الأول= (جـ  c ب) الطرف الأيمن أ
 أ ليس بالضرورة = أ  c أ = جـ()أ  c  ب(الطرف الأيسر )أ

   الأيسر ≠الأيمن     ,س( ,)     ليست حلقة 
 على ص على النحو التالي: عمليتين معرفتين c ,   [ لتكن3]

  1 -ب = أ + ب  c  أ
 ص. , ب  أ أب  -ب= أ + ب أ

 أحادية تبديليه(  حلقة c ,  برهن أن )س,
 ل:ــــالح
 1 –ب = أ + ب     c أ -1

 1 -أ = ب + أ  c  ب    
 2-أ+ب+جـ =1- جـ +1-ب أ+ جـ =c(1-جـ =)أ + بc  ب( c )أ-2
  2-ب+ جـ  += أ 1-1-(= أ+ب+جـ1-+جـب )c= أجـ(c)ب cأ

  توزيعي على 

أ c  ب = ب c  أ c   تبديليه 

 
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 أ(c  )بc  أجـ= c ب( c )جـ  c تجميعية 
 لنفرض المحايد )و( س المحايد  -3

  0= 1 –و  = أ  1-و + أ و = أ  cأ     
 ص لنفرض نظيره س س نظيرال -4

                      1=  1 - س + س       = و س cس
,ص(c  زمرة أبدالية ) 
 +جـ أ ب -جـ = أ + ب أ ب( –جـ = )أ + ب ب()أ -5

 ب أ جـ جـ ب+- أ جـ -    
   أ ب  -ب جـ  -( = أ+ ب + جـ ب جـ -)ب+جـجـ(= أ)بأ

 تجميعي  ب جـ  أجـ + أ –  
 1-جـ= س+ب+ (1-جـ)ب+جـ( = سc)بسالتوزيع  -6

 س س جـ + –س ب  -      
 س جـ( -)س+جـ cس ب( -=)س+ب   جـ()س  cب()س 

 cتوزيعي على  1-س جـ  -جـ س+ س ب+ -= س+ب
 خاصية المحايد بالنسبة لـ -7
  س س:ص نفرض المحايد ىى = س +س ى= س -ى س 

 {1}ص/    0ى=  0= س( -1ى)  
 أب -ب = أ + ب بدالية : أالإ الخاصة -8

 أب –أ = أ + ب ب                       
,ص( c ,  حلقة إبدالية ذات عنصر وحده ) 

 ليةابدإ( حلقة , , 6[ ليكن )ص6]

 1 و =

 س -2س = 

أب= بأ 
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 تقابل

 تقابل

  4=0س2حل المعادلة   ةأوجد مجموعليست تامة  ب(  هأ( بين أنها حلق
      ال:ــيكفي مث ءالشي لنقض (أ     ل:ـــالح

 23 ( باقي=       ) =0  2 3=0 
 فر والحلقة غير تامة.نسمي كل منها قاسماً للص  0≠3,   0≠2علماا بأن 

 بنظيرها الجمعي 4 أنقل  2 =4في هذه الحلقة  4=0س  2ب( 
2  =2نعلم أن  2س1  =2  ,24=2  =4أو س= 1س 

 حقق الشروط التالية : إذا(  حقلاا c , : يكون)س,تعريف 
 }و {س/ =( زمرة حي  س,)س    -2  ية زمرة أبدال -1

3-   توزيعي علىc 

 تبديلي قيل الحقل أبدالي . كان   إذا -1 :ةـملاحظ
 كل حقل هو حلقة تامة _ -2
 و. أ= و    أو  ب = إجباري و  =ب ذا كان أإ

 ليس كل حلقة تامة حقل. -3
 للمعادلة حل وحيد في الحقل  -4 

 ب  c س= جـأب = جـ    cس(ال:  )أـمث
              س= أ-


( حي  أ جـ)1  و ≠ ب 

 في كل من الحلقتين الآتيتين  c 1= 2 س( 2لمعادلة )حل ا* 
 ( ,× + , )ح  (أ

 (  ,  , 3)ص (ب
 +             c ه الحل: أ(  أنتب

                           × 

 2×3 
6 
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 تقابل

 تقابل

         (2)س c 1= 2 2=1س(+×2المعادلة ) تكافئ 
        2= 1-2س 2= 1س      =س ح 

 c              انتبهب(    
                                 

 1=2 س( 2) تكافئ c 1= 2س 2 ةوالمعادل
 محايد ضربي( 1من الجدول الأول )        

   22=1 لأن         2 = 2ودائماا 
 من الجدول الثاني الصفر محايد بالنسبة لـ

(1 = 2)      (2  )س1=2       2 = 1س2 
2 = 2س2     2 = 1س     1= س 2 

 2 = س 2            1س=
 

 (3-1ارين )ــــــتم
 [ بين مع التعليل صواب أو خطاء كل من العبارات التالية:1]

    ()    حلقة تامة .  حقل ل ـــأ( ك
 ذلـــك الحقـــل ل إلـــىشـــروط الحقـــل يضـــاف لأن شـــروط الحلقـــة كلهـــا ضـــمن 

 يحتوي على قواسم للصفر
 (×)      حقل.ب(كل حلقة تامة 
 ير ضربيظحلقة تامة ]ليس لكل عنصر فيها ن×(  كلا لأن )ص,+,

        ليست حقل 
  (نظير., )س( حقلاا فأنه لكل عنصر من النظام c,كان النظام )س, إذاجـ(

 1 
2 
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 س ليس له نظير بالنسبة لـ  لن و( ×  )الجواب 
وكان لكل عنصر  , يةواحد تبديليهحلقة  (c , ذا كان النظام )س,د( إ

 (√)الجواب      (حقلاا.c , , غير صفري نظير ضربي فأن)س
 (1واحديه عنصرها المحايد ) –( حلقه , ,5)ص[ 2]

 .حقلاا  (, ,5)ص أناثبت  أ(   
 في هذا الحقل 1=4س  2 ب( حل المعادلة   

 ل: ــــالح
 لتشكل الجدول 5ص النظير الضربي في ءباستثنا ةكل شروط الحقل معطاأ( 

  1 2 3 4  4 3 2 1 العنصر

 4 3 2 1 1  4 2 3 1 نظيرة

 3 1 4 2 2 نظير ضربي 5لكل عنصر في ص 

 3 3 1 4 2 
 4 4 3 2 1 

 ير الجمعي الثاني بالنظإلى الطرف  1 ابعد  1 =4س 2ب( 
 2 = 4س1 
2  =4س4 

       2  =3س 
 بالنظير الضربي    2أنقل        
2س=       

-1  3  2من الجدول
-1

 = 3 
  33=4 س=       

 معرفـة  c والعمليةالضرب العادي عملية × حقلاا حي   ,×(c  , [ ليكن )ح3]

 4= 1انتبه 
 0(= 5  باقي)=( 1+4=باقي)41لأن 

                       5               5  

 

 4س = 
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 ي :ــيل على ح كما
 ح ب أ,     2 + ب + أ ب =  c أ( أ

 . c المطلوب أ( عين العنصر المحايد بالنسبة للعملية    
 أيضاا. c  بالنسبة للعملية رالعنص نظير لإيجادعين صيغة ب(            

 في هذا الحقل . c 4 = 8س(  ×3جـ( حل المعادلة )          
 ح لنفرض المحايد )و(سل:      أ( ـــالح 
 

  سc  س = و+س =2و+ س 
               0 = 2 + و 

 س   هر يح لنفرض نظسب( 
س c  و = س +2 + س س = -2                              

 ر.ـقانون النظييدعى 

 (عوض4نظير) جاديلإ                                 c 4=8 س3جـ( 
 في قانون النظير                           4c 8س=3             
 c8                          4 =-4-4=-8 8-س=3             
 2+8+8-س=3             
                       س=    2= س3             

 المحايد     = س حلين وهما العنصر2س ة(أثبت أن للعمليc ,في الحقل)س,[ 4]
 س( س =2)حي  س المحايد بالنسبة للعملية والعنصر بالنسبة للعملية

 س  =2ل:  ســـالح
 س= س     شكل س مع الطرفينس                

 2-و=

 س -4-= س

 2 
3 
 

 الحالة الأولى
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 تجميعيـــــــــــــــان  c  , س أنتبــــــــــــــه c س س=س c س               
 = و س س( c )س     أدمج

-و س=     و س=و                


 و = س    و= و1
  = س 2س                
 الطرفين مع 1-= س  شكل س سس                
-س                


-س س = س1


 س 1

-)س 


 س=ى ى = س  ى  ى = س  س( 1
 [ أعط مثالا لكل من :5]

 وليست تامة  ب( حلقة تامة لكنها ليست حقلاا. تبديليهأ( حلقة    
 ل:ــــالح
 لحظ لوجود قواسم للصفر ليست تامة تبديليه(حلقة  ,  ,4)ص -أ

       2 2 )     ( باقي =  )      ( 0=   = باقي 
ـــك لـــيس لكـــل حلقـــة تامـــة لعـــدم وجـــو ×( )ص,+, -ب د قواســـم للصـــفر مـــع ذل

 .ليست حقلاا       ضربيعنصر نظير 
 ةــــن عامـــتماري

ولنعرف على س العمليتين الثنائيتين   } 8, 6, 4, 2, 0{ الحلقة: لتكن س=
H ,  O على النحو التالي:    س H)           ( ص = باقي 
 ص = باقي )          ( Oس

 تين العمليتين .   فين لهاللين مختو أ( كون جد
 (حلقة تبديلية ذات عنصر محايد .   H, O ب( تحقق من أن )س,

 ةالثاني الحالة

2×2 
  4 

 4 
4 

 س+ص
 ص×س 10

10 
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H 0 2 4 6 8 
0 0 2 4 6 8 

2 2 4 6 8 0 
4 4 6 8 0 2 
6 6 8 0 2 4 
8 8 0 2 4 6 

 

  ( العملية المعرفة بهذه الصورة تبديلية وتجميعيةHأولا: )س, 
 8 6 4 2 0 العنصر

 2 4 6 8 0 نظيرة

تجميعية  Oحول القطر الرئيسي   ,   العناصر بسبب تناظر إبدالية O: ثانياا 
 تجميعية دون برهان . أنهالأن العملية المعرفة بهذه الصورة تقبل 

 Hتوزيعية على   O(      , 6محايد وهو ) Oلـ
  ,س(H ,O)   ذات عنصر وحدة . إبداليةحلقة 

ة غير تبديلية ولنعرف على س عملية جديدة ( حلق0[ لتكن  )س, +, 2]
(Oعلى النحو التالي: أ )O ب أ  -ب =أب أ, ب  س. هل 

 أ. Oب  بOأ ه( حلقة ؟ انتبO)س, +, 
 ميعية تج Oثبت أنلن( و 0أحد شروط الحلقة )س, +,  إبداليةالحل: )س, +( زمرة 

 أ( * أ, ب ,حـO  )بO  ب أ( -جـ =)أبO = جـ  
  ب أ( = –جـ )أب  ب أ( -)أب    

 جـ أ ب +جـ ب أ -ب أ جـ  -أب جـ 
  = جـ ب( -)ب جـ O أ جـ( =  O)ب O* أ

 –أجـ ب  -جـ ب( أ = أب جـ -)ب جـ   –جـ ب(  -)ب جـ أ
 Oأ ب جـ وهذا سبب كافٍ لأن أقول  -ب أجـ  –بكل أسف  جـ أ +جـ ب أب 

O 0 2 4 6 8 
0 0 0 0 0 0 
2 0 4 8 2 6 
4 0 8 6 4 2 
6 0 2 2 8 4 
8 0 6 2 8 4 

 

  ,س(H. زمرة تبديلية ) 
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 غير تجميعية .
  ,+ ,س(O . ليست حلقة ) 

 الحقــــــــل
على النحو التالي: H ,O [ لنعرف على)ن( العمليتين الثنائيتين 3]

 1-ص=س+صHس
 ( حقل .H ,Oبرهن أن النظام )ن,   2ص+ -س -ص س ص=Oس

 1-س+ص ص =Hن, س س, صH  (1 )العملية أولا:
  1-س=ص+سH , ص

سH ص= صH س H ( . 2ابدالية) س, ص, ع .ن 
 =1-+ع1-ع   = س+صH( 1-ع =)س+صH (صH*)س

 2-س+ص+ع 
  =1 -1-( =س+ص+ع1-)ص+عHع( =سH)صH* س

 تجميعي H 2-ص+ع س+  
 و= س .Hسن  س( لفرض المحايد و3)

 . 1و= 0=1-وس =1-س+و      
 س  = و    Hن لنفرض نظيره س      س س( النظير4)

 . إبدالية( زمرة H)س, س   -2-= س   1=1-س   س+
 2ص+ -س -ص= س ص Oس }1{ن/ س, ص( 1ثانياا: )

 . إبدالية O.  واضح أن 2+ص -س -س= ص س  Oص 
(2 ) س, ص, ع /1{ن{ ( سفإنO  )صOس -ع =)س ص- 

ع  -2 -س ص + س + ص  -(ع 2ص+ -س -)س ص ع=O (2ص+
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 ع-س ص+ س + ص -ع 2ص ع+ –س ع  –= س ص ع  2+ 
 س ص+ س + ص + ع . -ص ع  –س ع  –= س ص ع 

 (   2ع+ –ص  -)ص ع  Oع( =سO)صOس
=  2+2 -ص ع + ص + ع  -س  -س2س ع+ –س ص  -= س ص ع

 تجميعي . Oص ع +س+ص+ع  –س ع  –س ص  –س ص ع 
 ى= س . Oس    }1{ن/ س, ص, ع ( نفرض المحايد ى 3)

 2-س2ى=-س ى            = س2ى+-س -س ى
 2ى=  2ى=          =           =  2-س2( =1-ى)س

. }1{ن / سالنظير: ( 4)  نفرض النظير س 
+ -س -س س  س  =ى Oس      2=2س 

)س =      (=س1-س  (زمرة تبديلية  O, }1{) ن / }1{ن / س 
 الشرط      H توزيعي بالنسبة لـ O  لنثبت أن  (5)

 ع(O )س Hص(O ( = )سعH)صO س
 (1-ع+)ص Oس ع(=H)ص Oس الطرف الأيمن: 

 =  2+  1ع +  – ص –س  – (1-س)ص+ع =
 3 + ع -ص - س2 - س ع + س ص =

 (2ع+ -س  -)س ع  H( 2ص+ -س -الأيسر: )س ص
 1-2ع+ -س -+ س ع  2ص+  -س -=س ص

 Hتوزيعي على  3Oع+-ص-س2-ع س –=س ص 
 ( حقلاا تبديلياا .H ,O)ن, 

 `ذات عنصر محايد تبديليه( حلقة  ,, 7[ إدا علمت أن )ص4]

 2-س2
 1-س

 (1-)س2
 (1-)س 

 س     
 1-س
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 حقل  ( ,, 7)صأ( تحقق من أن 
 =ع في هذا الحقل  1س  3ب( حل المعادلة 

 أولي. 7حلقة تامة لن  ( ,, 7)صحل: )أ( ال
 6 5 4 3 2 1 العنصر 7صلنبح  عن النظير في 

 6 3 2 5 4 1 نظيرة 

7)= باقي  1=4        61س  3)ب(  
16) =0  

      3  =س/
41              -

1=6 
      3  =4س6              
      3  =4                  3س6 = )       ( 3= باقي 

3س=   
-1 

3 = 1=ى     =1س 

 تمارين هامة ومسائل
[ من المعلوم أن كل حقل هو حلقة تامة وكل حلقة تامة هي حلقة 1]

أبدالية لكن عكس أي من العبارتين ليس بالضرورة يكون صحيحاا بين 
 ذلك بإعطاء.

 مثال لحلقة تامة لكنها ليست حقلاا. أ(
 مثال لحلقة أبداليه لكنها ليست تامة. ب(
 ,  هل هي حقل ؟  مثال لحلقة تامة منتهية جـ(

 ×(الحل: أ( )ص, +, 
 ( ,, 6)صب(      

 حقل لأن لكل عنصر نظير. ( ,, 7)صجـ(   
عملية الضرب على الأعداد × حقلاا, وحي  , ×( Hليكن )ح,  [2]

6+4 
7 
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 معرفة على ح كما يلي: Hالصحيحة والعملية 
 حس, ص  3ص = س+ص+ H س

 في هذا الحقل. H3  =6 س  2حل المعادلة
 6=3+3س+2الحل:   
2=س0=6-6س=2

0=0 
  =0س 

 ( حلقة ذات عنصر محايد برهن أن :O[ لتكن )س, +, 3]
 وحيد. Oبالنسبة للعملية أ( العنصر المحايد 

 وحيد. 1-فإن أ Oب( إذا كان للعنصر أ نظير بالنسبة للعملية 

 س . س O  بالنسبة لـ 2, ى 1الحل: أ( لنفرض وجود محايدين ى
 = س1ى Oس       

 . 2ى Oس = 1ى Oس          = س2ى Oس       
سO س - 1ىO 0= 2ى 

 2= ى 1ى 0=2ى – 1ى 0(=2ى – 1)ى Oس

 = ى2أ  O =ى , أ  1أ  O أ.      2, أ1ب( لنفرض لـ أ نظيرين أ
 0=2أ  O أ -1أ O أ2أ  O = أ1أ  O أ
 .النظير وحيد 2= أ1أ 0=2أ -1أ 0(=2أ -1)أ O أ
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 دة ــالوح ارــاختب

[ كل من الأنظمة التالية ليس حلقة . أعط سبباا واحداا على الأقل لكل 1]
 ×, +( .جـ( )ن, , +, ×(   Hب( )ص  ×(   حالة.  أ( )ط, +, 

 [ بين أياا من الأنظمة التالية حقل, وأياا منها حلقة وليس حقلاا.2]

د(     ( ,, 4)ص جـ(     ×(ب( )ن, +,           × (أ( )ص, +, 
 ( ,, 5)ص

مة, حقل( الذي تحقق فيه كل [ بين نوع النظام الرياضي )حلقة, حلقة تا3]
 من الخواص التالية: 

 وفية حلٌ وحيد, حي  أب=جـ  Hس   Oأ( للمعادلة  أ 
 ص=ع ع Oص= س Oب( س
 س = و أو ص= و ص= و  Oجـ( س

حي  و هو  Oنظير بالنسبة للعملية  و  ,  أس  د( لكل عنصر أ
 (H ,Oفي النظام )س, H العنصر المحايد بالنسبة للعملية

 في كل من الأنظمة الرياضية الآتية:  H3=4 سO 2[ حل المعادلة 4]
 ( ,, 6(   جـ( )ص ,, 5)صب( ×(    أ( )ح, +, 

 [ أختر الإجابة الصحيحة في كل مما يلي:5]
 هي : 21س+2أ( مجموعة حل المتراجحة  

    ,    [] , [- ,     [ , ]    , [. 
 هي: 3س <2-1ب( مجموعة حل المتراجحة  

3 
2 

1 
2 

1 
2 
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   ]- ,-1]  ,  [2 ,]  ,   [- ,2. [ 
 هي:  0, س2جـ( مجموعة حل المتراجحة      < 

   ]0 ,     ]   ,   [    ,]   ,   [- [    , 
 

 دة ـل اختبار الوحــح
 ليست حلقة.×( )ط, +,  أ( )ط, +( ليست زمرة [ 1]

 ليست زمرة لغياب , +( H)صليست حلقة لأن , +, ×(  H)صب(     
 ( .0المحايد الجمعي )        

 ( ليس    0ليست زمرة لأن )×( )ن, ليست حلقة لأن  ×, +()ن, جـ(    
 نظير ضربي(  .له مقلوب )        

   كنها ليست حقل لعدم وجود النظير لحلقة تامة × ( )ص, +, [ أ( 2]
H ص o الضربي مثلاا        

5
 .∉ص*1

 ( )ن, +( زمرة تبديلية .1حقل لأن:        )×( )ن, +, ب(     
 توزيعي على + .( × 3زمرة         ) , ×(H( )ن2)        

 ير تامة وليست حلق بدليل غ( حلقة  ,, 4)صجـ(    
22(4= باقي

22( باقي =)4
 تحتوي على قواسم للصفر. ( = صفر4

 حقل. حلقة تامة منتهية  ( ,, 5)صد( 
 تامة ال[ معلوم لدينا أن الحلقة غير 3]
 نبعدها من تفكيرنا  وحل المعادلة  الختصارليس بها خاصية  

ير الحلقة التامة غير المنتهية الختصار ممكن فيها , أما حل المعادلة غ  

1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
 س
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( . بشكل عام كل هذه الخواص 0ممكن في بعضها مثل الحلقة )ص, +, 
 مجتمعة محققة في الحلقة التامة المنتهية وفي الحقل.

 محقق في الحلقة التامة المنتهية والحقل . (أ
 الحلقة التامة و الحقل . (ب

 جـ( الحلقة التامة و الحقل .

 د( في حلقة التامة المنتهية والحقل .
 في كل من الأنظمة  H 3 =4سO  2   [ حل المعادلة4]

المعادلة تصبح على الصورة  Oتمثل & ×  Hتمثل×(  + أ( في )ح, +, 
 .    س=  1س=23-4س=2 4=3س+2

 ., تمثل   ,Oتمثل Hب(
  2 المعادلة تصبح على الصورة  س  3 = 4 . 
 2س =-

43               معروف ان-
 . 5في ص 2=3

    24= س2                4ومعروف أن2=)   ( 1=باقي . 
    22نعلم                     1= س

  3هو  1-
2س=     

-1
1=2-1                    2لأن3= )    ( 1= باقي . 

 3س =       
 . 3  =4س   2( نفس الخبر  المعادلة  ,, 6)صجـ( 

      2  = س-
3  4       ,2  = 3س  4 

 2  = وهذا مستحيل لأن الحلقة غير تامة 1س  مجموعة الحلØ. 
  .  2 1س + 2[  أ(  5]

 2س   1 س 2الحل: 
1] مجموعة الحل-,2

1
 ]  

1 
2 

6 
5 

6 
5 
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  .صحيحة الثانيةالإجابة 
 س <     س2س<-2 س .2<3-1هي :  3س<2-1ب( 

 ] ,-1-مجموعة الحل [ <س1-
 0        >0<2- الحل:     0, س 2جـ(     <

 س=     س10=2س=1-2صفر  الأصفار : البسط =
 .  0س=المقام = صفر 
 بالنسبة للإشارة 

 ] سالبة .البقعة [    , +1              =      =عوض س=
 # .  ,    ]0مجموعة الحل [ اعكس إشارة بقية البقع    

-2 
2 

1 
 س

1 
 س

 س1-2
 س

1 
2 

 س1-2
 س

1-2 
 س

 سالب
 موجب

1 
2 

1 
2 

1 
2 

0 
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 ةـــالثاني دةــالوح 

  ةـالحقيقي دوالــال
 (ـة مجالها ومجالها المقابل)ح أو جزءاً منهاالدالة الحقيقية هي دال :تعريف
 . أنواع الدوال الحقيقية ومجموعة تعريفها 

 الدالة الصحيحة :   م ت = ح . -1
 م ت =ح   دالة صحيحة    3  +|س|+     +  3مثال :   د )س( = س   
 : م ت = ح   / } أصغار المقام { هالدالة الكسري -2

 دالة كسرية لظهور متغير )س( في المقام   : د)س( =  1مثال

  { / ح = } { 1م ت = ح / }أصفار المقام 
 المقام {  م ت = ح / } أصفاردالة كسرية     :     ص =  2مثال

 مستحيل    1-= 2س  0=  1+  2الحل : أصفار المقام  س
  لا توجد أصفار    م ت =  ح 

  0الدالة الجذرية التربيعية معرفة لما ما تحت الجذر  -3
 0 < ر في المقام وغطاه ضع ما تحت الجذر أما إذا وقع الجذ    

 ذرجأ 2< س 1< .  2س – 1معرفة لما    مثال :   ص =  
 

1 |س|    1 > 1-< س      س ]-1  ،1  [ 
 ذر التكعيبي لا يؤثر على م ت أنتبه : الج
 لهما نفس م ت = ح / } . {    ،               لاحظ الدالتين  
: مــدا الدالــة هــو مجموعــة صــور مجــال الدالــة والتــي تنتمــي إلــى المجــال  تعريــ 

 1 
2 

    1   . 
 1-س

    1   . 
 1+2س

    1   . 
 2س - 1

    1   . 
 2س   3

  1  . 
 2س
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 :مثال: ليكن التطبيق المبين بالشكل      .المقابل 
 س       ص  المدا 1( = 1د )    2القاعدة  د)س( = س

 {  9، 1،4المدا =}  المدا9( = 3د)المدا ، 4(=2د )
 . لها مقابلات في المجال التيالمجال المقابل أي عناصر      

 
 

 ( 1،  2تمارين ومسائل ) 
   كل من الدوال التالية :: أوجد مجموعة تعري أولاً 
 م ت = ح  صحيحة  ةالحل : دال   س -2س5 +3س2[ د )س( = 1
2س3[ د )س( = 2

1


 حل : م ت = ح / } أصفار المقام {ال 

3س= 2س=30=  2-س3أصفار المقام :     
2

{/3 م ت =ح
2 } 

81س [ د )س( =3
2س
2

. } الحــل : م ت = ح / } أصفار المقام 
 

 0=  81 – 2أصفار المقام :   س  81= 2س   =س9  
   { / م ت = ح 9. } 

 م ت = ح .  الحل : دالة صحيحة     49-2[ د )س( = س4
 م ت = ح .  الحل : دالة صحيحة  1 –س2[ = د )س( = 5
 م ت = ح .  الحل : دالة صحيحة     2س – 4[ د )س( = 6
 [ د )س( =  7
 

  1أ =        0<  6+ س  – 2ل : معرفة لما ســالح
  1-ب=      اختيار البقة الموجبة . إشارة  –الخطوات : أصفار 

 6جـ=  0 >  23-=24-1=6×1×4-  1أ جـ =4-2= بالتنفيذ:

      1     . 
 6س+-2س  

1 
2 
3 

1 
4 
6 
9 
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  المقدار من إشارة واحدة    + 
 عوض بأي قيمة للمتغير  س 

 المحور كله موجب  0 – 0  +6  >0    0: ضع س =  مثلاً 
 طريقة أخرا بما أن  م ت = ح <0   الإشارة موافقة لإشارة 
 م ت = ح   دومــاً موجبة   0<1أ =  
 أوجـد   م ت    [ د )س( = 8

  0( < 1( )س+1-)س   0<  1- 2الحـل : معرفة لما  س
  0( = 1()س+1-ر : )ساالأصف
  0= 1-س  1أو س + 1= س  =0  = 1-س 

        +1      -  -1     + 
 

 ] .  [  ]-1، + 1م ت = [  نريد الموجب 
 أوجــد : م ت     د )س( = [ 9

 ح / } أصفار المقام { سالحـــل:  دالة كسرية معرفة 
  0=6س+ -2أصفار المقام :  س   =6،  جـ = 1-،  ب =  1أ  
     0>  23-= 24-1= 6×1×4-1أجـ = 4-2= ب  

 م ت = ح     لا توجـد أصفار      مستحيلة الحل 
 

 =   [ د )س( = 10
 

 ]+2-[ م ت =  2-س<  0< 2الحل:معرفة لما س +  
 أوجــد : م ت   1-س +      س د )س( =   [ 11]

    1   . 
 1 - 2س 

 .س           
 6س+ -2س

   11   . 
 2س+

   11   . 
 2+س
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   0ل :   س  معرفة لما ســـالح
 1س 01 -معرفة لما س  1-س     

 ][   [0  ، [ [ =1  ،،  1م ت = ] 
1س [ د )س( =12

1س 2



  أوجـــد : م ت 

 م ت = ح / } أصفار المقام {  الحل : د كسرية    
  1س=  0= 1-أصفار المقام  س   

 {  1  م ت = ح / }
 

1س   -3[ د )س( = 13
5


 أوجــد: م ت .   

 1س 1 0  -كجذر معرفة لما سالحــل: 
 ربع 1 –س     ≠  3 0 ≠  1-س    -  3 0 ≠ككسر المقام 

  [-  {10  }+  1م ت = ]   س  ≠   10 1 –س  ≠ 9 

 أوجــد : م ت ؟   [ د )س( = 14

   -2س   0    2الحل : كجذر   س + 
  [/{5 }،+2-= ] م ت5 ≠س  0 ≠5 -س 0 ≠ككسر : المقام 

 

 أوجــد : م ت ؟  2 -س    ×[ د )س( = س 15
 ]، + 2م ت = ]   2   س 0  2 –الحـل : معرفة لما س 

 أوجــد : م ت ؟   1 – 3 –[ د )س( =    س 16
 ]، + 3م ت = ]  3 س  0  3 –الحــل : معرفة لما س 

 م ت = ح  ل : دالة صحيحة )ثابتة ( ـــالح  3[ د )س( = 17
     0، س   1-[ د )س( =     18

 أوجــد : م ت ؟   ، س > .   2        

 .  2س+   
  5 –س 
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 ] = ح    [  ]-   ،0، +  0الحــل: م ت = ] 
   0س    2[ د )س( =   س + 19

 أوجــد : م ت ؟  0س >    1-      
 ] = ح  0،  ∞ -[ ] ∞+،  0الحـــل : م ت = ] 

 موعة تعري  عين مج 16 – 2، هـ )س( = س  1س+2[ ت )س( = 20

 جـ(   ب(   كـلًا من :  أ( 
 

 =     الحــل: أ( 

  -1س  2 0 ≠ 1س + 2الحـل : دالة كسرية معرفة لما      
 

 س 2
1      { / 2-م ت = ح

1 . } 
 

 =     ب( 
 

 4|س|162س  0 16 – 2بسط معرف لما سالالحــل : 
   -4أو     س   4قاعـــدة الأكبر     س 

  [ 4مجموعة تعري  البسط + ،[ ]-،- 4 . ] 
  -س <   1-س <  2  0<  1س +2* المقام معرف لما 

    4  -4 
    *   * 
        * 

  [ = 4مجموعة التعري  المشتركة + ، [ 

216س  جـ(
1س2



    216سمعرفة لما
21س




0)4س)(4س(

1س2
2


0

 ار ــاختي –ارة ــإش –أصـفـار وات ــالخط 

 .هـ)س(  
 ت )س( 

 .هـ)س(   
 ت )س( 

 .هـ)س( 
 ت )س( 

 .هـ)س(  
 ت )س( 

 16+2س 
   1س +  2

 هـ)س( 
 ت )س(

 16-2س 
 1س+2

 1 
2 

1 

2 
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2-س =   0=  1س + 2* أصفار البسط  
1  

 

 4س =       0= 4 -أصفار المقام   س  
 4-س =       0= 4س+     

 
 لمعرفة الإشارة عوض 

 سالب  أعكس إشارة الباقي    =    0[-      ،4[ س=

 ]  ]4 ،[    ،  4 –م ت = [  ريد البقع الموجبة: أبما أنني: 
 بموج موجب     

  5> ص >  3إذا كان  * قاعدة:
  25> 2> ص9عند التربيع حافظ على المتراجحــة  

 

 سالب    سالب    
 . 9 < 2ص < 25ربع وأعكس   3-> ص >  5 –إذا كـان  * قاعـدة:

 

 موجب      سالب   
  3> ص >  5-    * قاعـدة :
 25 > 2ص 0 (2(3) ، 2(5-> أكبر المربعين ) )2ص0ربــع  

 

 ربع وانتبه معك موجب وسالب    3ص >  1-مثــال داعم :  
      0  9>  2ص 
 : أوجد مجموعة تعري  ومدا الدوال التالية : ثانياً 

 أوجــــد : م ت والمدا         ( = [  د )س21

 =  ( لإيجاد مدا 2 {  1}  –( م ت = ح 1 

 أحصل على س بدلالة ص ثم أوجد مجموعة تعري  العلاقة الجديدة  :الخطوات
 فأحصل على المدا .    

 =ص  س - س ص س  ص= –ص س س     ×1( = 1-ص)س 
 

 1 
2 

 2×0+1 
 0 - 16 

  1 
-16 

-1 
2 

 .س      
 ص  1 –س  

1 

 .س    
 1-س

-1 
2 4- + + - - 
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 {  1م ت = ح / }        س =  ( = ص 1 –)ص س
   { / 1المدا = م ت = ح .} 

 

 أوجــد : م ت  والمدا ؟   [ د )س( = 22

 م ت = ح  مستحيل 4-= 2س 0=4+2( م ت : أصفار المقام: س1
 ]  + ،-= [  ( المدا بطريقة البناء   م ت = ح 2

 - < س <   ربع وانتبه لوجود سالب وموجب 
 0  2س  <      أنتبه       4أض +4= 
 441> 2+ س

   أقلب تقلب         


1   =0  
 

          >0     5أضرب بـ  

4
5

س4
1

2 
>0 4

5  > 0ص     4 ،  0 [ المدا
5 ] 

 
 أوجــد م ت والمدا ؟  2س – 64[ د )س( =   23

 |س| قاعدة الأصغر8أجذر    2س02 64س –64( م ت : معرفة لما 1
8 س -8  [  8،  8-] = م ت 
 ربع واطوي . لوجود سالب وموجب   8س8-( المدا : 2

       0( وأعكس المتراجحة .-اضرب بـ )  64>2س 
       0-س2-64  (  64أض) 
       64 64 64-2س 0     

8  64- 2س  0 )[ . 8،  0] محدودة والمداد)س 
 أوجــد م ت والمدا ؟ | 9[ د )س( = |س+24

 9أض   > س>-( المدا 2 دالة صحيحة    ( م ت = ح 1

ص      
 1-ص.

   5   . 
 1+2س

 1 
4     1    . 

 2+ س 4
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    -+9> س < 0+9|س<|   0]  المدا ،[ 
  0=  5 -| 1|س+2[  25

  ±=  1س+      | =1|س+  5| = 1|س+2      
 

2س= س=         =        1-س=         = 1ما س+إ
3  

 
 

 -س =       -=  1-      -س=        -= 1أو س +

  جموعة الحــل مـ  ،      { =-     }     
   |س|5=  6+  2الحـل :  س 0=  6|س| +  5 – 2س  [26
  0=  6س+ 5–2س س 5= 6+ 2س س( )± 5=  6+ 2س   
   0( = 3 –( )س 2 –) س      

  3س =    0=  3 –أو س     2س =        
 0( =2()س+3)س+  0= 6س +  5+  2س س 5-=  6+  2أو س
  + 0= 3س   = 0=2أو س +   3-س    = 2-س  

   { = 3-،  2-،  3،  2مــج  } 
  5-س[ = 3 -1[  ] 27
  5-س 1  [ +- 3 = ] 5 -س [ = 3 – 1الحــل : ]   
    3-قسم علــى  5-س > -6 ≤ -3       6-س [ = 3-]    
  2 ≥  > 2مجموعة الحل [     ،   س  ] 
 

   1->       ≥ 2-الحـل :  2-[ =  [ المعادلة ] 28

 5 
2 

 5 
2 

 5 
2 5-2 

2 
 3 

2 

 5 
2 

 5 
2 

 7 
2 

 7 
2 

 3 
2  7 

2 

 5 
3  5 

3 
 س 1  س 1 

 5 
2 
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2-أقلب تقلب   
1

2-،  1- مــج = [     1-س <  ≤
1 ] 

= س  أنتبه إذا كان الذي داخل  [ س الحل: ]  0س =  –[   ] س [ 29
 مــج = ص   صس  الصحيح = خارجه أفهم أن العدد صحيح 

30 ]   = 
  3-( =]س[ 1-)]س[ 2[ 3-[ = ]س1-] س2الحــل:  

  1-]س[ =   3- 2س[ =]–]س[  2 3-= ]س[  2-]س[ 2 
 ] 0،  1-= ] الحلمجموعة     0س >  ≥ 1-

 أوجـد م ت ثم المدا ؟   3-س2+2س - [ د )س(=31
    03-س 2+2س –( م ت : معرفة لما 1
  =مستحيل لا توجد أصفار 0>8-= 12-4= 3-×1-×4-4أ جـ=4–2ب 

 3-س2+2س -0أما الحصول على الإشارة سهل عوض أي قيمة مثلًا س=
 الب =س 0-3+ 0-=     
  = م تØ       سالبـــــة 

   المدا غير موجـود 
  3-س2-2س     [ د )س( =32

    0 ≤ (1()س+3-)س  0 ≤ 3-س2-2( معرفة لما س1
 إشارة الباقي( إشارة بالتعويض بقيمة من إحدا الفترات وأعكس 2أصفار   (1وات:ـالخط

         +  1- - 3 +   المناسبة البقعةاختيار  -3
   أريد  No  أريد       1-، س =  3الأصفار س=
    [  3 ، 1-الوسطي ] البقعةلمعرفة إشارة 

 [1-]س
 [3-]س

 1 
2 
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 = سالب 3-0-0=3-س2-2[ في س1،3-] 0ضع س= 
  الطالب تعمدت شرح  ي (  أعكس الباقي عزيز -هي ) 3،  1-إشارة البقة بين

 ]  ∞، +   [3[ 1-،  ∞ -م ت = [هذه الطريقة الرائعـة .   
  3-س2- 2س  ( المدا ص =   2

 لأنه جذر(( 0 ≤صفرها )) لاتنسى ص     3س+2-2= س2ربع ص
 (2ص -3، جـ=) 2-، ب= 1الثوابت أ=   0=  2ص -3س+2-2س

 0 ≤ (2ص -3) 40-4×1 ≤أجـ  4 – 2ب ≥ 0شرط وجود حل 

 ؟قسم على أربعة  8 ≤ 2ص4 ≤ 2ص -8  +4 0 ≤ 2ص4+ 12 – 4
2 ≤2ص  |قاعدة الأكبــر . 2   ≤|ص 
 ] ∞،+2 المدا]0 ≤مرفوض لأن ص  2 - ≥مقبول  أو ص 2 ≤)ص  ماإ

 :  ) هذه الطريقة أسهل من الإكمال إلى مربع كامل والبناء (.ملاحظــة
 م ت ثم المدا ؟أوجــد :    [ د)س( = 31

 

 1-أو س>  1س < 1|س| < 1< 2س 0< 1- 2( م ت: معرفة لما س1
      ] = 1م ت  + ،∞ [ ]– ∞  ،-1  [ 

 لنوجد س بدلالة ص ثم نوجد       =         ربع     المدا: ص =

  2= س 2ص – 2س 2ص  2س×1(= 1-2)س2م ت للعلاقة الجديدة : ص

 2ص=  2س – 2س 2ص ( = ص1-2) ص 2س2 2س  = 
  0<  1 – 2ص    معرفة لما     س = 
  1|ص| <   1<  2ص            

 .   س   
 1-2س

 .   س   
 1-2س

 . 2ص  
1 

 . 2س   
 1-2س

 . 2ص   
 .|ص| ±    1-2ص

 1-2ص
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  > 1-أو ص>  1ص   ] =1المدا  + ،∞ [ ]- ∞  ،-1 [ 
 [  ص= 33

 {  2 -،  1( م ت = ح / } أصفار المقام { = ح / } 1
 

  1 -س 2( =  2 –+ س 2ص )س     =      ( المدا :  2
 

 أ = ص    0=  1س +2-ص 2 –+ ص س  2ص س 
  2-ب= ص   0ص = 2 – 1( س + 2-+ )ص 2ص س 

 ≥ 0  ص2-1جـ=      0 ≤ أ جـ  4 – 2ب 
 0 ≤2ص8ص+4-4ص+4-2ص0 ≤ص( 2 -1ص )×  4 –2(2 –)ص 
   0 ≤  4ص +  8 – 2ص9
 لا توجـد أصفار   0>  4×  9×  4 – 64أ جـ =  4 – 2= ب 

 موجبة على كل ح المدا ح   موجب  0 0– 0+4والإشارة ضع ص=
 [  د )س( = 34

 

 5+2(= س6ص)س+   لمدا      =   ( ا2{     6 -( م ت =ح/} 1
 صفرهــا    5+  2ص = س 6ص س +     
  0 ≤ص( 5-6)  4 – 2ص  ≥ 0 0=  5ص +  6 –ص س  -2س   
 رة أخرا ... أكمـــل ؟ م أحسب    0 ≤ 20-ص 24+2ص   
  0 ≤عندما س   1[ د )س( =       س + 35

  0س >     2-   
 س  ≥ 0لما     ( م ت = ح   المدا بالبناء1

  1أض    ∞س  >  ≥ 0  أولاً      
  ∞>د)س(  ≥1 ∞>  1س + ≥ 1     

 .   1 -س 2    
 (2()س+1-)س

 ص 
1 

 .   1 -س 2   
 2-+ س2س

 .  5+  2س   
   5+  2س   6س + 

  6س + 
 ص 

1 
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 {-2 }] ∞،  1المدا ]    2-د)س( =  0لمــا  س >  ثانياً: 
  9+  2[   ص = س36

  0ص <  أنتبــه (  2    ( م ت = ح 1
 9أض    ∞>  2س ≥  0 ∞س > >  ∞ -دا  ــالم

 ]  ∞، +  9المدا ]    ∞>  9+  2س ≥ 9 
  2س – 3( = [ د )س37

 ص -3  ± س=ص -3= 2س 2س –3( ص= 2   ( م ت = ح 1
 [  3،  ∞ -المدا = [ ص ≤ 3  0 ≤ص  - 3معرفة لمــا    

 بعض أنواع الدوال وتمثيلها
 لاحظ أكلت السالب   = د )س( س(  -( الدالة الزوجية : د )1
 من صفاتهـا تماثليـة حـول محور الصادات من أهم الدوال الزوجية :    
 2دالة منحنية لرسمها نحتاج بعض النقاط : ص = س    2د )س( = س  

  1          (  0،  0)  0ص =    0ضع س = 
 (  1،  1) 2-1(1)ص =   1ضع س = 
       ( 1، 1-)  0ص =    0ضع س = 

 لاحظ التماثل حول الصادات .   
 ا ست= ج س( -) اتج   ا س زوجيةت)س(= جمثال : د 

 السالب . تد)س(   لاحظت خرج -س( =  -) الفردية : دالدالة ( 2
 . أبدممن صفاتهـا تماثليــة حـول ال   
   3لدوال الفردية د)س( = سمن أهم ا 

 3لرسمها نحتاج بعض النقاط :ص= س
 1          -1( ضع س =0,0)0 = ص 0ضع س=

  1     -1 

 

  1       -1 
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 (1,1)    1= 3(1ص= ) 
  (-1  ,-1) 1-=  3(1-ص =)   1-ضع س =    

 جا س  -س( = -جا )فردية   لأن د)س(= جا س  داله مثـال : 
 وبالمثل الظا , الظتا.  
 |   ( دالة المقياس )المطلق( . | 3
 لكي نتعامل مع دالة المقياس لازم إعادة تعريفها   

( في البقعة الموجبة نبعد المقياس وفي 3( اشارتة )2( اصغار المقياس )1الخطوات: )
 ( -بقعة السالبة نستبدله بـ)ال

  0مثال : د)س( = |س| =    س     لما س
 0س    لما س > -                           

 |س| دالة زوجية . = د)س(س| = |س|  -|لاحظ 
 ( ]س[ = ن1( دالة الصحيح د)س( = ]س[     من خواصها : )4)

 .  +هـ]س + هـ[ = ]س[  ص  هـ( 2)   1س > ن +  ن      
  5[ = ]س[ +  5مثــال : ] س + 

   ( عند رسمها نجزئ مجموعة التعري  إلى فترات بين عددين صحيحين 3)
 ( رسمها قطع مستقيمـة على كل فترة . 4متتالين . )    
 بحيث  د) 0<ر )س( دورية أذا وجد عدد د ( الدالة الدورية : نقول عن الدالة 5)

ر أصغر عدد موجب يحقق العلاقة ويدعى دور الدالة    ر(= د)س( حيث س+
 من الدوال الدورية الدوال المثلثة وبعض دوال الصحيح .

 ( .л 2(= جا س  الجا دورية ودورها )л 2جا )س+*  ال : ـــمث 
 ( .лالظا دورية ودورها ) + س( =طا س   л* طا ) 
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 (2 - 2 تمارين ومسائل )
 : بين نوع الدالة التالية من حيث كونها زوجية أو فردية . أولاً 
 =  3س(-) 4-س(-)3س(= -,  الحل : د) 3س4-س3= [ د)س(1]
 د)س( أفهم أن د فردية . -س(= -د)د)س( -(=3س4-س3)-=3س4س+3-
 - 4= س1- 2س(-)4-5س( -س(=) -ل: د)ــ, الح  1 -2س5-4[ د)س(= س2]

 س(= د)س( أفهم أن د زوجية . -د) =د)س(    1- 2س5
 

 =                             س( =  -الحل: د)      [  د)س(=      3]

                        )د)س . ليست زوجية 

 =                   -= د)س( –ولو حسبنا 
 ليست فردية . د)س(  - س(  -)د  اـــلوجدن
 س( -)3جا-س( -)2س(= -س   ,  الحل: د)3جا  –س 2[ د)س( = 4]
 د فردية. د)س( -س(= -د)د)س( -س(= 3جا-س2)-س= 3س+جا2-=
  س(=                        -الحل: د)      [ د)س(=        5]

 د زوجية . = د )س(    = 
 

 0س         س < 2    [ د)س( = 6]
 0س          س> 2-                 

 0 >لما س    س 2 -      =  0 < س -س      2- س( =    -الحل : د)
  0س <        س  2        0 >س  -س      2    
 زوجيـــــة . د   د)س(  =     
 ا س تج2[   د)س( = س7]

 .   2+  3س-   
 3-س2-

 .   2+3س   
 3-س2

 .   2+  3س(-) 
 3-س(-)2

 .   2+3س   
 3-س2

 .   2+  3س-   
 3-س2

 .س   2+جتا2س
 1+4س

س(    2-+جتا)2س(-)
  4+1س(-).

   س2+جتا2س 1+4س
 1+4س
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 زوجية .ا س = د)س( تج2س(= س -ا )تج 2س( -) س(= -الحل: د) 
 3+ )            (  3[ د)س( = )            (8]

 زوجية . = د)س(  3)          (+  3)             (س( =  -الحل: د)    

 [  د)س(  = 9]

 فردية . دد)س( -= =                    =            س( -الحل: د) 
 

 جاس. -س(= -طاس , جا) -س(= -س( =                  أنتبه  طا)   [ د)11]

 =              = د)س( زوجية.  س(=                =          -د)   

  [-5,-2]س            5س+                     
 ]  ]-2 ,2س                 3[  د)س(        12] 

   [2  ,5 ]س            س -5                     
  [-5,-2          ]س -     5س+ -                         

 ]  ]-2 ,2س -         3 س( =         -الحل:  د)
   [2  ,5 ]س -+س       5                          

  [2  ,5 ]س  س              -5              
 د زوجية   = د)س(    ]   ]-2 ,2س                   3=             

  [-5,-2]س              س +5              
 اً : أعد تعري  كل من الدوال التالية وعين مداها .ـثاني
 |7-س2[  د)س(= |14]

 .+ س 1
 س -1

 .س - 1
 + س1

 .س  –  1
 + س1

 .+ س 1
 س -1

 .س     -   
 +|س|2س

 

 .س      -    
 س|-+|2(س -)

 

 .س         
 +|س|2س

 

      (     س-) 3طا   
 س(-س+جا)-

 

           س 3طا   
 +س+جاس
           س 3طا -   

 )س+جاس(-
 

           س 3طا  
 )س+جاس(
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 إزالة . – إشارة –الحل: أتبع الطريقة السهلة أصفار 
   0= 7-س2الأصفار   2=7س   =س 

 -   إشارة داخل المقياس     +                    
 (7-س2)-|= 7-س2|                7-س2|  = 7-س2|              

  لما س       7-س2                                
 = )إعادة التعري : د)س 

 (        س> 7-س2)-                                
 ,  2  أضرب بـ   > > س - ح  = المدا : م ت
          - <2<س        أجذر           7-أض0|27-س<| 
         - <27-س  <  0المدا = ]        ربع واطوي,  . [ 

             0 (27-س)2< 
 إزالة  –إشارة  -الحل: أصفار   1-س|     [ د)س(= |16] 
 0= س 0س=   الأصفار     
    -       0إشارة داخل المقياس        +            

 1-س      -            1-س =    1-س| |            

 0سحيث   1- س                        

   0س>حيث  1-س     -                  
2المدا سأبني الدالة الأصلية د)س(=|   

 ح     = م تعلى   1-س| 1

  البناء- < س <   2 بـ:أضرب
1 

 7 
2 

7 
2 

 7 
2 

 7 
2 

 1 
2 

 1 
2 

 1 
2 

 1 
2 

 1 
2 

 1 
2 

 1 
2 

 د )س( =
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    -<2
 ربع واطوي  س >  1

4
1

0 2س<    أجذر0 |2
        1-أض     س| > 1

   -1|2
 ] ,1-المدا ]   د)س(>       -1> 1-س| 1

 0ستجد نفس الجواب   0ثم   س>   0لة على  ساء الدجرب بنا :ةـملاحظ
 |          الحل:    أصفار   إشارة   إزالة 16-2س4د)س(= |  [ 17]

 2 +س= 4=2س  16=2س 4 0=16-2س4الأصفار 
 +        2-            -         2( +     16-2س4إشارة )  
 16-2س4(        16-2س4)-      16-2س4|= 16-2س4|   
 2س           16-2س4عادة التعري  :             إ 

 2> س>2-    (  16-2س4)-د)س( =                    
 -2س               16-2س4                             
  ربع واطوي  > س>-البناء  ح  أن  م ت = بماالمدا سأبني الدالة الأصلية , 

0 2س< 4أضرب بـ042س<     16-أض   
    -41616-2س<            ربع واطوي 
   0(416-2س)2 <      أجـــذر 
   0|4 16-2س<|        [ 0المدا ,  [     . 
 + س     3|2-| س2|+3-[     =| س18]

                                3                     2 
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 + |3-|س
 3-س

- 
 3س+-

- 
 3س+-

 + |2-|س2
 4-س2(=2-)س2

+ 
 4-س2

- 
 4س+2-

 س س س س
 7س+2- 1-س2 7-س4 د)س(
 3لما س        7-س4                
 3> س> 2       1-س2د)س(=         
 2س      7س+2-                
 5ص57-س4 7-أض   12س 3 4المدا * على س

  1-أض      6س>42<2اضرب بـ3> س>2* على
 5> ص> 35>1-س2>3         

 37س+7-2أض     -4س2-2* على س
 ] [ ]3 ,5 [ + [3 +,  [ = [ 3 +, +  ,5المدا ]    
 ح = الحل: م ت      س2 + 3- |1-س2 [  د)س(= |19]
 إزالة - إشارة -أصفار     لإزالة المقياس: 

 س=1س=20=1-س2أصفار المقياس: 
 -إشارة داخل المقياس         +              

 س2+3-(1-س2)-        س  2+3-1-س2د)س(=    
 2-س=2+3-1س+2-=                   4-س4=          

2س              4-س4 إعادة التعري : د)س(=   
1 

2س>                 2-                            
1 

1 
2 

1 
2 
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2البناء *
1  4س   أضرب بـ24 (  4-أض  )  س 
          -42س-4-2 ص 
2* س>

1
=2-ص [ 2-المدا+, [}-2{ [ =-2,[ 

 ومدى كل من الدوال التالية: فأوجد مجموعة تعري: ثالثا  
 [  الحل: * م ت = ح لأنها دالة صحيحة .11[  د)س( = ]س+20]

 يحسب المدا بطريقة التدرج 11+ [=]س[11* المدا: ص=]س+
 ص 11=11+0ص=  0يكون ]س[= ]1,0* على ]
 ص 12=11+1ص= 1] يكون ]س[ =1,2* على ]
 ص 13=11+2ص=2] يكون ]س[ =3,2* على ]

 المدا = ص  ص     11* نستنتج أن ص=]س[+
 [ 1[ د)س(=]    س+21]

 نتبع طريقة التدرج.  1( د)س(=]    س[+2(م ت=ح لأنها دالة صحيحة. )1الحل: )
 

  0]    س[=1س    0أضرب بـ     2س 0] 2على  ].,
 

 1ص=    1=1]     س[+  (1أض )         
 2س>      1  4س >  2 ]  4, 2على  ] 
      [    ]س =12 = 1+ [ ]    س  =2ص  
     بشكل عام      ص       ص .  المدا = ص 
 }أصفار المقام{ح /م ت =( 1)الحل:        [ د)س( =              22]

 + ]س[ 1ضع=0=]س[ -1-1 < س0[/0 ,1-م ت =ح[ 
               -1+   د المدا نتبع طريقة التدرج .( لإيجا2)

1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
2 

1 
2 

    1  1         
 1]س[+
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 ]   يكون 1 , 0]       من أجل ] + ,0على ]:أولًا 
 1           =     =1=1+ [ س ] 0]س[=
 =           2= 1]س[ +1]س[ =]2 ,1على]
 ص} 1    ,,        ,......,{  على]و- ,- 1. نتبع طريقة التدرج [ 
 1          =    =-1-=1]س[+ 2-]س[=]1 -,2-على]

 =      .            2-=1]س[+ 3-]س[=]2 -,3-على]

 ص }-1     ,  ......,     ,{      

 1,1-,     -,     -.........{المدا     ,     , ......{ 
 أوجد مجموع الحل للمعادلات التالية:: رابعا  
 0=5س+2|+4[ |س+23]

 (5-س2-)+ =4 + س5-س2-|=4|س+ الحل: 
س2- = 4س+ إما-5 3=س -9      =3-س 
 س  =5-1س+2=4س+(5-س2-)- =4س+ أو
 = 1-،  3-{مجموعة الحل{     
  |س|= 2س   أنتبه                 0=1-|س|2-   2س    3[ 24]

  1|=|س0=1-|س|  0= 1-| س | 2-| س | 3الحل: 
     1+= س               1-, 1+{ل ــــمجموعة الح{ 

  0=  5 -| 1| س+ 2    [25]
2| =1| س+  5 =| 1| س+ 2  

5
+2 +=  1س

5 

    1  1 
 1]س[+

1 
1     1  1 

 1]س[+

1 
2 

1 
2 

1 
3 

1 
4 

1 
-1 

    1  1 
 1]س[+

    1  1 
 1]س[+

-1 
2 

-1 
2 

-1 
3 

1 
3 

1 
2 

1 
2 

1 
3 
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2= 1ما  س+إ
5

 =2س
5-1 =2س

25  = 2
3

 =2س
3 

2-=  1أو  س+
5

 =2- س
5 -1=2

7 
  =2س

7  

          2       {= مجموعة الحــــل
3 , 2

7 
{ 

س(   +)5= 6+2س|س|5=6+2س الحل: 0=6|س|+5-2س [26]
أو  2س= 0(=3-( )س2-)س  0= 6س+5-2سس5=6+2سأما
 ( 3 )س+0=6س+5+2سس 5-=6+2سأو   3س= 0=3-س
    3- = س 0=3 + س 0(=2 + س )
      }3-,2-,2,3{مج=   2-س= 0=2س+ أو 
 5 -س 15[ +-3 =] -س[=1-3الحل: ]    5-س[=1-3]   [27]

3س<23-قسم على  5-س >6-6 -3-س[=3-]
5

0 

         ] 3مجموعة الحل
5

 , 2 ]  

س[ المعادلة ]28]
س-الحل:    2-[= 1

1
2<-1  2-أقلب

1
>1-س 

                     ]= 1,2-مج
1

 ] 
 0س = -[ ]س[29]

 ه ـارجخ ل الصحيح =ـ]س[= س أنتبه إذا كان الذي داخالحل: 
 مجموعة الحل = ص  ص  س   فهم أن العدد صحيح  ,      أ
[30=            ] 

  3 -]س[  = ( 1-]س[ )2[   3-]س = [1-]س2الحل:     

 [1-]س
 [3-]س

1 
2 
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       2]3-=]س[2-]س 
 ]0 ,1-مج=]0س>-1  1-]س[= 3-2]س[= - ]س[ 2    

 :خامساً: مثل الدوال التالية بيانياً ومن الرسم أوجد 
 ذا كانت زوجية أو فردية إوبين فيما . مجموعة التعري  و المدا 

 يكفي نقطتين .( لرسم المستقيم 1ملاحظة: )
 رسم المنحني نأخذ عدة نقاط ونصل بينهم بصورة منحنية .( ل2)
 ] ]-1 ,3س   , س2- 2س [   د)س(=31]

 تمثل بمنحنى نتعرف عليه بأخذ نقاط من الفترة الدالة من الدرجة الثانية 
 (-1, 3) 3=1+2= (1-) 2-2(1-ص=) 1-* لما س=

 رسمها في الشكل دائرة مفرغة .1 ]-1  ,3[  -ملاحظة : طالما س=
 (0, 0)       0=0×2-2(0ص=) 0* لما س=
 (1-, 1)      1-=1×2-1ص=  1* لما س=
 (0,  2)           0= 4-4ص= 2* لما س=
 (3,3)         3=3×2-9=ص 3* لما س=

 1- 3 2 1 0 س
 3 3 0 1- 0 ص

              .ةولا فرديليست زوجية  ( د3) ]3, 1-( المدى=] 2) ] 3, 1-( م ت = [1الاستنتاج: )
 1, س>       س2   = [ د)س(32]

  1س            3                  
 س   لرسمه أختار نقطتين .2ص=1س>: على الفترةأولا  الحل: 
 ( نفرغها في الشكل 1 , 2)2ص= 1لما س=

-1 

3 
2 

-1 

3 

1 
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 0 1 س 0(0,0)=0×2ص=0لما س=

 0 2 ص 3ص=1س ثانيا : على الفترة:
 السينات //أفقي لاحظ دالة ثابتة تمثل بمستقيم 

 ( 3, 1النقطة  )  3ص=1لما س= 
 (3, 2)   3ص=2لما س=    

 ( م ت=ح  1ج )الاستنتا
 }  ,2[}3 -( المدا = [2) 
 ة .ــة ولا فرديـــزوجي ( لا3)
    2 > س 1-|  ,1-س3د)س( =| [ 33]

زالة المقياس إ( 3)  إشارة( 2صفار )أ(1) الحل: الخطة للتخلص من المقياس
ذا كانت إشارة حيث أذا عرفنا أن  إشارة داخل المقياس موجبة نبعد المقياس وا 

 ( -المقياس سالبة نبعد المقياس ونضرب بـ)داخل 
3س=    0= 1-س3: أصفار المقياس ضع  ــذالتنفي

1 
       2                          +-       -1 
 (1-س3)-|=1-س3|    1-س3|=1-س3|      

 1س+3-=                              
1,3-على ]: أولاً 

1 ]  =عند نقطتين ويفضل  إلىلرسمه نحتاج  1س+3-ص
  4=1+1-×3-ص=  1-لما س = الفترة: أطراف

3لما س =
1

 =3×3-ص
1+1=0 

3 1- س
1 

 0 4 ص

1 
3 

3 

2 

1 

1 2 
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 1- س 3ص= |2ثانياً على |    , 
 الاستنتاج:  
 ] 2, 1-( م ت =]1) 
   ]5, 0( المدا ]2)
 ة ــــة ولا فرديـــــ( لا زوجي3)
 5> س 3[           ,  4-[ د)س(= ]س34]

أنتبه دالة الصحيح تدرس على فترات بين عدديين  4 –الحل: د)س(=]س[ 
 1-=4-3ص= 3] س[= ]4,  3صحيحين متتاليين * على ]

  1-مستقيم ص= بدالة ثابتة تمثل 
 0= 4-4= ص 4= ] س[ ]5, 4* على ]

  طبق على السينات  .نتمثل بمستقيم م 
 :اج ــالاستنت
 ] 5, 3م ت =] (1)
 }0, 1-{المدا = (2)

 لا زوجية ولا فردية  (3)

  0  س -4ل: معرفة لماــالح      س -4[ د)س(=  35]
4 س= م ت ]-  ,4]  الدالة منحنية نختار عدة نقاط 
 (0, 4) 0 = 4-4   ص= 4بـ س= أنبد

 (1, 3)     1=  3-4  ص = 3لما س=
 (2, 0 )     2 = 0-4  ص=  0لما س=

 ]+, 0]المدا:      ,4 ]       (2)- ( م ت = [1الاستنتاج )

1 

4 2 1 3 

2 

1 
3 

2 -1 

3 

2 

1 

4 

5 

 1 س
3 2 

 5 0 ص

 

3 4 5 
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 ( لا زوجية ولا فردية .3)
المقياس من خلال  إزالة – إشارة –|   الحل: أصفار 11-|س-[ د)س(=36]

 11= س  0=11-س   الإشارة
 -                   11+             داخل المقياس إشارة    
 (11-س)-×-ص=           (   11-)س-=|11-س|-       

 11-= س          11+  س -=           
 لرسمه نحتاج نقطتين  11س+ -ص=  [+, 11* على ]
 (0, 11) 0= 11+11-=  ص 11لما س=
 (1-, 12) 1-=11+12-ص= 12لما س=
 11-[ ص= س  ,11-* على [

  :  اجـالاستنت
 ( م ت =ح1)
 [ ,0- ( المدا [2)
 ( لا زوجية ولا فردية .3)
 0 س      |س|-[                39]  

 0> س> 4-    3-]س[                       
  +  [ ,0[  ترةفالحل: على ال

 مبينتان في الجـدول س لرسمه نقطتان  - = | |س - ص=     
 فترات جزئية  ندرسه على 3-ص =]س[]0, 4-على الفترة [
 دالة ثابتة .  7-= 3-4-ص= 4-]س[ = ]3-, 4-* على [
 دالة ثابتة .  6-= 3-3-ص= 3-]س[ = ]2-, 3-* على [

12 11 10 

-1 

 د)س( =

 11 س
12 

 1- 0 ص

 

 11 س
10 

 1- 0 ص

 

 0 س
1 

 1- 0 ص
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 دالة ثابتة .  5-= 3-2-ص= 2-]س[ = ]1-, 2-* على [
 دالة ثابتة .  4-= 3-1-ص= 1-]س[ =  ]0, 1-* على [
 :اجــــالاستنت

 ] ., +4-( م ت=[1)
 [ . ,0-( المدا [2)
 ( لا زوجية ولا فردية .3)
 س2ا ت[ د)س( = ج40]
 [л, 0نرسمها على]л  لحل : الدالة دورية ودورها      =ا

 سم على ح ر نقسمها إلى أربعة أقسام طول كل قسم      تم نكرر ال
 س2اتس(=ج2л+2ا)ت=ج (л )س+ 2ات(=جл للتأكد من الدور لاحظ د)س+

 
 
 

 [1, 1-( المدا = ]2)        = ح ( م ت1)  :الاستنتاج
 جية )تماثلية حول محور الصادات(( زو 3)

 

 دورهــا ؟ س مثل الدالة تم بين أنها دورية وعين  ات[ د)س( =ج41]
= د)س(  س ات( = جл 2ا)س+ت( = جл 2لأن د)س+ л 2الحل: د دورية ودورها 

= 2الدور л   أقسام  أربعة إلىنقسم الدور 

л       
4 

2 л       
2 

-7 

-6 

-5 

-4 

-1 -2 -3 -4 1 

-1 

л      

л3      
4  л      

4 
1 

- л      
4 -1      

л      
2 

 л 0 س
4 

л 
2 

л3 
4 л 

 л 0 س2
2 л л3 

2 2 л 
 1 0 1- 0 1 س2جتا
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 :ج الاستنتا 
 ( م ت = ح1)
 [1, 1-( المدا ]2)
  ( زوجية لاحظ التماثل حول الصادات لو كملنا الرسم.3)

 л 0 س
2 л  3 л 

2  2 л 

 1 0 1- 0 1 جتا س

 ةـــديد الدالـــتح
 ل . د محدودة من الأعلى إذا وجد ل بحيث د)س(  (1)
 د)س(  . د محدودة من الأسفل إذا وجد ك بحيث ك (2)
 ل . د)س(  محدودة إذا كان  ك  (3)

 (3 - 2 تمارين ومسائل )
 .   1-س3( د)س( =1)الدوال التالية :     أدرس إطراد[ 1]

 ( 3ضرب بـ)أ   1س < 2ح لنفرض س1س,  2س  الحل:
   1-1س 3< 1-2س3    ( 1-أض  )        1س3 < 2س3
 (1(< د)س2د)س  لًا .ــــد تزايدية فع 
 ل: م ت = ح .ـــالح           1- 2س د)س(= [2]

 ح 0س=  0=2التربيعي ضع س الصفر* قاعدة 
 قبل الصفر أي على [ :أولاً     عالج المسألة على فترتين- ,0 ] 

 ]   ,+0ثانياً بعد الصفر أي على ]
 ] على-  ,0] 2بفرض س

  سالبة.لأن القيم  ربع واعكس 1<س 

2л      

л3      
2 л      

 л      
2 

1 

- л      
2 -1      
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12س>  22س
  1-12س> 1- 22س    1-أض   

 لًا .ـد تناقصية فع (1)سد ( >2د)س 
1<س 22س  1<س 2س] بفرض  , +0على ]

2  
1<س 1-22س

2-1 (1د)س < (2د)س  لًا .ـــد تزايدية فع 
  5 -س4-2= س )س( ( د3)
 لى مربع كامل.إهر أكثر من س لابد من الإكمال ظ أنتبهالحل: م ت =ح  
  2-9(2-)س =5-4-4س+ 4 -2ص= س  

 ح 2س= 0=2-س 0= 2( 2-)س  قاعدة الصفر التربيعي:
 ]  ,2[ ,]2, -أقسم ح إلى فترتين [

 2-أض    1< س 2[ بفرض س ,2-: على [  أولاً 
( 9-أض  ) 2(1-1>)س 2(2-2)س ربع وأعكس    2-1س <2-2س
(1-1)س> 9-2(2-2)س9-2(1(> د )س2د)س . د تناقصية 

 2-أض         1< س 2س]  الحل: بفرض , +2ثانياً: على ]
   (9-أض  ) 2(1-1)س<  2(2-2)س ربع   2-1س< 2-2س
 د تزايدية . ( 1د )س < (2د)س  2-9(1-1)س<  9-2(2-2)س
   وهذا محقق  01+2لما سمعرفة  :الحل: م ت        1+2س ( د)س( =  4)

 = ح. م ت مجموع مربعين لأنهادوماً      
 أقسمها إلى فترتين.ح  0س= 0=2س  قاعدة الصفر التربيعي:

1س >22س  1<س2[ بفرض س ,0 -أولًا: على [
 12س <1+22س 2

  1+12س >  1+22س ( 1(> د)س2د)س . د تناقصية 
1س <22س 1<س2بفرض س]  , 0ثانياً: على ]

 1+12س <1+22س2
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   1+12س   <  1+22س ( 1د)س < (2د)س . د تزايدية 

 =            ( د)س(= 5)

  1-س<1-<3س 0<1+3الحل: م ت  معرفة لما س
 ]= 1-م ت ,[       س < 2سبفرض1 س< 23س1

3 
1<   س1+23س    1+13س < 1+23س

3+1 

 د تناقصية. (1د)س> (2)سد                         <أقلب تقلب

 زالة  إ –شارة إ –|  الحل: أصفار 3-( د)س( = |س6)
 - 3 +     3س= 0=3-س  الأصفار 
 3س+ -د)س(=    3-= سد)س(       3+س - [ يكون ص= ,3-أولًا على[

 1<  س 2بفرض س - 1س ->2س - 3+ 1س ->3+2س 
( 1( > د)س2د)س . د تناقصية 

 1< س 2سبفرض 3-[  يكون ص=س, +3ثانياً على [
 د تزايدية.( 1( < د)س2د)س 3- 1< س 3-2س
 +س1[ تكون د)س( = ,0-الحل: أولًا على [   |س|-1( د)س(= 7) 

 .ةد تزايدي( 1( < د)س2د)س  1+ س1< 2+ س1 1< س 2سبفرض 
 س -1] تكون د)س( =ثانياً: على ]., +

 1س-1> 2س-1 1س -> 2س - 1< س 2سبفرض 
 ة.ـــتناقصي د( 1د)س> ( 2د)س
 +]س[   الحل: م ت = ح 2( د)س( = 8)

   1  .       

 1+3س

    1    . 
 1+3س

    1  . 
 1+13س

    1  . 
 1+23س

+ 
0 - 

 س -1 + س1
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يكون ]س[ =1, 0] على [0=)2+0د)س=2[ 1, 0د ثابتة على كل[ 
 ] 2 ,1د ثابتة على كل ] 3= 2+1)س(= د 1] يكون ]س[ =2, 1] على
 
 إلى ........... 4إلى  3إلى  2من د تزداد 
  1< س 2سعلى ح بفرض  (2د)س  ( 1د)س ةد  تزايدي. 
 |   ) سأحلها بطريقة الرسم البياني (2س4-9( د)س( = |9)

 . دالة زوجية  2س4-9د)س( = أولًا: بدون مقياس 
 (    4, 0)  4ص= 0لما س=
س40=9=2س40-9لما ص=

 (0)    ,      +س= =    2س2
  (-      ,0)      =2س4-9الرسم بدون مقياس ص 

 :اج ـــالاستنت
 اقصية.د تن  ]    ,-( على [1)
 د تزايدية.[ 0,     -( على ]2)
 د تناقصية. ,     [0( على ]3)
 د تزايدية.[ على ]     , + (4)
  3س|+ -1|+|2[ د)س(=|س+10]
 2-       1            ل:ـالح

 |2|س+
+ 
 2س+

+ 
 2س+

- 
 2-س -

ص= أ س+ ب إذا كانت  أنتبه المستقيم:
 0إذا كانإإإإإإت أ فإإإإإإزن د ت ايديإإإإإإة و 0أ <

 تناقصية.
 س| -1|

- 
 + س1-

+ 
 س -1

+ 
 س-1

3 3 3 3 
 2س+2- 6 4س+2 د)س(=

 2 
3 

2 
3 

2 
3 

-2 
3 

2 
3 

4 
9 

2 
3 

2 
3 

يرتد إلى 
الأعلى بأخذ 

 المقياس

يرتد إلى 
الأعلى بأخذ 

 المقياس

 بعــــد
 الارتداد

 بعــــد
 الارتداد

-2 
3 

 الرسم بوجود المقياس

 2 
3 

 2 
3 

 -2 
3 
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 0>2-تناقصية لأن أ = 2س+2-[ يكون ص=  ,-2-أولًا على [
 ية.ولا تناقص يةتزايد ة لابتثا 6= [ د)س(1, 2-على [
 تكون  ]+, 1]على 
  4س+2=  د)س(
 ة.ــتزايدي   0<2لاحظ أ= 
 ل: م ت = حـــالح             2(2-[ د)س( =)س11]

 2س=0=2-س 0=2(2-قاعدة الصفرالتربيعي ضع )س
 س = 2 ح   اقسمها إلى فترتين 
]على- ,2] س2بفرض س>11<س 2-2س-2 
 د تناقصية. ( 1د)س >( 2د)س   2(2-1)س>2(2-2)س
 2(2-1)س<2(2-2)س2-1<س 2-2س1<س2بفرض س ]+, 2على ]
( 1( < د)س2د)س .د تزايدية 
  2س      2-[  د)س( =    س12] 

 2س      س> -2                    
  1<س2بفرض س   2-تكون د)س( = س]  ∞ ,+ 2أولًا: على ]

  ايدية[تز  0<1]أو أ=ة  د تزايدي(1د)س <( 2د)س 2-1س < 2-2س
 س  – 2]  تكون ص =  2،  ∞-ثانياً: على [ 

 1س -2>  2س - 2 1س -> 2س -  1< س 2بفرض س      
   (  1>  د )س (2د )س . د تناقصيــة 
 وجد المدا وابحث اطراد الدوال.[ مثل الدوال التالية ومن الرسم أ3]
  ( دالة منحنية لرسمها نحتاج 1( )س+3-الحل: ص=)س  3-س2-2( د)س( = س1)
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             0ص=1-عدة نقاط   لما س=
 0ص=   3س= لما
 4-=3-2-1ص=    1س== لما
 3-=3-4-4ص=     2س= لما 

 :اج ــالاستنت
 ( م ت =ح1
 ], +4-( المدا ]2
 ة.ــتناقصي [  ,1- ( على [3
 ة.ــزايديـ] ت , +1( على ]4
 -     0 + (| س|   1[ د)س( = )س+5] 

 س -2س -(= 1س)س+ -د)س(=      +س2(= س1د)س(= س)س+       ] , +0الحل: على ]

     (0 ,0)     0س=  0( =1س)س+  0ضع ص =
 مته أكمل إلى مربع كامل مرفوض خارج الفترة ولمعرفة ق 1-أو س= 

     -2(  =)س+        - س+     +2ص=س
 

  0لكنها بكل أس  مرفوضة لأن س>       -ص=    لاحظ لما س =      
 (1س )س+ - س= – 2س - [ ص= ,0 -ثانياً: على [
 (0, 1-)1-س=0=1+(أو س0, 0) 0س=0س = – إما0ضع ص=
 +    2)س+     (-( =      -+ س +      2)س-ضع ص =

 

 ذروة(.ـ,     ( تدعى القمة )ال     -)    ص=          -لما س=

 1 
4 

 1 
4 

 1 
4 

 1 
4 

 1 
4 

 1 
4 

 1 
4 

 1 
2 

 1 
2 

 1 
2 

 1 
2 

 1 
4 

- 1 
2 

 1 
4 

 2 1 3 1- س

 3- 4- 0 0 ص

 

3 1 

-4 

-1 
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 م ت = ح( 1 اج:ـــالاستنت
 المدا = ح (2

 د تزايدية . ]    -,   -على [( 3

 ] د تناقصية . 0,       -على [( 4

 ] د تزايدية . , +0على ]( 5

 -  0   + [ د)س( =               7]
 2+2س -=         2-2=             = س د)س(     ل: م ت = حـــالح 

 2-2] تكون د)س( = س , +0* أولًا على [
 ( ممنوعة لأن الصفر ممنوع 2-, 0)  2-ص=0ضع س=

 2=2س  0=2-2س0ضع ص = 
 =( مرفوض لأنها خارج الفترة.0, 2  -(, )0,  2  )    2    +س 

  2+2س -] تكون ص=    ,0 -ثانياً: على [
 0(ممنوعة ضع ص=2, 0)2ص= 0لما س=

 - 2-=2س  2=2س 
س =+    2 (-   2 ,0.مقبولة ) 

 = ح ( المدا2)  }0{( م ت=ح/1الاستنتاج: )
 ] د تزايدية . , 0( على [4] د تزايدية.  ) ,0 -على [( 3)
 0الحل: أصفار المقياس:  س=    3 - س2  + | س | س [ د)س( =8]

 ] , +0على ]3-س2+2أولًا: د)س( =س
  0( =1-( )س3)س+  0=3-س2+2س 0ضع ص=
 مقبول 1س= 0=1-] مرفوض أو س  [0  , 3-س= 0=3أما س+

 1 
2 

 1 
2 

 س2- 3س
 س2- 3س |س|

 س
 (2-3سس)
 س -

- 1 
 

 1 
4 

- 1 
2 

0 

2 

-   2 

2 

-2 
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 =1لما س =(0, 1) 0=3-2+1ص                       
 (3-, 0) 3-=3-0+0ص=  0لما س=
 (5, 2) 5=3-4+4ص=  2لما س=

 .3-س2+2س-[ د)س( = ,0 -ثانياً: على [
 (.3-, 0) 3-=3-0+0ص=0ضع س=
 (.6-, 1-) 6-=1-2-3-= 3–( 1-)2+2(1-)-ص=1-ضع س=

 ( المدا =ح2( م ت =ح  )1الاستنتاج: )
 ( تزايدية فعلًاعلى كل ح.[3)
 
 
 (2, 0)2ص=0الحل: ضع س=  2+3[ د)س(=    س10]

 (,    1-=      ) 2+     -ص= 1-ضع س=
 ,    (1=      ) 2ص=    + 1-ضع س=

 (المدا =ح .2( م ت = ح   , )1الاستنتاج: )
 ( د تزايدية على كل ح .  3)
 ( الدالة غير محدودة .4)
  2-الحل: ضع س= 2(2)س+-4[ د)س=11]

 =(4, 2-)  4= 2(2-2)-4ص 
 (3, 3-) 3( =1)-4=2(3+2-)– 4ص= 3-ضع س=
 (3, 1-). 3= 4-1=2(1+2-)– 4ص= 1-ضع س=
 (0, 0)0= 4-4=2(0+2)– 4ص= 0ضع س=

 1 
2  1 

2 
 3 

2 
 3 

2  1 
2 

5 
2 

5 
2 

-1 

-6 

-3 

1 

2 

5 

 3-س2+2س - 3-س2+2س
+ - 

 2 1 0 س

 5 0 3- ص

 1- 0 س 

 6- 3- ص

 

2 
2 

5 
2 

-1 1 

-1 -2 

4 

-3 
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 [ ,4- ( المدا = [2( م ت =ح .        )1الاستنتاج: )
 [ تناقصية ., +2- ( على= [4[ تزايدية . ) ,-2- ( على  [3)
 (نهاية عظمى محلية وهي عظمى مطلقة.4, 2-( )5)
 ( د محدودة من الأعلى .6)
 3|=|س|3انتبه |س      4-|3[ د)س( =|س12]

  -      0+               4- 3]   د)س(= س , +0على ] أولًا:
 4-3س -         4-3س       (.4 -,0)4-= 4-0ص= 0ضع س=
 (.3-, 1)3-= 4-1ص= 1ضع س=
 .     4-3س - [  ص= ,0 -ثانياً: على [
 (4-, 0.  ) 4-ص=  0ضع س=
 (3-, 1-)  3-= 4-1ص=+  1-ضع س=

 ] , +4-( المدا =]2( م ت=ح .  )1الاستنتاج: )
 ( نهاية صغرا مطلقة .4-, 0( )4(] محدودة من الأسفل .  )3)
 ] تزايدية ., +0[ تناقصية وعلى ] ,0-( على [5)
|س| [ د)س( =13]

س2س 40: على [أولًا ل: ـــالح+ , [ 
 (2-, 0)  2-=2-0ص= 0لما س=  2-3ص=س
 -     0+                   (2, 0)  1-=2-1ص=1لما س=

 2+3س-] ص= ,0 -ثانياً: على [
 ( 2, 0)   2ص= 0ضع س=

 3=2+1ص=+1ضع س= 
 . }0{( م ت=ح =ح/ 1الاستنتاج: )

 ]  , +2-( المدا =[2)
 ( محدودة من الأسفل .3)
 ] , +0] د تزايدية على [ ,0 -تناقصية على [ ( د4)

-4 

-3 

-1 1 

 (2-3س )س
 س

 (2-3س)س -
 س         

- 2 

2 

3 

- 1 

- 1 
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H 

 

H 

H 

H 

H 

H 

 ةـــالثالث دةـــالوح 

 اتــالمتتالي

أي مجموعة  المقابل ط أو جزء منها ومجالهامجاله هي تطبيق  المتتالية ف:ـتعري
. 

ط  يمثل  =    ,  ن ن قاعدته ح الذي س   ل التطبيق طهمثال: 
 نعم لأن مجاله ط .   الجواب:                .متتالية

 ط ؟ حيث ن  لمتتاليةهل يمثل حد عام           =   ن مثال: ح

 .ط         الجواب: كلا لأن مجاله ط

 ص يمثل متتالية ؟          }3, 2, 1{التطبيق  هل

  .  ط  }3, 2, 1{نعم لأن مجال التطبيق 

 ناصر المتتالية بينها فواصل ( أن نذكر ع1التعبير عن المتتالية: )

 <0000,5, 3, 1>بالشكل       

إذا كان عدد عناصرها )محدود( قلنا متتالية ف < ن > حالصورة التالية ب(2)
 منتهية.( و إذا كان غير محدود قلنا غير ة)منتهي

 تزايدية أو تناقصية . بأنهابملاحظة هذه الحدود قد نحكم على المتتالية 

1 
 ن

   1  . 
 1ن+
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H 

H 

 

H 

 

H 

 

H 

 ن . < ح  1ن+ ايدية إذا كان حتز  < ن > ح دةـقاع 
 ن . > ح  1ن+ تناقصية إذا كان ح < ن > ح 

 أو بشكل  تناقصية أنهاواضح  <,     , .....        , 1 > = مثال: >    <

 =      بما ان        >     ن , ح=         = 1ن+ ح  آخر 

 ن  > ح 1ن+ ح    .تناقصية 

 ( 3, 1تمارين ومسائل ) 

 أذكر السبب. –[ بين أيا من الدوال التالية تمثل متتالية 1] 

 .  ط   تالية لأن صتليست م: الحل . ص ن  ,ن 2 = نح  أ(

  . }  } 1  ,3  ,4  ,5  ,6ن  ن ,3 - 2ن )ن( = ب( ح

 .ط   } 6,  5,  4 , 3,  1 {ب: نعم متتالية لأن الجوا 

  .ط       ط ليست متتالية لأن الجواب: ط ,   ن,  =        )ن( ج( ح

     .متتالية   : الجواب  ,  ط ن ,  3ن+)ن( =    د( ح

 .  ط    ليست متتالية لأن ح الجواب:ح ,  ن ,       =      )ن( هـ( ح

 .الأولى[ أكتب كلا من المتتاليات التالية مكتفيا بحدودها الخمسة 2]

2=  ن هـ< حيث  ن هـ >  أ(
  .  ن2 -ن 

1 
 ن

1 
2 

1 
3 

1 
 ن

.  1 . 
 1ن+

1 
 ن

.  1 . 
 1ن+

1  
 ن

.  3 . 
 ن2 

.   1  . 
 2(1)ن+
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 0 = 2 × 2 -22 =2هـ   ,      0 = 2 -21 = 1الحل: هـ

 8=8-16=4×2-24=4ـه  , 2 =6– 8= 3×2 -23= 3هـ      

 . 22 = 10- 32 = 5 × 2 -25 = 5هـ      

 2ن×  1ن+(1-= ) ن< حيث د نب( > د

 4- =2 (2) × 3(1-) = 2د  ,   1 = 1 × 1= 2(1) × 2(1-) = 1د الحل: 

 16- =2(4) × 5(1-) = 4د.           ,    9 = 2(3) ×4(1-) = 3د       

 . 25 = 2(5) × 6(1-) = 5د       

 (  1ن + 2)  ن( 1-= )  ن <   حيث   لن> لجـ(   

 5( = 2+1×2) 2(1-= ) 2ل,    3-( = 1+1×2) 1(1-= ) 1الحل: ل

 9( = 4+1×2) 4(1-= ) 4, ل    7-( = 3+1×2) 3(1-= ) 3ل      

 .    11-( = 5+1×2) 5(1-= ) 5ل      

 =           =  1ح =             ند(   >            <     الحل: ح

         =    =         3, ح        =          =  2ح      

 =           =  5ح  ,        =           = 4ح      

 .  1-ن3 .
 5ن + 4

 .  1-ن3 .
 5ن + 4

. 3-1. 
4+5 

. 2   
 9  

. 6-1 . 
8+5 

. 5 
 13 

. 9-1 . 
12+5 

.  8 . 
17 

. 12-1 . 
16+5 

. 11 . 
21 

. 15-1 . 
20+5 

. 14 . 
25 
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 ,  =       2=       ,  ح 1ح     =  نهـ(  >       <      الحل: ح

 .     =       5ح,        =       4ح    , =         3ح      

[ أكتب الحدود الأربعة الأولى للمتتاليات التي حدها العام معطى , ثم أوجد 3]
 الحد العاشر  .

2أ(   د )ن( =
2( = 1د) * الحل:     ن

2( = 2د ) *,    2=  1
2  =4  , 

2( = 3د ) *  
2( = 4* د )          ,    8=  3

4  =16      

2( = 10د ) *لحد العاشر ا    
10  =1024  . 

 . 1=      =     =     ( =1د ) *الحل:             =  )ن( ب( د

       ( =         = 3,   * د )      =      ( =2د )* 

 .          ( =          = 5, * د )    =       ( =4* د )

 . 3-(=2+1) 1(1-(=)1)(     الحل: د1ن+2)ن (1-(  =  )نجـ(  د)

 . 7-( = 6+1) 3(1-( = )3. ,  د)  5=  5×1( = 4+1) 2(1-( = )2د)

 ,  9( = 8+1) 4(1-( = )4د)

 # . 21(=21)1( =10+1×2)10(1-( = )10د) الحد العاشر  

 1-=        -1( = 1الحل: د )            -1د( د )ن(  = 

 ن   .
  ن2 

 ن   .
  ن2 

. 2   
 4  

. 3 
 8  

. 4   
 16  

. 5   
 32  

 .ن 2 .
1+

 ن2

. 2×1 . 
1+2)1( 

. 2 . 
1+1 

. 2. 
2 

. 4 . 
4+1 

. 4. 
5 

. 6 . 
9+1 

. 6 . 
10 

. 2×4 . 
16+1 

.  8 . 
17 

.  20  . 
 100+1 

.  20 . 
101 

. 2. 
 ن

. 2. 
1 

. 1   
 2  
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 =                -1=  (3,   د )    0= 1-1=        -1( = 2د )

 =        ,        -1=        -1( = 4د )

 =            .         -1=       -1( = 10د ) الحد العاشر  

 0=90= جتا  1×= جتا      ( 1هـ( د)ن( = جتا       ن    الحل: د)

   = -1= جتا 2×   = جتا ( 2د)

 0=  270 = جتا       ( = جتا3د)

 1=0( = جتا 2= جتا ) 4×    ( = جتا 4د)

 ( 5= جتا ) 10×    ( = جتا 10د)الحد العاشر 

   =-1( = جتا 2+2+جتا    )

 ( =  2( =         ,  د )1ز( د )ن( =         الحل: د )

 ( =       10د ) الحد العاشر ( =          , 4د )( =        , 3د )

 [ أوجد الحدين العاشر والرابع والخمسون للمتتاليات التالية :4]

 =         =            . 10أ( >         <   الحل: ح

 =         =            . 54ح

. 2. 
2 

. 2. 
3 

. 1. 
3 . 2. 

4 
. 1. 

2 
. 1. 

2 

. 2. 
10 

. 1. 
5 

. 4. 
5 

. . 
 2 

. . 
 2 

. . 
 2 
3. 
  2 

. 
 2 

. 
 2 

. 2. 
5 

. 2. 
5 

. 2. 
5 

. 2. 
5 

. 2. 
5 

. 2. 
5 

. 2. 
5 

 .ن   .
 1ن+

.  10 . 
10+1 

.  10 . 
11 

.  54 . 
54+1 

.  54 . 
55 
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(1 ,3)0 

11 
10 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
 

  5     4      3      2       1 

(2 ,5)0 
(3 ,7)0 

  5     4      3      2       1 

11 
10 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
 

(1 ,0) 

 12=  54, ح    12=  10<     الحل: ح12ب( >

 32( = 30+2) 10(1-= ) 10(      الحل: ح2ن+3) ن(1-جـ( )

 163( = +54+1×3) 54(1-= ) 54ح

 [ أكتب الخمسة الأولى لكل متتالية مما يأتي ثم مثلها بيانياً .5]

 (3, 1)      3=1+1×2= 1<     الحل: ح1ن+2أ( >

 (   5, 2)           5=1+2×2= 2ح

 (7, 3)          7=1+3×2= 3ح 

 (  9, 4)          9=1+4×2= 4ح

 (11, 5)      11=1+5×2= 5ح 

 1-2= ن ن <       الحل: ح1-2ب( >ن

 (0, 1)       0= 2-1(1= ) 1ح

 (3, 2)       3= 2-1(2= ) 2ح

 (8, 3)       8= 2-1(3= ) 3ح

  (15, 4)       15= 2-1(4)=  4ح
 (24, 5)      24=1- 25= 2-1(5= ) 5ح



 

 
99 

5    4    3    2    1 

-1 
-2 
-3 

3 
2 
1 

 (1-, 1)    1-= 1× 1(1-= ) 1ن<     الحل: ح ن(1-ج( >)
 (2, 2 )       2(= 2)  2(1-= ) 2ح
 (3-, 3)     3-(= 3)  3(1-= ) 3ح
 (4, 4)      4(= 4)  4(1-= ) 4ح
 (5-, 5)     5-(=5)  5(1-= ) 5ح

   2الستة الأولى للمتتالية المعطاة حيث  ن الحدود [ أكتب6]

   2ن     1- 1-نح 3=  ن, ح1=  1أ( ح

 2=  1-1×3= 1-1ح3 = 1 - 1-2ح 3=  2, ح  1=  1الحل:  ح

 5=  1 -2×3= 1-2ح3= 1- 1-3ح 3=  3ح

  14= 1 - 15=  1- 5×3= 1- 3ح3=  4ح

  41= 1 - 42=  1-14×3= 1- 4ح3=  5ح

  122= 1 - 123=  1- 41×3= 1- 5ح3=  6ح

 1=  1+              الحل: ح1=  ن, ح   1=  1ب( ح

 أكمل .     2=1+1+     = 1+      = 1=  2ح

   +      =      +       =           =1=  3ح

 2.2+  1-نح1.2=  ن, ح   2.24 -=  1ج( ح

. 4 . 
 1-نح

. 1 . 
 ح

. 1. 
1 

. 1 . 
 2ح

. 1. 
1 

. 1. 
2 

. 2+1. 
2 

. 3. 
2 
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 2.2+  2.24 -×  1.2=  2.2+  1ح1.2=  2الحل: ح

 =-2.688  +2.2  =-0.488  

=  2.2+  0.5856 - =2.2+  0.488 -×  1.2=  2.2+  2ح1.2=  3ح
1.6144 

 .     4.13728= 2.2+  1.6144×1.2=  2.2+  3ح1.2=  4ح

 .    7.164736= 2.2+4.13728×1.2=  2.2+  4ح1.2=  5ح

 ن المتتاليات التالية: متتالية م[ أكتب الحد العام لكل 7]

 .   1-ن2=  ن<    الحل: ح00000, 7, 5, 3, 1أ(  >

 ن  .2( 1-ن2= ) ن<   الحل: ح000( , 6×5( , )4×2( , )2×1ب( >)

 ×    1+ن(1-=) ن< الحل: ح0000, 2,        ,               -, 1جـ( >

 .   1-ن= أ ر ن<  الحل: ح 000000,  2د( > أ ,  أ ر, أ ر

 ن(  . -2=      ) نالحل: ح < 0000, 1-,       , 0هـ( >      , 

 ( د   # .1-= أ+)ن ن<  الحل: ح0000د , 2و( > أ , أ + د , أ + 

 [ حدد أياً من المتتاليات الآتية تزايدية وأياً منها تناقصية أو غير ذلك .8]

 +      <    1أ( > 

. 1. 
2 

. 1. 
3 

. 1. 
4 

. 1. 
 ن

. 1. 
2 

.-1. 
2 

 1. 
2 

 1. 
 ن
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 أن          <  بما            +       1=  نالحل: ح  

 +        +1  >1 1أضف          +        1=  1ن+ح        

                                    1ن+< ح نح  . المتتالية تناقصية 

  ن(3-= ) ن<          الحل: ح ن(3-ب( > )

 نح3-=  1(3-× ) ن(3-= ) ن(3-= ) 1ن+ح

 )تناقصية( .1ن+ < ح نح0>  1ن+ح0<  نح )ن( زوجي إذا كان 

 )تزايدية( .1ن+ > ح نح0<  1ن+ح0>  نح إذا كان )ن( فردي 

 . لا يمكن أن نصفها بالتزايدية أو التناقصية 

 ...< < = >    ,    ,    ,       < = >ن<  الحل: >)     ( نجـ( >)    (

 واضح أنها تناقصية .

, جتا 2, جتا < = > جتا <           الحل: > جتان د( > جتا ن
3 < =        >....... ,-1  ,1  ,-1  ,1 > ........ , 

 لا تزايدية ولا تناقصية  .

 1. 
 ن
.  1. 

 1ن+

 1. 
 ن

.  1. 
 1ن+

.  1. 
 1ن+

 1. 
 ن

. 1. 
2 

. 1. 
2 

. 1. 
2

ن
 

. 1. 
2 

. 1. 
4 

. 1. 
8 

 أ
1 
3 
2 

 
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 [ كون المتتاليات الهندسية إذا علم منها ما يأتي:5]
 2، ر=    3= 1أ( ح

 الحل:
 6=  2×  3ر= 1ح=2، ح   3= 1أ( ح
 3 2=  3×4=  12=  2×  6ر=  ×  2ح =3ح
<  3    ،6     ،2  3،>…………… 

 0.025= 10ح  12.8= 1حب(
 الحل:

 1-ن)ر( 1=حنح
9)ر( .812= 10ح

12.8 0.025= 9ر 
12800=9ر

025,0
12800

25
252
1

2
1

2
2ر1

1
9

9 






 
<12.8  ،6.4  ،3.2،………> 

 (.64( وحاصل ضربها يساوي)14)مجموع ثلاث حدود متتالية منها يساوي )ج
 الحل:

 14(1)(=2+ر+ر1)1ح 14=  2ر1ر +ح1+ح1ح

ر=1ح4ر= 1ح3(4=)3ر13ح64= 2ر1ح×ر1ح ×1ح
4

(2) 

ر(1عوض في )
1(=2+ر+ر1) 4

 أضرب بـ ر 14

 ر14(= 2+ر+ر1)4
 2قسم على  0=4ر+10-2ر4ر14=2ر4+ ر4+4
 0=2ر+5-2ر2
 0(=1-ر2( )2-)ر

2=1( ح2عوض في ) 2ر= 0= 2-أما ر
4=2 
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<2 ،4 ،8 ،16>..........، 
2ر= 1ر=0 2=1-ر2أو 

1
1ح=

2
1

4=8 

<8 ،4 ،2، 1 ،،2
1،>………… 

 .84ومجموع حديها الثاني والثالث  588د( مجموع حديها الثاني والخامس 
 588= 4ر1ر+ح1ح588= 5+ح2الحل: ح

588(=3+ر1ر)1ح(1) 
 84=2ر1ر+ح1ح84=3+ح2ح
 84(2)+ر(=1ر)1ح

)ر1(رح(2( على )1بقسمة )
)ر1(رح

84
588

1

1
3




 

1ر
)ر1(7ر1

)رر1)(ر1( 32








=7 

1-7=2ر+ر 0=6-ر-2ر 
 2-=ر 0=2أما ر+ 0(=3-()ر2)ر+

 42=1ح 84=1ح842(=1-2)1ح-2 (2عوض في )
 ( 168، + 84-، 42المتتالية،)……… 

 84(=1+3)1ح3 3ر=  0=3-أو ر
12=1ح84=1ح12

84= 7 

  المتتالية7 ،21 ،63،……… 
 حدود المتتالية:[ أي من 6]

 54يساوي  2 ،2  3  ،6،………أ( 
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ح، ر= 2=1ح الحل:
ح

1

2=2
 ، ن=؟54=ن، ح 3  =3  2

 2قسمة على1-ن154 =2  (3)-نر 1=حنح
  27( =32

 1-ن(1

33=32
1ن


2
1  1ن

3 
6=1-ن=7ن الحد السابع 

54= 27×2= 6(3)   2=7ح 

144يساوي  324 ،54 ،9،……ب( 
54الحل ر =  1

9
6
1
 

1144-نر 1=حنح 
1 =324×










6
1ن1

 











6
1ن1

=144324
1


 =23
1

66 
=








23
16 =









6
16 

 6= 1-ن  7 = ن  الحد السابع 

4يساوي   8 ،4 ،2،…)ج
1 

 الحل

ح=7،  8= 1ح
ح

1

2=8
4=

2
1. 

14-نر1=حنح
1 =8 ×










2
1ن1

 

32
1=










2
1ن1










2
15=










2
1ن1

 

 5= 1-ن =6ن 
 .الحد السادس 
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 [ أوجد المتتالية الهندسية التي فيها:7]
 20=6، ح 320= 10أ( ح
 1-نر×1=حنح   القانون: الحل:

 9(1)ر×1ح =320 320= 10بما أن ح
 5 (2)ر1ح = 20 20=6بما أن ح

20 (2( على )1قسم )
رح=320

رح
1

1

5

9

164= ر 

24=4 ر=  2 
32=1ح32×1= ح20( 2عوض في ) 2لما ر=

20=8
5 

8وتكون المتتالية
5،4

5
 ،2

5
 ،… 

=5(2-)1= ح2 20-إذا كان ر=
32

20=8
5 . 

-8وتكون المتتالية 
5+ ،4

5  ،- 2
5،…… 

 جـ( أوجد المتتالية الهندسية التي فيها:
 10س 1024= 11ح س،2=2ح

 (1)ر1ح = س 2ر 1=ح2الحل: ح
 11عوض عن ح9س ر2=11ح9ر×ر1=ح11ح10ر1=ح11ح
10249س ر2=10س5129=ر9س 
(2)9=ر9س  1س ح2س=2( 1عوض في ) س2 = ر 

 س2=1ح
 1=1ح  1=س2

1 ،2 ،3س8، 2س4س،……  
 ب( معطياتها ناقصة:
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أوجد المتتالية الهندسيية التيي حيداا الثاليي يعليد علي  حيداا الثياني  م يدا   [8]
(12 ) 

 (324ها السادس يزيد على حدها الخامس بمقدار )وحد
 الحل: 

 12=2ح-3ح 12=ر1ح -2ر1ح12(=1-ر)ر1ح(1) 
 324= 4ر1ح-5ر1=ح5ح-6ح 324(=1-)ر4ر1ح(2) 

)ر1(رح(2( على )1نقسم )
)ر1(رح

324
12

1
4

1




 

ر
1

27
1

327=3ر=3=   27 3ر   3 = ر 

 2 =1ح 12=1ح126( = 3-1)1ح3( 1عوض في)
2 ،6 ،18 ،54،… 

 135، س، ص، 5[ أوجد قيمة كل من س، ص في المتتالية الهندسية 9]
 4ن= ، 135=4، ح 5=1ح الحل:

حر= 
ح

1

2  5 = ر
حوكذلك ر=  س

ح
3

4 =ص ر
135 

5
ص= س

135
 135 × 5 = ص س(1) 

5×) 5= 4ح1-نر1ح = نح
5=3(س

س
3

3

=25
 3س

  135= 4حعوض عن1
135=25

3س
135×25=3س 

 =25 ×5 ×27  =53  ×33  =15 =3 ×5 س 
51ص= 135× 5ص= 15( 1عوض في )

5135
3

135



 

  45 = ص 
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 أوجد ما يلي: [11]
 64، 8أ( وسطين هندسيين بين 

 64،    1 1 ،   1  ، 8الحل 
 1-نر1ح =نحبما أن  64= 4، ح8=1معك ح

3ر8 =1-4ر× 8= 4ح 864=3ر8= 3ر
64  =8 

 2 = ر 
 8 ،16 ،32  ،64 

 5، 640د( أدخل ست أوساط هندسية بين 
 52،  3 ،2   3،2   3، 16، 32، 16، 640 الحل:

 5=8ح ، 640=1معك ح
 5=7ر7 640ر× 640=8ح 1-نر1ح =نحالقانون 

640= 7ر
5

128= 7ر
1=7

1
2

( =2
1)7 

 =2ر
1 

  5،  10،  20،  40،  80،  160،  320، 640المتتالية  
( أوجييد اييذين 60ووسيي هما الهندسييي ) (75[ عييددان وسيي هما الحسييا ي )12]

 :العددين
 الحل: نفرض العددين س،ص

2أولًا: 
صس =1

75
  = 150س+ ص =ص -150س(1) 

   ندسي= ضرب العددينالوسط اله
   = س ص عوض عن س بقيمتها  3600ص × = س 60
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 رها.صف    2ص -ص3600 =150ص(ص -150= ) 3600
 0=  3600س + 150-2ص
 0( = 30-( )ص120-)ص

 012 = ص   0=  120 –أما ص 
 30 = ص    0=  30 –أو ص 

 30س= 30=120 -150ص=  -150س=  120لما ص = 
 120س= 120=  30 -150ص=  -150س= 30لما ص = 

 [ أوجد ما يأتي:14]
 )م+ب( (2ب -2ب( ، )م-ي للكميتين )مأ( الوسط الهندس

 ( )م+ب(2ب-2ب( )م-الثاني  = )م× الوسط الهندسي=  الأول الحل: 
 # 2)م+ب( 2ب(-)م  =ب( )م+ب()م+ب(-ب( )م-= )م
 2ب – 2ب( )م+ب(= م-)م =

( ويقـــل عـــن ا خـــر 8ب( عـــددان وســـطهما الهندســـي يزيـــد علـــى أحـــدهما بمقـــدار )
 .(24) بمقدار
 الحل:

 ددين س،صنفرض الع
  
 
 

  8 (1) س =  –س ص 
 (3)+س 32ص=   24 (2)س ص=   -ص

   32س =  –ص  بالجمع
 8س +  –+س( 32)   س   (1عوض في )

 س صس   ص
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  2(8= )س++س( 32س)ربع الطرفين. 
 2(8+س( = )س+32س)

16س=  64=س 6416س + 16+ 2= س2س + س 3 2
64=4 

  =(3عوض في ) 4س  =36=4+ 32ص 
  36،  4العددان 

 (.8سط الهندسي  ين س، ص او )[ الو 16]
سالحسابي بين والوسط 

ص ، 1
32هو  1

 أوجد كلًا من س، ص. 5

 64(1) = ص س  8= س ص =  الحل: الوسط الهندسي
2الوسط الحسابي: 

1ص1س =32
5

 2أضرب بـ 

س
ص+ 1

1
32

25
ص س

صس =16
 64عوض عن س ص = 5

64
صس =16

5
 16  =)64×5)س+ص 

 = 61س+ص
5464




=20س+ص   =س-20ص 

 64س(=-20س) ( عن ص 1عوض في )
 0=64س + 20-2س 64=2س-س20
 16= س  0= 16-أما س  0(= 4 -( )س16 -)س

  =4=  16 - 20ص   =0=4-أوس 4 ص=4س=16ص 
فييييي تتييييا   اندسييييي  كميييييات موج يييية 1.5، ص، ……، س،96[ إذا كانييييت 17]

 أوجد س،ص 45وكانت س تعلد عن ص  م دا  
 الحل:

 45 -س ص=   45س= ص +



 

 
136 

96 من تعريف المتتالية الهندسية:
ص=  س

5,1
 

 144( = 45 -س )س  1.5×  96س ص=
 0= 144-س45-2س
 0(= 3( )س+48-)س

 مرفوض 3- = س  0= 3أما س+ 
 45-ص= س  48 = س   0=  48 –أو س 

 =48-45  3 = ص 
( فيياذا كييان مجمييو  128  )( وحييداا ا  ييي2[ متتالييية اندسييية حييداا ا و )18]

 ( فأوجد عدد حدوداا.254حدود اذه المتتالية يساوي )
 أوجد ن=؟ 254=مجـن،128=ن، ح 2= 1لدينا ح الحل:

 1(1)-ن=ر1 64-نر 1 128 =2-نر1=حنحمن القانون 
ر1= مجـنولدينا:

ر حح ن1




 1

ر1  254
ر2128





254-254=ر128 -2ر 

 ر 252 =126ر128 -ر254=  2 -254
126ر=

252 =2  2 = ر 

 7ن=  1-= ن16-ن126=2-ن(2= )64(1)في عوض
كييم عييدد الحييدو  ا وليي  … ،1.6،  0.4-، 0.1[ فييي المتتالييية الهندسييية 19]

 (81.9-جموعها )التي م
1,0الحل: ر= 

4,0 =1
4 =-4   =4- ر 
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ر1×1=حمجـنقانون المجموع
نر1



-81.9 =0.1×14
ن)4(1



10أضرب بـ 

-1
819 =1 ×5

ن)4(1 
- 4095 =1- (-4)ن 

 6 = ن ن(-4)6(=-4)ن (4)6( =-4)ن(4-) -=  4096-
ثييم أوجييد مجمييو   ن(2)3= ن[  ييين ن نييو  المتتالييية التييي حييداا العييام اييو  20]

 ال مسة ا ول  منها:
 الحل:

 6=1(2)3= 1ح
 6وحدها الأول ( 2متتالية هندسية أساسها )ر =       12=2(2)3= 2ح
 24=3(2)3= 3ح

ر1×1= ح مجـن
نر1




512×  6= مجـ

1)2(5



  

 =6×




1
132 =6×





1
31 

 =6 ×31  =186 
 متتالية يع ي  العلامة:[ إذا كان مجمو  ن حداً من ال21]

4) 6-8= مجـ5
 أوجد المتتالية وبين نوعها. 1-ن(3

4) 6-8=  مجـ1 الحل:
3)5 =8-6  =2  2=  1ح 

4) 6-8 = مجـ2
3)1 =8- 4

18=
4
3218=4

14=2
7 

  2=مجـ1-مجـ2الحد الثاني
7-2  =2

74 = 
2
3

 2 = 2ح
3 



 

 
138 

3
4) 6-8= مجـ

3)2 = 8 -16
69  =8-8

39=8
6427=8

37 

حد الثالث=ال
3
8= مجـ2-مجـ

37-2
7=8

3728=8
9  8= 3ح

9 

 2، 2الحدود
3 ،8

9
 ،…… 

حلبيان نوعها 
ح

1

2=2
2
3

=4
3 

ح
ح

2

3=
2
3
8
9

83
92

4
3





 

4 = ر وأضح أنها متتالية هندسية أساسها 
3 

 ( متتالية اندسية فما قيمة س5-س3(، )1-(، )س2-[ لتكن )س22]

ح = ر  ،  2-=س1ح الحل: 
ح

1

2س = 2
1س



 (1) 

 =ح ر
ح

2

1س=3
5س3




(2) 

(1( = )2 ) 2س
1س



 =1س
5س3




 

 (5-س3( )2-= )س2(1-)س
 أنقل إلى الطرف الثاني وصف  رها 10س+ 6-س5-2س3= 1س+2-2س

 0(=3-( )س3-س2) 0=9س+9-2س2
 3س= 0 2= 3-س 2أما 

  2 = س
 3 س=   0=3 -أو س 3
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[إذا  ادلنا  يين الحيدين ا و  والثياني مين متتاليية اندسيية ذات ثيلاي حيدود 23]
 حدود. عن ذلك متتالية حسا ية فاذا كانت ا ساسات)متساوية(فأوجد الثلاي نتج

أ ب أ الحل:الحدود
 هندسية.  2ب

أ أ  ب
 حسابية.   2ب

أ ر= 
 ب-أ د=   ب

أ ر= د  ( 1)
أب-= أ ب

 أ + ب=ب

ب )
أ
ب=  = أ (1+ 1

أ
11
أ


أ1=  
2أ


 =أ1 ب

2أ


 

 )أ(+ د الأوسطمن الحسابية الحد الثالث = 

أ=ب -أ + أ  ولدينا:
 2ب

أ1 -أ 2
)أ1(أ  أ

أ 2

2

4





 

)أ1(
)أ1(  أأ2أ2

أ 22

2

3







 

أ1
)أ1(  )أ2(أ

أ
2

3









)1أ(

)أ1(  أ2
أ

2

2







 (2( )أ1+أ=)2+أ 

 2-أ= 0 3أ = 2 2+3= أ 2أ + أ + أ2+  2

 = 3أ
2

=ب
132

94

31 9)(
4

3
4


=أ، ر

ب
3
4

3
2


 
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  =3ر
4

2
3


  =-2 

  3ر = × الحد الثالث ب
4  ×-2  =

3
8 

(3
2  ،3

4  ،
3

8) 

  اتاتــــــالمتتاليالمتتالي  ىىــــعلعل  ةةــــعامعام  ننــــتماريتماري  

 :ية ين أياً من الدوا  الآتية تمثل متتال [1]
 *الجواب تمثل لأن مجالها ط ←*ط ∈، ن  2نن2(1-أ( ح)ن(= )

 *ص لا تمثل المفروض ط∈، ن  1+2ن3د)ن( =  ب(
1ن2ن3ن(=) ه )ج

ن
2

 *لا تمثل المفروض ط ط ∈ن ، 

1ن=  د( ل)ن(
1


 *لا تمثل المفروض ط ح∈ن ،   

 )نعم تمثل( *ط∈، ن  ن ) ك)ن(= جاه
نجا3و( ع)ن(= 

  {5، 4، 3، 2، 1} ∈، ن  

 *ط  نعم تمثل لأن مجموعة التعويض
ليي  ميين المتتاليييات التييي حييداا العييام مع يي  ثييم [ أكتييا ال مسيية الحييدود ا و 2]

 مثلها  يانياً:
 2ن + 5= نح أ(

 (7، 1) 7=2+5=2+1×5= 1ح
 (12، 2)  12 =2+2×5= 2ح
  (17، 3) 17=2+3×5= 3ح
 (22، 4) 22= 2+4×5= 4ح

22 

17 

7 

1 2 3 4 
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 (27، 5= )27= 2+5×5= 5ح
ن=نح ب( 

)5ن6()1( ن  

1=1ح
)1()65(

1
11 1 


  =-1  (1 ،1) 

2=2ح
)1()625(

2
17 2 


 )2 ، 2
7(  

3=3ح
)1()185(

3
13 3 


 )3 ،3

13(  

4=4ح
)1()245(

4
119 4 


 )4 ،4
19( 

5=5ح
)1()305(

5
25 5 


  =-5 (5،-5) 

 [ أوجد الحد المشا  إليه أمام كل متتالية:3]
 9أوجد ح [5+ ن 3أ(

 #19688=  5+  19683= 5+ 39= 9ح 5+  ن3 =نالمتتالية ح
 11، ح ن7-2ب( 
 15 -=22-7= 11ح ن2-7= نحالحل:

ن 3 جـ(
1

 27أوجد ح   

ن3 =نح
1

327=27ح
1

81
1


# 

 يغ:ص[ أكتا الستة الحدود ا ول  للمتتالية المع اه  ال4]
 4+ 1-نح3= ن، ح 4=1ح أ(

 16 =4+ 12=  4+4× 3= 4+ 1ح3= 2ح الحل:

1 

2 3 4 1 
2 
3 
4 

19 
4 

3 
2 
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 52=  4+ 48=  4+16×3=  4+2ح 3 =3ح
 160=  4+ 156= 4+  52× 3=  4+3ح3= 4ح

ح1=1ن+،ح  0=1ح د(
1

1 
 

 الحل:
ح1=2ح

1
1 

 =10
1


=1 

10 3ح
1


 1=6، ح 1=5، ح1= 4، ح 1=

 ( ح ن1-= )ن1ن+، ح 1=1ح )ه
 0=1× 0= 1(ح1-1= )2ح
 0=0×1= 2(ح2-1= )1+2= ح3ح
 0= 3( ح3-1= ) 1+3ح =4ح
 0= 6، ح 0= 5ح

 [ أكتا الحد العام لكل من المتتاليات التالية:5]
 إذا كان ن فردي 2    =(1-هندسية أساسها )ر =   2 ،-2  ،2 ،-2،… أ(

 إذا كان ن زوجي 2-     1-ن(1-) 2=  نح1-ن)ر( 1=ح نح

 1 ،5 ،9 ،13،… ب(
 4( د حيث د=1-+)ن1= حنحسابية حدها العام ح

 3 -ن  4=  (1-)ن 4+1=  نح

3)ج
1 ،  4

1  ، 5
1،… ن= نم ححدها العا

1 
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 1هندسة أساسها ر= 4= نح 4 ،4 ،4،……  د(

2، 1-) ) ه
1 ، 3

-1 ، 4
1،…) ن× ن(-1= )نح

1 

 حيي: [ أكتا المتتالية )  ن(6]
1ن  =نح

1ن


 إذا كان ن عدد فردي  7 

  8 إذا كان ن عدد زوجي  1-
 

11=1ح
11



 =2
51=5ح 0= 0

51
6
4




  =3

2
  

 1- =6ح 0=2ح
31=3ح

31
4
2

2
1




 71=7ح

71
8
6




  =4

3 
10 ،-1 ،2-=8ح 1-=4ح

1 ،-1 ،0،4
3

  
د أياً من المتتاليات الآتية تعايدية وأيها تناقضية وأيها غي  ذلك.7]  [ حدن 
ن +1>أ( 

1 > 

ن + 1= نح :الحل
1 

ن1+ 1= 1ن+ح
1


   ن1+1=  نح-1ن+ح
1


ن - 1-
1 

ن1= 
1


ن  -
1 <0      ةصمتناق 

+10جـ( 
ن2
1

  

+10=نح الحل:
ن2
2ن2+  10= 1ن+ح  ،1

1

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2ن2+  10= نح-1ن+ح
1


-10-
ن2
2ن2=  1

1


 -
ن2
1 <0 

 أنتبه كلما كبر المقام قل الكسر تناقصية 
2هـ( )جا

ن
) 

2= جانح
 متغيرة   ن

 1-ن3د(
 نح < 1ن+ح  1-ن3< ن3واضح أن  ن3= 1ن+، ح1-ن3=نحالحل: 

 .تزايدية 
 ةةــــــــــة الحسابية الحسابيــــــــالمتتاليالمتتالي  

 [ أيٌ من المتتاليات الآتية تكون متتالية حسا ية:9]
 2-ن3= ن( حيث حنأ( )ح
 الحل:
 3= 1-4=  1ح -2ح لاحظ  1=  2 – 3= 1ح
 3=  4-7= 2ح-3ح  4=  2 – 6= 2ح
  7=  2 – 9= 3ح
 المتتالية حسابية بتبما أن الفرق ثا 10=  2 – 12= 4ح
ن+  2ن=  هن( حيث  هب( )

3  

 الحل:
1 + 2 = 1ه

 لا يوجد فرق ثابت بين الحدود المتتالية 5=3

2 + 2 = 2ه
3

2
7
  2=2ه -1ه

7
 -5  =2

3 
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3+  2=  3ه
2-3=2ه -3ه 3= 3

7=-2
1 

 .4+  2=  4ه ليست حسابية
3

2
11
 

 نن(1-ن ) 2 -5= ن( حيث دنجـ( )د
 10-=7 – 3 -= 1د -2د 7=  2+  5= 1د
 26=  3+  23= 2د -3د 3-=  8 -5 =2د
 الفرق غير ثابت والمتتالية ليست حسابية. 23=  18+ 5= 3د

 [ أوجد ما يأتي:10
 (195، …،15، 13، 11أ( عدد حدود المتتالية )

 المطلوب ن=؟ 195=ن، ح 2=  11 -13، د=  11= 1الحل: ح
 2(×1-+ )ن  195  =11( د1= ح+ )ن+نالقانون ح

2ن  ن 2 186  =2-ن2+  11= 195
186 =93 

 ……(،74، 78، 82( في المتتالية )6الحد الذي قيمته ) ةب( رتب
 المطلوب ن=؟   6=ن، ح4-= 82-78، د=  82=1الحل: ح

 د (1-+ )ن1=حنح6  =824-(×1-+ )ن 

ن ن4 -80  =-4ن +4 -82= 6




4
80 =20 

 .الحد العشرون 
 1-)ر( × ر(-1) د( الستة الحدود الأولى للمتتالية 

ر= 1-)ر(×  ر(1-=)رالحل: ح
ر)1(  
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1= 1ح
1=-1 4= 4ح

1 

2= 2ح
5= 5ح 1

1 

3= 3ح
1

6 =3ح 
1 

 87  ،80 ،73،…… الية الحد الخامس عشر من المتت و(
 15ن=  ،  7= 80 -87، د=  87= 1الحل: ح

 15المطلوب ح
 7(×15-1+ )87= 15ح ( د1-+ )ن1=ح نح

     =87  +14  ×7  =87  +98  =185 
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 < علماً بأن قاعدتها:00000، 2، 1[ أكتب الحدود الستة الأولى للمتتالية >9]
1نن2ن

ححح


 

 الحل:
 2=2ح     1=1ح

 5= 2+3= 3+ح2ح =4ح  3=  2+1= 2ح+1ح =3ح
 13=8+5=5+ح4= ح6ح   8=5+3= 4+ح3= ح5ح

 < حيث:ن[ أكتب الحدود الخمسة الأولى من المتتالية الآتية.>ص10]
 إذا كان ن عدداً فردياً. ن(1-)  =نص

 إذا كان ن عدداً زوجياً. 1-ن2 
 الحل:

 3=1-2×  2 =2ص  1-=1(1-= )1ص
 7=1-4×2= 4ص  1-= 3(1-= )3ص
 1-= 5(1-= )5ص

 [ أكتب حدود المسلسلة ثم أحسب المجموع:11]
م45أ( 

1م
محــــ



 

م45      الحل:

1م
محــــ



 =5×1  +5 ×2  +5×3+5×4 
    =5 (1+2+3+4=)5×10=50 

1ن62ب(
1

1ن
محــــ 



 

1ن62الحل:
1

1ن
محــــ 



=3
1+5

1+7
1+9

1+11
1+13

1 

4[ أحسب 12]

1=م
م42( و 2م+م2)محــــ

1=م
+محــــ

2م4

1=م
 محــــ

 متساويان؟ اهل هم
 الحل:
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)2م2م(4 (1)

1=م
محــــ   ( =2×1(+1)2( + )2×2(+2)2( + )2×3( +3)2) 

  ( =2×4(+4)2) 
 =3+8+15+24=50 

(2) 4

1=م
4+م2مجــ

1=م
  2(2+ ) 2×  2+  2(1+ ) 2=  م2مجــ

 +2  ×3 ( +3)2  +2  ×4 ( +4)2  =3  +8  +15  +24  =05 
 (1( = )2) 

5ب( هل

مجــ1 ر
ر2


5يساوي   

مجــ1 ر
ر


 ؟2

5:الحل

مجــ1 ر
ر2


   =2  ×1  +2×2  +2×3  +2 ×4  +2×5 

 =2 (1  +2  +3  +4  +5) 
 =5

مجــ1 ر
ر


2# 

5 (1) أحسب )ج

مجــ1 م
2


 (2)5

مجــ1 م
4


كن(3، )
1  م

مجــ


  

5إرشاد

مجــ1 ر
ر2


  =1  +1  +1  +1  +1  =5  ×1 =5 

5(1) الحل:

مجــ1 ن
2


  =2  +2  +2  +2  +2  =5  ×2 

(2)5

مجــ1 م
4


  =4  +4  +4  +4  +4  =5  ×4 

كننستنتج  (3)
1  م

مجــ


 ك× = ن  

 متسلسلات:[ أكتب الحدود الخمسة الأولى لكل متسلسلة من ال13]
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6أ(

1  ن
مجــ


 2
)1  ن( ن  

62
)1ن(ن 

 1  ن
 21+  15+  10+  6+  3+ 1= مجــ

 1الحد الأول: 
 4= 3+  1الحد الثاني: 
 10= 6+  3+  1الحد الثالث: 
 20= 10+  6+  3+  1الحد الرابع: 

 35= 15+  10+  6+  3+  1الحد الخامس: 

ك 92ب(
1

1  ك
مجــ


 

ك 92الحل:
1

1  ك
مجــ


  =2  1

1
2  2

1
2  3

1
2  4

1
2  5

1
2  6

1

















 

+2  7
1

2  8
1

2  9
1








  

2 الحد الأول:
1 

2الحد الثاني: 
1

4
1

4
3

 

2 الحد الثالث:
1 4

1  6
1   4

3  6
1 12

92 12
11




 

12الحد الرابع: 
11  2  4

1  12
11  8

1  24
223  24

25






 

24 الحد الخامس:
25  10

1  120
125  12  120

137



 
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د(




2ك

1  ك
 2……+ 25+  24+  23+  22+  21=  مجــ

 ،6=  4+  2=  22+  21=  2ح ،   2= 21=  1ح
 30=  16+  14=  24+  14=  4ح ، 14= 23+6= 3ح
  62= 32+ 30=  25+  30= 5ح

 
 ةــة الحسابيــالمتتالي

 <الفارق تدعى حسابية إذا كان الفرق بين أي حدين متتااليين ثابات نادعو  <نع
 د =نح - 1-نالثابت )د( أساس المتتالية. أي ح

 هل المتتالية حسابية؟ <…،7، 5، 3، 1>مثال: 
 2حسابية وأساسها د =    2= 5-7،  2=  3-5نحسب الفرق 

 2=  5 مجاورية مثلاً  من خواصها كل حد وسط حسابي بين
73

 

  د (1 -)ن + ح = نح الحسابية للمتتالية العام الحد 

 2 = مجـن
 (ن+ ح 1ح) ن

 2= مجـن
 ( د (1-+ )ن  1ح 2) ن

 (2-3ل )ــــــن ومسائــــتماري
 جد الحدود الستة الأولى للمتتاليات الحسابية التالية:[ أو 1]

2 -، د =  2=  1أ( ح
1 

 2=  1ح الحل:



 

 
106 

2- 2+ د = 1ح = 2ح
1  =

2
2+ د =  2ح = 3ح  3

3 - 2
1 =2

2  =1 

2-1+ د =  3= ح 4ح
1 = 2

2+ د =  4= ح 5ح  1
1 - 2

1  =-0 

2+ د =  5ح = 6ح
1

0 =-2
1 

 5-=  4ح   9-=  3ب( ح
 4= 9+  5-= (9-) – 5-=  3ح- 4حالمتتالية د = أولًا نعين أساس  الحل: 

1-= 4+  5-د =  – 2ح=  1ح    13-=4 – 9- = 4 – 3= ح 2ح 
 1-= 4+ 5-+ د =  4= ح 5ح 
 0.6د = ,23.2=  1ح )ج

  23.8=  0.6+  23.2+ د =  1= ح 2ح
 24.4=  0.6+  23.8+ د =  2= ح 3ح
 25=  0.6+  24.4د =  + 3ح = 4ح
 25.6=  0.6+  25+ د =  4= ح 5ح

 3 –س 2د =  ، 5س + 9=  1و(ح
 5س+  9=  1ح الحل:

 2س+11=  3 –س2+  5س+ 9+ د =  1= ح 2ح
 1-س13=  3 –س 2+ 2س + 11+ د =  2ح=  3ح
 4-س 15=  3 -س2+  1-س 13+ د =  3= ح 4ح
 7-س 17=  3-س2+  4 –س 15+ د =  4= ح 5ح

 [ أوجد ما يأتي:2]
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( وأساسااها 1أ( الحااد الثالااث عشاار والعشاارين للمتتاليااة الحسااابية التااي حاادها الأول )
(-8) 

 الحل:
 20( ح2) ، 13( ح1) المطلوب 8-، د=  1=  1المعطيات: ح

 د (1 -)ن + 1ح = نح 
 95-=  1-96=  8-×  12+ 1( = 8-( × )13-1+ ) 1=  13ح
 151-=  152 -1=  8-× 19+ 1=  8-( × 20-1+ )1=  20ح

 (217( وحدها السابع )250ب( الحد الرابع من متتالية حسابية حدها العاشر )
 217=  7، ح250=  10الحل: المعطيات ح

 = ؟ 4المطلوب ح
 د (1-)ن + 1ح = نح 
 250(1) = د9 + 1ح   250( د = 10-1+ ) 1ح=  10ح
 217(2) = د6 + 1ح  ( د 7-1+ ) 1ح=  7ح

3 = د  33د =  3(1( من )2بطرح )
33 = 11 

 151 =99- 250 = 1ح 250= 11×  9+  1( ح1عوض في )
 184=  33+  151=  11× 3+  151د=  (4-1+ ) 1= ح 4ح# 

 أوجد الحد الخامس والحد الحادي والعشرين من المتتالية: )ج
7.5 ،7 ،6.5،…  
  7.5=  1ح الحل:معك

 0.5-=  7.5 -7د = 
 د (1 -)ن + 1ح = نح
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 5.5=  2 – 7.5=  0.5× 4 – 7.5=  0.5 -( × 5-1+ ) 7.5=5ح
 0.5-× 20+ 7.5=  0.5-( × 1-21+ ) 7.5=  21ح

  =7.5 – 10  =-2.5  

 4من المتتالية  7د( رتبة الحد الذي قيمته 
1 ، 2

1 ، 4
3 ،… 

4=  1معك ح الحل:
2، د =  1

1 - 4
1  =4

1 

 المطلوب ن =؟  7=  نح
 ( د1 -+ )ن 1= ح نح القانون:

7  =4
4( × 1 -+ )ن 1

 4با أضرب كل حد  1
 1×  (1 -+ )ن 1=  28
28  =1  1 1 –+ ن   28 = ن  28ح 

 512 ،496 ،480،…( من المتتالية 80-) أوجد رتبة الحد الذي قيمته )ه
 16-=  512 – 496، د =  512=  1ح الحل: معك 

 المطلوب ن =؟  80-=  نح
 ( د1 -+ )ن 1= ح نح القانون:

 16-( × 1 -+ )ن 512=  80-
 16ن + 16 – 512=  80-
 ن16-=  16 – 512 – 80 -
16ن =  ن 16 -=  608 -

608  =38   38ح 

 [ أوجد ما يأتي:3]
( ومجماوع مرععاي حاديها 7حسابية مجموع حديها الأول والثاني يسااوي )أ( متتالية 
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 (89الثاني والثالث يساوي )
  (1)           7=  2ح + 1ح الحل:معك

2ح
3ح+2

2  =89           (2) 
 المتتالية.المطلوب أوجد  حدود 

 1 (3)ح 2 – 7 = د  7+ د =  1ح 2 7+ د =  1+ ح1ح (1من )
 ( د) عوض عن  89=  2د(2+  1+ )ح 2(+ د1( )ح2من )

 89=  2(1ح 4 – 14+  1+ )ح (1ح 2-7+  1)ح
 89=  2(1ح 3 – 14+ ) 2(1ح -7)

1ح+ 1ح 14 -49
1ح+  1ح 84 – 196+ 2

29 =89 
1ح

 (2على ) كل حد قسم 0=  156+  1ح98 -210
1ح

 0=  78+  1ح49 -25
 0( = 2- 1( )ح39 -1ح 5)

 3 =2× 2 -7 = د  2 = 1ح 0=  2-1أما ح
 2 ،5  ،8،……وتكون المتتالية 

5 = 1ح 39=  1ح0 5= 39 -  1ح5أو 
39 

 = 5×  2 – 7د
39  =5

3578
5

43 


 

5وتكون 
39 ،-5

4 ،- 5
47 ،…… 

 نحالفكار  نحساب  …(،31، 33، 35ب( أوجد رتبة أول حاد ساالب مان المتتالياة )
 وتتوصل إلى رتبة أول حد سالب. 0= 

 2-=  35 – 33، د= 35=  1المعطيات ح الحل:
 ن2 – 37=  2ن + 2 – 35=  2-(×1-+)ن35( د=1-+)ن1= حنح
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2ن =  =37ن 0 2ن = 0 37- 2=  نضع ح
37 =18.5 

   = خر حد موجبآ 18ن 
 رتبة أول حد سالب. 19ن =  

 :الحد الذي ترتيبه الخامس عشر من النهاية من المتتالية )ج
(4 ،7 ،10 ،10،…… ،100) 

 3=  4-7، د = 4=  1المعطيات ح الحل:
 3-، د = 100=  1لو عكسنا المتتالية يصبح ح

 = ؟ 15ح
 (  د1 -+ )ن 1= ح نح القانون:

 3-( × 15-1+ ) 100 = 15ح
              =100 – 42  =58 

 (3ن + 5د( المتتالية التي حدها النوني )العام( )
  8=  3+  1×  5=  1ح الحل:

  (8 ،13 ،18،………)  13=  3+  2×  5=  2ح
  18=  3+  3×  5=  3ح

يسااااوي الحاااد  (…،19، 13، 7أوجاااد قيماااة )ن( إذا كاااان الحاااد العاااام للمتتالياااة ) )ه
 77 ،73 ،69،……لعام من المتتالية ا

 6=  7-13، د = 7=  1في الأولى ح الحل: 
  (1)ن6+1=  6 –ن 6+ 7=  6( × 1-+)ن7( د=1-+)ن1=حنح

 4-= 77 – 73، د =  77=  1في الثانية ح
  (2)ن4-81= 4ن+4 -77=4-(×1-+)ن77( د=1-+)ن1=حنح

 ن4 – 81ن =  1 +6 (2( = )1المعادلة )
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  8 = ن 80ن = 10
 أوجد الحد الأخير من المتتاليات الآتية: [4]

 حدود. 9لى إ ………+ب(،  2) -+ ب ، صفر،  2أ( 
 ب– 2-+ب( = 2) – 0+ ب ، د =  2=  1ح الحل:

 9ن = 
 ( د1 -+ )ن 1= ح نح القانون 

 ب(- 2-( × )9-1+ب + )2=  9ح
 ب8- 16 –+ب 2ب(  = - 2-) 8+ب + 2=  9ح
 ب7 -14-=  ب( - 2-) 8+ب + 2=  9ح

 حدود. 7إلى  ……، 2ص( -، )س 2+ ص2، س2)س+ ص( ب( 
 2= )س +ص( 1المعطيات ح الحل:

 (2س ص+ص2+2)س – 2+ص 2=س 2)س+ص( – 2+ص 2س = د
 س ص 2 =-2ص-ص س2– 2س+ 2ص+ 2س= د

 7ن = 
 7المطلوب:ح

 ( د1 -+ )ن 1= ح  نح القانون:
 س ص 2-( × 7-1+ ) 2= )س + ص(  7ح

 س ص12 – 2س ص+ ص2+  2= س 
 س ص 10 – 2+ ص 2= س

 [ أكمل الحدود الناقصة في المتتالية الحسابية:5]
 ……،…… ،9،…… ،15،……أ( 

 15=  5، ح  9=  3ح المعطيات
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 ( د1 -+ )ن 1= ح نح
 د 2+  1= ح 3ح   9 =  د2 + 1ح(1) 

 15(2) = د4 + 1ح  د  4+  1= ح 5ح    

د =  د  -6 =-2 (1( من )2بطرح )




2
6  =3 

 3=  1ح 9=  3× 2+  1( ح1عوض في )
  المتتالية3 ،6 ،9 ،12 ،15 ،18،……  

 75،……،……، …… ،87، ……،……ب( 
 87=  5، ح  75=  1ح الحل:

 ( د1 -+ )ن 1= ح نح
 87د = ( × 5-1+ ) 75=  5ح
 12=  75 – 87د = 87 4د=  4+  75
  = 4د

12  =3 
 75 ،78 ،81 ،84 ،87 ،90 ،91،…  

 4.5 ،…،… ،12،…،… ،19.5)ج
 الحل: 

 12=  4ح ،  4.5=  1ح
   ( د1-+ )ن 1= ح نح
 12د =  4.5  +3 9( × 4-1+ ) 4.5=  4ح

 3 = 4.5 – 12د 
 3 = 7.5د =3د

5,7 =2.5 
4.5 ،7 ،9.5 ،12 ،14.5 ،17 ،19.5 ،… 

 ……،……،-5،……،……،16د( 
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 ( د1-+ )ن 1= ح نح  16=  6، ح5-=  3ح  الحل: 
 5- = د2 + 1ح ( د =3-1) + 1= ح 3ح(1) 
 16(2) = د5 + 1ح د5+  1( د = ح6-1+ ) 1= ح 6ح

د =  21-= د  -3 (1( من )2بطرح )




3
21 =7 

 19-=  35-16=  1ح 16=  7×5+  1ح  (2عوض في )
-19 ،-12 ،-5 ،2 ،9 ،16 ،… 

أوجااد قيمااة كاالًا  ه، 81، ……،……،……، أ، 3[ فااي المتتاليااة الحسااابية 6]
 همن أ، 
 81=  6ح   ،3=  1ح الحل: 

 د5+3( د = 6-1+ )3=  6ح ( د1 -+ )ن 1= ح نح

 3 +5 = 81د  5  = 78د  = 5د
78  =15.6 

 18.6=  15.6+  3+ د =  1أ = ح  
 96.6=  15.6+  81+ د = 81=  ه 

 [ أوجد ما يلي:7]
 6.34، 5.26بين   أ( وسطين

 6.34،  115  ، 115 ،  5.26الحل: 
 6.34=  4، ح 5.26=  1معك ح

 ( د1-+ )ن 1ح = نح
 د3+  5.26( د = 1-4+)  5.26=  4ح

   5.26  +3 = 6.34د 
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 3 = 1.08=  5.26 – 6.34د 
  = 3د

08,1 = 0.36 

 5.62=  0.36+  5.26الوسط الأول: 
 5.98=  0.36+  5.62الوسط الثاني: 

(5.26  ،5.26  ،5.98  ،6.34) 
 10، 40ب( خمسة أوساط بين 

40 ، 115،  11 ، 11 ،   5 ، 11 ،10 
 المطلوب د = ؟  7، ن= 10=  7، ح 40=  1المعطيات ح  الحل:

 ( د1-+ )ن 1= ح نح
 د 10  =40 +6( د7-1+ )40=  7ح
6د =  د  - 30  =6د 6=  40 -10

30 =-5 

  = 5-د 
 10511، ،201 ،251 ، 031  ،351 ، 40 الحدود 

 41، 9أدخل أرععة أوساط بين  )ج
 41،120 ،125 ، 130 ، 135 ، 9 الحل:

 41=  6، ح  9=  1معك: ح
  ( د1 -+ )ن 1= ح نح من القانون 
 د 5+9( د = 6-1+ ) 9=  6ح           
 9  +5  = 41د 5  = 32=  9 – 41د 
  = 5د

32 6.4 

9 ، 15.4  ، 21.8 ،  28.2   ، 34.6  ،41 
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 25،  5-أرعع عشر وسطاً بين  )ه
 25=  16، ح 5-=  1ح الحل:

 د15+  5-( د = 16-1+ ) 5-=  16ح
 -5  +15 = 25د  15 = 5+  25د 
 15 = 30د  = 15د

30  =2 
-5، -3، -1، 1 ، 3  5 ، 7 ، 9 ، 11 ، 13 ، 15 ، 17 ، 19 ، 21 ، 23  ،25 
 أوجد ما يأتي: [8]

 :56=  نوحدها الأخير ح 3، د =  5=  1أ( مجموع حدود المتتالية التي فيها ح
2= مجـنالحل:

 ولحساب ن [ن+ ح 1ح] ن

 ( د1 -+ )ن 1= ح نح
 ن3 56- 5+3=3–ن356=5+3( ×1-+ )ن 5=  56

 18 ن= ن3= 54

2= مجـن
2=  [2+ ح1]ح ن

18 [5  +56 = ]9  ×61  =549 

وحاصال ضارعهم  39ب( المتتالية الحساابية التاي مجماوع ثلاثاة حادود فيهاا يسااوي 
 =2184 

 39=  د2+  1+ د +ح 1+ ح 1ح الحل:
 (1)… د – 13 = 1ح  13 = د + 1ح 39د = 3+  1ح3
  2184=  (د2+  1)ح + د( 1)ح×  1ح
 (1من ) 1عوض عن ح 2184+ د+ د( =  1)ح ( 13)  1ح
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 2184+ د( = 13د( ) -13) 13
 13على  هقسم 2184=  (2د– 169) 13

 168=  2د – 169
 169 – 168 2= د 1 2= د =د 1 

 12د =  – 13=  1ح 1لما د = 
 14=1+131ح1-ولما د = 12 ،13 ،14 ،15،…وتكون 
 14 ،13 ،12 ،11،……وتكون 

المتتالية الحسابية التي حدها الثاني عشار نصاح حادها التاساع عشار ومجماوع  )ج
 .270العشرين حداً الأولى منها 

2 = 12حالمعطيات  الحل:
 270= مجـ20، 9ح 1

2د = 11 + 1ح
 2أضرب با (د8+  1)ح×  1

 د8+ 1د = ح22+ 1ح2
 (1) د 14- = 1ح د  22 –د 8=  1ح-1ح2

2=مجـن
 20عوض عن ن =   [(د1 -+ )ن 1ح2] ن

 د [19+  1ح2] 10=  270
 (1د من ) 14-= 1د عوض عن ح19+  1ح2 = 27
 د 19د +  28-=  27
 42=3-×14-د =  14-=  1ح  3- = د د 9-=  27
42،39 ،36 ،33 ،30،……… 

 متتالية حسابية. 1 ،5 ،9،…(……1)=  (1نلتكن )ح [11]
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 1نفااااااذا كاااااان ح متتالياااااة حساااااابية. -18 ،-10 ،-2،……… (2)=  (2نو)ح
 في كل منها: 3-ن4( أوجد قيمة )ن( وأوجد ح5بمقدار ) 2نينقص عن ح

 4=  1-5، د = 1=  1من الأولى ح الحل:
 3 –ن4=  4 –ن 4+ 1=  4( × 1-+ )ن1د =  (1-ن) +1= ح 1نح
 3- ن4 =1نح 

 8(= +18-) – 10-د =  ،18-= 1ح من الثانية:
 8 –ن 8+  18-= 8( 1-+ )ن 18-( د= 1-+ )ن 1= ح 2نح
 ن8+ 26-=  2نح

 ن8+  26-=  5+ 3-ن2 4ن= ح 5+  1نح المعادلة:
4ن = ن 28  =4ن4-ن8= 26+ 5+  3-   

28  =7 

 25ح=  3-ن4فيكون ح  7 = ن 
 97=  3 – 25×4=  25ح  3- ن4 = 1نح :في الأولى
 174=200+26-= 25×8+  26-=  25حق8 + 26- =2نحفي الثانية:

 الحد الرابع والعشرين من المتتالية الحسابية: [ أوجد12]
3 ،5،7 ،… ( 3-وماااااا رتباااااة الحاااااد الاااااذي قيمتاااااه)  مااااان المتتالياااااة43 ،41 ،

39،…  جماااوع ن ن حاااداً مااان المتتالياااة الأولاااى يسااااوي م2إذا علمااات أن مجماااوع
 حداً من المتتالية الثانية فما قيمة ن؟

 2=  3-5، د =  3= 1الحل: في الأولى معك ح
 د (1-+)ن 1= ح نح49=  46+ 3=  2(×1024+ )3=  24ح 

 المطلوب ن =؟ 3-= ن، ح 2-=  43 – 41د=   43=  1من الثانية: ح
 ( د1-+ )ن 1= ح نلدينا ح

 2ن + 2 -3  =43- 2-( × 1-+ )ن 43=  3-
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 24= ن 48=  3+ 2+ 43ن= 2
 المرحلة الثانية:

2=  مجـنمن الأولى
ن2


 (2د(1-ن 2+ )1ح ) 

 ن2-2ن4ن+ 6=   (2( × 1 -ن2+ ) 6= ن )
 2ن4ن + 4= 

2=مجـنالثانية:من 
2( =د (1-+ )ن1ح2) ن

 (2-( × 1-+ )ن86) ن

=2
2( =2ن + 2 – 86) ن

 2ن –ن 44ن( = 2 – 88) ن

المعادلة:
 2ن –ن 44=  2ن4ن +  4 مجـن= مجـن2

 0( = 8-ن )ن0 5ن = 40 – 2ن5
 مرفوض.  0 = ن 0ن = 5أما 

 مقبول .# 8ن =   0=  8 -أو ن 
ماان الحاااد ابتااداً   (…،14-، 15-، 16-كاام حااداً يلااازم أخااذت ماان المتتالياااة ) [13]

 100-الأول ليكون مجموعها = 
 أوجد ن=؟ 1( = 16-) – 15-، د = 16-=1ح الحل:

2=  مجـن
 [ (د1-+ )ن1ح2] ن

- 100 =2
 [ 1(× 1-+ )ن 16-× 2] ن

- 100 =2
 (2أضرب با)  [1-+ ن32-] ن

 . صف ِّرها2ن +ن -200  =-33+ ن(33-ن ) = 200 -
 0=  200ن + 33 – 2ن

 0( = 8-( )ن25 -)ن
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 8 = ن   0=  8 –أو ن  25 = ن   0=  25 –أما ن 
 اوي [ أوجاااد المتتالياااة الحساااابية التاااي مجماااوع العشااار  الحااادود الأولاااى منهاااا يسااا14]
 :(450( ومجموع العشر  الحدود التالية لها )250)

أولًا: الحل:
10
2=مجـ

 د45+ 1ح10( = د9+1ح2)5د(=9+1ح2)5د(=9+1ح2)10

 10250 = د 45 + 1ح(1) 
 د10+  1= ح 11الحد الأول ح ثانياً:

10
2= مجـ

 [د9د +20+ 1ح2] 5=  ( د[10-1+ )11ح2] 10

 د 145+ 1ح10= 
 10450 = د145 + 1ح  (2 )(1( من )2) بطرح 
 (1عوض في ) 2 = د 200-د = 100 -
 16 = 1ح 160=  1ح25010=  90+  1ح10
 16 ،18 ،20 ،…… 

وكااال  500، 50[ أوجاااد مجماااوع الأعاااداد الصاااحيحة للمتتالياااة المحصاااور  باااين 15]
 .11منها لا يقبل القسمة على 

 .متتاليتين حسابيتينر  عن طرح مجموع الحل: المسألة عبا
 500، 499، ………، 53، 52، 51، 50الأولى: 

 449=  50-499، ن = 51= 1ح المعطيات
2=مجـن 499 = نح

  (ن+ح 1ح) ن

4492=  مجـ
449 (51 +449 = )449×2

550 

= 449 ×275  =123475 
 500، 495، ………،77، 66، 55،  50الثانية: 
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 ، ن=؟ 11، د = 495= ن، ح55=1المعطيات: ح
د (1-+ )ن 1= حنح 495  =55 11×(1-+ )ن 

11= 1-ن 11×  (1-= )ن440
440

 

2عوض في فى = 41ن =  40=  1-ن
 (ن+ ح1)ح ن

14
2=  مجـ

41 (55+495= )2
41  ×550 

 =41 ×275  =11275 

مجـ449=11مجموع الأعداد الصحيحة التي لا تقبل القسمة على-
14
 مجـ

 =123475 – 11275  =112200 
 [ برهن أن كلًا من المتسلسلتين هي متسلسلة حسابية أوجد مجموعها:16]

ك202أ( 


1
1  ك

 مجــ

ك202 الحل:


1
1  ك

 39 +…7+  5+  3+ 1= مجــ

 1 ،3 ،5 ،7،……هي مجموع حدود المتتالية 
 حسابية  2=  1-3، د=  1= 1ح

2=  مجـ20
20 [2  +19  ×2]  =10  ×40  =400 

[ يبااادأ شاااخص فاااي قيااااد  دراجاااة هوادياااة مااان أعلاااى منحااادر فيقطاااع فاااي الثانياااة 17]
، وفي كل ثانية بعد ذلك يقطع مسافة تزيد عن المسافة التي يقطعهاا سم90الأولى 

سااام فااااذا وصااال الشاااخص إلاااى نهاياااة 120فاااي الثانياااة الساااابقة لهاااا مباشااار  بمقااادار 
 .المنحدر( ثانية فما طول 20المنحدر بعد )

 :الحل: لنعتبر بد  عملية العد بعد الثانية الأولى فتكون لدينا متتالية
 19=  1 -20، ن =  120، د =  90=  1ح حسابية
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2=  مجـن
 ( د( = 1-+ )ن1ح2) ن

2= مجـ19
19 [2 ×90 ( +19-1 ×)120=]2

19 [180+2160] 

=2
19  ×2340  =19  ×1170  =22230 

 #22320=  22230+  90المسافة الكلية 
قدماً ثام 16[ سقط جسم من السكون راسياً في الفضا  فقطع في الثانية الأولى 19]

ًً زياد  في كل ثانية عن الثانية السابقة لها مب 32قطع   اشار  فماا هاي المساافةقدماَ
 ثانية؟ وما هي المسافة المقطوعة؟ 11التي يقطعها الجسم في 

 الحل: لنعتبر بد  عد المسافات بعد الثانية الأولى.
 32، د = 16=  1، ح11المعطيات: ن = 

 ( د1-+ )ن  1= ح نح
 336= 320+ 16=  32( × 10+ )16=11ح 

 
 ــــةالمتتاليــة الهندسيـ

 تقول عن المتتالية بأنها هندسية إذا كان: ف:ــتعري

ن

1ن

ح
ح
 ر = ثابت = 

 .النسبة الثانية )ر( تدعى الأساس 

 1-نر×  1= ح نالحد العام ح. 

 ر - 1×  1= حمجـن
نر - 1

. 

  ر  1= مجـنصور  أخرى
ح ر - ح ن1


. 

16 
 ةثاني 1



 

 
122 

  وسط هندسي بين مجاوريه.حد كل 

 هندسية. 3 ،15 ،75،…… مثال:

3
15  15

75
  (15)2  =3 ×75 15 =   3 ×75 

أ  ،جبالمثل أ، ب، 
ب  ب

ج 
 ج×  = أ 2ب 

  =قانون   ج × أ ب 
 

 (3 -3ل )ــن ومسائــتماري
 [ أكتب المتتالية الهندسية التالية )مكتفياً بخمسة حدود(1]

 4وأساسها  3 أ( حدها الأول
 3=  1ح الحل:

 12=  4×  3ر = ×  1= ح 2ح
 48=  4× 12ر = ×  2= ح 3ح
 192=  4× 48ر = ×  3= ح 4ح
 768=  4× 192ر = ×  4= ح 5ح
  المتتالية3 ،12  ،48 ،192 ،768،… 

2-وأساسها  8ب( حدها الأول 
1 

2-× 8ر =  1= ح2* ح 8=  1* ح :الحل
1  =-4 

2×  4-ر =  2= ح 3* ح
1  + =2  2-×2= ر 3= ح 4* ح

1=-1 

2-× 1-ر = ×  4= ح5ح
1 + =2

1 

 8 ،-4 ،2 ،-1 ،-2
1،…… 
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3  وأساسها  3) حدها الأول ج
1 

3  ×3ر =  1= ح2* ح  3= 1ح* الحل:
1   =3 

3  ×3   = ر 2= ح 3* ح
1  =1 

3  =  ر 3= ح 4* ح
1  ×  3

1  =3
3  =5، ح 1

1×  3
1=3

1 

3  ،3 ،1  ،  3
1 ،3

1،…… 

 ثم أوجد الحد الخامس لِّكل منها:[ بي ِّن نوع المتتاليات الآتية: 2]
 (……2ب( -( ، )أ + ب( )أ 2ب - 2أ( ))أ + ب( ، )أ

ح (ريحدد نوعها ) الحل:
ب  أ  ح

)ب  أ(  ب -أ
)ب  أ( )ب  أ(

1

2
22







  ب-= أ 

حلازم 
ب -أ  ح

)ب  أ( ب( - أ(  ب( - أ( ب( أ(
)ب  أ( ب( - أ( ب(  أ(

2

3
22

2







= 

 ب والمتتالية هندسية –ر= أ  ب -أ 
 4ب( -)أ × أ + ب( = )5ح 1-نر 1= ح نح

 (…،4، 2  2-، 2) ) ج
حالحل: 

2  ح
-2   2

1

2  =-  2 

ح
2   2-  ح

4
2

3  =  2
2  =   2

-   2    2   =-  2 

 (2  -متتالية هندسية وأسسها )ر =  النسبة ثابتة 
 8= 4× 2=  4(2  -× )2=  5ح 1-نر×  1= حنح

3  ،  1، 3 د( )
1،………) 



 

 
124 

ح* الحل:
ح

1

2 =  3
ح* 1

ح
2

3= 1
  3
1

 =  3
1 

 3  ة هندسية أساسها ر =متتالي
1 

3  × ) 3 =  5ح  1-نر 1= ح نح
1)4   =3×9

1  =9
  3 

 ……(ب، 6أ + 3ب ، 4أ + 2ب، 2ب( )أ + 
 ب2=أ+ب 2-أ -ب4أ +2=  1ح–2ح الحل: 

 المتتالية الحسابية. ب2= أ +2ح-3ح
 د (1-)ن + 1ح = نح ب2ب، د= أ +2= أ +1ح

ب10أ + 5( = ب2)أ + 4ب +2= أ + 5ح 
 23.2 ،23.8 ،24.4،……،… )ه

 0.6=  23.2 – 23.8=  1ح – 2الفرق الثابت ح الحل:
 0.6=  23.8 – 24.4=  2ح – 3ح
  = 0.6الفرق ثابت والمتتالية حسابية د 
 2.4+  23.2=  0.6× 4+ 23.2= 5ح ( د1-+ )ن1= ح نح

 =25.6 
 [ أوجد ناتج ما يلي:3]

2وأساسها) 64حدها الأول  أ( الحدين الثامن والثاني عشر لمتتالية هندسية
1) 

 1-نر× 1= حنح الحل:
 2) × 64=  8ح

1)8-1  =64( ×2
1)7  =26 ×72

1=2
1 

 2)× 64=  12ح
1)11  =26 ×2

1
11 =

25
1 =32

1# 
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ومجمااااوع  72ب( المتتاليااااة الهندسااااية التااااي مجمااااوع حااااديها الأول والثاااااني يساااااوي 
 :56حديها الأول والرابع يساوي 

  (1) 72 = ر( +1) 1ح  72ر =  1+ ح1ح الحل:
 56 (2) = (3ر +1) 1ح  56=  3ر 1+ ح1ح

)ر(1ح (2( على )1بقسمة )
56  1)ر( ح

72
1

3
1




 

1) ر-ر( 1)  ر(
7  ر(  (1

9
2 


 90= 2ر + 9- 2ر 

 0( = 2-ر3( )1-ر 3)
3 = ر   0= 1 -ر3أما 

3= ر أو 1
2 

3من أجل ر=
3+1) 1ح ( 1)في عوض  1

1) = 72   

3
4×72=  1ح 72= 1ح 4

3  =18 ×3  =54 

(54 ،18 ،6 ،)… 
3من أجل ر=

3+1)×1ح  (1عوض في ) 2
2 = )72 

3
5×72=  1ح 72=  1ح 5

3 = 5
216 

5
216 ،5

144 ،5
96،…… 

27رتبة الحد الذي قيمته  )ج
 من المتتالية الهندسية: 1

(3   ،3 ،1،……) 
3، ر= 3= 1الحل: ح

  3 =3  3
3


 =  3
1  
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27=  نح
 المطلوب ن= ؟ 1

 1-نر 1= حنح

27
1 =3( ×  3

-ن(1
27
1

1×3
1 ( =3-2

 1-ن(1

81
1  =2

1ن 

3 3-4  =1
4

2
1ن 

3=2
 1  ن-

 -8 =- ن +1 =9= 8+ 1ن  9 = ن 
 [ أوجد ما يأتي:9]

 ومجماااوع 26المتتالياااة الهندساااية التاااي مجماااوع حااادودها الثلاثاااة الأولاااى يسااااوي  أ(
 .(702الحدود الثلاثة التالية لها )

 26(1) = (2ر ر+ +1)1ح  26=  2ر 1ر +ح 1+ ح1ح الحل:

 702= 5ر1ح +4ر1+ح 3ر 1ح 702=  6+ ح 5+ ح4ح
 702(2)= (2ر ر+ +1)3ر 1ح

)رر(1رح (2( على )1بقسمة )
702  )رر(1ح

26
1

32
1

2




 

ر
1

3=27
1

 3ر =27  =(1عوض في ) 3 ر 

13=  1ح 26( = 1+3+9) 1ح
26  =2 

2 ،6 ،18 ،…… 
 (288-) وحدها السادس 9ب( أوجد المتتالية الهندسية التي حدها الأول 

 1-نر 1= ح نح الحل:
 288-=  5ر1-6 9)ر(× 9=  6ح
9=  5ر

288  =-32 ( =-2)5  = 2-ر  
9 ،-18+ ،36 ،-72،… 
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 320 ،160،……،10) أوجد عدد حدود المتتالية الهندسية ج
320ر=  ، 320=  1ح الحل:

160  32
16  2

1
 

 المطلوب )ن = ؟( 10= نح
 1-نر 1= ح نح نعلم أن

10  =320 (2
 1-ن(1

320
10( =2

1 32-ن(1
1 = (2

1(2-ن(1
1)5 = (2

 1-ن(1

 5=  1 -ن   = 6ن 

موجبااة مجمااوع الحاادين الأول والثاااني د( أوجااد الحااد السااادس ماان متتاليااة هندسااية 
 .(2وحدها الثالث يساوي ) (24منها يساوي )

 24(1) = +ر(1) 1ح  24ر =  1+ح 1ح الحل:
 2(2) = 2ر 1ح 

ر ح (2( على )1قسمة )
2  ر( (1ح

24
1

2
1

1

12





 121=ر+2ر 
 120( =1-ر3( )1ر+ 4)  0=  1- ر – 2ر 
4 ر=  1-ر= 0 4= 1ر+4أما 

1 1-ر3أو=0 3= ر
1  

 =4-لما ر
16 ) 1ح (2عوض في ) 1

1 ) =  =2 

1×2=  1ح
16  =32 

1-نر 1= ح نح  32=  6ح ( ×-
4
1)5= -32×

4
5
1  =32

1
 

  =3لما ر
3×1( ح2عوض ) 1

1  =2 1×2=  1ح
9

 

 3) 9× 2=  6ح
1)6-1 

3
3 5

29
3
2

27
2 

 

  أ  
1 
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 تمارين عامة )الملحـــق( 
 :ةـــسيالأة ـــــالدال

)س( =  [ أرسم منحنى الدالة د1]








2
س3

    

 1 0 1- س
2) ص

3)-1 (2
3)0 2

3 

 =3
2 =1  

 
= 2(3  5حل المعادلة )[2]

2س
1

3


 
= 2(351) الحل:

2س
1

3


 
 352 =

2س
1

3


5
2-= س2

1 

5
2 + 2

10= س1
45  س = 10

 س = 9

 س[ أوجد مجموعة تعريف الدالة ص= أ3]
 .م ت = ح الحل: تعريف الدالة الأسية من تعريف أسها )س(

 
 اللوغاريتم والدالة اللوغاريتمية

ل ك1]  لًا مما يأتي إلى صيغة اللوغارتم.[ حو ِّ
2(=  32أ( 

1(5 

الحل: 
2
1

 5-=  32لو

 3(7= )   7  7ب( 
الحل:

 7
 3=  7  7 لو

3
2 

1 

1 
2
3 

-
1 
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 [ أجب عن الأسئلة التالية:2]
ل ما يأتي إلى الصيغة الأسية أ( حو ِّ

5
 4=  625لو

 54=  625جواب: ال
ب( إذا كانت

 2
 فما قيمة س. 6س=  لو
 8=  6(2الحل: س = )  

 7لو2+ لوس =  7حل المعادلة لو )ج
 72س = لو7الحل: لو

 49س = 497س = لو7لو 
  = 7س

49  =7 

 ن لو ب = لو ت  ج×= لو ب  جين: لوب + لو استفد من الخاصيت
د( أوجد مجموعة تعريف الدالة ص=

أ

 3-سلو
 0معرفة لما س 0 الحل: الدالة اللوغارتمية لما ما بعد لو
  ] = 0م ت + ،[ 

 [ أرسم كلًا من الدوال التالية:3]
أ(

2
1

 س = صلو

2الحل: س = )
 ص(1

2 

1 
1 
2 

-1 
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ص = ب(
9

 سلو
 ص9الحل: س= 
2-* لما ص= 

1
 =9س  

9
1    9

1  3
1

2
1

2
1



 

 ( 3
1 ، 2

1) 

 090 =1 (1  ،0)لما ص =  *
2* لما ص = 

1
 =92س

1
   =9  =3 (3، 2

1) 
 تاــــن اللوغاريتمــــقواني

3[ ضع المقدار لو1]
625+ لو 5

25لو -15
5 لو 9

 في أبسط صورة. 27

ج ، لو ج= لو ب + لو  ج× الحل: استفد من الخاصيتين لو ب 
 جلو  -= لوبب

3المقدار لو
625+ لو 5

5+ لو15
25لو -27

9. 

3= لو
5

625
15

5
25لو72

625لو9
159

25
9 9












  

 =


 625 لو 
15  9  9

25 لو  25
3لو  15

5 
 [ أوجد قيمة كلًا من:2]

 (10أنتبه هنا الأساس ) 0.0001أ( لو 
الحل:

10
10000لو

1
 =

10
4-=  4-10لو

10
 4-=  10لو

ب(
3

)لو
6

= (6لو
3

 ( = صفر1) لو
[ أثبت أن3]

5
+ 25لو

5
= 125لو

5
 3125لو

الحل: الطرف الأيمن
5

+ 25لو
5

= 125لو
5

 3125 = لو125× 25 لو

1 
3 

1 
2 

1 
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 ةــــــن عامـــــتماري

 [ حل المعادلات الآتية:1]

9  3أ(
  2س+27=  1

233س+(33= )  (2-3)  3 الحل:
2( =3)3+(2)س  

3
2 =3+ 6س  

3
2-6 = 3 س3

218 س =  9= س
20 

3-ب( )س
2)3

1  =3 6  

3-)س حل: ال
2)3

1( =6  ) 3
1

 3-س
2 =6 

  =3+6س
2 = 3

20 

 0= 5+  1-س5× 6- 1-س(25) )ج
 0= 5+ (1-س 5) 6- 1-س(52) الحل:

 1-س5 = ع بفرض  0=  5+  (1-س5)6 – 2(1-س5)
 0= 5ع + 6 – 2ع
 0( = 1-()ع5-ع)

 0= 5-أما ع= 5ع 551= 1-س1=1-س 
  2 = س 

 0=1-س50= 1-س1 5=ع0=  1-أو ع
 1 = س 
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 5  125= س5) ج
52× 53=س5الحل: 

1

55=  س
2
7

 =2س
7 

3و(
 243=1س3×1س
س35=  23س الحل:

2 = 5 س
2 = 1

5
5=س

2 

16(=  4 3×  س2) ج
1(3

1 

3(22× )س2 الحل:
1

 (( =2)-4)3
1

 
23×س2

2 =23
4


3س

2

2=3
4

2


 
3س+

2=3
4 

 = 3-س
4-3

2=3
6 =-2 

  =2-س 
 9 3=  1س+9×3ط( 

2 الحل:
1

3(32= ) 1س+(32) ×3
1

2
1

3=2س+32× 3
2

3 
22س2

1

3=3
2

322+2+س
1=3

2 

2س+2
5=3

 6أضرب كل حد بـ 2

12= س 11-س= 12 4 = 15س + 12
11 

 (81، 4-[ ما هو أساس الدالة الأسية التي يمر بيانها بالنقطة )2]
3)( أو ص=3اس)الأس س-3:الدالة ص = الجواب

  س(1

3الأساس= ) فيكون 
1) 

 [ أكتب ما يلي بالصورة اللوغارتمية:3]
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الجواب 63=216أ(
6

 # 3= 216لو

343= 3-7ب(
1

343
1

7
 #  =-3لو

 [ ضع ما يأتي في الصورة الأسية:4]
أ(

10
 0.00014  =10-4-=  0.0001 لو

ب(
13

 3 2197  =133=2197لو
 [ أحسب قيمة كل مما يأتي:5]

أ(
5

 =25 5لو
 2(5 = ) 5×  5=  25، 2(5    = ) 5×  5= 5نعلم  ل:الح


5

= 25  5 لو
5

= 2(5)   2(5)  لو
5

=4(5)  لو
5

 4=1×4=5  4لو
ب(

2
 2  32 لو

 الحل:
2

22×25لو
1=

2
22لو

11=
2

 11= 2 11لو

)ج
2

= 2 32لو
2

2لو
5×22

1 =
2

22لو
11=

2
22)لو

1)11 =
2

 11=2 11لو
د(

2
= 16لو

2
= 24لو

2
22)لو

1)8 =
2

 8= 1×8= 2 8لو
)ه

2
= 32  8لو

2
22لو

11=
2

 # 11=2 11لو
 [ حل المعادلات التالية:6]

أ(
3

81لو
ل  2-= س  1 81الشكل الأسي وأنتبه إلىالحل حو ِّ

1=3
1

4=3-4 

81
 2-س =  4-= 2-س2-س32-4  =3-س(3= )1

ب(
س

8 لو
3

2 =2
3

 
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8 الحل:
3

2س=2
3

8
2س=19

3

64
 جذر تكعيباً. 1 3= س361

 = 3س

64
361

   =4
  361 3

 # 

ب(
8

3=  (3)س+ لو
1 = 

83= 3الحل: س+ 
1

 + 3(23( )3)س
1

 +3س  =2  =1-س 
د(

10
6= 10 3 لو

س


10
103لو

1=6
س

 

3
1

10
6=10لو

س
3

1=6
س

3=س6 =3س
6  =2 

و(
2  32

2س = ) -2س2س( = 8 -2)س لو
7

2)2 

2×21=  32 2 0=128-س 8-2س27س = 8 -2س
5

2=2
7

2 
 0( =8( )س+16-)س 

 8-، س = 16س= 
ط(

2
]لو

2
 [س (=16لو

نحسب
2

=  16لو
2

2=  24 لو
2

 4= 1×  4=  4لو


4
)لو

2
(= س4لو

4
)لو

2
 = س (22لو

4
2)لو

2
( = س2لو

4
 = س 2لو

  =س
10

10

4 لو
2 لو

  
0,602
0,301  

602
301  

2
1

 

 [ أثبت أن7]
 (أ

3
= 27لو

3
-2187لو

3
 81لو
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الحل الطرف الأيسر:
3

81لو
2187=

3
 = الطرف الأيمن.27لو

ب(
2

+ 8لو
2

=128لو
2

 1024 لو

الحل: الطرف الأيمن
2

+8لو
2

=128لو
2

=128×8لو
2

 1024لو

 أختصر كلًا مما يأتي:[8]

15لوأ(
3لو 7

7 لو 35
3 لو - 25

51 لو  5
7  3

35  7
52  5

3 5

















 

3= لو 
175 

ب(
4

3-45لو
4

+2لو
4

=12لو
4

+45لو
4

-12لو
4

=9لو
4

9لو
4512= 

4
=12×5لو

4
=60لو

4
= 15×4لو

4
+4لو

4
+1= 15لو

4
 15لو

)ج
3

-36لو
3

-4لو
3

425=لو25لو
36


25= لو
9 

 4-يساوي  5[ ما هو العدد الذي لو غاريتمه للأساس 9]
الحل: نفرض العدد س فيكون 

5
5س = 4-س=لو

-
5
1
4

4 

 =625
1   625العدد

1 

[ أيهما أكبر10]
2
1

،   3لو
51

 3لو

 الحل:
2
1

3 =(2= س3لو
 ( نجد2( مع )1بمقارنة )(1)س(1

51
3 (=5ع =3لو

(2)  (2ع(1
5= ) س(1

 ع(1

2
1

5
1

 سالمقدارصغر( الأس كلما كبر 1>كان العدد  ع لأنه إذا 
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 [ اثبت أن:11]

أ(
23

23

3لو44لو
9لو3 -8لو

  2
3


  

 الحل:
2

44لو
3

3لو
2

83لو
3

9لو

2
224لو

3
3لو

2
32لو233لو

2
2

41 2لو

3
2

26لو
3

3لو
  

214
3161


















 

= 2-4
3-6  -2

-3  2
3

# 

297 لو)ج
81 لو - 245

15 لو  49
11  0  

297لولو الحل. 
15لو245

81لو11
297لو49

245
15
11

81
49

 

15  792لو=
542  11  49

81



صفر 1= لو = 

3لو)ه
3 لو 3 256

32 لو  5
3لو 813

5
 

3لو الحل:
3+ لو ) 256

32+ لو 3(5
81 








 3لو
256

27
125

32
8لو  81

3لو 125
3لو53

5 3# 

 [ أوجد مجموعة تعريف كل من الدوال التالية:12]
 )معرفة لما بعد لو أكبر من الصفر( تعريف الدالة اللوغاريتمية:

  أ  
1 
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 (3 -أ( د)س( = لو )س
 ]، + 3=[ تم  3س 03  –معرفة لما س  الحل:

 (2س -4ص = لو) ( ب
 |س| 2 2س02 4س -4معرفة لما  الحل:

2   س-2 ] = 2،  2-م ت[ 
 (1س + 3ص = لو ) )ج

-3س  -1س1 0 3س+ 3معرفة لما  الحل:
1 

 ] = 3-م ت
1

 ،[ 

س لو  1د( ص =
س لو

أ

أ


 

+1ر معرفة لما الحل: لكس
أ

 0سلو


أ

أ س -1سلو
1 

أ}
1} 

 ]، +0م ت= [  0 معرفة لما سكلوغاريتم: 
 [ أرسم بيان كل من الدوال التالية:13]

+ 2أ( ص = 
2

 سلو
  0سمعرفة لما الحل: 

= 2 –ص 
2

 2-ص2س =  سلو

1  =2-1 =2لما ص = 
1  (2

1 ،1) 

3 

2 

1 2 
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 (2،  1) 1=  20س=  2لما ص = 
 (3،  2) 2=  21س=  3لما ص = 

) ص =ج
2

   0س معرفة لما سلو
 ص2الحل: س = 

2= 1-2س =  1-لما ص = 
1 (2

1 ،1) 

 (0،  1) 1=  02س =   0لما ص = 
 (1،  2= )21س =  1لما ص = 

 أوجد نقاط تقاطع بيان كل دالة من الدوال التالية مع أحد المحورين: [14]
+ 2أ( ص = 

2
 سلو

+ 0 0  =2ضع ص =  الحل:
2

سلو
2

 2-س= لو

 =2=  2-2س
1  4

1
2 (4

1 ،0) 

2، 125  25[ ما هو أساس الدالة اللوغارتيمية التي يمر بيانها بالنقطة )15]
7) 

= ص الحل:
أ

 125  25لو

2
7 =

أ
2أ  25 لو

7
125  =25  125 

2أ
7

 =52 ×52
3

2أ
7

=52
7

  = 5أ 
ل عدد فيماا للاي علاو ةاورة عادد ةاحي  [ باستخدام قوى العدد عشرة أكتب ك16]

 وكسر بحلث يكون العدد الةحي  أقل من العشرة.
 3-10×  3.2=  32أ( 

 3-10×  6.5=  0.0065ب( = 

1 

1 2 



 

 
189 

 [ اثبت أن:17]
أ(

10
= 350لو

10
 1+35 لو

الحل:
10
= 350 لو

10
= 10×  35 لو

10
+ 35لو

10
= 10لو

10
 1+ 35لو

ب(
10
 2+  3.25= لو  325لو
 الحل:

10
= 102× 3.25 لو

10
10+  3.25= لو 102+لو 3.25لو

10
 2لو

  2+  3.25= لو 
)ج

10
= 0.001 لو

10
 3- 1لو

الحل:
10
= 3-10×  1  لو

10
+1لو

10
10- 0= 3-10لو

10
 3-=  3لو

د(
10
= 0.0023لو

10
 3 – 2.3 لو

الحل:
10
= 0.0023لو

10
=3-10×  2.3 لو

10
+ 2.3لو

10
 3-10لو

=
10
10 - 2.3لو

10
=3لو

10
 3- 2.3 لو

 إذا كان: لة الحاسبة[ أوجد قيمة س فيما يأتي باستخدام الآ20]
أ(

ه 
 25.5337 الجواب 3.24س=  لو

 
 

ب(
10
 1.23س= لو

 
[ أوجد أ(21]

4
 60لو

3 0 2 LNV LN = 25.5337215 

1 0 3 LNV Log = 16.98243652 
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الحل:
4

= 60لو
ه 

ه 

4لو
60لو

=3862,1
0943.4  =2.9536 

ب(
2

= 7لو
10

10

2لو
7لو

 =301,0
8451,0

   =2.81 

)ج
7

=75لو
ه 

ه 

7لو
75لو

  =946,1
317,4  =2.218 

 [ حل المعادلات التالية:23]
ب(

ه 
)لو

ه 
 1( = سلو

الحل:
ه 

) لو
ه 

س( =لو
ه 

) ه)لو
ه 

 هس =لو
  = ه‍س

 ه‍
و(

ه 
+ 2س= لو

ه 
 انتبه   س( - 1)لو

الحل:
ه 

س=لو
ه 

+ 2هلو
ه 

=  1×  2=  2  س(-1)لو
ه 

 ه2لو
      =

ه 
 (2ه)لو

ه 
س=لو

ه 
 س( - 1) 2هس =  س( -1) 2هلو
 =س2ه -2ه س  + هس=2هس2(2ه +1س=) 2ه 

س =
1

2ه‍

 2ه  

[ إذا كانت24]
ه 

3لو
بأ =2

1(
ه 

أ +لو
ه 

 أ ب7=  2ب + 2ب( أثبت أن ألو
 2الحل: أضرب با

3
بأ 

ه 
=2لو

ه 
 أبلو

 أ ب 9=  2)أ + ب(

ه 
3لو

)بأ(
2

2 =
ه 

 أ ب 9=  2أ ب + ب2+  2أ أ ب لو
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9
2)بأ( أ ب =   أ ب 7=  2+ ب 2أ 

[ إذا كانت25]
ه 

)س + ص( = لو
ه 

س +لو
ه 

 صلو
 أوجد قيمة ص بدلالة س

الحل:
ه 

)س + ص( =لو
ه 

 س + ص = س ص س ص لو

س1ص =  س -س ( = – 1ص ) س -س ص =  –ص 
س


 

 دةـــــــار الوحــــاختب

 التالية: الأسئلة عن أجب
 9=  س – 2س3المعادلة ( حل 1السؤال الأول: )

 2س =  – 2س32=  س– 2س3 الحل:
 0( =1( )س + 2 –)س  0=  2 –س  – 2س
  2 –س  =0 1أو س +  2 = س  =0 1- = س  

 س3( أرسم بيان الدالة ص = 2)
 1 0 1- س
3 ص

1 1 3 
 ( أوجد مجموعة تعريف الدالة3)

ص =
2

 (3-)س  لو
 ]، +3[ م ت =3س 03-الحل معرفة لما س 

 ( السؤال الثاني:4)
( حاااال المعادلااااة1)

2  2
= س أةااااذه هااااذ  الةااااورة تاااادل علااااو أن المسااااألة  4 5 32لو

  محلولة

3 

1 2 

1 
1 
3 

1- 
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الحل:
2  2

2× 25لو
3

= س 2
22
3

2لو
27

 = س2

=
2
3

5)لو
2

2= س 9(2
3

2
2
3

 9س= = س9لو

( حل المعادلة3)
2

(+3-)س لو
2

= (4)س+  لو
2

 8لو
الحل:

2
=( 4( )س +3-)س لو

2
 8( =4( )س+3-)س 8لو

 0= 20-+ س2س
 مرفوض  5- = س 0=  5+س 0( = 4-( )س 5)س+ 
 4 + = س 0=  4 –أو س 

( أثبت أن 4)
10

2

10
7لو

35لو - 20
24لو  18

72  2  

81  42  7لو الحل:
20  27  53 2



=
10
= 5× 20 لو

10
= 100لو

10
10=102لو

10
 2=  2لو

 السؤال الثالث:
 [ن10× ي( أكتب ما للي علو شكل ]عدد قياس1

 0.325  =325  ×10-3 

 325  =32500  ×10-2 

 ( باستخدام الآلة الحاسبة. أوجد كذه من:2
أ(

ه 
 5.7291 -=    0.00325لو

ب(
10
 1.517376824=   1.0035لو

)ج
ه 

 2.8903=    18لو
د(

10
 -572.04=   0.00 9لو

 )ج،  32( ما هو أساس الدالة اللوغارتيمة التي يمر بيانها بالنقطة )3
ص = الحل:

أ
= ج س لو

أ
 32لو

 جأ   =25 25=  جأ   5 = ج ، 2 = أ 
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 قــن الملحــــتماري
 النهــأيــات والاتصــال والاشتقاق

 صن [ أوجد كلًا من النهايات الآتية1]
)أ( 

ن
0)2ن3(.....147نهـا

)1ن2(.....135





 

  2، د = 1= 1البسط متتالية حسابية ح الحل:

2ن
ن [ = 2( × 1 -+ )ن 2] مجـ

2
 2[= ن2-ن2+  2] ن

 3، د= 1=1المقام متتالية حسابية ح

2ن
ن [ = 3(× 1-+ )ن 2] مجـ

2
2[=1-ن3] ن

-2ن3
2
ن

  


ن

نهـا
232

ن ن
ن
2

2


 قلنا نتعامل مع الكبير ويهمل الصغير من البسط والمقام. 

=
ن

نهـا


 
2323 ن
1ن

3
2

2

2



 

ب(
ن

نهـا


 (1+2
1 ( +2

1)2+(……2
  (ن(1

2، ر=1= 1المتتالية هندسية ح
1


ن

ر-1= ح مجـ
)ر - 1( ن

1 

= 
12

1
12

ن1
2 1)2

ن)1


















  

ن
نهـا



2 (1-(2
2) أنتبه 2( = 1-0) 2=  (ن(1

 0ن(1

)ج
ن

نهـا


 (  2ن+ -  1)  ن+ 

 2+ ن+  1نضرب بالمرافق  ن+
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 2ن   1ننهـا
2ن   1ننهـا)2ن   1ن ( )2ن   1ن (

)2ن(1ن







 

2ن   1ن= نهـا
-1 1






 صفر = 

 
 حقيقيـة ةـــــدال نهايـة 

 ية دالة عند نقطة:أولًا: نها
1)

2س
نهـا


 5=1+4=1+ 2×2( = تعويض مباشر = 1س+2)

2)
1س

نهـا


 2-=  1-1-( = 1-)س 

3)
2س

1
نهـا
2 1- س

21  1- س 4
41 2

21
4
1





صفر=   

  عدم تعيين.صفر

المعالجة الرياضية:
2س

1
نهـا
2) 1)-س          

)1س2( 1)-س (2 =
2س

1
نهـا


2×2(=1س+2)
1+1=2 

4)
1س

نهـا


 4-=  1-( 1-)3( = 1-س3) 

5)
4س

نهـا


س-) س  
4

2)  ( =4-16
4 = )2-4

1
4
81


 

=4
7# 

6)
5س

نهـا
1س

25س
  1251

2525
 126

0
2

2









 صفر = 
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 ثانياً: نهاية دالة عند اللانهاية:
 د:ـأوج
1)

س
نهـا

33سس
1س2س

2

32




 = قلنا نتعامل مع الكبير ونهمل الصغير.  

 س3نهـا
3نهـاس

س
3 2

3

س







 

2)
س

نهـا
32س

س3نهـا1س5س8  
س3نهـاس8  

س2
3
2 332

س

33








  

3)
س

نهـا
3524

2345
سس

سس




 نتعامل مع الكبير =        

 س5>  س3
 س5> س4


س

نهـا
3  5

4 5
3

4
س

س



# 

4)
مم

2م1م

مم

مم

م

1م

13نهـا
13نهـا2 4- 3

3نهـا332
333





 










 

5)
س

نهـا


 ( عدم تعيين المعالجة.-( = )1+س+2س - 1س+-2س ) 
 بالضرب بالمرافق.

=
س

نهـا
1سس      1س-س

1سس   1س-س( 1)سس  - 1س-س(
22

2222



 

=
س

نهـا
1سس   1سس

1سس   1س-سنهـا)1سس(1سس
1سس1سس

22

22

22

22








 

س    س= نهـا
|س||س|نهاـس2

سسنهاـس2
س2

س22 















 

س2نهـا 
س2  =-1 # 

6)
س

نهـا
41س

س4نهاـ5س3
|س|2نهاـس3

س2نهاـس3
س3

س22 










 =2
3  

1س( نهـا7
سنهاـ1س

سنهاـ|س|
سنهاـس

1
4

2

س22س 








 =صفر
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 الــــالاتصـ

 [ أبحث اتصال الدوال الآتية عند النقاط المذكورة:1]

|2س|2أ( د)س( =
2س



 = 3 عند س 

|2 -3 | 2( = 3* د)
3-2  2

1)1(  

3س
نهـا



2د)س(=نهـا
1=2

1
(2) (1(= )2) =من اليمين. 3د متصلة عند س 

3س
نهـا



-د)س( =
2
1

(3)(1)(3.غير متصلة من اليسار بشكل عام غير متصلة) 

  -1س س:-3  ق)س( =  ب(
  1-س = 1   
 (1)0 1( = 1-الحل: د)

1س
نهـا



د)س( = 
1س

نهـا


 4(2)  (1) (2)= 3+1س( = -3) 

  =1-د غير متصلة عند س 
    0|س| عند س = - 2) م)س( = سج
 (1) 0( = 0)م

)0(س
نهـا



 .(0)يمين متصلة عن(2)=(1لاحظ ) 0(2)س(=-2م)س(=نها)س

)0(س
نهـا



ــــــر متصــــــلة مــــــن (3 )(1)=(3 0=0+0+س(2م)س(= نهــــــا)س ( غي

 0= اليسار بشكل عام متصلة عند س 
 [ أبحث اتصال الدوال الآتية على الفترات المذكورة:2]

2 








)2س(2
2س

2
1

 

)2س(2
2س

2
1




 

+ - 

 س+ 2س س-2س

- + 
0 
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 1س> 0:  س2 س( =د( )
 1س = :   4
 3س >1:  س5-3

 متصلة س كثيرة حدود 2]، د)س(= 1، 0أولًا:على الفترات المفتوحة: على [
 حدود متصلة س كثيرة3-5 ] ] د )س( =3، 1على [
 .متصلة على الفترات المفتوحة 

 الأطراف:ثانياً: عند 
 من اليمين 0( عند س = 1)
 ( متصلة من اليمين 1( = )2)    (1) 0( = 0) 2( = 0د)

)0(س
نهـا



 0(2)س = 2د)س( = نها 

 1( عند س = 2)
 ( غير متصلة من اليمين 2)4(1)              (1)( = 1د)

)0(س
نهـا



 2(2)= 5-3س( = 5-3د)س( = نها)

)1(س
نهـا



 من اليسار  1( غير متصلة عند س=3) 2(3)  (1)س( = 2د)س( = نها )

 1بشكل عام غير متصلة عند س = 
 من اليسار 3( عند س = 3)
 03متصلة من اليسار عند س =              (1)  4-=  5-9=  3×3 -5( = 3د)

)3(س
نهـا



 4(2)-=3×5-3س(= 5-3د)س( = نها)

 2س>  1-  س 2- 5   )س( =  دب( 
 3س2 3-س 2   
 أولًا على الفترات المفتوحة:الحل:
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 ] 2، 1-على[ = )س 5-2د )س.متصلة لأنها كثيرة حدود 
 ] كثرة حدود  3-س 2]، د)س( = 3، 2على .متصلة 

 من اليمين. 1-عند س = ( 1) ثانياً: عند الأطراف:
 متصلة (1)   (1( = )2) 7= 5+2=1-× 5-2( = 1-د)

)1(س
نهـا



 1-عند س = 7(2)=1-×5-2س(=5-2نها )د)س( =

 2( عند س =2)
 (1) 1= 2-3× 2( = 2د)

)2(س
نهـا



 (متصلة من اليسار1(=)2)    1(2)=  5-4س( = 5-2د)س( = نها )

)2(س
نهـا



 2متصلة من اليمين عند س=1(3)  (1( = )3 )=4-3(=3-س2=نها)د)س(

 من اليسار 3( عند س = 3)
 (1)    3=  3-3×  2( = 3د)

)3(س
نهـا



 (2) 3=6-3( = 3-س2د)س(= نها )

(1( = )2)   متصلة من اليسار 
 م تمتصلة على 
ق حيـــث )ق( الـــ من 60+3000= ق[ افـــرض أن مجتمـــع مـــا ينمـــو متبعـــاً الع قـــة ح3]

 5، 2مقاساً بالأيام أوجد معدل النمو عندما )ق( = صفر، 
 الحل:

معدل التغير=
0ه 

نهـا
 ه

ه نهـا)ق( د -   ه(ق( د
)ق30060()ه ق( 30060

11

0ه 

11 






 

=
0ه 

نهـا
 ه

ه نهـاق 60-300-ه  60ق  60 300
ه  60 11  =60 .ثابت = 

المعــــــــــــدل   لما ق = صفر (60) 
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 (60) المعدل    2لما ق = 
 (60) المعدل  5لما ق = 

 ةــــالمشتق
 )س( ( /ف المشتقة )د[ أوجد باستخدام تعري1]
  |1-|س ) ص =ه
= )س( /د

0ه 
ه  نهـا

 )س( د-  ه(س( د


 

ه نهـا0ه = (س)/د
ه  نهـا)1س(1ه س

ه 


=1 

ه نها  =(س) /د
)1س(1ه س  

ه نها= نها 
ه نها1س1ه س

1ه  
 

 ط المبينة أمام كل منها:[ أوجد ميل المماس للمنحنيات الآتية عند النقا2]
 2عندما س=  3س+6- 2)أ( د)س( = س

 تحصل على الميل. 2ضع س =  6-س 2)س( = /الحل: د
 = 2ضع س   = 2-=  4-6=  6 –( 2) 2م 

  2- = م 
 0عندما س = 1+س+ 2)ب( د)س( = س

 1س+2 )س( =/دالحل: 
 0+1=  1( +0) 2( = 0)/م = د  0الميل: ضع س= 

  1 = م 
 

 المشتقة عند نقطة وعلى فترة

 [ ابحث قابلية الاشتقاق للدوال التالية عند النقاط المبينة أمام كل منها:1]
 1س= عند 1، س  س2 د )س( = )أ( 

 1+س - 1-س

1 
+ - 
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  1، س>   1+2س
 1< ، س   2 )س( = "الحل: د
 1س >   س2   
 لاحظ 2  ×1  =2( = 1) /د ،  2( = 1) /د
 لة ل شتقاققاب  2( = 1) /د(1) /(=د1) /د

 3س <   1س+2  ب( د)س( =
 3س  4س+3   
 3س<   2 )س( = /الحل: د
 3س>  3   

 (3) /د( 3)/واضح أن د 3( = 3)/، د 2=(3)/د
 .د غير قابلة ل شتقاق 

 0س 2 ،   2س+ ) د )س( = ج
 2<س 5 ،  1-س3  

 5، س=0، س=  2عند النقاط الآتية س=
 ( غير معرفة.0)/د   طرف فترة 0 س= الحل:

 ( غير معرفة.5)/د  طرف فترة  5س= 
 3( = 2د) لاحظ   0< س< 2،   1 )س( = /د

 1( =2د )   2< س< 5،   3
 ( غير معرفة.2) /د 
 0، س >   0  [ د )س( =2]

   2
 0، س =  1
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 0، س <  1
 0ثبت أن د)س( ليست متصلة وليست قابلة ل شتقاق عند س=أأ( 

2( =0الحل: د )
1 (1)        (1)(2)=0د غير متصلة عند س 

)0(س
نهـا



 1(2 )د)س( = 

  = 0غير قابلة ل شتقاق عند س 
ــــــة  0أن ر )س( = س د )س( متصــــــلة عنــــــد س =  ب( أثبــــــت ولكنهــــــا غيــــــر قابل

 0ل شتقاق عند س= 
 0س>     0     0، س>     0 الحل: ر )س( =

   2
2  )س(=/ر0س =    س1

 0س= 1

 0س<  1   0س <     س    
  0( = 0)ر الاتصال:

 
)0(س

نهـا


 0ر)س( = 
0س

نهـا


 (0ر)س( = ر) 

 
)0(س

نهـا


 0= س ر متصلة عند   0=  ر)س(
 

 1( =0)/ر الاشتقاق:
 ( غير معرفة0)  /ر 

 0( =0)/ر 
 0د )س( متصلة وكذلك قابلة ل شتقاق عند س=× 2) الدالة ق )س( = سج

 الحل:
 0، س > 0 / 0س> 0 ق)س(=
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2
 0س= س  ق)س(=  0،س= 2س1

 <0س س 2 0س<  2س 
 الاتصال:

2( =0ق)
1 (0 = )0 

)0(س
نهـا



  ، 0ق )س(= 
)0(س

نهـا


 0)س( =  ق

)0(س
ق نها


 0متصلة عند س =   (0)س( =ق )

 0( =0) /ق 0=  (0) /، ق  0(= 0)/الاشتقاق ق
 = 0قابلة ل شتقاق عند س 

  أ  
1 
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 ةالخــامس الوحدة 

 مـتـتـالــيــة نـهــايــة
ح( إذا كران قتر   مرن النهايرة   تمنتهيرة  متتالية غير  <نإذا كانت >ح ف:ـتعري

 تعتمررق هيمتررد د رر   *ط    مهمررا رررق ت هيمتررد( ي  ررق ε0لكررع دررقق يقيقرر 
ييررر   غرررق  دررقق   يعرر     ن ε   -نكرران  حيققررة إذا ( متεاختبررا 

 ييقق المت ا ية.
 التع يف  مزياً:

ن
نها


 .ε  -نح  نبيير 0ي  ق   ε0=  نح
المت ا يررة  ك مررد ي  ررق  قت الم رربلة ل بيررر دررن ذلررذ العررقق   الررذ  ييقررق ه:ـأنتبــ

 εق مراً ررييلأ  ن ε   -نباليقيقرة معر   ح؟ من ي ادقن  ف  دم ية البيرر
 كيف  كما غ يق.   ا  ياخت

 الرذ  غبيرر دنرديكر ن ذلرذ الر ه  )ر    ( ف   هر  ن غ ي  بد إل  غن غرع إلر  
  )  غرق  دقق   يع  ييقق المت ا يد.

ن=ن، حε  =0.0001* ت ضيلأ بف ض 
 غ  ق   ( 0،   =1

ن ε   -ن ح اليع:
1- 0   0.0001ن

1
 0.001 

0001,0ن :تق  غه   
 1000      =  1000ن   1

ن= ن، حε =10-5لأ بف ضي ض* ت
 1  =   ،1  ن
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 :د رـأوج

نε>   -نغشركع المت ا يرة  ح
1- 1  ن 

 < 10-
ن

ن1  ن 55 <10-5 

 ن
1 10-

ن
1

5 10-5 غه   ن  
5

1
10

ن 105 

 ن100000    =  100000 
 باليقيقة  الما ن النهاية؟ نوجد كيف سؤال

فهنرراذ م ررقغ بقرر   نتعامررع مررأ الك يرر   غك رر  غ(  نهمررع البرراه (  غن كانررت 
 ك   فإننا:  المتتالية

 همع الباه نتعامع مأ الك ي  من الب ط  ن
 الك ي  من المقا   نهمع الباه 

 ا :رمث

3ن

32

3

3

1 - ن 3 نهرا
المقا  من الك ي  نهرا  ن ن2ن5

ن3 نهرا  الب ط من الك ي 
3  ن5

5



 

1  ن  ن نهرا مثرا : 
ن  نهرا  1  ن - ن

الك ي   ن
2  ن نهرا الك ي 

3

2ن

3

ن 






 

 (1 - 5) ومسائل تمارين
[  ررق ت كرر س  ا ررياً مررن ا تفررات معررين فا تررقت بعررق ا  ت ررا  بررا  ض إلرر  غد رر  1]

4ا تفادراً بمقرقا   ( فإذا كانت ت تق كع م س بعق ا  ت ا 10ا تفات هق س  
ا  تفرات  3

 1.33ال ررا ق لررد مباشرر س فكرر  دررقق ا  ت امررات بررا  ض لترررع الكرر س إلرر  ا تفررات  
 مت اً(.
 نف ض دقق ا  ت امات  ن( اليع:
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  يظ ا ت   فا تفأ غ  كع ا ت ا  بقا  د ا تفات
 4 غ ا ها  =  10=1ا    ح تتي   إل  متتالية )نق ية يق)ا

3،
ن
 (1.33=ح

   يق ق)ا 10  ،4
30 ،16

90،……… 1.33 
1 1.33  =10   ×4-ن  1= حنالقان ن ح

 (10ه   د     1-ن(3
0.133   =4

4= ل   0.133ل   1-ن(3
 1-ن(3

   4( ل   1 -=  ن 0.133ل
3) 

 75,0 ل = 1 -ن
133,0 ل 

  = 75,0 ل +1ن
 ا تخق  الآلة 1330,0 ل 

  = 125,0+ 1ن
876,0  =1  +7  =8  = 8ن  

ن[   ِّين غن2]
نهرا

ن
4  ن3  ن2

2

2  =2 

 ε   -ن ح   بيير ن 0 ي  ق  ε0اليع بالتع يف:
 ن ح -   ε  ن

3
ε 

  2ن
1 - 4  ن 3  ن2

2 
2

ε    3تق   غه
ن

ε

1
 

ن 
2 ن 2- 4 ن3 ن2

22 
ε 3غض    ر 

ن 
2 4  ن 3


ε  ن

ε

  ببخرذ 3

ن
4 ن3

2


ε  غرق   

ن
ن3

2ε    دقق   يع   يك
ε

 غ  ي ا يد( 3
يك ن  

ن
نهرا



 2=نح 
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ن[ إذا كانرررت  3]
1   <0.002  ن<   ييرررر نغررررق  درررقق   يعررر   *ط   ،

 غ  ق ن:
ن  اليع: 

1   <0.002 

ن
002,0ن<  تق  غه    0.002>  1

1 

2ن<
1000

 500ن <   

نيك ن   500ببخذ   = 
1 <  0.002  ن{500 ،501،…} 

4[  ين غن المتتالية 4]
3 ،5

4
  ،6

3  ن……5
2  ن


    لما ن1ت ع  إل ) 

 ε > 1- ن ح بيير ن <   0ي  ق  < ε  >0اليع: بالتع يف:
3  ن  ε  >1- ناليع:  ح

2  ن

-1  <ε  3  ن

3  ن - 2 ن


 < ε 

 3  ن
1

 <  ε3  ن

1


 <ε  + 3بالق   ن >
ε

1
 

  > ن
ε

1 -3 

 ببخذ   غرق  دقق   يع  يك    
ε

 ( غ  ي ا يد تك ن النهاية رييية.1-3

+2=  ن يانياً إذا كانت ح (ن[ مث ِّع المتتالية  ح6] 
ن
ن1 

ني  ث    )ن غنها ت ع   
 (.2العقق  
ن+  2=  1ح اليع:

1  =2 -1
1  =1  1  ،1) 

2+ 2=  2ح
1 =2

5   2  ،2
5) 

3 -2=  3ح
1 =3

5   3،3
5

 )   

5 
2 

 

2 
 

1 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 
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4+  2=  4ح
1  =4

9   4 ،4
9

 ) 
 (2 يظ النقاط ك ما ك  ت ن نقت   من ال ه   

 ممكن التبكق بالتع يف. لما ن   2نمما يؤكق ح
 [ المتتاليات التالية غي  منتهية ناهش غياً منها متقا بة  غ  ق نهايتها:7]

 .ط* ل مأ هي  ن 3= نيير ح (نغ(  ح
ييتررر   د ررر   0إذا كررران غ   ررر ا  لرررر ( 0اليرررع: نع ررر  غن المتتاليرررة متقا برررة مرررن (

 …4=3، ح 3= 2ح،  3= 1بما غن ح .معظ  يق ق المتتالية
 ( ييت    ميأ يق ق المتتالية.3 يظ غ    ا  لر 

 3متقا بة  نهايتها ال ه    نح). 
 ن(1-=   نيير ت (ن (  ت
  1-=  1(1-=   1ت اليع:
 1=  2(1-=   2ت

 1-=  3(1-=   3ت

 1=  4(1-=   4ت

 يق ق.( ي  ق خا  ة دقق   نهائ  من ال1 يظ غن   ا  لر 
 ( يبق  خا  ة دقق   نهائ  من اليق ق1- كع   ا  لر 

 ت ن لي ت متقا بة    ت  ق نهاية 

 ن =   نيير غ (نغ(   
 1=  1=  1غ اليع:

 2  = 2غ
 3=   3غ

 ……4>  3،  2>  1 يظ 
 نهاية لها (متبادقس  لي   المتتالية تزايقيد.

-1       ) 
  ر ا 

 

      ) 
  ر ا 

 

1 
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 ةـة حقيقيـة دالـنهاي
التعريــف:

غ(
نهرا


 >غ  -بييررر غن  (  >0ي  ررقε >0ق (( =   

 ε>    - ق  (( 
 ملايظة:
 ثبات النهاية.إي تخق  التع يف دنقما ي    (:1ملايظة  
ييترر   معظرر  يررق ق  .( رإذا كرران غ   رر ا  لرر 0ل قالررة نهايررة دنررق ( (:2ملايظررة 

 .المتتالية  خا  د دقق منتهية من اليق ق
 اليمين = النهاية من الي ا .نق   ل قالة نهاية إذا كانت النهاية من  (:3ملايظة  

غرق  مند  نع  ِّ  دند (0يمين  ( غنتبد:


)0 
 0(غرق  مند  نع  ِّ  دند (0ي ا   (
   0( (  - 1 مثا : ق  (( = 

 ؟ 0= ( ها نهاية دنقل)ع  0( >  3(-1   
 ي ا  يمين اليع
 1 – ) 1 – )3 

))0(
نهرا




ق  (( =  
))0(

نهرا




 1-  = ))1 – 0  =1     النهاية اليمن  = الي  ى 

))0(
نهرا




ق  (( =
))0(

نهرا



  1-)3 = )1- 0 =1     

)0
نهرا


 1 (( = ق

 ( دنق ي ا  النهاية تق   التما ين إل  ه مين:4ملايظة 
 غ ً : ي ا  النهاية دنق نق ة  نع ض تع يض مباش (

مثا :
)2

نهرا


) 2-1  = )2)2 -1  =1-4  =3 

 نهمع الباه :   دنق اللانهاية كما ه نا نتعامع مأ اليق ا ك   غ اً  ثانياً:

 



 

 
199 

مثا :
)

نهرا


) 2 –  + )1= )
)

نهرا


)2   =)2 = 

(: هررررق ي افررررق دم يررررد التعرررر يض مشرررراكع نررررقد )ا: يررررا ت دررررق  تعررررين 5ملايظررررة 
رف مثع:

غ   × 0غ   -، رف 
    د يها؟ نتق   كيف 

 عتمق د   مع  ماتنا ال ياضية ال ابقة مثع التي يع.نباليقيقة 

مثع:
)1

نهرا
) - 1

) - 1  1 - 1
1 - 1 2

 = رف
 دق  تعيين. رف 

المعالجة الرياضية:
)1

نهرا
)) - (1

)) - (1 ))  1( 
 2#= 1+1( = 1= نهرا  (+ 

 :غ  هرررررق ت رررررتخق  الضررررر   برررررالم افق فررررر  يالرررررة ال رررررذ   دمرررررلًا بالقادرررررقس
 .ل  كان ف  غيق)   ذ اً ل ا  2  - 2=       +    -   

مثا :
)1

نهرا
  ) - 1

 ) - 1    1 - 1
  1 - 1
  = رف

 = دق  تعيين رف 

ل ة ال ياضية: نهراالمعا 

 ) - 1
 ) - 1   )  1

)1  ( ( 1) -(( نهرا  1  ( 
)  )) - 1 22








 

1)  ( ( 1) -((= نهرا 
1  (  نهرا  1) -((

1  1  1
1  2

1








 

 (2 – 5ل)ــــن ومسائـــتماري
 [ أوجد ما يلي:1]
غ(

)1
نهرا


 ) 2 – 2 + )3= ) 

 بالتع يض المباش : اليع

)1
نهرا


 ) 2- 2+ )3  = )1)2 – 2  1 + )3 =2-1 +3 =#2 

) 
))1(22 )1 -(  (2( نهرا

1

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1) - 1-(2(-1)اليع بالتع يض المباش =
1  2) - (2

1  0
1  

222
 

  
)2

نهرا
 2 )  )  1

) - 5)  6 2



 =  1  2  4  2تع يض مباش
4 - 10  6



 

 =1
 = رف  # رف 

ق(
)1

نهرا


  )– 1 
 1 0 –القالة مع فة لما (  اليع:

 ) 1 
 النهاية من اليمين

)1
نهرا



   )– 1    =1 – 1  =0 

النهاية من الي ا 
)1

نهرا


 م تييع =  ال   1 –(  

   اليمن الي  ى    ت  ق نهاية 
 [ غ  ق نهاية ما ي  :2]
غ(

)4
نهرا
) - 4

 ) - 2
4 - 4تع يض مباش  =   

رف =2 - 4
 دق  تعيين. رف 

 2  - 2  =     + (     -المعال ة بالض   بالم افق دملًا بالقادقس    
  4  - ( (نها(

)  ) - (2  )  )  (2
2)  (  ( 4) -(( نهرا  2)  (  (

)) - 4(








 

 =
)  4

2  (  نهرا
1    4  2

1  2  2
1  4

1








 

) 
)  3

نهرا
) - 3

2)  - (5 - 1 3

3 - 3تع يض مباش  =   
6) - (5 - 1 3

 = دق  تعيين 

المعال ة ال ياضية:
)  3

نهرا
)) -(3

2) ) - 5 - (1 2)) )- (5 1 2) )- (5 1( 2
  

- 
 ممن ت

1 
 من قة اليع

+ 
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)3 - ((نهرا =
 2) ) - (6 )2) ) - (5  2)1 )- (5  1( 2

 

)3 - ((ا ه=ن
2 )) - (3 )2) ) - (5  2)1 )- (5  1( 2


2  =6-5)2  +6-5+)1) 

 =2  1  +1  +1 = )2  ×3  =6 # 
([ غبير نهاية القالة 3]

 م ضياً يالة    ق)ا بال    0دنقما ( (
(  اليع: ق  (( =

) =1     > )0 

)
)=-1  <)0 

)  0
نهرا


، 1=ق ((

) 0
نهرا



 1-ق  (( =  
) 0

نهرا


 ق (( غي  م   قس 

[ غث ت غن4]
) 0

نهرا


 2 )
 1  ) -  1 -)  2

1 
 

0  2تع يض مباش  =  اليع:
 1 0  - 1 - 0  0

1 - 1  0
0




 .دق  تعيين 

المعال ة بالض   بالم افق =
)  0

نهرا
2 )   )  1)   1-)(

) 1 ) - 1-)) )  1)   1-)(


 

=
)  0

نهرا


 2 ) ) 1  )  1 - ))
1  ) - )1 - )(



 1  (  (1 ( 2= نهرا - ))
2 )


 

 = 1  0    1 - 0
1  1  1

1  2
1





# 

 مع فة د   الني  التال : [ ق  ((5]
 0( : ( > 2 ق  (( = 

2+)1) :0  غ  ق نهاية القالة دنقما ( تقت   من الرف 
 
 

 ي ا  الرف 
 1+(2ق  ((=  (2ق  ((= 

 0 يمين الرف 

-1 

2 
1 

1 
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  النهاية اليمن
)0

نهرا


=ق (( 
)0

نهرا


  2+ )1 = )2 ×0  +11=  1) 
النهاية الي  ى 

)0
نهرا



 (  2 0=  0×  2(( = 2ق (( = نها  

 1)   2 )  اليمن  الي  ى ت  ق نهاية   
 [ غ  ق نهاية الق ا  التالية:6]

 دنقما ( 1( +  – 2( -  1 + ( + 2غ( ق  (( = (
 اليع: نتعامع مأ الك ي   نهمع المقاقي  ا رق .


)  

نهرا


ق ((= 
)  

نهرا


 )2-
)  

نهرا


 )2=-دق  تعييننض   بالم افق 

)  
نهرا


 )) ) 1   ) - )  1(

))  )  1-   ) - )  (1 ))  )  1  ) - )  1(
22

2222



 

1  (- (  1 ( (نهرا=
1((1((نهرا1) (-((-1 ((

2)
22

22

22 





 

(   ( نهرا= 
|(|  |(| نهرا  ( 2

( 2نهرا  ( 2
2 )  1 22) 







 

) 
)  

نهرا
) - 9

)  3
2


  

نتعامع مأ الك ي  =اليع:
)  

نهرا
)

)
(= نهرا  2

1 =


 = رف  1

  
)  

نهرا


 53)2)
3  2 ) - )

2

2



 

(2اليع: نتعامع مأ الك ي  = نهرا 
)

2

2

 =2
1 

ق(
) 4

نهرا


 )4)(
7

2 
 

)(4(اليع: نهرا
7

2 
  =)44(

7
2 
  =

0
7 + = 
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| 1 - (|[ غق ( نهاية القالة ق  (( = 7]
 ( 1دنقما (  1

 {1} 1اليع:   ت = ح
 
اية اليمن  = النه

) 1
نهرا


 - )1
1


 =
0
1  + = 

= الي  ى  النهاية
) 1

نهرا


 =)1
1



 =





0
1 = 


) 1

نهرا
|)- 1 |

1= # 
 الــــالاتص

 غرقق تع ي  دن ا ترا  الميزان
نضررررأ القيمررررة ق  غ( فرررر  كفررررة  نضررررأ

غ  (
نهرا


ق (( فرررر  الكفررررة ا خرررر ى فررررإذا يرررررع 

 :الت ا   كانت القالة ف   ضأ اترا 
 
           

= 
 

 نتج ش  ط ا ترا  دنق نق ة  غ(من الشكع ن ت
 -3  ق  غ( م   قس  مع  فة( -1

غ  (
نهرا


 ق (( = ق  غ( 

2-
غ  (

نهرا


 ق (( م   قس
 ات:ـلاحظـم

( ق متر ة ف  اليمين دنق ( = غ إذا كان 1 
غ  (

نهرا


 ق  (( = ق  غ(

- 

ق  ((= 
)1

1


 
+ 0 

ق  ((= 
)1

1


 

اتصــااتصــا

  لل

غ  (
ا ر ه ن


 ق غ( د)س(



 

 
204 

ان( ق متر ة ف  الي ا  دنق (=غ إذا ك2 
غ  (

نهرا


 ق  ((= ق  غ( 

 ( إذا كانت القالة متر ة من اليمين  من الي ا  هع ق متر ة دنق (=غ3 
 ( ابير ا ترا  من اليمين  الي ا  إذا غي ت القالة هادقتها ير   ت رذ النق رة4 

 [ غ  <> غ  فت ات من الن ت ]غ ،  [ غ  بظه         غ  ]
نبخررذ ممثررع دررن نقرراط الفترر س  [   ،[فترر س مفت يررة  ( دنررق بيررر ا ترررا  د رر 5 
]  ز   [  ، غ غ 

غ  (
نهرا


 .ق (( = ق  غ( 

 ] تق   بما ي  :    ، ]( دنق بير ا ترا  د   فت س مق قة 6 
 [ بير ا ترا  د   المفت ية [   ،  (1
    يمين    دن ي ا  بير ا ترا  د  (2

   ت الق  ية متر ة د  -ال ذ ية-الق ا  الك  ية–اليق ق تكثي افائـدة: (7 
 (2- 5ن )ــــــتماري

 1  دنق ( = 1-[ غبير اترا  القالة ق  (( =  ( 1]
 اليع:

 
 غنتبد د ض با رع. ( 1 0  = 1 - 1( =  1* ق  

*
غ  (

نهرا


=ق ((
)  1

نهرا


 (متر ة من اليمين 2) 1 =)2=رف 1–1(=1- (

*
غ  (

نهرا


 ( 3 0=  0-( = 1-1  -( = 1- (  –= نهرا  ق (( 

 1  = )3 )  1 = ( متر ة من ي ا 

- + 1 
-) -1) )-1  )-1  

 1-إشا س ( 
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  = ) 1بشكع دا  ق متر ة دنق 
 1( >  2= ( إذا كانت    (( [ 2]
   = ) ) 1   = ) 1)ع ق متر ة دنق 

 اليع:
 (  1 1( = 1ق  

)  1
نهرا


 ( متر ة ف  اليمين  2) 1  = )2 1نهرا  (( = ق  (( =  

غ  (
را نه



 ( 3) 1 =)3 1= 2(1(= 2ق (( = نها  (

  =) من الي ا . 1متر ة دنق 
 = ) 1بشكع دا  متر ة دنق 

4([ لررتكن القالررة ق  (( = 3]
))12 2



 ) لمررا4رر يترر  تكرر ن   ف القالررةد ِّ

 4متر ة دنق ( =
 الفك س: غي   النهاية  غهقمها د     ق من ذ)  ل قيمة.

التنفيذ 
)  4

نهرا


 ))- 4(
)) - (4 ))  3(   =4  +3 =7  7( = 4لمف  ض ق  ا 

 ة إداقس تع يف القال =)) 4 -(( ق(
)) - (4 ))  3(    ) لما4 

7   =)4 
رررررقق  م رررررا  القالرررررة 4] ثررررر  غق ( اتررررررا  القالرررررة د ررررر  )رررررذا  2(-4(( =   )[ ي ِّ

 الم ا .
 402)22  ) (-4مع فة لما  اليع:

2 )-2  [ = 2،  2-  ت] 

 < )1  

) 
)1 1 

)2 
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 دنق بير ا ترا :
 ] كالتال :2،  2-د   الفت س المفت ية [ أولًا:
غ ]- 2،2   2غ -4  = ( غ )] ني   1)   1  = )2) 

غ(
نهرا


(  = )) 
غ(

نهرا


 ]2،2-متر ة د  [        2  2)غ - 4  =2( -4 

 من اليمين 2-( = دنق ( 1  دنق ا   اف ثانياً:
(  -2 = )4-  -2)2  =4 -4  =0   1)     1  = )2) 

))2(
نهرا



 اليمين منمتر ة    (0 2=4-4=   2(-4 (( = نهرا   )

 من الي ا  2( دنق ( = 2 
(   2 = )4-4  =0     1)   

)2
نهرا



(   = )) 4-)2  =4-4 =0   2) 1 =)2) مترررررر ة دنرررررق 
 من الي ا  2( = 
 [ = 2، 2-بشكع دا  متر ة د     ت] 
 [ ناهش اترا  القالة د   م الها م ضياً إ ا تذ بال    بكع من الق ا .5]

 2لما ( >   1( +  غ(    ((  =
 2لما (   2( +   

 اليع: الم ا  =   ت = ح
 ]  ،2-د   [ 1د   الفت ات المفت ية    (( = ( + أولًا:

 متر ة  نها كثي س اليق ق 
 متر ة  نها كثي س اليق ق [، +2د   [ 2   (( = ( + 

 متر ة د   الفت ات المفت ية   
 2دنق ا   اف: غ  دنق (=  ثانياً:
 (متر ة من اليمين  1)        1 =)2 4=  2+  2=  (2ق  

)2
نهرا



 (4   2= 2+  2( = 2ق (( = نهرا  ( + 
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)2
نهرا



 غي  متر ة من الي ا  3)(1( يظ 3 3=2+1(=1ق ((نهرا (+
 2ص = (+2لما (  1ص= (+  2الت ضيلأ لما (> 

 
 

 
 
 
5(4(ق (( = ( 

)3)4
2

2



 

 0( =1-(  (5   (+غرفا  المقا  {غرفا  المقا } –اليع:   ت = ح 
 = )-5   ، = )1 
 { /1،  5-الم ا  = ح } 

متررر ة  نهررا قالررة  ]  ،-5] ، [1،+-غ ً : د رر  الفترر ات المفت يررة: د رر  [
 ك  ية متر ة د     ت.

0(= 1دنق ا   اف:ق 
134 =-  =) 1غي  مع فة دنق 

  = ) 1غي  متر ة دنق 
0( = 5-ق  

25154  =    مع فةغي 5-ة دنق (= غي  متر 

 غما الت ضيلأ بال    غدتقق غي  ممكن.

   (  = ))))5)4
)3)4

2

2



 

) 2 0 
 1 3 ص

 

) 2 3 
 5 4 ص

 

1 -5 

5 
4 

3 
  
  غ
1 1 

1 2 
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 1غ =    0=4-(5+ 2اليع: غرفا  المقا : (
= 5  
  =-4 

  =2 -4 4-× 1×  4-25=  غ =41   =41 
غ 2=1(

- -   2
-5  41 



غ 2= 2، ( 

- -   2
-5-  41 
 

 ){ /2، (1  ت = ح } 
 بير ا ترا :

 غ ً : د   الفت ات المفت ية متر ة  نها ك  ية متر ة د     ت
 1غي  متر ة دنق (  ( غي  مع  فة 1ثانياً: دنق ا   اف : ق  (

 غما ال     غدتذ (2غي  متر ة دنق (  مع  فة ( غي 2ق (

1([ لتكن ق  (( = 6]
)4)3 2



 ناهش اترا  القالة ف  ح 

 كما ي  :غ ً : بير ا ترا  ف  الفت ات ال زئية من الم ا .
 ثانياً: بير ا ترا  دنق النقاط الت  يتقي  دنق)ا تع يف القالة. 

 {1  ت = ح/ } اليع:
 0( = 1-(  (3-غرفا  المقيا(   (

 = )3  =) ،1 
  
 

+ 3   -     1 + 
) -3)  )-1)    

)-1    
) =-3  -) -3) )-3 

 كثيرر س يررق ق  3-ق  (( =(  ،1[-غ ً : د رر  الفترر ات المفت يررة د رر  [
 متر ة د يها

 متر ة د يها. كثي س يق ق  3(+3-ق  (( = ]3،  1د   [
 متر ة د يها. كثي س يق ق 3-ق  (( = (  [، 3د   [

 1س 2س
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 غي  متر ة. ( غي  مع فة1ق  1التقي : دنق (=  ق نقاطثانياً: دن
 3دنق ( = 

31( = 3ق 
|9123|



=2
 ( متر ة من  1)   1  = )2= رف رف 

)  3
نهرا



 الي ا  (0 2(=3-3 -(=3- (  –ق (( = نهرا 

)  3
نهرا



 من اليمين متر ة0 3) 1 =)3)=3-3(=3-= نهرا ( ق ((

 =) 3متر ة دنق 
1([ إذا كانت ق  (( = 7]

|)1| 3



  يير =)1 

 لتك ن متر ة دنق )ذه النق ة. 1غدق تع يف القالة دنق (= 
 ل قيمة  غهقمهاغي   النهاية   ( غي  مع  فة1  اليع: ق

)  1
نهرا
)1

)1 3



1(((1- ( = نهرا(
)))1( 2



 =1  +1  +1 =3 

   3( = 1المف  ض ق 
1( إداقس التع يف ق  (( = 

)1 3



   ) لما 1 

 1لما ( =    3    
 1-غبير ا ترا  دنق (= 1+ 4إذا كانت ق  (( = ( [8]

 ( 1  2=   1+  1=  1+4(1=     (1-اليع: ق  

)1
نهرا



 ( 2 2=   1+1=  1+4(1-=   (1+  4( = نهرا 

  1  = )2)    =) 1-متر ة دنق) 
متر ة  ( ((.)فهع القالة ق   1-2((( = ()(، 2-3[ إذا كانت ق  (( = 9]

 0 = ( دنق
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 3+2(2-3( = 1-2 (2-3( = 1-2: ني   ق  )ر  ((( = ق  (اليع
 =5-3)2 

   2(0  5-3(( = 0ق  )ر = 1) 

)0
نهرا


ق  )ر  ((( =  
)0

نهرا


  5-3)2)  =3-5  0)2  =5 2) 

  1  = )2)  0 (= ق  )ر  ((( متر ة دنق 
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