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اخʛʱ الإجاǼة الʴॽʴʸة ثʣ ʦّلل على ورقة  إجاǼات مقʛʱحة واحʙة مʻها فقȌ صʴॽʴة سʕالاً لؔل سʕال أرȃع ॽɾ40ʺا ǽأتي 
  درجة .  15لؔل سʕال  إجابʥʱ دائʛة الʛʴف الʺʨافȘ للإجاǼة الʴॽʴʸة :

  :1التحليل 
(1 ʧȞॽل

f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  : العلاقة Șف وفʛّالʺع( )

x b
f x

cx d





  ʘʽ0حc  . و

f
C  مقارب أفقي ʦॽʁʱʶل مʰقǽ

2yمعادلʱه    ʙʻع  و  هʱلي معادلʨ1ومقارب شاقx     و
0

lim ( ) 1
x
f x


  ʚٍئʙʻع .b c d   ȑاوʶت  

A   3   B 
5

2
  C  

3

2
  D   1 

(2  ʧȞॽل
f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع\ { 2}  : الآتي ʨاته هʛʽول تغʙج  

                                 
2 1

5 0
( )

3 2

x

f x

  

  
  

A  
2y    مقارب ʦॽʁʱʶم

للȌʵ  أفقي
f
Cارʨفي ج B 

2
lim

( ) 5x f x
 


  

C  lim ( ( ))
x
f f x


  

D   1

1
lim

( )x f x
   

 الʧʽʢʵ الॽʰانʧʽʽ نʙʳ جانॼاً  3)
f
C و

g
C  ʧʽعǼاʱللf  وg   

   ʧʽالʳʺعلى ال ʧʽفʛّ0[الʺع, [
f
D    و] 3, [

g
D      

xوالʺʨʴر    x  ʧʽʢʵمقارب لل
f
C  و

g
C .  

yو الʺʨʴر   y  Ȍʵمقارب لل
f
C  .  

 ʧȞॽولh  ف علىʛّع معǼ5[تا, [ :Șّقʴǽ( ) ( ) ( )f x h x g x    
     

A   1 1
lim ( ) lim ( )
x x
f x g x

 
 

B  lim ( ) 0
x
h x


  

C  lim ( )
x
g x


    

D   0
lim ( )
x
f x


   

(4 ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  فʛّعلى الʺع :العلاقة Ș2  وف( ) ( 2) 3f x x      
  هي  في جʨار  Cلل  Ȍʵمعادلة الʺقارب الʺائل     

A   2y x  B  2y x  C  2y x    
D   ʝॽل ȌʵللC  ارʨمقارب مائل في ج ʦॽʁʱʶم 

(5  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّ0[الʺع, [  Ș1العلاقة:وف
( ) 1 sinf x x a x

x
    ʘʽحa  . قيॽʁدٌ حʙع  

3yمعادلʱه :  مʦॽʁʱʶ مقارب مائل  Cالʱي تʳعل للa  Ȍʵإنّ ॽʀʺة     x    هي  

A   4   B  3  C  3  D   4 

(6  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  على ʛʺʱʶʺف والʛّالʺع لʰقȄوC ارʨاً مائلاً في جȃمقار  :هʱ2معادل 1y x      

A   
( )

lim 2
x

f x

x
  B 

lim( ( ) 2 ) 1
x

f x x


  
 C 

lim ( )
x
f x


  

D  ȌʵللC  ار أمقاربʨفقي في ج 
  

x

y

O 1

1

g
C

f
C
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(7   ʧȞॽلf  ف علىʛّع الʺعǼاʱ0[ال [   : العلاقة Ș1وف
( ) cosf x x

x
    

  تʶاو  ȑعf  ʙʻإنّ نهاǽة الʱاǼع     

A   0  B  1  C    D    دةʨجʨم ʛʽغ  
(8  ʧȞॽل

f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع  : Ș2وف( ) 8f x x x     

2y اللʚان معادلʱاهʺا : و ولʧȞॽ الʺॽʁʱʶʺان  x 0وy   .ʖʽتʛʱة على الॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواحʦئ هʟخا   :     

A   
 ʦॽʁʱʶʺال  مقارب مائل

 Ȍʵلل
f
C ارʨفي ج  B 

ʦॽʁʱʶʺال  مقارب
 Ȍʵأفقي لل
f
C  في

  جʨار
C  

f
C  قʨقع فǽ على

[الʺʳال ,2[   D   
f
C ك معʛʱʷǽ في
  2فاصلʱها  الʱي ʻقʢةال

(9  ʧȞॽل( )x E x قيॽʁʴد الʙح للعॽʴʸء الʜʳع الǼتاx  عǼاʱف الʛّعʻول .gعلى  : العلاقة Șوف  
                    ( ) ( ) (1 )g x E x E x   .ʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌئواح ʦه:     
A   

g  ʧؔاً تǽأ ʗعٌ ثابǼتا
x    B  

g  ʗعٌ ثابǼتا
 ʧؔاً تǽأ

\x    

C 

)لʻعʛّف الʱاǼع  ) ( )h x g x 
 ʘʽح\ {1}x   ٍʚئʙʻع 

1
lim ( ) 1
x
h x


 .  

D  g  ًاʛʺʱʶم ʝॽعلىل   

(10 f ف علىʛّع معǼ0]تا, [ انيॽʰه الʢّخ
f
C  لȞʷم في الʨسʛاورمʳʺأنّ  :ال Ȏالʺلاح ʧمlim ( )

x
f x


     

ʴǽxقȘّ الȋʛʷ :  إذا ؗان  Aعʙʻئʚٍ : أصغʛ عʙد حॽʁقي    A  كان( ) 100f x  ȑاوʶǽ  
  
    
   

   :2التحليل 
Ǽln2xفʛض  11)   وln 3y   وln5z    ʚٍئʙʻ18. ع

ln
20

  ȑاوʶت  

A   2y x z    B  2y x z  
C  2 2x y  D   2z x y    

(12  ʧȞॽلf  : العلاقةǼ ʧّ̔ع الʺعǼاʱال
2ln

( )
x

f x
x

  ّأن Ȏنلاحlim ( )
x
f x


هي حالة عʙم تعʧʽʽ مʧ الȞʷل  


   

)نʧȞʺǽ  ʖʱؔ أنْ  لإزالʱها    )f x  : ةॽغ الآتॽʸال ȐʙإحǼ 

A   
ln

( ) 2
x

f x
x


   B 

2

2

ln
( )

x
f x x

x
 

  C 
ln

( ) 2
x

f x
x

 
  D   

ln( )
( ) 2

x
f x

x


 

  
)لʧؔʱ الʺعادلة  13) )E  : ةॽالآتln(4 ) ln( 1)x x   

A   
1

3

 حل للʺعادلة( )E B 

)الʺعادلة )E  تؔافئ
4الʺعادلة 

ln( ) 0
1

x

x



   C  

)لʝॽ للʺعادلة )E  
  D  أǽة حلʨل  

)الʺعادلة )E  تؔافئ
4الʺعادلة 1x x    

A  30  B 31  

C 32  D 35   

x

y

O

100

30 31 32 35
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(14  ʧȞॽلf  ف علىʛّع الʺعǼاʱ0[ال, [  : العلاقة Șوف( ) sin(ln )f x x   

A   2

lim ( ) 0
x e

f x




   
B  1

lim ( ) 1
x
f x


 

C 1

( )
lim 1

1x

f x

x



  

D   [1, ]x e  نʨȞǽ( ) 0f x   
(15  ʧȞॽل 

f
C عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال f  ف علىʛّ0[الʺع, [  : العلاقة Șوف( ) 5 ln 5f x x x x    

الʺʺاس لل  Ȍʵو     
f
C  هاʱه فاصلʻة مʢ1في نقx   .  

A   

5
( ) 5f x

x
     

و
f
C  قʨقع فǽ

  دوماً  الʺʺاس
B 

5
( ) 5f x

x
     

و
f
C الʺʺاس ʗʴقع تǽ 

  ]0,1[على الʺʳال 
C 

( ) 5 lnf x x    
و
f
C  قʨقع فǽ

  دوماً  الʺʺاس
D   

( ) 5 lnf x x    
و
f
C الʺʺاس ʗʴقع تǽ
  الʳʺ0,1[على ال[ 

(16  : ʧʽʱلة الʺعادلʺʳك لʛʱʷʺل الʴال
3

2ln ln 1

x y e

x y

  
   

  ʨه   

A   2 5{( , )}e e   B  4{( , )}e e  C  1{( ,1)}e  D   
5 2{( , )}e e

 

(17 ʧȞॽل
g
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالg ف علىʛّالʺع  : اورʳʺل الȞʷم في الʨسʛʺوال  

على fولʻعʛّف الʱاǼع   
f
D  : العلاقة Șوف( ) ln( ( ))f x g x  انيॽʰه الʢّخ

f
C  

A   ]0,3[
f
D   B عʡتقا Ȍاصل نقʨف

f
C اصلʨر الفʨʴ3و 0مع م 

C  ( ) 0f x ماʙʻ2عx  D  f  تʺاماً على ʟاقʻʱ0,2[م[   
 

(18  ʧȞॽل
1
C  و

2
C ʽعǼاʱلل ʧʽʽانॽʰال ʧʽʢʵالʧ

1
f و

2
f . : اورʳʺل الȞʷفي ال ʧʽمʨسʛʺال  

       ʘʽح
1
f  ف علىʛّمع] 1, [   : العلاقة Șوف

1
( ) ln( 1)f x x x   .  

و          
2
f  ف علىʛّ0[مع, [ Șالعلاقة وف  :

2
( ) lnf x x x .  

A   1
C و

2
C  ةʢقʻان ب ʛؗʱʷǽ B 2

f ʙʻاً عॽلʴم Ȑʛة صغʺॽʀ لʰقǽ2x e  

C 1 2
lim( ( ) ( )) 1
x

f x f x


   
D  11

lim ( )
x
f x


   

(19 ʧȞॽلC عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf ف علىʛّالʺع] 1,1[  : العلاقة Ș1وف
( ) ln( )

1

x
f x

x





   

و        
1
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال

1
( ) ln( 1) ln(1 )f x x x     .ئʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح     

A   f  ȑدʛعٌ فǼتا B  1
C ʛʽʤنC  رʨʴʺة إلى الॼʶʻالǼxx  

C 1
C ʛʽʤنC  رʨʴʺة إلى الॼʶʻالǼyy  D   1

C ʛʽʤنC  ة إلىॼʶʻالǼ(0, 0)O  

(20 ʧȞॽلC عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf ف علىʛّ2[الʺع, [  : العلاقة Ș1وف
( ) 1 ln( )

2

ex
f x x

x


  


   

A   ʦॽʁʱʶʺ1الy x   Ȍʵمقاربٌ للC . B   ʦॽʁʱʶʺ2الy x   Ȍʵمقاربٌ للC . 

C  ʦॽʁʱʶʺالy x e   Ȍʵمقاربٌ للC .  D    ʦॽʁʱʶʺالx e  Ȍʵلي للʨمقارب شاقC .  

x

y

O

2
C

1
C

1
x

y

O

g
C

2

1

31
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   :الجبر
(21  ȑʙد العقʙللع ʧʽʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳال ʙ2أح 2 2 2w i    ʨه  

A  2 2 2 2i    B 2 2 2 2i   C 2 2 2 2i   D  2 2 2 2i   

2لʧؔʱ الʺعادلة :  22) 0z bz c    ʘʽحb وc دانʙانعॽʁॽʁد  حʙالع ʧȞॽ1ول 5i  ʙأح ٍʚئʙʻلها عʨحلb c  ȑاوʶǽ  

A   24   B  23  C  24  D   26 

(23  ȑʙد العقʙالع ʧȞॽلz a bi   ʘʽ0حa   2و 12z z   ʚٍئʙʻعRe( )z  ȑاوʶت  

A   4   B  3  C  2  D   1 

ʧؔ الʻقʱʢان : ʱل 24)
1 1
( )M z و

2 2
( )M z  ʧʽیʙالعق ʧدیʙان للعʱلʲʺʺال  

   
1
z و

2
z  : ʚٍئʙʻاور : عʳʺل الȞʷفي ال : ʖʽتʛʱالǼ

1 2
z z  ȑاوʶت  

    

  
zو zلʧȞॽ العʙدان العقǽʙان: 25) ʛʽغ  ʧȞॽول ʧʽومʙالʺعw Șّقʴǽ ȑʙدٌ عقʙعz

w
z




)Reوȃافʛʱاض أنّ   ) 0z z      

A    w  ʗʴǼ ليʽʵت  B  w قيॽʁح  C  1w   D  w  ًاʱʴǼ ًاॽل ّ̔ʵت ʝॽاً ولॽʁॽʁح ʝॽل 
(26  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺفي ال( ; , )O u v

  :  

     ȋقاʻعة الʨʺʳم( )M z  ʘʽحz ومʙمع ʛʽغ ȑʙد عقʙد عʙعل العʳي تʱ1ال
z
z

    تʺّ̡ل  

A   
مʨʴر الأعʙاد 

الॽʁॽʁʴة مʚʴوف 
0zمʻه   . 

B 
ʜها  ʛؗة مʛدائO  فʸون

 ʙاحʨال ȑاوʶǽ هاʛʢق  C 

اجʱʺاع مʨʺʳعʱي 
الʻقاȋ الʺʨجʨدتʧʽ في 

 ʧȄارॽʵالA وB  
D   

اجʱʺاع مʨʴرȑ الإحʙاثॽات 
  Oمʚʴوف مʻه الʻقʢة 

(27  ʧȞॽل  ʘʽقي حॽʁدٌ حʙع] , [
2

   دʙل الأسي للعȞʷ3فالi iz e e    ʨه  

A   ( 2 )2 cos( ) iz e      B  ( )2 cos( ) iz e      C 4iz e   D   
( 2 )2 cos iz e    

(28  ʧȞॽلz دʙاً ع ǽʙو  اً عق ʘالʲع الȃʛقع في الǽ2arg( )
6

z


  ʚٍئʙʻعarg( )z  ȑاوʶت  

A    
12

  B  3

  C  
4

3

  D   
13

12

  
  
  
  
  

A  7  B 5  

C 
5

2
  D 3 2   

1
M

2
M

O

3
4 7515
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3لʧؔʱ الʺعادلة :  29) 25 9 5 0z z z     لها فيʨعة حلʨʺʳʺل ʜمʛʻول ʜمʛالǼS   
       ʧؔʱول ȋقاʻالA وB وC  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺلها في الʨي تʺّ̡ل حلʱال ʚٍئʙʻع  

A   {1,2 , 2 }S i i   B  { ,2 ,2 }S i i i   C  {1,1 ,1 }S i i    D   
 ʘلʲʺالABC  ʦقائ

 ʧʽاقʶال ȑاوʶʱوم  
(30  ʧȞॽلz  ًداʙع ǽʙاً عق  : Șّقʴǽsin cos

cos sin

x i x
z

x i x





  هz  ʨ. عʙʻئʚٍ الȞʷل الأسي للعʙد  

A   
3

( 2 )
2

i x
e


  B  

3
( )

2
i x
e


  C  

3
( )

2
i
e



  D   (2 )i xe  
   الأشعة :

(31 S ABCD مʛه ʦʤʱʻم  ȑاوʶǽ ل ضلعهʨʡ عȃّʛته مʙ2قاع ʜه  2 ʛؗومO   
3SOحS  ʘʽ ورأس الهʛم     .  ًاʶانʳʱمعلʺاً م ʛʱʵʻ1ول 1 1

( ; , , )
2 2 3

O OB OC OS
  

 : ʚٍئʙʻع     

A  (1,0,0)B B (0, 2, 0)A  C (0, 1, 0)D   D  (0, 0,2)S  
(32  ٍʦفي معل ʝانʳʱم( ; , , )O i j k

   : ȋقاʻا الʻیʙ1,1)ل, 7)A  و( 2,0,0)B  7,3)و, 21)C  0)و, 0, 4)D       
   :    خاʟئ هʦواحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة        

A  
: ȋقاʻالA وB وC  تقع

 B   على اسʱقامةٍ واحʙة

: ȋقاʻالAوBوD 
ʙʽوح ʨٍʱʶم ʧّ̔تع .  C 

: ȋقاʻالA وB و
C وD تقع في  لا

 ʙواح ʨٍʱʶم.  
D  

Ǽالॼʶʻة  Dنʛʽʤة  ǼIفʛض
A ʜفʨؔʱن الʻقʢة  Bإلى ʛؗم

 ʘلʲʺثقل الCDI .   
(33  ȋقاʻعة الʨʺʳم( , , )M x y z  :اتها العلاقاتॽاثʙإح Șّقʴي تʱ2ال 2 2 0x z y    0و 3y   تʺّ̡ل 

A  
ومʨʴره  Oمʛʵوȋ رأسه 

( ; )O j
  ʛʢف قʸون

 1وارتفاعه  ʶ1اوǽ ȑقاعʙته 
B 

 Oمʛʵوȋ رأسه 
)ومʨʴره  ; )O j

 
ونʸف قʛʢ قاعʙته 

ǽ ȑاوʶ3  3وارتفاعه 

C 

مʨʴرها أسʨʢانة 
( ; )O j
  ʛʢف قʸون

 ʶ3اوǽ ȑقاعʙتها 
  . 3وارتفاعها

D  

)مʨʴرها أسʨʢانة  ; )O j
 

ونʸف قʛʢ قاعʙتها 
ǽ ȑاوʶ1 3وارتفاعها . 

(34  ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   : ȋقاʻا الʻیʙ1,2)ل, 3)A 3)و, 2, 1)B    و( , 1,1)C m m   ʘʽح[ 1, [m      

     ʦॽʀ ّإنm  ةʢقʻعل الʳي تʱالC  ةʺॽʁʱʶʺعة الʢللق ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺي إلى الʺʱʻت[ ]AB   : هي        

 A  {0,8}m   B  {0}m   C  {8}m   D   {1}m   
(35  ٍʦفي معل ʝانʳʱم( ; , , )O i j k

   :  
 ʧʽʱʢقʻالǼ ʛʺي تʱة الʛؔ2)معادلة ال, 1, 3)A  0,5)و, 1)B   : اصل هيʨر الفʨʴقع على مǽ هاʜ ʛؗوم  

  
  
  

  

A    2 2 2( 3) 35x y z    B 
2 2 2( 3) 35x y z     

C 
2 2 2( 3) 35x y z     D  2 2 2( 3) 35x y z     

A B

O

S

D C
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(36 ABCDEFGH  ȑاوʶǽ فهʛل حʨʡ ʖعȞ1م   
     ʦʤʱʻم مʛه ʙجʨیI ABCD  قعǽارتفاعه  داخله ʘʽحa   

Jهʛم مʦʤʱʻ  و   BCGF  Șابʶم الʛق مع الهʨʰʡ قع خارجهǽ  
   . Jو Iو رأسʽهʺا  مʶʱاوȄة الʶاقʧʽمʲلʲات وجʨههʺا  ولʧؔ خارجه  
]مʸʱʻفKولʧؔʱ الʻقʢة   ]EH. ذاȂنا وʛʱاً : اخʶانʳʱمعلʺاً م( ; , , )A AB AD AE

  
    

  تقع على اسʱقامةٍ واحʙة تʶاوJ   ȑو Iو Kالʱي تʳعل الʻقاa ȋإنّ ॽʀʺة      

A    2

2
  B 

3

2
 C  

2

3
  D  

3

4
  

(37 ABCDEFGH  ȑاوʶǽ فهʛل حʨʡ ʖعȞ1م .  
 I وJ وK  : فʛفات الأحʸʱʻهي م[ ]AB  و[ ]BF  و[ ]GF   

    
  
  

(38  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   ȋقاʻا الʻیʙلA وB وC . ةʙقامةٍ واحʱي لا تقع على اسʱال   

   :خاʟئ هʦواحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة       

A   

 ʦॽʁʱʶʺف الʛّنع( )AB 
 Ǽأنّه مʨʺʳعة نقȌ الفʛاغ

M   Șّقʴي تʱال
AM t AB
 

   
 ʘʽحt  .  

B 

 ȑʨʱʶʺف الʛّنع( )ABC 
Ǽأنّه مʨʺʳعة نقȌ الفʛاغ 

M : Șّقʴي تʱال
AM aAB bAC 
  

 
 ʘʽح,a b   

C  

تʴقǼK  Șفʛض الʻقʢة 
2AK AB

 
 Lو الʻقʢة

 Șّقʴ3تBL BC 
 

   
ȋقاʻفالA وB وC وK و
L  .ʙواح ʨٍʱʶتقع في م 

D  

 ʗمهʺا ؗان
مD  ʧالʻقʢة 

 ʗاغ ؗانʛالف
DAالأشعة 


و  

DB


DCو  


 
  مʛتʢॼة خॽʢاً .

(39 ABCD  ةʢقʻه . الʨاعي وجȃرI  العلاقةǼ فةʛّ2الʺعIA DA BC CA  
   

     تقع :  

A    فʛʴف الʸʱʻم[ ]BC B   فʛʴف الʸʱʻم[ ]BD C  فʛʴف الʸʱʻم[ ]CD D  هʨجʨاعي الȃخارج ر  
(40  ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k

   : ȋقاʻا الʻیʙل( 2,2,0)A  0)و, 4, 0)B 0)و, 4,1)M 0)و, 0,2)N        
  
  
  

  ....................................................................انʱهʗ الأسʯلة ..................................

A     ʦॽʁʱʶʺال( )GJ  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )HIC  B   ʦॽʁʱʶʺال( )GJ  ȑʨʱʶʺع الʢقǽ( )HIC  .
C ȋقاʻالH وA وI وK  ʙواح ʨٍʱʶتقع في م D ʦॽʁʱʶʺال( )EA  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )HIC .  

A     احةʶمOBMN  ȑاوʶ12ت  B  احةʶمAMN  ȑاوʶ35ت    
C مʛارتفاع الهA OBMN  ȑاوʶǽ2 Dمʛاله ʦʳحA OBMN  ȑاوʶǽ4 2 

A B

C

D

E F

GH
K

I

J

IA B

CD

E

GH

F

J

K

A
B

O

N

i


M

j
k


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اخʛʱ الإجاǼة الʴॽʴʸة ثʣ ʦّلل على ورقة  إجاǼات مقʛʱحة واحʙة مʻها فقȌ صʴॽʴة سʕالاً لؔل سʕال أرȃع ॽɾ40ʺا ǽأتي 
  درجة .  15لؔل سʕال  إجابʥʱ دائʛة الʛʴف الʺʨافȘ للإجاǼة الʴॽʴʸة :

  :1التحليل 
(1 ʧȞॽل

f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  : العلاقة Șف وفʛّالʺع( )

x b
f x

cx d





  ʘʽ0حc  . و

f
C  مقارب أفقي ʦॽʁʱʶل مʰقǽ

2yمعادلʱه    ʙʻع  و  هʱلي معادلʨ1ومقارب شاقx     و
0

lim ( ) 1
x
f x


  ʚٍئʙʻع .b c d   ȑاوʶت  

A   3   B 
5

2
  C  

3

2
  D   1 

   
 1

lim ( )
x
f x

c
  ʦॽʁʱʶʺال ȑ1أ

y
c

  Ȍʵمقارب أفقي لل ʦॽʁʱʶم
f
C  ارʨفي ج   

2yولʧؔ لʙیʻا فʛضاً     مقارب أفقي ʦॽʁʱʶم  Ȍʵلل
f
C  ارʨفي ج  هʻ1وم

2
c
  اليʱالȃ1و

2
c    

1xلʙیʻا فʛضاً        عǼاʱة الǽاد نهاʳǽإ ʧه مॽل علʸʴلي نʨاقʷأنّ الʺقارب ال ʦنعل ʧʴلي ونʨمقارب شاق ʦॽʁʱʶمf   
   ʅȄʛعʱعة الʨʺʳم ʧوفة مʚʴʺال Ȍقʻال ʙʻع ʘʽحf  ماʙʻف عʛّ0معcx d    
    ȑأd

x
c

   عǼاʱفالf  ف علىʛّمع\ { }
d

c
  Ȍʵإذا ؗان لل ȑأ

f
C  ʨمقارب فه ʦॽʁʱʶمd

x
c


   

Ǽ1الʺقارنة مع الفʛض نʙʳ أنّ    
d

c
    ȑ1أ

d

c
 هʻ1 وم

1

2

d
  اليʱالȃ2و 1d   ȑ1أ

2
d    

ا ؗان   ّ̋ 0ول
lim ( ) 1
x
f x


   اʻیʙول

0
lim ( )
x

b
f x

d
  هʻ1وم

b

d
  ȑ1أ

1

2

b
  اليʱالȃ2و 1b   ȑ1أ

2
b    

3ومʻه   

2
b c d    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  .  

(2  ʧȞॽل
f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع\ { 2}  : الآتي ʨاته هʛʽول تغʙج  

                                 
2 1

5 0
( )

3 2

x

f x

  

  
  

A  
2y    مقارب ʦॽʁʱʶم

للȌʵ  أفقي
f
Cارʨفي ج B  

2
lim

( ) 5x f x
 


  

C  lim ( ( ))
x
f f x


  

D   1

1
lim

( )x f x
   

  
2y: نلاحȎ أنّ  AلʙʻقȘّ في الॽʵار    Ȍʵمقارب أفقي لل ʦॽʁʱʶمC  ارʨفي ج  ʝॽول  ارॽʵفالA . ئʡخا  
)lim مʧ الʨاضح أنّ ::  BلʙʻقȘّ في الॽʵار ( ) 5) 0

x
f x 


   دʙالع ʗʴقع تǽ ʦهʶن الʨؗ )5  ارʨفي ج (  
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2ومʻه   
lim

( ) 5x f x
 


  خاʡئ .  Bفالॽʵار . 

limلʶʴاب  : CلʙʻقȘّ في الॽʵار ( ( ))
x
f f x


  

               lim ( ) ( 2)
x
f x 


   

        
( 2)

lim ( ( )) lim ( ) 3
x t
f f x f t

  
    ارॽʵفالC  . ئʡخا  

:  Dأمّا الॽʵار 
1

lim ( ) 0
x
f x 


  ارʨفي ج ʛفʸال ʗʴقع تǽ ʦهʶن الʨؗ )1 (  

ومʻه   
1

1
lim

( )x f x
   ارॽʵفال ʨح هॽʴʸال D .  

الʧʽʢʵ الॽʰانʧʽʽ  نʙʳ جانॼاً  3)
f
C و

g
C  ʧʽعǼاʱللf  وg   

   ʧʽالʳʺعلى ال ʧʽفʛّ0[الʺع, [
f
D    و] 3, [

g
D      

xوالʺʨʴر    x  ʧʽʢʵمقارب لل
f
C  و

g
C .  

yو الʺʨʴر   y  Ȍʵمقارب لل
f
C  .  

 ʧȞॽولh  ف علىʛّع معǼ5[تا, [ :Șّقʴǽ( ) ( ) ( )f x h x g x    
     

A   1 1
lim ( ) lim ( )
x x
f x g x

 
 

B  lim ( ) 0
x
h x


  

C  lim ( )
x
g x


    

D   0
lim ( )
x
f x


   

  
: مʧ الʺلاحȎ أنّ  AلʙʻقȘّ في الॽʵار

1 1
lim ( ) lim ( ) 1
x x
f x g x

 
   ارॽʵفالA  . ئʡخا  

ا ؗان  BلʙʻقȘّ في الॽʵار ّ̋ ): ل ) ( ) ( )f x h x g x    
limو    ( ) lim ( ) 0

x x
f x g x

 
  ةʡة الإحاʻهʛʰاداً إلى مʻʱ(1)فاس  ʙʳنlim ( ) 0

x
h x


 ارॽʵفالB . حॽʴʸار الॽʵال ʨه  

lim: مʧ الʨاضح أنّ   Cأمّا الॽʵار  ( ) 0
x
g x


   ارॽʵفالC  . ئʡخا  

مʧ الʨاضح أنّ   : Dأمّا الॽʵار 
0

lim ( )
x
f x


    ارॽʵفالD  . ئʡخا  

(4 ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  فʛّعلى الʺع :العلاقة Ș2  وف( ) ( 2) 3f x x      
  هي  في جʨار  Cلل  Ȍʵمعادلة الʺقارب الʺائل     

A   2y x  B  2y x  C  2y x    
D   ʝॽل ȌʵللC  ارʨمقارب مائل في ج ʦॽʁʱʶم 

   

        2( ) ( 2) 3f x x     ارʨفي ج  نʨȞǽ2( ) ( 2) 2 2f x x x x           
        ȌʵفالC مقارب مائل ʦॽʁʱʶم ʥلʺǽ   ارʨفي ج  : هʱ2معادلy x    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA .  

2حʘʽ نلاحȎ أنّ 

2

3
( ) ( 2) 3 ( 2))

( 2) 3 ( 2)
f x y x x

x x
        

     
   

)limومʻه    ( ) ) 0
x

f x y
  .  

  

x

y

O 1

1

g
C

f
C
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(5  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّ0[الʺع, [  Ș1العلاقة:وف
( ) 1 sinf x x a x

x
    ʘʽحa  . قيॽʁدٌ حʙع

3yمعادلʱه :  مʦॽʁʱʶ مقارب مائل  Cالʱي تʳعل للa  Ȍʵإنّ ॽʀʺة     x    هي

A 4 B 3C 3  D4

  
1

sin1 1
( ) 1 sin ( 3) sin 4 4

1
xf x y x a x x ax a

x x

x

         

ا ؗان  ّ̋ 0ول

1
sin sin

lim lim 1
1x t

tx
t

x

 
  هʻومlim( ( ) ) 4

x
f x y a

  

)limمʦॽʁʱʶ مقارب مائل فإنّ  وȃʺا أنّه لʙیʻا فʛضاً    ( ) ) 0
x

f x y
 

4وȃالʱالي   0a    هʻ4ومa    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  
:ʙب آخʦأسلȁض   وʛفǼ( ) ( )f x ax b g x     

ان     limوؗ ( )
x
g x 


    ʦॽʁʱʶʺؗان الy ax b     Ȍʵالʺقارب الʺائل لل ʦॽʁʱʶʺال ʨهC  ارʨفي ج 

في مʲالʻا
0

1
sin1 sin

lim sin lim lim 1
1x x t

txax a a a a
x t

x

  
    

1yوȃالʱالي  x a     ًضاʛا فʻیʙالʺقارب الʺائل ول ʨ3هy x   هʻالʺقارب الʺائل وم ʨ4هa   .  
(6  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  على ʛʺʱʶʺف والʛّالʺع لʰقȄوC ارʨاً مائلاً في جȃمقار  :هʱ2معادل 1y x    

A 
( )

lim 2
x

f x

x
B 

lim( ( ) 2 ) 1
x

f x x


  
C 

lim ( )
x
f x


  

D  ȌʵللC  ار أمقاربʨفقي في ج 
  

):  AلʙʻقȘّ في الॽʵار )
lim 2
x

f x

x
  Ȍʵل الʺقارب الʺائل للʽم )C ارʨفي ج  الʲأم ʨوهx  ʧي مʱه الʱفي معادل

2الȞʷل 1y x   ارॽʵفال (A  . ئʡخا
)B  :limالॽʵارلʙʻقȘّ في   ( ) 2 ) lim( ( ) ) 1

x x
f x x f x ax b

 
     ارॽʵفالB  . ًاʹǽئ أʡخا

C : limلʙʻقȘّ في الॽʵار ( ) lim( 2 1)
x x
f x x

 
     Ȍʵلأنّ ال )C ارʨه في جȃك مقارʨسل ʥلʶǽ (

  هʨ الॽʵار الॽʴʸح .  ॽʵCارالف 
فʛضاً فلا ʧȞʺǽ أن ǽʺلʥ مقارب  ǽʺلʥ مʦॽʁʱʶ مقارب مائل في جʨار C: هʨ خॽار خاʡئ . لأنّ الD  Ȍʵأمّا الॽʵار

  أفقي في نفʝ الʨʳار . 
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(7   ʧȞॽلf  ف علىʛّع الʺعǼاʱ0[ال [   : العلاقة Ș1وف
( ) cosf x x

x
    

  تʶاو  ȑعf  ʙʻإنّ نهاǽة الʱاǼع     

A   0  B  1  C    D    دةʨجʨم ʛʽغ  
  
   ول  ʧؔʱنهاǽة عf  ʙʻنفʛض جʙلاً أنّ للʱاǼع   

   ȑأlim ( )
x
f x


    

ا ؗان  ّ̋ ول
1

lim 0
x x

  كانlim cos
x

x


   ʝॽا أنّه لʻʱفʛمع ʠاقʻا یʚع لوهǼاʱلcosx x  ʙʻة عǽنها   
   .  D. فالॽʵار الॽʴʸح ه  ʨنهاǽة  عf  ʙʻفلʝॽ للʱاǼع    

 (8  ʧȞॽل
f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع  : Ș2وف( ) 8f x x x     

2y اللʚان معادلʱاهʺا : و ولʧȞॽ الʺॽʁʱʶʺان  x 0وy   .ʖʽتʛʱة على الॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواحʦئ هʟخا   :     

A   
 ʦॽʁʱʶʺال  مقارب مائل

 Ȍʵلل
f
C ارʨفي ج  B 

ʦॽʁʱʶʺال  مقارب
 Ȍʵأفقي لل
f
C  في

  جʨار
C  

f
C  قعǽ قʨف على

[الʺʳال ,2[   D   
f
C ك معʛʱʷǽ في

  2الʻقʢة الʱي فاصلʱها

  
)A  :2لʙʻقȘّ في الॽʵار ) 8f x y x x    ّأن Ȏنلاحlim( ( ) )

x
f x y

 لȞʷال ʧم ʧʽʽم تعʙهي حالة ع    
ʨȞǽ2ن  في جʨار لإزالʱها نʵʱلʟّ أولاً مʧ الॽʁʺة الʺʢلقة :   28 8x x     

      
2

2

8
( ) 8

8
f x y x x

x x



    

 
  

)limوȃالʱالي  ( ) ) 0
x

f x y
   هʻوم: 2y x   Ȍʵمقارب مائل لل ʦॽʁʱʶم

f
C  ارʨفي ج.  ارॽʵفالA  . حॽʴص  

)2ومʧ أجل الأتʺʱة : مʧ الʨاضح أنّ  ) 8 2f x x x x x x        ارʨفي ج  . ارॽʵفالA . حॽʴص  
limنلاحȎ أنّ  : BلʙʻقȘّ في الॽʵار ( )

x
f x


هي حالة عʙم تعʧʽʽ مʧ الȞʷل     .  

ʨȞǽ2ن  في جʨار لإزالʱها نʵʱلʟّ أولاً مʧ الॽʁʺة الʺʢلقة :   28 8x x    هʻ2وم( ) 8f x x x    
2

2

8
( ) 8

8
f x x x

x x


   

 
  ومʻه  

2

8
lim ( ) lim 0

8x x
f x

x x 


 

 
   

:ومʻه   0y   Ȍʵمقارب مائل لل ʦॽʁʱʶمC  ارʨفي ج  ارॽʵفال .B . حॽʴص  
2ومʧ أجل الأتʺʱة : مʧ الʨاضح أنّ  2( ) 8 0f x x x x x x x x x            ارʨفي ج  .   

  . صॽʴح Bفالॽʵار    
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)2نʙرس إشارة الفʛق :  Ǽالॼʶʻة إلى  Cلʙراسة وضع  :  CلʙʻقȘّ في الॽʵار ) 8f x y x x     
      ( ) 0f x y   ماʙʻ28ع 0x x    

                    28 x x   

0xشȋʛ الʴل :      : ʧʽفʛʢع الȃّʛن  
        2 28 x x   

  2إمّا 28 x x   
28ومʻه        2x اليʱالȃ2و 4x    

2xإمّا       ل أوʨʰ2مقx   . ضʨفʛم  
  2إمّا 28 x x    

8ومʻه      0  اقʹةʻʱمعادلة م .  

  
2

( ) 0

x

f x y

  
    

  
  
  

فʻلاحȎ أنّ 
f
C  قعǽ قʨفالʳʺعلى ال] ,2[   ارॽʵفال .C  حॽʴص.   

  مॽʁʢʻاً هʨ الॽʵار الʨحʙʽ الʵاʡئ . Dأمّا الॽʵار
)2والʱفʛʽʶ : نʙرس إشارة الفʛق :  ) 8f x y x x     

     ( ) 0f x y    هʻوم  
       28 0x x    اليʱالȃو  

          28 x x    
0xشȋʛ الʴل :        ʧʽفʛʢع الȃّʛن  

                2 28 x x   
  2إمّا 28 x x   

28ومʻه        2x اليʱالȃ2و 4x    
2xإمّا       ض أوʨفʛ2مx   . لʨʰمق  
  2إمّا 28 x x    

8ومʻه      0  اقʹةʻʱمعادلة م  
  Ȍʵفال

f
C ك معʛʱʷǽ هاʱة فاصلʢ2في نق  ارॽʵفال .D . ارهʱʵأنْ ن ʖʳǽ ȑʚار الॽʵال ʨئ . وهʡخا  

للȌʵ  وȂذا أردنا أنْ نؔʺل دراسة الʨضع الʰʶʻي  
f
C و  :  

 ǽقع تǽ    ʗʴقع فʨق   الʨضع الʰʶʻي

ة   ʛؗʱʷة مʢنق
 ʧʽو  ب . 
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2

( ) 0

x

f x y 

   
    

  
  
  
  
  (9  ʧȞॽل( )x E x قيॽʁʴد الʙح للعॽʴʸء الʜʳع الǼتاx  عǼاʱف الʛّعʻول .gعلى  : العلاقة Șوف  

                    ( ) ( ) (1 )g x E x E x   .ʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌئواح ʦه:     
A   

g  ʧؔاً تǽأ ʗعٌ ثابǼتا
x    B  

g  ʗعٌ ثابǼتا
 ʧؔاً تǽأ

\x    

C 

)لʻعʛّف الʱاǼع  ) ( )h x g x 
 ʘʽح\ {1}x   ٍʚئʙʻع 

1
lim ( ) 1
x
h x


 .  

D  g  ًاʛʺʱʶم ʝॽعلىل   

  
):  AلʙʻقȘّ في الॽʵار   ) ( ) (1 )g x E x E x    
xعʙʻما      : نʨȞǽ( )E x x 1)و ) 1E x x   .  
)ومʻه     ) 1 1g x x x    الي  وʱالǼg ʗعٌ ثابǼتا  ʧؔاً تǽأx     ارॽʵفال .A  . حॽʴص  

) : BلʙʻقȘّ في الॽʵار   ) ( ) (1 )g x E x E x    
x\عʙʻما          نʨȞǽ( )E x n  ʘʽ1حn x n    .  
   1n x n       هʻ1وم 1n x n      اليʱالȃ1)و )E x n    
)ومʻه    ) 0g x n n    هʻو مg  ʧؔاً تǽأ ʗعٌ ثابǼتا\x     ارॽʵفال .B  . حॽʴص  

 : CلʙʻقȘّ في الॽʵار
1 1

lim ( ) lim(0) 0
x x
h x

 
   .ارॽʵفالC ئʡخا  .    

  .: فهʨ صॽʴح مॽʁʢʻاً  Dالॽʵار  اأمّ 

ا ؗان    ّ̋ والʱفʛʽʶ : ل
1 :

( )
0 :

x
g x

x

   




ǽxعاني انقʢاعات عʙʻ ؗل  gفالȌʵ الॽʰاني للʱاǼع      .  

(10 f ف علىʛّع معǼ0]تا, [ انيॽʰه الʢّخ
f
C  لȞʷم في الʨسʛاور:مʳʺأنّ  ال Ȏالʺلاح ʧمlim ( )

x
f x


     

  ʛأصغ : ʚٍئʙʻقي  عॽʁد حʙعA  إذا ؗان  : ȋʛʷال Șّقʴǽx A  كان( ) 100f x  ȑاوʶǽ  
  
    
   

  
 ʨه ȋʛʷال Șّقʴǽ قيॽʁد حʙع ʛأنّ أصغ Ȏل نلاحȞʷال ʧ32مA     

  .  Cهʨ  حॽالʴʸفالॽʵار    
  

A  30  B 31  

C 32  D 35   

  ǽقع فʨق   ǽقع تʗʴ   الʨضع الʰʶʻي

ة   ʛؗʱʷة مʢنق
 ʧʽو ب . 

x

y

O

100

30 31 32 35
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   :2التحليل 
Ǽln2xفʛض  11)   وln 3y   وln 5z    ʚٍئʙʻ18. ع

ln
20

  ȑاوʶت  

A   2y x z    B  2y x z  
C  2 2x y  D   2z x y    

  
2 218

ln ln18 ln20 ln(3 2) ln(5 2 )
20

       هʻوم  
2 218

ln ln 3 ln2 (ln5 ln2 ) 2 ln 3 ln2 ln5 2 ln2
20

         

18ومʻه   
ln 2 ln 3 ln2 ln5 2

20
y x z       ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  

(12  ʧȞॽلf  : العلاقةǼ ʧّ̔ع الʺعǼاʱال
2ln

( )
x

f x
x

  ّأن Ȏنلاحlim ( )
x
f x


هي حالة عʙم تعʧʽʽ مʧ الȞʷل  


   

)نʧȞʺǽ  ʖʱؔ أنْ  لإزالʱها    )f x  : ةॽغ الآتॽʸال ȐʙإحǼ 

A   
ln

( ) 2
x

f x
x


   B 

2

2

ln
( )

x
f x x

x
 

  C 
ln

( ) 2
x

f x
x

 
  D   

ln( )
( ) 2

x
f x

x


 

  
   

         
2 2 lnln

( )
xx

f x
x x

    
xفإنّ  في جʨار  xوȃʺا أنّ     x   اليʱالȃو  

                
2 ln 2 ln( ) ln( )

( ) 2
x x x

f x
x x x

 
   


 ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD  .  

tوȂذا أردنا أنْ نؔʺل الʴل :  نفʛض      x    
xعʙʻما           نʨؔʱسt    هʻوم  

    ln
lim ( ) lim( 2 ) 2 0 0
x t

t
f x

t 
       

)لʧؔʱ الʺعادلة  13) )E  : ةॽالآتln(4 ) ln( 1)x x   

A   
1

3

 حل للʺعادلة( )E B 

)الʺعادلة )E  تؔافئ
4الʺعادلة 

ln( ) 0
1

x

x



   C  

)لʝॽ للʺعادلة )E  
  D  أǽة حلʨل  

)الʺعادلة )E  تؔافئ
4الʺعادلة 1x x    

  
ln(4 ) ln( 1)x x   

   : لʴال ȋʛ4ش 0x   ȑ0أx    
ومʻه        

1
]0, [x D    .  

 4 1x x    
3ومʻه       1x    اليʱالȃ1و

3
x


  الʳʺي إلى الʺʱʻض لأنّه لا یʨفʛم

1
]0, [D   .  

     ȑل . أʴلة الʽʴʱʶفالʺعادلة مS    ʨح هॽʴʸار الॽʵفال ,C  ارॽʵوال .A . ًحاʨئ وضʡخا  
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  معادلة تؔافئ معادلة أȑ لها نفʝ مʨʺʳعة الʴلʨل .  :  Bأمّا الॽʵار  
4فالʺعادلة 

ln( ) 0
1

x

x



  للʺعادلة الʺفʛوضة : اللʨغارʦʱȄ نʗʳʱ عʧ تȘʽʰʢ خʨاص 

      ʘʽحln(4 ) ln( 1) 0x x     
4ومʻه       

ln( ) 0
1

x

x



   

ॼʸॽɾxح شȋʛ الʴل هʻا         ȑ1أ

3
x


  ًح حلاॼʸǽ  ًلاʨʰل  مقʰاص قʨخ Șʽʰʢع تॽʢʱʶا لا نʻأ لأنʢا خʚعاً هॼʡو  

     ʅȄʛعʱعة الʨʺʳاد مʳǽار. إॽʵفالB  . ئʡخا  
0x: خاʡئ لأنّ الʺعادلة الʺفʛوضة تؔافئ  Dأمّا الॽʵار   4و 1x x    

1xأو تؔافئ                                                 4و 1x x   Ȍفق ʝॽ4ول 1x x  .  
(14  ʧȞॽلf  ف علىʛّع الʺعǼاʱ0[ال, [  : العلاقة Șوف( ) sin(ln )f x x   
A   2

lim ( ) 0
x e

f x




   
B  1

lim ( ) 1
x
f x


 

C 1

( )
lim 1

1x

f x

x



  

D   [1, ]x e  نʨȞǽ( ) 0f x   
   
: AلʙʻقȘّ في الॽʵار 

2

2lim ( ) sin(ln ) sin 1
2

x e

f x e


 



   ارॽʵفال .A . ئʡخا  

: BلʙʻقȘّ في الॽʵار
1

lim ( ) sin(ln 1) sin 0 0
x
f x


   ارॽʵفال .B . ئʡخا  

): CلʙʻقȘّ في الॽʵار ) sin(ln ) ln sin(ln )

1 1 1 ln

f x x x x

x x x x
  

  
   

ا ؗان       ّ̋ 1ول 0

sin(ln ) sin
lim lim 1

lnx t

x t

x t 
    

و                 
0

ln
lim 1

1x

x

x



  ) 164( نʳॽʱة مʨجʨدة في الʱؔاب ص  

ومʻه     
1

( )
lim 1

1x

f x

x



   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  

,1]: عʙʻما Dأمّا الॽʵار ]x e  ȑ1أ x e   نʨȞǽln1 ln lnx e   ȑ0أ lnx    
     ȑأlnx هʻاني ومʲالأول وال ʧʽعȃʛتقع في الsin(ln ) 0x   ȑأ( ) 0f x  ارॽʵفالD  . ئʡخا  

(15  ʧȞॽل 
f
C عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال f  ف علىʛّ0[الʺع, [  : العلاقة Șوف( ) 5 ln 5f x x x x    

الʺʺاس لل  Ȍʵو     
f
C  هاʱه فاصلʻة مʢ1في نقx   .  

A   

5
( ) 5f x

x
     

و
f
C  قʨقع فǽ

  دوماً  الʺʺاس
B 

5
( ) 5f x

x
     

و
f
C الʺʺاس ʗʴقع تǽ 

  ]0,1[على الʺʳال 
C 

( ) 5 lnf x x    
و
f
C  قʨقع فǽ

  دوماً  الʺʺاس
D   

( ) 5 lnf x x    
و
f
C الʺʺاس ʗʴقع تǽ
  الʳʺ0,1[على ال[ 

        ( ) 5 ln 5f x x x x   

   
1

( ) 5(1ln ) 5 5(ln 1) 5 5lnf x x x x x
x

          

  خاʯʡان .  Bو Aفالॽʵاران   
(1)مʧ الʨاضح أنّ     0f   فالʺʺاس  هʱ(1)معادل 5y f     
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  نf  ʙʳإذا وضعʻا جʙول اʛʡاد الʱاǼع 

          
0 1

( ) 0

( )
5

x

f x

f x


  



  

)أنّ  fنلاحȎ مʧ جʙول اʛʡاد     ) 5f x   ʧؔاً تǽ0[أ, [x    هʻوم
f
C  قʨقع فǽ . ًدوما  

        ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  . 

(16  : ʧʽʱلة الʺعادلʺʳك لʛʱʷʺل الʴال
3

2ln ln 1

x y e

x y

  
   

  ʨه   

A   2 5{( , )}e e   B  4{( , )}e e  C  1{( ,1)}e  D   
5 2{( , )}e e

 

  

            
3

2ln ln 1

x y e

x y

  
   

  

0xجʺلة الʺعادلʧʽʱ معʛّفʧʽʱ عʙʻما    2و 0y   ȑ0أx   و*y   .  

      
3

2 1ln( . ) ln

x y e

x y e





  
 

ومʻه  
3

2 1

(1)

. (2)

x y e

x y e





  
 

  

       ʧ(2)م  ʙʳ1ن( . ).x y y e  ʧفادة مʱالاسȃ(1)و  ʙʳ3ن 1.e y e   هʻ2ومy e   
فʙʳʻ  (1)نعʨّض في     

3
5

2

e
x e
e


    

5ومʻه فالʴل :       2( , ) ( , )x y e e  .ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD .  
(17 ʧȞॽل

g
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالg ف علىʛّالʺع  : اورʳʺل الȞʷم في الʨسʛʺوال  

على  fولʻعʛّف الʱاǼع   
f
D العلاقة Șوف:( ) ln( ( ))f x g x  انيॽʰه الʢّخ

f
C  

A   ]0,3[
f
D   

B عʡتقا Ȍاصل نقʨف
f
C اصلʨر الفʨʴ3و 0مع م 

C  ( ) 0f x ماʙʻ2عx  D  f  تʺاماً على ʟاقʻʱ0,2[م[  
  
)معʛّف عʙʻما  A:fلʙʻقȘّ في الॽʵار  ) 0g x  ماʙʻع Șّقʴا مʚوه] , 0[ ]0, 3[

f
D      ارॽʵفال .A . ئʡخا  

فʨاصل نقȌ تقاʡع لإʳǽاد : BلʙʻقȘّ في الॽʵار 
f
C اصلʨر الفʨʴنʹع  .مع م( ) 0f x     

)lnومʻه    ( )) 0g x   افئȞǽ اʚوهln( ( )) ln1g x   ȑأ( ) 1g x    
وهي فʨاصل نقȌ تقاʡع  

g
C ʦॽʁʱʶʺ1 مع الy   1هيx   2وx  ارॽʵفال .B  . ئʡخا  

):  CلʙʻقȘّ في الॽʵار  ) ln( ( ))f x g x   
          

( )
( )

( )

g x
f x

g x


   هʻوم( ) 0f x  ماʙʻع( ) 0g x  ماʙʻع Șّقʴا مʚ0وهx   ي إلىʺʱʻض لأنّه لا یʨفʛم

f
D   

2xوعʙʻما     ʨح هॽʴʸار الॽʵل . فالʨʰمقC  .  
  

1
x

y

O

g
C

2

1

31
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): فإشارة  Dأمّا الॽʵار  )f x  إشارة ʧم( )g x  ّاضح أنʨال ʧومg  الʳʺتʺاماً على ال ʙایʜʱاني  ]0,2[مॽʰه الʢّلأنّ خ
,ʧʽʺॽار إلى الʶॽال ʧم ʙصاع ȑأ( ) 0g x   هʻال ومʳʺا الʚعلى ه( ) 0f x  اليʱالȃال وʳʺا الʚعلى هf  ًتʺاما ʙایʜʱم

  . خاʡئ  Dفالॽʵار  . ]0,2[على 
(18  ʧȞॽل

1
C و

2
C ʽعǼاʱلل ʧʽʽانॽʰال ʧʽʢʵالʧ

1
f و

2
f . : اورʳʺل الȞʷفي ال ʧʽمʨسʛʺال  

       ʘʽح
1
f  ف علىʛّمع] 1, [   : العلاقة Șوف

1
( ) ln( 1)f x x x   .  

و          
2
f  ف علىʛّ0[مع, [ Șالعلاقة وف  :

2
( ) lnf x x x .  

A   1
C و

2
C  ةʢقʻان ب ʛؗʱʷǽ B  2

f ʙʻاً عॽلʴم Ȑʛة صغʺॽʀ لʰقǽ2x e  

C  1 2
lim( ( ) ( )) 1
x

f x f x


   
D  11

lim ( )
x
f x


   

  
مʧ الʨاضح أنّ : AلʙʻقȘّ في الॽʵار 

1
C و

2
C  ان بها ʛؗʱʷǽ أنهʺا ʖالʢال ʙقʱعǽ يʱة الʢقʻال ʘʽة حʢنق ȑأǼ ان ʛؗʱʷǽ لا

,0)هي  0)O ʧؔ0)ول, 0)O  ي إلىʺʱʻت
1
C  ي إلىʺʱʻولا ت

2
C  ʘʽح

2
f  ʙʻف عʛّمع ʛʽ0غx  .  ارॽʵفالA . ئʡخا   

وȂذا حللʻا جȄʛʰاً الʺعادلة  
1 2
( ) ( )f x f x  ʙʳن  

     ln( 1) lnx x x x    ماʙʻفة عʛّالʺعادلة مع] 1, [ ]0, [x        
,0[الʺعادلة معʛّفة عʙʻماومʻه          [x     

               ln( 1) ln 0x x x x     

                       (ln( 1) ln ) 0x x x    
0xإمّا       ضʨفʛم  
)lnأو  1) ln 0x x     
)lnومʻه    1) lnx x   

    1x x   هʻ1وم 0  فالʺعادلة ( اقʹةʻʱمعادلة م )
1 2
( ) ( )f x f x لʴلة الʽʴʱʶم  

  ʧʽة ب ʛؗʱʷم Ȍنق ʙجʨلا ی ȑأ
1
C و

2
C ارॽʵفال .A  . ئʡخا  

: BلʙʻقȘّ في الॽʵار
2
( ) lnf x x x   

 2
f  قاقي علىʱ0[اش, [ .  

2

1
( ) 1ln ln 1f x x x x

x
       

ومʻه 
2
( ) 0f x   ماʙʻعln 1 0x    هʻوم  

 ln 1x    هʻ1ومx e  ارॽʵفالB  . ئʡخا  
حʘʽ مʧ الʺʺʧȞ أن ʨȞǽن هʨ الॽʵار الॽʴʸح حʘʽ الʺʶافة بC: ʧʽلʙʻقȘّ في الॽʵار

1
C  و

2
C ارʨفي ج  ًاॼȄʛ1تق .   

 لʴʱʻقȘّ مʧ ذللʥ جȄʛʰاً :  
1 2
( ) ( ) ln( 1) lnf x f x x x x x      

ومʻه  
1 2
( ) ( ) (ln( 1) ln )f x f x x x x      

وȃالʱالي  
1 2

1
( ) ( ) (ln( ))

x
f x f x x

x


   

ومʻه   
1 2

1
( ) ( ) (ln(1 ))f x f x x

x
     

x

y

O

2
C

1
C
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1 2

1
ln(1 )

( ) ( )
1
xf x f x

x


   

Ǽ1فʛض  
t
x

  ماʙʻعx    نʨȞǽ0t    

 
1 2 0

ln(1 )
lim( ( ) ( )) lim 1
x t

t
f x f x

t 


   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  

:  Dأمّا الॽʵار 
1
( ) ln( 1)f x x x   ّأن ʦسʛال ʧاضح مʨال ʧم ʘʽح

11
lim ( )
x
f x


   ارॽʵفالD  . ئʡخا  

أمّا إذا أردنا أن نʴʱقȘّ مʧ ذلʥ جȄʛʰاً : 
1

lim 1
x
x


   و

1
lim ln( 1)
x

x


   .  
ومʻه  

11
lim ( )
x
f x


   .ارॽʵفالD  . ئʡخا  

(19 ʧȞॽلC عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf ف علىʛّالʺع] 1,1[  : العلاقة Ș1وف
( ) ln( )

1

x
f x

x





   

و        
1
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال

1
( ) ln( 1) ln(1 )f x x x     .ئʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح     

A   f  ȑدʛعٌ فǼتا B  1
C ʛʽʤنC  رʨʴʺة إلى الॼʶʻالǼxx  

C  1
C ʛʽʤنC  رʨʴʺة إلى الॼʶʻالǼyy  D   1

C ʛʽʤنC  ة إلىॼʶʻالǼ(0, 0)O  
  
  تاǼعٌ فʛدf  ȑ: الʴʱقȘّ أنّ AلʙʻقȘّ في الॽʵار 

     ʧؔاً تǽالأول: أ ȋʛʷال] 1,1[x    كان] 1,1[x   . ًحاʨوض Șّقʴم  
11الȋʛʷ الʲاني:       1 1

( ) ln( ) ln( ) ln( ) ( )
1 1 1

x x x
f x f x

x x x
    

      
   

   
,0)تاǼعٌ فʛدȑ . ( أȑ خʢّه الॽʰاني مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة إلى fفالȋʛʷ الʲاني مʴقȘّ ومʻه        0)O ارॽʵفال (A . حॽʴص  

   ʧȄارॽʵفي ال ȘّقʙʻلA وB  ًؗان  : معا ʨل
1
C ʛʽʤنC  رʨʴʺة إلى الॼʶʻالǼxx   1ؗان

( ) ( )f x f x   
ا ؗان      ّ̋ تاǼعٌ فʛدȑ ؗان  fول

1
( ) ( ) ( )f x f x f x    هʻوم

1
C ʛʽʤنC رʨʴʺة إلى الॼʶʻالǼyy  ًاʹǽأ  

  مʧ الॽʵارات خاʡئ  إمّا صʧʽʴॽʴ معاً أو خاʧʽʯʡ معاً والʴالة الأخʛʽة مʽʴʱʶلة حʘʽ واحB  ٌʙو Aعʙʻئʚٍ الॽʵاران    
  صʴॽʴان .  Cو Bفالॽʵاران    
وȂذا أردنا حلاً تفʽʸلॽاً :  

1
( ) ln( 1) ln(1 )f x x x       

   
1
f  ف علىʛّمع] 1,1[   

1

1
( ) (ln(1 ) ln( 1)) ln( ) ( )

1

x
f x x x f x

x


        


   

       
1
( ) ( )f x f x   

ومʻه    
1
C ʛʽʤنC  رʨʴʺة إلى الॼʶʻالǼxx   ارॽʵفالA  . حॽʴص  

ا ؗان   ّ̋ تاǼعٌ فʛدȑ ؗان  fول
1
( ) ( ) ( )f x f x f x     .  

ومʻه   
1
C ʛʽʤنC رʨʴʺة إلى الॼʶʻالǼyy ارॽʵفال .C . حॽʴاً صʹǽأ  

    الॽʵار الʖʳǽ ȑʚ أنْ نʱʵاره .   وهD ʨوȃالʱالي الॽʵار الʨحʙʽ الʵاʡئ هʨ الॽʵار   
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(20 ʧȞॽلC عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf ف علىʛّ2[الʺع, [  : العلاقة Ș1وف
( ) 1 ln( )

2

ex
f x x

x


  


   

A    ʦॽʁʱʶʺ1الy x   Ȍʵمقاربٌ للC . B   ʦॽʁʱʶʺ2الy x   Ȍʵمقاربٌ للC . 

C  ʦॽʁʱʶʺالy x e   Ȍʵمقاربٌ للC .  D    ʦॽʁʱʶʺالx e  Ȍʵلي للʨمقارب شاقC .  

            
1

( ) 1 ln( )
2

ex
f x x

x


  


  

)إذا ؗان      ) ( )f x ax b g x     ان limوؗ ( )
x
g x 


 .  

yؗان الʺʦॽʁʱʶ الȑʚ معادلʱه      ax b     Ȍʵمقارب مائل لل ʦॽʁʱʶمC  ارʨفي ج .  
ا ؗان     ّ̋ ول

1
lim ln( ) ln 1

2x

ex
e

x


 


  ʦॽʁʱʶʺه الʻ1وم 1 2y x x       

    Ȍʵالʺقارب الʺائل لل ʨهC ارʨفي ج ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B  .  
   :الجبر
(21  ȑʙد العقʙللع ʧʽʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳال ʙ2أح 2 2 2w i    ʨه  

A  2 2 2 2i    B 2 2 2 2i   C 2 2 2 2i   D  2 2 2 2i   

         2 2 2 2w i     
Ǽzفʛض  : Ȅʛʡ(1)قة x yi   دʙللع ʧʽʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳال ʙ2أح 2 2 2w i     
ʨȞॽɾ2ن      2 2 2 2z w i      

       ȑ2أ( ) 2 2 2 2x yi i     
2ومʻه       2 2 2 2 2 2x y xyi i       

2ومʻه   2 2 2x y     
2و  2 2xy    هʻ2ومx y     
 2( ) 2 2 2 2x yi i      
2وȃالʱالي  

2 2 2 2x yi i      
2ومʻه  2 8 8 16 4x y      هʻ2وم 2 4x y   

  الآتॽة :  أصॼح لʙیʻا الʺعادلات الʲلاث

 
2 2

2 2

4 (1)

2 2 (2)

2 (3)

x y

x y

x y

  
   
   

   

  عʺʳǼ(1) (2)و  ʙʳ22ن 4 2 2x    هʻ2وم 2 2x     
2ومʻه  إمّا       2x    2أو 2x       
 حʛʢǼ (2) ʧ(1)م  ʙʳ22ن 4 2 2y    هʻ2وم 2 2y     

2ومʻه  إمّا       2y    2أو 2y       
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  ʧ(3)م ʙʳ2ن 0x y     هʻومx وy  ʧʽʱلفʱʵم ʧʽإشارت ʧم  
وȃالʱالي     

1
2 2 2 2z i     أو

2
2 2 2 2z i      ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB .  

wأحʙ الʚʳرʧȄ الॽȃʛʱعʧʽ للعʙد  Ǽzفʛض  : Ȅʛʡ(2)قة  a bi   نʨȞॽɾ  
        2z w a bi     

0bفي حالة       نʨȞǽ
2 2

w a w a
z i

     
 
 

   

0bفي حالة       نʨȞǽ
2 2

w a w a
z i

     
 
 

  

zالʱفǼ  :ʛʽʶفʛض     x yi   : ةॽلاث الآتʲالʺعادلات ال Șّقʴʱʱف  

     
2 2

2 2

(1)

(2)

(3)
2

x y w

x y a

b
x y


  


 

  


   

  عʺʳǼ(1) (2)و  ʙʳ22نx w a   هʻ2وم

2

w a
x


   

ومʻه        
2

w a
x


  أو

2

w a
x


   

  حʛʢǼ(2) ʧ(1)م   ʙʳ22نy w a   هʻ2وم

2

w a
y


   

ومʻه        
2

w a
y


  أو

2

w a
y


   

  ʧ(3)م : ʙʳن  
2

b
x y    

0bفي حالة         نʨȞǽ
2 2

w a w a
z i

     
 
 

   

0bفي حالة       نʨȞǽ
2 2

w a w a
z i

     
 
 

  

0bفي مʲالʻا    هʻوم
2 2

w a w a
z i

     
 
 

4wلʙیʻا     2و 2a     

                          4 2 2 4 2 2
2 2 2 2

2 2
z i i

                
 

  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB .  
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 تبريرال

 تبريرال

Ǽ0bʺا أنّ  : Ȅʛʡ(3)قة   ʧʽʱلفʱʵم ʧʽإشارت ʧم ʧʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳلي في الʽʵʱقي والॽʁʴي الʺʶفإنّ ق  
   ʧȄارॽʵفإنّ الA وC . انʯʡخا   
ا ؗان   ّ̋ 0aول   ةʺॽʁالǼ ليʽʵʱال ʦʶلقةكان القʢʺة الʺॽʁالǼ قيॽʁʴال ʦʶالق ʧم ʛʰلقة أكʢʺال   

2لأنّ  2 0x y a    هʻ2 وم 2 0x y  اليʱالȃ2و 2x y  هʻومx y 
   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  

  هʨ الॽʵار الॽʴʸح .  wالʨȞǽ ȑʚن ناتʳه هD  ʨأو Bأنْ نȃّʛع الʨʳاب في الॽʵار : Ȅʛʡ(4)قة 
2لʧؔʱ الʺعادلة :  22) 0z bz c    ʘʽحb وc دانʙانعॽʁॽʁد  حʙالع ʧȞॽ1ول 5i  ٍʚئʙʻلها عʨحل ʙأحb c  ȑاوʶǽ  

A   24   B  23  C  24  D   26 

          2 0z bz c    
Ǽʺا أنّ الʺعادلة Ǽأمʲال حॽʁॽʁة و  

1
1 5z i   ر للʺعادلة ؗانʚج

2 1
1 5z z i    راً لهاʚاً جʹǽأ  

1 2 1 1 1
2Re( ) 2

1

b
z z z z z


        

2bومʻه      
 2

1 2 1 1 1
1 25 26

1

c
z z z z z c        

  
26cومʻه      

2وȃالʱالي    26 24b c     ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC   .  
(23  ȑʙد العقʙالع ʧȞॽلz a bi   ʘʽ0حa   2و 12z z   ʚٍئʙʻعRe( )z  ȑاوʶت  

A   4   B  3  C  2  D   1 

          
2 12z z   

zنعʨّض a bi   ʙʳʻ2ف 2 2( ) 12a bi a b     هʻوم  
2 2 2 22 12a b abi a b      اليʱالȃو  

     
2 2 2 2 2 12a b a b abi      

     2 0ab   0. إمّاa   ضʨفʛ0أو مb   لʨʰمق  
    2 2 2 2 12a b a b     ا ؗان ّ̋ 0bول    
    2 2 12a a   هʻ2وم 12a a    
ا ؗان      ّ̋ 0aول   كانa a   هʻوم  
    2 12a a   ȑ2أ 12 0a a   هʻوم ( 4)( 3) 0a a    
4ا إمّ      0a    اليʱالȃ4وa   نʨض (كʨفʛ0مa   (  
3أو     0a    هʻ3ومa   . لʨʰه  مقʻ3وم Re( )z z   . ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  

ا ؗان  zعʙدٌ حॽʁقي وȃالʱالي ملاحʤة : مʧ الʙʰاǽة نلاحȎ أنّ الʛʢف الʲاني  ّ̋   إمّا حॽʁقي أو تʽʵلي ʗʴǼ ول
0a   ًاʱʴǼ ًاॽلʽʵن تʨȞǽ ل أنʽʴʱʶʺن  فʨȞॽاً سʱʴǼ ًاॽلʽʵن تʨȞǽ ماʙʻ0(لأنّه عa ( ضʨفʛا مʚوه .  

zمʧ الȞʷل  zوȃالʱالي  a   . عǼاʱن ʦّث  
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 تبريرال

 تبريرال

 تبريرال

ʧؔ الʻقʱʢان : ʱل 24)
1 1
( )M z و

2 2
( )M z  ʧʽیʙالعق ʧدیʙان للعʱلʲʺʺال  

   
1
z و

2
z  : ʚٍئʙʻاور : عʳʺل الȞʷفي ال : ʖʽتʛʱالǼ

1 2
z z  ȑاوʶت  

    

  
           ʘّلʲʺاضح أنّ الʨال ʧم

1 2
OM M  في ʦقائO   

ومʻه 
1 2
z z   ʨʡ تʺّ̡لȄ ʧʽعاعʷع الʨʺʳ1لة م 2OM OM

 
   

  ʘلʲʺأ على الʷʻʺل الʽʢʱʶʺال ʛʢتʺّ̡ل ق ȑ1أ 2
OM M  في ʦالقائO  ȑاوʶǽ ʨوه .

1 2
5M M  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB .   

zو zلʧȞॽ العʙدان العقǽʙان: 25)  ʧȞॽول ʧʽومʙالʺع ʛʽغw Șّقʴǽ ȑʙدٌ عقʙعz
w

z



)Reوȃافʛʱاض أنّ   ) 0z z      

A    w  ʗʴǼ ليʽʵت  B  w قيॽʁح  C  1w   
D  w  ًاʱʴǼ ًاॽل ّ̔ʵت ʝॽاً ولॽʁॽʁح ʝॽل 

        
z

w
z




 ʻل Șّقʴʱ ًأولاʧȄارॽʵال ʧمA أوB     
ا ؗان     ّ̋ )Re ل ) 0z z    كانIm( )z z z z i      

: Ȑʛجهة أخ ʧم  

             

22

Im( ) Im( )

zzz z z
w i

z z z z z i z z


    

      




  

 .  Aتʽʵلي ʗʴǼ . فالॽʵار الॽʴʸح هw  ʨومʻه      
(26  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺفي ال( ; , )O u v

  :  

 ȋقاʻعة الʨʺʳم( )M z  ʘʽحz ومʙمع ʛʽغ ȑʙد عقʙد عʙعل العʳي تʱ1ال
z
z

    تʺّ̡ل  

A   
مʨʴر الأعʙاد 

الॽʁॽʁʴة مʚʴوف 
0zمʻه   . 

B 
ʜها  ʛؗة مʛدائO  فʸون

 ʙاحʨال ȑاوʶǽ هاʛʢق  C 

اجʱʺاع مʨʺʳعʱي 
الʻقاȋ الʺʨجʨدتʧʽ في 

 ʧȄارॽʵالA وB  
D   

اجʱʺاع مʨʴرȑ الإحʙاثॽات 
  Oمʚʴوف مʻه الʻقʢة 

Ǽ1فʛض         
w z

z
    

wحॽʁقي ومʻه  wلʙیʻا فʛضاً    w   
    1 1

z z
z z

    هʻوم  

  1 1
0z z

z z
     اليʱالȃو  

      0
z z

z z
z z


  


  ومʻه  

   ( ) ( ) 0z z z z z z      
    ( )( 1) 0z z z z      

0zإمّا    z   هʻومz z ȑأ ( )M z  رتʺّ̡لʨʴه  مʻوف مʚʴة مॽʁॽʁʴاد الʙ0الأعz  .   

A  7  B 5  

C 
5

2
  D 3 2   

1
M

2
M

O

3
4 7515
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 تبريرال

 تبريرال

1أو  0z z    اليʱالȃ1وz z   هʻ2وم
1z    

 ȑ1أz  هʻوم ( )M z  ها تʺّ̡لʜ ʛؗة مʛدائO  . ʙاحʨال ȑاوʶǽ هاʛʢف قʸون  
  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  .  

  عʙداً حॽʁॽʁاً مغایʛاً للʸفʛ فʻاتج جʺع العʙد إلى مقلȃʨه هʨ حॽʁقي  Ȅʛʡzقة ثانॽة : مʧ الʨاضح أنّه عʙʻما ʨȞǽن 
   ȑأ( )M z  رتʺّ̡لʨʴه  مʻوف مʚʴة مॽʁॽʁʴاد الʙ0الأعz  ...........(1)    
ʚلʥ إذا ؗان   1وؗ

z
z
  حॼʸǽ2Re( )z z z  ʧؔقي ولॽʁح ȑ1أ

z
z
 افئȞǽ 1z     

 ȑأ( )M z  ها تʺّ̡لʜ ʛؗة مʛدائO . ʙاحʨال ȑاوʶǽ هاʛʢف قʸ(2)...........ون    
 ʧ(2)و (1)م ʨح هॽʴʸار الॽʵأنّ ال  ʙʳنC  .  

(27  ʧȞॽل  ʘʽقي حॽʁدٌ حʙع] , [
2

   دʙل الأسي للعȞʷ3فالi iz e e    ʨه  

A   ( 2 )2 cos( ) iz e      B  ( )2 cos( ) iz e      C 4iz e   D   
( 2 )2 cos iz e    

         3i iz e e     
     2( 1)i iz e e    هʻوم  

 ( )i i i iz e e e e      اليʱالȃو  
      2 (2 cos )iz e    اجʛةً إخʛاشॼع مॽʢʱʶ2( ونie  ʻمʚ ( ةʛʽة الأخʳॽʱʻل على الʸʴʻك فʛʱʷة عامل مǽاʙʰال  

[Ǽʺا أنّ     , [
2

   ّفإنcos 0   . ًاॽلاً أسȞش ʝॽل ʛʽل الأخȞʷال فالʳʺا الʚعلى ه  
2ومʻه    ( 2 cos )i iz e e    

    (2 )( 2 cos )iz e       
   (2 )2 cos( ) iz e      ) ّلأنcos( ) cos    (  .ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA .  

(28  ʧȞॽلz  ًداʙع ǽʙو  اً عق ʘالʲع الȃʛقع في الǽ2arg( )
6

z


  ʚٍئʙʻعarg( )z  ȑاوʶت  

A    
12

  B  3

  C  
4

3

  D   
13

12

  

          
2arg( )

6
z


  هʻوم  

             
2arg( ) 2

6
z k

    

            {0,1}k   :arg( )
12

z k
    

0kعʙʻما           : نʨȞǽarg( )
12

z


  ّض لأنʨفʛمz  . ʘالʲع الȃʛقع في الǽ  

1kعʙʻما          :  نʨȞǽ13
arg( )

12 12
z

     ʨح هॽʴʸار الॽʵل . فالʨʰمقD  .  
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2

3 2

3 2

2

2

4 5

1 5 9 5

4 9 5

4 4

5 5

5 5

0

z z

z z z z

z z

z z

z z

z

z

 

   



  











 تبريرال

3لʧؔʱ الʺعادلة :  29) 25 9 5 0z z z     لها فيʨعة حلʨʺʳʺل ʜمʛʻول ʜمʛالǼS   
      ʧؔʱول ȋقاʻالA وB وC  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺلها في الʨي تʺّ̡ل حلʱال ʚٍئʙʻع  

A   {1,2 , 2 }S i i   B  { ,2 ,2 }S i i i   C  {1,1 ,1 }S i i    D   
 ʘلʲʺالABC  ʦقائ

 ʧʽاقʶال ȑاوʶʱوم  
  له . أǽʹاً  اً فʺʛافقه جʚر  راً عقǽʙاً وُجʙَِ لها جʚنʧʴ نعلʦ ؗل ʛʽʲؗ حʙود Ǽأمʲال حॽʁॽʁة إنْ         

  خاʯʡان .  Bو Aن افالॽʵار   
1zنلاحȎ أنّ      ٌرʚللʺعادلة . ج ʧȄʛالآخ ʧȄرʚʳاد الʳǽعلى لإ ʦ ّʁ 1zنق    

        
  2 4 5 0z z      
  1a   4وb    5وc    

2 4 16 4(1)(5) 4 0b ac          
  :   للʺعادلة حلاّن في 

    
2

4 2
2

2 2

b i i
z i

a

   
     ʨر الأول هʚʳال ʘʽح )

1
1z  (  

      
3 2

2z z i   ارॽʵفالC  ʨح هॽʴʸار الॽʵح الॼئ . فأصʡخاD  .  
1,2}وȂذا أردنا أنْ نؔʺل الʴل :  ,2 }S i i     

   
1

1 (1,0)z A    
  

2
2 (2,1)z i B     

  
3

2 (2, 1)z i C     
     2 2(2 1) (1 0) 2AB        
    2 2(2 1) (0 1) 2AC        
    ʘلʲʺفالABC  . ʧʽاقʶال ȑاوʶʱم  

  ؗل معادلة ʛʽʲؗ حʙود مʧ الʙرجة الʲالʲة Ǽأمʲال حॽʁॽʁة إنّ ؗانʗ الʻقاȋ الʱي تʺّ̡ل الʚʳور تȞّʷل مʲلʘ  ملاحʢة :
 ʧʽاقʶال ȑاوʶʱم ʘلʲʺقع على فالǽ ʨاً فهॽʁॽʁن حʨȞॽور سʚʳال ʙلأنّ أحxx  ناʨȞॽس ʧȄʛالآخ ʧȄرʚʳوال  ȑأ ʧʽافقʛʱوم ʧʽیʙعق

ॼɺxxارة عʧ نقʧʽʱʢ مʻʱاʛʣتǼ ʧʽالॼʶʻة إلى الʺʨʴر   ( . یهيʙب ʛٌأم ʨه ʧʽاقʶال ȑاوʶʱم ʘلʲʺفال  
2 2(2 2) (1 1) 2BC        

2نلاحȎ أنّ :   2 2AB AC BC    
2لأنّ    2 2( 2) ( 2) 2    

2 2 4   هʻ4وم 4 ʘلʲʺال ʙʳرس نʨاغʲʽف ʝȞع ʖʶالي حʱالȃوABC  في ʦقائA   
    ʘلʲʺح الॼالي أصʱالȃوABC في ʦقائA  . ʧʽاقʶال ȑاوʶʱوم  
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(30 ʧȞॽلz ًداʙع ǽʙاً عق  : Șّقʴǽsin cos

cos sin

x i x
z

x i x





  هz  ʨ. عʙʻئʚٍ الȞʷل الأسي للعʙد  

A   
3

( 2 )
2

i x
e


  B  

3
( )

2
i x
e


  C  

3
( )

2
i
e



  D   (2 )i xe  

         
sin cos

cos sin

x i x
z

x i x




 
  

ومʻه   
3

( ) 32 ( 2 )
2

3 3
cos( ) sin( )

2 2
cos( ) sin( )

i x
i x

ix

x i x e
z e

x i x e




 






  
  

  
   

  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  
   الأشعة :

(31 S ABCD مʛه ʦʤʱʻم  ȑاوʶǽ ل ضلعهʨʡ عȃّʛته مʙ2قاع ʜه  2 ʛؗومO   
3SOحS  ʘʽ ورأس الهʛم     .  ًاʶانʳʱمعلʺاً م ʛʱʵʻ1ول 1 1

( ; , , )
2 2 3

O OB OC OS
  

 : ʚٍئʙʻع     

A   (1,0,0)B B (0, 2, 0)A  C (0, 1,0)D   D  (0, 0,2)S  
  

  خاʡئ .  Aفالॽʵار.  A  :(2,0,0)BلʙʻقȘّ في الॽʵار
,B  :(0لʙʻقȘّ في الॽʵار 2, 0)A  ارॽʵفال .B  . حॽʴص  
):  CلʙʻقȘّ في الॽʵار 2, 0, 0)D  ارॽʵفال .C  . ئʡخا  
,D  :(0لʙʻقȘّ في الॽʵار 0,3)S ارॽʵفال .D . ئʡخا  

(32 ʝانʳʱم ʦفي معل( ; , , )O i j k
   : ȋقاʻا الʻیʙ1,1)ل, 7)A  و( 2, 0, 0)B  7)و, 3, 21)C  0)و, 0, 4)D       

   :    خاʟئ هʦواحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة        

A  
: ȋقاʻالA وB وC  تقع

 B   على اسʱقامةٍ واحʙة

: ȋقاʻالAوBوD 
ʙʽوح ʨٍʱʶم ʧّ̔تع .  C 

: ȋقاʻالA وB و
C وD تقع في  لا

 ʙواح ʨٍʱʶم.  
D  

Ǽالॼʶʻة  Dنʛʽʤة  ǼIفʛض
A ʜفʨؔʱن الʻقʢة  Bإلى ʛؗم

 ʘلʲʺثقل الCDI .   
  

): AلʙʻقȘّ في الॽʵار 3, 1,7)AB  


,6,2)و  14)AC 


   
2ACلاحȎ أنّ : ن AB 

 
ABفالʷعاعان 


ACو 


  ȋقاʻاً فالॽʢان خʢॼتʛمA وB وC  . ةʙقامةٍ واحʱتقع على اس  

  صॽʴح .  Aفالॽʵار   
  : مʧ الʨاضح أنّه خॽار صॽʴح لأنّه إذا ؗان خॽار خاʡئ أȑ الʻقاȋ تقع على اسʱقامةٍ واحʙة أǽʹاً BلʙʻقȘّ في الॽʵار

  أǽʹاً خاʧʽʯʡ وهʚا یʻاقʠ أنّه یʨجʙ خॽارٌ واحʙ خاʡئ .  Dو  Cؗان الॽʵاران    
ل: ّy )  وȂذا أردنا الʴل ȞʷǼل مف 3, 1,7)AB  


)و   1, 1,3)AD  


   

   ʧʽعاعʷأنّ ال ȎنلاحAB


ADو 


ॼاتهʺا غʛʽ مʻʱاسॼة   ʛؗاً لأنّ مॽʢخ ʧʽʢॼتʛم ʛʽ1غ 1
( )

3 1

 


 
 .  

     ȋقاʻفالA وB وD ارॽʵفال . ʙʽوح ʨٍʱʶم ʧّ̔تعB  . اʻقّعʨح ؗʺا تॽʴص  
  

A B

O

S

D C
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ا ؗانC ʗلʙʻقȘّ في الॽʵار ّ̋ ( مʦॽʁʱʶ ونقʢة خارجه نقʢة خارجه Dتقع على اسʱقامةٍ واحʙة و Cو Bو Aالʻقاȋ :: ل
 ȋقاʻفال ( ʙʽوح ʨٍʱʶل مȞّʷتA وB وC وD . ʙواح ʨٍʱʶتقع في م  

  الʨحʙʽ الʖʳǽ ȑʚ أنْ نʱʵاره . خاʡئ وهʨ الॽʵار Cفالॽʵار 
D  :(2أمّا الॽʵار  ,2 ,2 )

B D B D B D
I x x y y z z    هʻوم( 4, 0,4)I   .  

   ʘلʲʺثقل ال ʜ ʛؗات مॽاثʙإحCDI  : لȞʷال ʧم( , , )
3 3 3

C D I C D I C D I
x x x y y y z z z       

             7 0 4 3 0 0 4 21 4
( , , )

3 3 3

      

       
,1,1) ومʻه        7) A   .ارॽʵفالD  . حॽʴص  

(33  ȋقاʻعة الʨʺʳم( , , )M x y z  :اتها العلاقاتॽاثʙإح Șّقʴي تʱ2ال 2 2 0x z y    0و 3y   تʺّ̡ل 

A  
ومʨʴره  Oمʛʵوȋ رأسه 

( ; )O j
  ʛʢف قʸون

 ȑاوʶǽ تهʙ1وارتفاعه  1قاع 
B 

 Oمʛʵوȋ رأسه 
)ومʨʴره  ; )O j

 
ونʸف قʛʢ قاعʙته 

 ȑاوʶǽ3  3وارتفاعه 

C 

مʨʴرها أسʨʢانة 
( ; )O j
  ʛʢف قʸون

 ȑاوʶǽ تهاʙ3قاع 
  . 3وارتفاعها

D  

)مʨʴرها أسʨʢانة  ; )O j
 

ونʸف قʛʢ قاعʙتها 
 ȑاوʶǽ1 3وارتفاعها . 

        2 2 2 0x z y    0و 3y   
)معادلة الʺʛʵوȋ الȑʚ مʨʴره     ; )O j


مʧ الȞʷل :  

2
2 2 2

2
0

r
x z y

h
    0و y h    0أوh y    

    ʙʳقة نǼاʢʺالǼ
2

2
1

r

h
   هʻ2وم 2r h  ȑأr h  ا ؗان ّ̋ 0ول 3y   3ؗانh   هʻ3ومr h    

)ʺʨʺʳعة الʻقاȋ ف  , , )M x y z  :اتها العلاقاتॽاثʙإح Șّقʴي تʱ2ال 2 2 0x z y    0و 3y  رأسه  تʺّ̡ل ȋوʛʵمO 
)ومʨʴره  ; )O j

  ȑاوʶǽ تهʙقاع ʛʢف قʸ3وارتفاعه  3ون . ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  
(34  ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k

   : ȋقاʻا الʻیʙ1,2)ل, 3)A 3)و, 2, 1)B    و( , 1,1)C m m   ʘʽح[ 1, [m      
     ʦॽʀ ّإنm  ةʢقʻعل الʳي تʱالC  ةʺॽʁʱʶʺعة الʢللق ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺي إلى الʺʱʻت[ ]AB   : هي        

 A  {0,8}m   B  {0}m   C  {8}m   D   {1}m   
]تʱʻʺي إلى الʺȑʨʱʶ الʺʨʴرȑ للقʢعة الʺॽʁʱʶʺة  Cالʻقʢة          ]AB إذا ؗان Ȍإذا وفق  

     CA CB  هʻ2وم 2CA CB  
 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1 2) (3 1) ( 3) ( 1 2) (1 1)m m m m               

    2 22 1 4 11 144 46 9 4 1 4m m m m m m m m                  
          8 1 4 8m m     

2ومʻه  1 2m m    
2mشȋʛ الʴل :     ȑ2]أ, [m   .  

 : ʧʽفʛʢع الȃʛ24ن( 1) ( 2)m m    هʻوم  
   24 4 4 4m m m      

2ومʻه   8 0m m    
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  ȑأ( 8) 0m m     
0إمّا  [2, [m    ضʨفʛم  

8أو   [2, [m     ʨح هॽʴʸار الॽʵل فالʨʰمقC  .  
(35  ٍʦفي معل ʝانʳʱم( ; , , )O i j k

   :  
 ʧʽʱʢقʻالǼ ʛʺي تʱة الʛؔ2)معادلة ال, 1, 3)A  0,5)و, 1)B   : اصل هيʨر الفʨʴقع على مǽ هاʜ ʛؗوم  

  
  

                       
  

ʜ الʛؔة ǽقع على مʨʴ الفʨاصل فإحʙاثॽاته مʧ الȞʷل :             ʛؗم( , 0, 0)x .  
 ȘّقʴʱȄوA B R     هʻ2وم 2A B   : اليʱالȃو  

                2 2 2 2 2 2( 2) ( 1 0) (3 0) ( 0) (5 0) ( 1 0)x x              
            2 24 4 1 9 25 1x x x        

4ومʻه     12x  اليʱالȃ3وx   ʜ ʛؗʺة  فʛؔال( 3,0,0)   
 2 2 2(2 3) ( 1 0) (3 0) 35R A            

2فʺعادلة الʛؔة هي :  2 2( 3) 35x y z     ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  
(36 ABCDEFGH  ȑاوʶǽ فهʛل حʨʡ ʖعȞ1م   
     ʦʤʱʻم مʛه ʙجʨیI ABCD  ارتفاعه ʘʽقع داخله حǽa   

Jهʛم مʦʤʱʻ  و   BCGF   قع خارجهǽȘابʶم الʛق مع الهʨʰʡ  
   . Jو Iولʧؔ خارجه وجʨههʺا مʲلʲات مʶʱاوȄة الʶاقʧʽ و رأسʽهʺا   
]مʸʱʻفKولʧؔʱ الʻقʢة   ]EH: ًاʶانʳʱنا معلʺاً مʛʱذا اخȂو .( ; , , )A AB AD AE

  
    

  تقع على اسʱقامةٍ واحʙة تʶاوJ   ȑو Iو Kالʱي تʳعل الʻقاa ȋإنّ ॽʀʺة   

A    2

2
  B 

3

2
 C  

2

3
  D   

3

4
  

1سʨȞॽن           1
( , , )
2 2
I a 1و

(0, ,1)
2

K 1و 1
(1 , , )

2 2
J a   

 1
( , 0, 1)
2

KI a 


1 و 
(1 ,0, )

2
KJ a





  

  ȋقاʻتقع الK وI وJ عاعانʷة إذا ؗان الʙقامةٍ واحʱتقع على اس KI


KJ و 


  مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً .  

وهʚا Ȟǽافئ :   
1

1 2
1 1

2

a

a







   

2ومʻه  1
1

4
a     اليʱالȃ2و 3

4
a   هʻ3وم

2
a   نʨ0(كa   ʨح هॽʴʸار الॽʵم ) . فالʛارتفاع هB   .  

  
  

A    2 2 2( 3) 35x y z    B 
2 2 2( 3) 35x y z     

C 
2 2 2( 3) 35x y z     D  2 2 2( 3) 35x y z     

A B

C

D

E F

GH
K

I

J
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(37 ABCDEFGH  ȑاوʶǽ فهʛل حʨʡ ʖعȞ1م .  
 I وJ وK  : فʛفات الأحʸʱʻهي م[ ]AB  و[ ]BF  و[ ]GF   
  

    
  
  

)تقع في الʺI  ȑʨʱʶو Aو Hخاʡئ : لأنّ الʻقاC  ȋمʧ الʨاضح أنّ الॽʵار            )ABGH  
)و الʻقʢة   )K ABGH ȋقاʻفال .H وA وI وK ارॽʵفال . ʙواح ʨٍʱʶلا تقع في مC . ئʡخا  
)الʺʦॽʁʱʶ. حʘʽ : أǽʹاً خاʡئ وضʨحاً  Dأمّا الॽʵار  )GC  ȑʨʱʶʺع الʢقǽ( )HIC هȄازʨʺف( )EA  ًاʹǽعه أʢقǽ .   

  هʨ الॽʵار الॽʴʸح .  A: حʘʽ نلاحȎ مʧ الȞʷل أنّ الॽʵار  Bو Ǽ Aقي الॽʵاران
  وȂذا أردنا الʴل الʱفʽʸلي : 

  هʙʻسॽاً :  Ȅʛʡ(1)قة 
 ʧʽʺॽʁʱʶʺإن ال( )CI   و( )DA  عان فيʡقاʱمM  ȑʨʱʶʺفال( )HIC    

 ȑʨʱʶʺه الʶنف ʨه( )HCM  عʢقǽ ʛʽالأخ ʘʽح( )EA  فيL .  
1إنّ 

2
IA CD
 

]مʸʱʻف  Iومʻه    ]MC  وA  فʸʱʻم[ ]MD  .  
 ʘلʲʺفي الMDH   :A  فʸʱʻم[ ]MD  و( )AL  ȑازʨی( )DH  هʻومL  فʸʱʻم[ ]AE  .  

  HL HE EL GF FJ GJ    
     

  
HLومʻه  GJ

 
  ʦॽʁʱʶʺال ȑأ( )GJ  ʦॽʁʱʶʺال ȑازʨی( )HL  ȑʨʱʶʺفي ال Ȑʨʱʴʺال( )HIC   

  ʦॽʁʱʶʺفال( )GJ  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )HIC  ارॽʵفال .A  . حॽʴʸار الॽʵال ʨه  
)Ȅʛʡقة ثانॽة (جȄʛʰاً): لʚʵّɦʻ معلʺاً :  ; , , )A AB AD AE

  
   

   1
( , 0, 0)
2
I  (1,1,0)وC  (0,1,1)وH  (1,1,1)وG  1و

(1, 0, )
2

J .  
1

( , 1, 1)
2

HI  


,1,0)و   1)HC 


 ( ȑʨʱʶʺه الॽجʨهʺا شعاعا ت )  
1

(0, 1, )
2

GJ  


  ʦॽʁʱʶʺه الॽجʨشعاع ت )( )GJ (  

1مʧ الʺلاحȎ أنّ :  

2
GJ HC HI  
  

GJفالأشعة  


HCو 


HIو 


  مʛتʢॼة خॽʢاً . 
 ʦॽʁʱʶʺفال( )GJ  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )HIC  ارॽʵفال .A  . حॽʴʸار الॽʵال ʨه  
   
  
  
  
  
  
  

A     ʦॽʁʱʶʺال( )GJ  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )HIC  B   ʦॽʁʱʶʺال( )GJ  ȑʨʱʶʺع الʢقǽ( )HIC  .
C ȋقاʻالH وA وI وK  ʙواح ʨٍʱʶتقع في م  D ʦॽʁʱʶʺال( )EA  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )HIC .  

IA B

CD

E

GH

F

J

K

I
A

B

CD

E

GH

F

J

K

L

M
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(38  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   ȋقاʻا الʻیʙلA وB وC . ةʙقامةٍ واحʱي لا تقع على اسʱال   

   :هʦ خاʟئواحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة       

A   

 ʦॽʁʱʶʺف الʛّنع( )AB 
 Ǽأنّه مʨʺʳعة نقȌ الفʛاغ

M   Șّقʴي تʱال
AM t AB
 

   
 ʘʽحt   .  

B 

 ȑʨʱʶʺف الʛّنع( )ABC 
Ǽأنّه مʨʺʳعة نقȌ الفʛاغ 

M : Șّقʴي تʱال
AM aAB bAC 
  

  
 ʘʽح,a b    

C  

تʴقǼK  Șفʛض الʻقʢة 
2AK AB

 
 Lو الʻقʢة

 Șّقʴ3تBL BC 
 

   
ȋقاʻفالA وB وC وK و
L  .ʙواح ʨٍʱʶتقع في م 

D  

 ʗمهʺا ؗان
مD  ʧالʻقʢة 

 ʗاغ ؗانʛالف
DAالأشعة 


و  

DB


DCو  


 
  مʛتʢॼة خॽʢاً .

    
  هʨ خॽارٌ صॽʴح هʨ تعʅȄʛ الʺʦॽʁʱʶ في الفʛاغ شعاॽɺاً . :  AلʙʻقȘّ في الॽʵار
  هʨ خॽارٌ صॽʴح هʨ تعʅȄʛ الʺȑʨʱʶ في الفʛاغ شعاॽɺاً . : BلʙʻقȘّ في الॽʵار
ا ؗان  : CلʙʻقȘّ في الॽʵار ّ̋ 2AKل AB

 
AKؗان الʷعاعان  


ABو  


  ȋقاʻاً فالॽʢخ ʧʽʢॼتʛمA  وB  وK  تقع

 ʧȞॽول ʙواح ʦॽʁʱʶعلى م
1
d  .  

ا ؗان  ّ̋ 3BLل BC 
 

BLكان الʷعاعان  


BCو  


  .  مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً  
  ȋقاʻفالC  وB  وL  ʧȞॽول ʙواح ʦॽʁʱʶتقع على م

2
d  .  

 ʧʺॽʁʱʶʺا أنّ الʺȃو
1
d و

2
d  ةʢقʻالǼ ان ʛؗʱʷǽB  ȋقاʻو الA وB وC  ًضاʛة فʙقامةٍ واحʱلا تقع على اس  

ؗان الʺॽʁʱʶʺان  
1
d و

2
d . ʙواح ʨٍʱʶهʺا تقع في مʽي تقع علʱوضة الʛالʺف ȋقاʻفال ʙʽوح ʨٍʱʶلان مȞّʷǽ فهʺا . ʧʽعʡقاʱم  

  .  Cهॽʴʸ ʨح ال فالॽʵار 
  . DABC: فهʨ الॽʵار الʵاʡئ . حʘʽ إذا تأملʻا رȃاعي وجʨه  Dأمّا الॽʵار 

DAكانʗ الأشعة 


DBو  


DCو  


 ʙʽحʨار الॽʵال ʨاً . وهॽʢة خʢॼتʛم ʗʶॽئ لʡاʵاره .    الʱʵأن ن ʖʳǽ ȑʚال  
(39 ABCD  ةʢقʻه . الʨاعي وجȃرI  العلاقةǼ فةʛّ2الʺعIA DA BC CA  

   
     تقع :  

A    فʛʴف الʸʱʻم[ ]BC B   فʛʴف الʸʱʻم[ ]BD C  فʛʴف الʸʱʻم[ ]CD D  هʨجʨاعي الȃخارج ر  

          2IA DA BC CA  
   

   
          2IA DA BA 

  
  وȃالʱالي  

  2AI AD AB 
  

]مʸʱʻف الʛʴف  Iومʻه   ]BD (Ȍّسʨʱʺخاصة ال )ارॽʵفال .B  . حॽʴʸار الॽʵال ʨه  
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 تبريرال

(40  ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   : ȋقاʻا الʻیʙل( 2,2,0)A 0)و, 4, 0)B 0)و, 4,1)M 0)و, 0,2)N        

  
  
  

  شॼه مʛʴʻف قائOBMN  . ʦ: الȞʷل AلʙʻقȘّ في الॽʵار           
    2 1

( ) 4 6
2 2

ON MB
S OBMN OB

 
     ارॽʵفالA  . ئʡخا  

  . Aقائʦ في  AMNالʺʲلB  :ʘلʙʻقȘّ في الॽʵار
 ʘʽ2ح 4 1 7AM      2و 4 4 10AN       

70ومʻه  70 35
( )

2 4 2
S AMN     .ارॽʵفالB . ئʡخا   

2: مʧ الʨاضح انّ ارتفاع الهʛم  CلʙʻقȘّ في الॽʵار
A

h x   ارॽʵفال . ʨح هॽʴʸالC  .  
D : 1الॽʵار أمّا 1

6 2 2 2
3 3
S h       .ارॽʵفالD  . ئʡخا  

       
  .................................................. جȃʨة....................................................انʱهʗ الأ

A     احةʶمOBMN  ȑاوʶ12ت  B  احةʶمAMN  ȑاوʶ35ت    
C مʛارتفاع الهA OBMN  ȑاوʶǽ2 D مʛاله ʦʳحA OBMN  ȑاوʶǽ4 2 

A
B

O

N

i


M

j
k


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اخʛʱ الإجاǼة الʴॽʴʸة ثʣ ʦّلل على ورقة  إجاǼات مقʛʱحة واحʙة مʻها فقȌ صʴॽʴة سʕالاً لؔل سʕال أرȃع ॽɾ40ʺا ǽأتي 
  درجة .  15لؔل سʕال  إجابʥʱ دائʛة الʛʴف الʺʨافȘ للإجاǼة الʴॽʴʸة :

  :1التحليل 
(1 f وg عǼف انتاʛّعلى انمع  : ققّانʴȄو( ) ( )f x g x  ʧؔاً تǽأx   ʚٍئʙʻع   

A    إذا ؗانlim ( )
x
g x


   كانlim ( )

x
f x


   B   إذا ؗانlim ( )

x
f x


   كانlim ( )

x
g x


  

C  إذا ؗانlim ( )
x
g x


   ؗانlim ( )

x
f x


   D   إذا ؗانlim ( )

x
f x


   ؗانlim ( )

x
g x


   

(2  0

sin(cos 1)
lim
x

x

x

  ȑاوʶت 

A   1   B  
1

2
  C  

1

2
  D   0 

(3 f  ف علىʛّع معǼتا*  : العلاقة Șوف
2

1
( ) 5

( 1)
f x

x x
 


خʢّه الॽʰاني  

f
C  : هʱمقارب معادل ʦॽʁʱʶل مʰقǽ   

A   0x   B  1x    C  0y    
D   5y x  

(4  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع  ارʨاً مائلاً في جȃاً مقارʺॽʁʱʶل مʰقȄو  : هʱ3معادل 5y x  :  
     : ʚٍئʙʻع( )

lim( )
x

x f x

x

   ȑاوʶت  

A   3 B 2 C 2   D   3  

(5 f  الʳʺف على الʛّعٌ معǼ1]تا, [  : ةʴاجʛʱʺال ȘّقʴȄ1و
( ) 1f x

x
   .  

A   (1) 1f    B  lim ( ) 0
x
f x


  

C  
( )

lim 1
x

f x

x
  D   

( )
lim 0
x

f x

x
 

(6  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  فʛّ0[علىالʺع, [  : : اورʳʺل الȞʷم في الʨسʛʺال  
    
  
  
  

       :خاʟئ هʦواحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة  7)

A   
ʝॽع ل لǼاʱلcosx x 

 ʙʻة عǽنها   B  
2

1
lim

cos
x

x 



 
C  

1
lim cos 1
x x

  D   
1

lim
sinx x 

   

(8 ʧȞॽل
f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع] , 2] [2, [      : Ș2وف( ) 2 8f x x x     

  ʦॽʁʱʶʺال ʧȞॽول  هʱمعادل ȑʚ1)ال 2)y x    . ةॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواحʦئ هʟخا :       

A   
 ʦॽʁʱʶʺال  مقارب مائل

 Ȍʵلل
f
C ارʨفي ج  B 

lim ( )
x
f x


    

C  
f
C ʗʴقع تǽ على

[الʺʳال , 2]    D   
f
C ʗʴقع تǽ  على

,2]الʺʳال [ 

A  
ȌʵالC  مقارب ʦॽʁʱʶل مʰقǽ
1معادلʱه  مائل

2
y x .   B 

( )
lim 1
x

f x

x
  

C 0
lim ( ) 1
x
f x


 D 

lim ( ) 5
x
f x


  

x

y

O 2

1

5 

C
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(9  ʧȞॽل( )x E x قيॽʁʴد الʙح للعॽʴʸء الʜʳع الǼتاx .  
1علىfولʻعʛّف الʱاǼع  

[ ,2]
2

) وفȘ العلاقة:  ) ( ) ( )f x E x x E x   .  

A  

1 1 1
: [ ,1[

2 2 2
( ) 1 1 : [1,2[

2 : 2

x x

f x x x

x


  

   
 


 
B 

1
: [ ,1[

2
( ) 1 1 : [1,2[

2 : 2

x x

f x x x

x





   
 


 

C 

1
: [ ,1[

2
( ) 1 1 : [1,2[

2 : 2

x x

f x x x

x


 


   
 


 D 

1
: [ ,1[

2
( ) 1 1 : [1,2[

1 : 2

x x

f x x x

x





   
 


 

(10  ʧȞॽلf  ف علىʛّع الʺعǼاʱ{1}\ال  : العلاقة Ș2وف 3
( )

1

x
f x

x





   

ʴǽxقȘّ الȋʛʷ : إذا ؗان  Aإنّ أكʛʰ عʙد حॽʁقي      A  كان( ) ] 2.05, 1.95[f x     ȑاوʶǽ 
A   21   B  20 C  19  D   21   

   :2التحليل 
Ǽ3فʛض  11) 2ln( )x y a   وln

x
b

y
   ʚٍئʙʻع .lnx  ȑاوʶت  

A   2a b   B  
2

5

a b
 C  

2

3

a b  D   
2

5

a b   
(12  ʧȞॽلf  : العلاقةǼ ʧّ̔ع الʺعǼاʱ2ال( ) (ln )f x x x   ّأن Ȏنلاح

0
lim ( )
x
f x


0هي حالة عʙم تعʧʽʽ مʧ الȞʷل       

)نʧȞʺǽ  ʖʱؔ أنْ  لإزالʱها    )f x  : ةॽغ الآتॽʸال ȐʙإحǼ 

A   ( ) 2 lnf x x x   
B ( ) ln lnf x x x x   C 2( ) (2 ln )f x x x  D   

2(ln )
( )

1

x
f x

x

   

1ثʦّ نفʛض 
t
x

  
(13 ʧȞॽل f  ف علىʛّع الʺعǼاʱ0[ال, [  : العلاقة Șوف( ) 2 lnf x x x  ʚٍئʙʻع .( )f x  ȑاوʶǽ   

A   2 lnx   B 2  C 2(ln 1)x   D   
2

x
  

)lnحلʨل الʺʛʱاجʴة :  14) ) 1x   هي  

A   [ , [e   B [ ,0[e  C      D  [ 1,0[  

(15  f  ف علىʛّع معǼ0,1[تا[ ]1, [   : Ș1وف
( )

ln

x
f x

x


 .  ةॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواحʦئ هʟخا  :   

A   1
lim ( ) 1
x
f x


   

B  lim ( )
x
f x


   

C  0
lim ( ) 0
x
f x


  

D   1
lim ( )
x
f x


  
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(16  ȋقاʻعة الʨʺʳم( , )M x y  : اواةʶʺال Șّقʴي تʱال ȑʨʱʶʺ2في الln ln 0x y  : ةॽال الآتȞالأش Ȑʙل إحʲʺت  
  
A                           B                           C                         D  
  
  

  
(17 ʧȞॽلf  ف علىʛّع الʺعǼاʱال] 3, 3[  : العلاقة Ș3وف

( ) ln( )
3

x
f x

x





   

   :   خاʭʟةواحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة     

A   (0) 0f   B  
1 1

( )
3 3

f x
x x

  
 

 C  
f  ًتʺاما ʟاقʻʱم

[على  3,3[  D   
 ʧؔاً تǽأ] 3,3[x   

 ʧȞǽ( ) ( )f x f x    
(18 ʧȞॽلC عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال f قاقي علىʱ0[الاش, [  : Ș2وف ln

( ) 4
1

x
f x

x
 


   

     Ȍʵمعادلة الʺʺاس للC  هاʱه فاصلʻةٍ مʢهي  1في نق  

A   3y x    B  5y x   C  3y x    
D   2 6y x  

(19  ʧȞॽلC  عǼاʱاني لॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّمع  : العلاقة Șّقʴǽ( 2 ) ( ) 4f x f x      

A  
 ȌʵللC  ʛʣاʻت ʜ ʛؗم

( 1,2)A     B 

 ȌʵللC  ʛʣاʻت ʜ ʛؗم
( 2,4)A     C f  ȑدʛعٌ فǼتا  D   

 ȌʵللC  رʨʴم
 ʛʣاʻ1تx   

(20 f  ف علىʛّعٌ معǼ0[تا, [  : العلاقة Ș1وف
( ) lnf x x

x
    

    ʨاده هʛʡول اʙأنّ ج ʗَʺإذا عل
0 1

( ) 0

( )
1

x

f x

f x


    

1عʙʻئʚٍ مʨʺʳعة حلʨل الʺʛʱاجʴة     
lnx

x
  هي  

A  ]0, [   B ]0,1[  C ]1, [  D  ]0, [\{1} 

   :الجبر
2zعʙداً عقǽʙاً ʴǽقz  : Șّإذا ؗان  21)   ʚٍئʙʻعz iz  ȑاوʶت  

A  2 2   B 2  C 
2

2
  D  2 

3إذا علʺʗَ أنّ الʺعادلة :  22) 2(1 4 ) (6 6) 8 4 0z i z i z i       لʰ2تقz   : هʺا ʧȄʛالآخ ʧʽلʴحلاً لها فال  

A  {2 , 1 2 }i i    B {3 , 1 }i i   C 
2 4

{3 , }
3 3
i i  D  {2 , 2 }i i 
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(23  ȑʙد العقʙالع ʧȞॽلz a bi   ʘʽ0حa   24و 2z z z i     ʚٍئʙʻعRe( ) Im( )z z  ȑاوʶت  

A   18   B  16  C  8  D   16 

(24  : ȑʙد العقʙالع ʧȞॽ2ل

4 5

i
z

i





  ʚٍئʙʻ2. عz  ȑاوʶت  

A   
1

7
   B  

2

3
  C  10  D   

1

3
 

(25 ȑʙد عقʙما في حالة ع z : 2 نʹع 2w z i   ȋقاʻعة الʨʺʳإنّ م( )M z علʳي تʱالw اً تʺّ̡لॽʁॽʁح       

A    قةॽʁʴاد الʙر الأعʨʴمB  
مʨʴر الأعʙاد 
  C  الʽʵʱلॽة الʱʴॼة 

 ȋقاʻعة الʨʺʳم
 ʧȄارॽʵدة في الʨجʨʺال

A  وB  .  
D   

قʢع زائʙ مʛسʨم في 
 الȃʛعʧʽ الʲاني والʛاǼع 

لʧȞॽ العʙدان العقǽʙان :  26)
1

iz e   2و
2

i
z e




    

A   5

1
z    B  1 2

z z    C  1

2

z

z
   

D   
4

2
z   

(27   ȑʙد العقʙة العȄ1)5زاو 3)
i

z e


   ȑاوʶت   

A   5

  B  
2

15


  C  

2

5


  D   

4

5


 

(28 ʧȞॽلn  ًداʙع ॽɻॽʰʡ ًو  اzدʙاً ع ǽʙو اً عق ʙاحʨال ȑاوʶه تʱلȄʨʡ2 1nz     
    : ȑʙد العقʙف العʛّعʻول

21

n

n

z
w

z



  .  

A    w  ʗʴǼ ليʽʵت  B  w  ًاॽʁॽʁح ʝॽل  C  1w   D   
1

n n
w
z z




  

2لʧؔʱ الʺعادلة:  29) 2( 2 2 4)( 2 2 4) 0z z z z      إلى ʜمʛʻولS  لهاʨعة حلʨʺʳم  
      ȋقاʻوالA وB وC وD  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺلها في الʨي تʺّ̡ل حلʱال ʚٍئʙʻع  

A   
5 7

4 4 6 6{2 ,2 ,2 ,2 }
i i i i

S e e e e
   


B 

4 2

4 4 3 3{2 ,2 ,2 ,2 }
i i i i

S e e e e
   


 C 

الʻقاȋ تʺّ̡ل 
رؤوس مʽʢʱʶل 

  ولʝॽ مȃʛعاً 
D  

الʻقاȋ تʺّ̡ل 
  رؤوس مȃʛع

(30  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺفي ال( ; , )O u v
  ةʢقʻالM  ȑʙد العقʙلها العʲʺǽ يʱالz   

      ȑʙد العقʙللع ʧʽʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳال ʙأحz  ʨاً هॼالʺʺّ̡ل جان  
     

  
  
  

A  3 3 3

2 2
i  B  3 3 3

2 2
i 

C 1 3iD 3 3 3i

( )M z

9

60

O
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   الأشعة :

(31  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   ȋقاʻا الʻیʙ2): ل, 3, 1)A   1)و, 2, 3)B   0,1)و, 2)C    

  مʨʱازȑ أضلاع  ABCDالʱي تʳعل الȃʛاعي  Dإحʙاثॽات الʻقʢة  

A   ( 1, 4,2)   B  (1,6, 6)  C  (1, 4, 6)   D   (1, 4,6)  
ʦ الآ 32) ّʁ ʳʺتيال ʧن مʨّؔʱی :ʖعȞم ʘلʲته مʙقاع ʦر قائʨشʨمع م.   

   ʦالʺعل ʛʱʵʻول( ; , , )B BK BF BC
  

,3)إحʙاثॽاتها I, لʧؔʱ الʻقʢة   1, 1)I      
  
  
   
  

(33 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   اʻیʙ(0,2,1): لAC


,2,1)و  )AB 


 ʘʽح     

]إلى الʺȑʨʱʶ الʺʨʴرȑ للقʢعة الʺॽʁʱʶʺة  Aحʱى تʱʻʺي الʻقʢة  عʙʻئॽʀ ʚٍʺة     ]CB  ȑاوʶت 

A     2  B 0  C 
1

2
  D  2  

(34 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   : ʦॽʁʱʶʺال ʧȞॽل( )AB  ةʢقʻوالM ʦॽʁʱʶʺي إلى الʺʱʻلا ت( )AB   

)مʧ الʺK  ʦॽʁʱʶوȃفʛض أنّ ؗل نقʢة  )AB  Ȍʺʻال ʧاتها مॽاثʙ1)إح, , 1)K t t   ʘʽحt    .  
ان    2وؗ 22( 2) 5MK t    ةʢقʻال ʙعǼ ʚٍئʙʻعM  ʦॽʁʱʶʺال ʧع( )AB  ȑاوʶت  

 A  5 B  2  C  5  D   3  
uالʸفʛ  ʧʽȄʛغʽلʧȞॽ الʷعاعان  35)

 وv  ʧȞॽاً ولॽʢخ ʧʽʢॼتʛمw
 اً شعاع  ȑʛصف ʛʽما غ ʚٍئʙʻع  

A   
یʨجʙ عʙدان حॽʁॽʁان 

a وb  ققّانʴǽ  
w au bv 
   

B  
wو u الʷعاعان

 C   مʛتʢॼان خॽʢاً .

uالأشعة 
 وv وw 

  D  مʛتʢॼة خॽʢاً 

Ǽuفʛض  AB
 وv CD

 
wو  EF

  ȋقاʻالA وB و
E وF   ʙواح ʨٍʱʶتقع في م 

(36   ةʢقʻالǼ ʛʺǽ ʨٍʱʶمA  ههʽجʨوشعاعا تu


Bولʧؔʱ الʻقʢة.  vو      
wوشعاع تʨجʽهه  Ǽ ʛʺǽBالʻقʢة dمʦॽʁʱʶ ولʻعʛّف     u v 

   ʦॽʁʱʶʺال ʚٍئʙʻع  .d    
A  d ȑʨʱʶʺع الʢقǽ  B d ȑʨʱʶʺفي ال Ȑʨʱʴم C d  ȑʨʱʶʺال ʙعامǽ D  d  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی   
  
  
  
  
  
  

A   ( 1,1,1)D    B  ȋقاʻفالH وI وK  ةʙقامةٍ واحʱتقع على اس  

C 
 ȋقاʻالA وG وK وI 

 ʙواح ʨٍʱʶلا تقع في م   
D انʺॽʁʱʶʺال( )AG و( )HK . الفانʵʱم  A B K

CD

E F

H G

N
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(37 MNPQ  : ȋقاʻه والʨاعي وجȃرI وJ وK وL : أتيǽ فة ؗʺاʛّمع   
       I  فʸʱʻم[ ]MN  وJ  فʸʱʻم[ ]PQ   
2و      

3
NK NP
 

2و  

3
ML MQ
 

2: وȂذا علʺʗَ أنّ  

3
JL JI JK 
  

  : ʚٍئʙʻع  
 

A  
JLالأشعة 


JIو 


JKو 



 B  لʗʶॽ مʛتʢॼة خॽʢاً 

ʦॽʁʱʶʺال( )JL Ȑʨʱʴم
 ȑʨʱʶʺفي ال( )IJK   C 

)الʺॽʁʱʶʺان  )LJ 
)و )IK  الفانʵʱم  D  

)الʺॽʁʱʶʺان  )LJ و  
( )IK  انȄازʨʱم    

(38ABCDEFGH  . ʖعȞم  
  :هي ʺʛتʢॼة خॽʢاً الغʙʻ الأشعة الʲلاثة       

 

    
  

(39  ʦفي معل( ; , , )O i j k
 

  : ȋقاʻا الʻیʙ(3,2,1)لA  1,2)و, 0)B  3,1)و, 2)C    
    ʧʽالعلاقة بx وy  ȋقاʻى تقع الʱحA وB وC و( , , 3)D x y  : هي ʙواح ʨٍʱʶفي م     

A   6 19 0x y    B  6 11 0x y   C 6 5 0x y    D  6 13 0x y     
)معادلة الأسʨʢانة الʱي مʨʴرها  40) ; )O i

  اॽنʙتها الʙقاع ʜ ʛؗا  (3,0,0)ومॽتها العلʙقاع ʜ ʛؗ(8,0,0)وم   
,4)وتʺǼ ʛالʻقʢة       4,3)A   : هي  

A   
2 2 25y z    

 ȋʛʷǼ3 8x   B  
2 2 25y z    

 ȋʛʷǼ0 8x   C  
2 2 9x z    

 ȋʛʷǼ3 8x   D   
2 2 5y z    

 ȋʛʷǼ3 8x   
  

  ....................................................انʱهʗ الأسʯلة ..................................................

A  CA


DCو 


EHو 


   B AG


BGو 


HGو 


  

C GH


BFو 


DAو 


 D FD


GAو 


ADو 


  

M

Q
P

N

J

I

K

L

A B

CD

E

GH

F
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اخʛʱ الإجاǼة الʴॽʴʸة ثʣ ʦّلل على ورقة  إجاǼات مقʛʱحة واحʙة مʻها فقȌ صʴॽʴة سʕالاً لؔل سʕال أرȃع ॽɾ40ʺا ǽأتي 
  درجة .  15لؔل سʕال  إجابʥʱ دائʛة الʛʴف الʺʨافȘ للإجاǼة الʴॽʴʸة :

  :1التحليل 
(1 f وg عǼف انتاʛّعلى انمع  : ققّانʴȄو( ) ( )f x g x  ʧؔاً تǽأx   ʚٍئʙʻع   

A    إذا ؗانlim ( )
x
g x


  ن  كاlim ( )

x
f x


   B   إذا ؗانlim ( )

x
f x


   كانlim ( )

x
g x


  

C  إذا ؗانlim ( )
x
g x


   ؗانlim ( )

x
f x


   D   إذا ؗانlim ( )

x
f x


   ؗانlim ( )

x
g x


   

:ʙȂʙʮʯال   
limإذا ؗان :  AلʙʻقȘّ في الॽʵار ( )

x
g x


  و( )f x  ٌعǼة  تاǽنها ʙیʙʴت ʚٍئʙʻع عॽʢʱʶه فلا نʻم ʛأصغf  ʙʻع.  

  خاʡئ .  Aفالॽʵار     
limإذا ؗان  : BلʙʻقȘّ في الॽʵار ( )

x
f x


  هʻم ʛʰأك ȑʚع الǼاʱكان الlim ( )

x
g x


   .ارॽʵفالB  . ئʡخا  

limإذا ؗان : CلʙʻقȘّ في الॽʵار ( )
x
g x


   هʻم ʛأصغ ȑʚع الǼاʱكان الlim ( )

x
f x


  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C   

limإذا ؗان :Dالॽʵار اأمّ  ( )
x
f x


   ؗان( )g x  عǼة أتاǽنها ʙیʙʴع تॽʢʱʶه فلا نʻم ʛʰكg  ʙʻع  .  

(2  0

sin(cos 1)
lim
x

x

x

  ȑاوʶت 

A   1   B  
1

2
  C 

1

2
  D   0 

:ʙȂʙʮʯأنّ  ال Ȏنلاح
0

sin(cos 1)
lim
x

x

x

  لȞʷال ʧم ʧʽʽم تعʙ0هي حالة ع

0
  لإزالʱها .  

Ǽsin(cosفʛض   1)
( )

x
f x

x


   

cos 1 sin(cos 1)
( )

cos 1

x x
f x

x x

 
 


   

ومʻه 
2

cos 1 sin(cos 1)
( )

( ) cos 1

x x
f x

x x

 
 


  

Ǽcosفʛض   1t x   
0xعʙʻما         نʨȞǽ0t    

ومʻه    
0 0

sin(cos 1) sin( )
lim lim 1

cos 1x t

x t

tx 


 


   

ونʧʴ نعلʦ أنّ   
20

cos 1 1
lim

2( )x

x

x

 
   

وȃالʱالي   
0

1 1
lim ( ) 1

2 2x
f x


      ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B  .  



2 
 

(3 f ف علىʛّع معǼتا*  : العلاقة Șوف
2

1
( ) 5

( 1)
f x

x x
 


خʢّه الॽʰاني  

f
C  : هʱمقارب معادل ʦॽʁʱʶل مʰقǽ   

A   0x   B  1x    C  0y    
D   5y x  

:ʙȂʙʮʯال f  فʛّعلى  مع] , 0[ ]0, [      
    

0
lim ( )
x
f x


   ʦॽʁʱʶʺ0فالx   ʨح هॽʴʸار الॽʵلي . فالʨمقارب شاقA  .  

(4  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع  ارʨاً مائلاً في جȃاً مقارʺॽʁʱʶل مʰقȄو  : هʱ3معادل 5y x  :  
     : ʚٍئʙʻع( )

lim( )
x

x f x

x

   ȑاوʶت  

A   3 B 2 C 2   D   3  

:ʙȂʙʮʯال ( ) ( )
lim( ) lim( 1 ) 1 3 2
x x

x f x f x

x x 

 
      

  
)) (مʽل الʺقارب الʺائل في جʨار لأنّه لʙیʻا فʛضاً   )

lim 3
x

f x
a

x
   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  

(5 f  الʳʺف على الʛّعٌ معǼ1]تا, [  : ةʴاجʛʱʺال ȘّقʴȄ1و
( ) 1f x

x
   .  

A   (1) 1f    B  lim ( ) 0
x
f x


  

C  
( )

lim 1
x

f x

x
  D   

( )
lim 0
x

f x

x
 

:ʙȂʙʮʯال   
A  :1لʙʻقȘّ في الॽʵار  (1) 1f   هʻ(1)وم 1f   .ارॽʵفالA  . ئʡخا  

B  :1لʙʻقȘّ في الॽʵار
( ) 1f x

x
    

   1
lim 0
x x

 وlim 1 1
x

 ابʨج ʙیʙʴت ʧȞʺǽ ة  فلاǽنهاf  ʙʻع . ارॽʵفالB  . ئʡخا  

:  CلʙʻقȘّ في الॽʵار 
2

1 ( ) 1f x

x xx
   

    ʺǼ ّا أن
2

1 1
lim lim 0
x xx x 

   ةʡة الإحاʻهʛʰاداً إلى مʻʱأنّ  (1)فاس ʙʳن( )
lim 0
x

f x

x
.  

  هʨ الॽʵار الॽʴʸح .  Dخاʡئ والॽʵار Cفالॽʵار   
(6  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  فʛّ0[علىالʺع, [  : : اورʳʺل الȞʷم في الʨسʛʺال  

    
  
  
  

:ʙȂʙʮʯال   
  لإʳǽاد معادلʱه  مائلمʦॽʁʱʶ مقارب  CلȌʵل أنّ  مʧ الʨاضح :AلʙʻقȘّ في الॽʵار

1ومʻه  (2,1)و Ǽ ʛʺǽ(0,0)الʻقC  ʧʽʱʢالȌʵ نلاحȎ أنّ  0 1

2 0 2
m a


  


0bفإنّ  (0,0)ه Ǽ ʛʺǽالʻقʢة وȃʺا أنّ      

1فʺعادلʱه   

2
y x  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  

A  
ȌʵالC  مقارب ʦॽʁʱʶل مʰقǽ
1 معادلʱه مائل

2
y x .   B 

( )
lim 1
x

f x

x
  

C 0
lim ( ) 1
x
f x


 D 

lim ( ) 5
x
f x


  

x

y

O 2

1

5 

C
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):  Bأمّا الॽʵار  ) 1
lim

2x

f x

x
  . ارॽʵفالB  . ئʡخا  

:  Cأمّا الॽʵار 
0

lim ( ) 5
x
f x


   . ارॽʵفالC . ئʡخا  

D  :limأمّا الॽʵار  ( )
x
f x


   ارॽʵفال .D . ئʡخا  

       :خاʟئ هʦواحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة  7)

A   
ʝॽع ل لǼاʱلcosx x 

 ʙʻة عǽنها   B  
2

1
lim

cos
x

x 



 
C  

1
lim cos 1
x x

  D   
1

lim
sinx x 

   

:ʙȂʙʮʯال   
cosxللʱاǼع  لʝॽ: نʧʴ نعلʦ أنّ AلʙʻقȘّ في الॽʵار x  ʙʻة عǽنها  ارॽʵفال .A  . حॽʴص  

:ʙʻBقȘّ في الॽʵارل
2

1
lim

cos
x

x 



 

 

( لأنّ 
2

lim cos 0
x

x
 



  وcos 0x  . ( انيʲع الȃʛار في الॽʵفالB . حॽʴص  

: CلʙʻقȘّ في الॽʵار
0

1
lim cos limcos 1
x t

t
x 
  ارॽʵفال .C  . حॽʴص  

: Dأمّا الॽʵار 
 

1
lim

sinx x 
  ّلأن lim(sin ) 0

x
x


  وsin 0x  . ( انيʲع الȃʛفي ال  

 اʡئ . والʖʳǽ ȑʚ أنْ نʱʵاره .  هʨ الॽʵار الʨحʙʽ الD ʵفالॽʵار 
(8 ʧȞॽل

f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع] , 2] [2, [      : Ș2وف( ) 2 8f x x x     

  ʦॽʁʱʶʺال ʧȞॽول ȑʚه  الʱ1)معادل 2)y x    . ةॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواحʦئ هʟخا :       

A   
 ʦॽʁʱʶʺال  مقارب مائل

 Ȍʵلل
f
C ارʨفي ج  B 

lim ( )
x
f x


    

C  
f
C ʗʴقع تǽ على

[الʺʳال , 2]    D   
f
C ʗʴقع تǽ  على

,2]الʺʳال [ 

:ʙȂʙʮʯال   
)A  :2لʙʻقȘّ في الॽʵار ) 2 8 ((1 2) )f x y x x x       هʻوم  

           2( ) 2 8 2f x y x x    

ʦ علॽه :       ّʁ نʹʛب ǼالʺʛافȘ ونق
2

8
( )

2 8 2
f x y

x x



 

 
  

   lim( ( ) ) 0
x

f x y
  هʻوم  ʦॽʁʱʶʺال هʱمعادل ȑʚ1) ال 2)y x   Ȍʵمقارب مائل لل

f
C ارʨفي ج .  

  .  صॽʴح Aفالॽʵار      
)ʨȞǽن  مʧ أجل الأتʺʱة : في جʨار  ) 2 (1 2)f x x x x     

:ومʻه     (1 2)y x    Ȍʵمقارب مائل لل
f
C ارʨفي ج  ارॽʵفال .A   . حॽʴص  

B  :limلʙʻقȘّ في الॽʵار ( )
x
f x


 ʧم ʧʽʽم تعʙل هي حالة عȞʷال    : هاʱلإزال  

      2

2

8
( ) (2 )f x x x

x
     

    2

2

8
( ) (2 )f x x x

x
    



4 
 

2ومʻه  

8
( ) (2 )f x x x

x
     

xفإنّ  في جʨار  Ǽxʺا أنّ   x    

 ومʻه 
2

8
( ) (2 )f x x x

x
     

 
2

8
( ) (1 (2 ))f x x

x
      

        lim ( ) ( ) (1 2)
x
f x


       ارॽʵفال .B  . حॽʴص  

)ʨȞǽن  مʧ أجل الأتʺʱة : في جʨار  ) 2 (1 2)f x x x x     هʻومlim ( ) ( ) (1 2)
x
f x


      . 

 Șّقʙʻارلॽʵفي الD:  راسة وضعʙلC  ة إلىॼʶʻالǼ  : قʛرس إشارة الفʙن   
      2( ) 2 8 2f x y x x     ماʙʻ2]ع, [x    نʨȞǽ( ) 0f x y  ʙع مقʨʺʳحاً مʨوض ʧʽʰجʨم ʧȄار  

   ) ʘʽ22ح 8 0x    2و 0x   ماʙʻ2]ع, [x    . (  
ومʻه      

f
C  قʨقع فǽ الʳʺ2]على ال, [  ارॽʵفال .D  ئʡاره . خاʱʵأنْ ن ʖʳǽ ȑʚار الॽʵال ʨوه  
  صॽʴح .  Cوȃالʱالي الॽʵار

 ʧȄارॽʵة الʳع معالॽʢʱʶة : نʤملاحC  وD راسةʙوضع  : بC  ة إلىॼʶʻالǼ   
   2( ) 2 8 2f x y x x      
        ( ) 0f x y   ماʙʻ22ع 8 2 0x x    هʻوم  

       22 8 2x x     
2شȋʛ الʴل    0x   هʻ0ومx    
  : ʧʽفʛʢع الȃّʛ2 ن 22 8 2x x    اليʱالȃ8و 0  . اقʹةʻʱمعادلة م  

             
2 2

( )

x

f x y

  
    

  
(9  ʧȞॽل( )x E x قيॽʁʴد الʙح للعॽʴʸء الʜʳع الǼتاx .  
1علىfولʻعʛّف الʱاǼع  

[ ,2]
2

) وفȘ العلاقة:  ) ( ) ( )f x E x x E x   .  

A   

1 1 1
: [ ,1[

2 2 2
( ) 1 1 : [1,2[

2 : 2

x x

f x x x

x


  

   
 


 
B 

1
: [ ,1[

2
( ) 1 1 : [1,2[

2 : 2

x x

f x x x

x





   
 


 

C 

1
: [ ,1[

2
( ) 1 1 : [1,2[

2 : 2

x x

f x x x

x


 


   
 


 D 

1
: [ ,1[

2
( ) 1 1 : [1,2[

1 : 2

x x

f x x x

x





   
 


 

 ǽقع فʨق   ǽقع تʗʴ  الʨضع الʰʶʻي 
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:ʙȂʙʮʯال ( ) ( ) ( )f x E x x E x     

                     

1
0 0 : [ ,1[

2
( ) 1 1 : [1,2[

2 2 2 : 2

x x

f x x x

x


  


   
   


  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  

(10  ʧȞॽلf  فʛّع الʺعǼاʱ{1}\على ال  : العلاقة Ș2وف 3
( )

1

x
f x

x





   

ʴǽxقȘّ الȋʛʷ : إذا ؗان  Aإنّ أكʛʰ عʙد حॽʁقي      A  كان( ) ] 2.05, 1.95[f x     ȑاوʶǽ 
A   21   B  20 C  19  D   21   

:ʙȂʙʮʯال  ( ) ] 2.05, 1.95[f x     افئȞǽ اʚه  
                     ( ) ( 2) 0.05f x     

                      
5

( ) 2
100

f x    

                     
2 3 5

2
1 100

x

x


 

  

                   
2 3 2(1 ) 5

1 1 100

x x

x x

 
 

   هʻوم  

                        
1 1

1 20x




  

                       
1 1

201 x



  

1ومʻه                    20x    
Ǽxʺا أنّ  A  ّفإنx ارʨفي ج   ّ1فإن 1x x     

         1 20x   هʻ19وم x   19وx    
ʴǽ19AقȘّ الȋʛʷ هA  ʨأكʛʰ عʙد حॽʁقي  ومʻه       ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC .     

   :2التحليل 

Ǽ3فʛض  11) 2ln( )x y a   وln
x
b

y
   ʚٍئʙʻع .lnx  ȑاوʶت  

A   2a b   B  
2

5

a b
 C  

2

3

a b  D   
2

5

a b   
:ʙȂʙʮʯاضح  الʨال ʧ0أنّ  مx   0وy   هʻ3  وم 2ln( )x y a   3تؔافئ 2ln( ) lnx y a   

3ومʻه    ln( ) 2 lnx y a    

lnولʙیʻا أǽʹاً  
x
b

y
 هʻوم ln lnx y b 

 
 .  

 : ʧʽʱا الʺعادلʻیʙح لॼ3أص ln( ) 2 ln (1)

ln ln (2)

x y a

x y b

  
  
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  : 2بـ  (2)لʛʹʻب الʺعادلة 
3 ln( ) 2 ln (1)

2 ln 2 ln 2 (2)

x y a

x y b

  
  

  

5نʙʳ :  (2)و ʳǼ(1)ʺع  ln 2x a b   هʻ2وم
ln

5

a b
x


  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D .  

(12  ʧȞॽلf  : العلاقةǼ ʧّ̔ع الʺعǼاʱ2ال( ) (ln )f x x x   ّأن Ȏنلاح
0

lim ( )
x
f x


0هي حالة عʙم تعʧʽʽ مʧ الȞʷل       

)نʧȞʺǽ  ʖʱؔ أنْ  لإزالʱها    )f x  : ةॽغ الآتॽʸال ȐʙإحǼ 

A   ( ) 2 lnf x x x   
B ( ) ln lnf x x x x   C 2( ) (2 ln )f x x x  D   

2(ln )
( )

1

x
f x

x

   

1ثʦّ نفʛض 
t
x

  
:ʙȂʙʮʯ2  ال 2 2 2( ) (ln ) ( ) (ln ) ( ln )f x x x x x x x     

2ومʻه    2 2( ) ( ln( ) ) (2 ln )f x x x x x   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  
وȂذا أردنا أن نؔʺل الʴل :       

0 0
lim( ln ) lim( ln ) 0
x t

x x t t
 

     هʻوم
0

lim ( ) 0
x
f x


 .  

(13 ʧȞॽل f  ف علىʛّع الʺعǼاʱ0[ال, [  : العلاقة Șوف( ) 2 lnf x x x  ʚٍئʙʻع .( )f x  ȑاوʶǽ   

A   2 lnx   B 2  C 2(ln 1)x   D   
2

x
  

 ʙʮʯال:ʙȂ   1
( ) 2(1ln ln ) 2(ln 1)f x x x x

x
      ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  

)lnحلʨل الʺʛʱاجʴة :  14) ) 1x   هي  

A   [ , [e   B [ ,0[e  C      D  [ 1,0[  

:ʙȂʙʮʯال   ln( ) 1x    
   ماʙʻفة عʛّة معʴاجʛʱʺ0الx   هʻ0ومx   ȑأ

1
] , 0[x D     .  

 ln( ) lnx e   
   x e   ȑأx e   هʻوم

2
[ , [x e D     .  

 ʺة الʴاجʛʱʺل الʨعة حلʨʺʳʺوضة هي : فʛف
1 2

] , 0[ [ , [ [ , 0[x D D e e            
                       [ , 0[S e   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B  .  

(15  f  ف علىʛّع معǼ0,1[تا[ ]1, [   : Ș1وف
( )

ln

x
f x

x


 .  ةॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواحʦئ هʟخا  :   

A   1
lim ( ) 1
x
f x


   

B  lim ( )
x
f x


   

C  0
lim ( ) 0
x
f x


  

D   1
lim ( )
x
f x


  

:ʙȂʙʮʯال      
: AلʙʻقȘّ في الॽʵار

1
lim ( ) 1
x
f x


 دة في صʨجʨة مʳॽʱار  164( نॽʵفال . (A  . حॽʴص  

  ʖʳ أن نʱʵاره . خاʡئ وهʨ الD ǽ ȑʚوȃالʱالي الॽʵار  
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B :1أمّا الॽʵار
( )

ln

x
f x

x


   

                        
1

( )
ln ln

x
f x

x x
    

  lim
lnx

x

x
   1و

lim 0
lnx x

  هʻومlim ( )
x
f x


 

 
  صॽʴح .  B. فالॽʵار 

C :1الॽʵار أمّا
( )

ln

x
f x

x


   

               
0

1
lim ( ) 0
x
f x




 


  .   

(16  ȋقاʻعة الʨʺʳم( , )M x y  : اواةʶʺال Șّقʴي تʱال ȑʨʱʶʺ2في الln ln 0x y  : ةॽال الآتȞالأش Ȑʙل إحʲʺت  
  
A                           B                           C                         D  
  
  

  
:ʙȂʙʮʯ2   الln ln 0x y    

0yالʺعادلة معʛّفة عʙʻما     2و 0x     

    2ln lnx y  
2yومʻه    x  ȋʛʷǼ0y   2و 0x     ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA .   

(17 ʧȞॽلf  ف علىʛّع الʺعǼاʱال] 3,3[  : العلاقة Ș3وف
( ) ln( )

3

x
f x

x





   

   :   خاʭʟةواحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة     

A   (0) 0f   B  
1 1

( )
3 3

f x
x x

  
 

 C  
f  ًتʺاما ʟاقʻʱم

[على  3,3[  D   
 ʧؔاً تǽأ] 3,3[x   

 ʧȞǽ( ) ( )f x f x    
:ʙȂʙʮʯال      

ʙʻارلॽʵفي ال ȘّقA  :3
(0) ln ln1 0

3
f    ارॽʵفال .A  . حॽʴص  

  : BلʙʻقȘّ في الॽʵار

               
2

1( 3) 1(3 )3
( ) ( 3)3( )
3 3

3 3

x xx
xxf x

x x

x x

       
 
 

.  

                
1( 3) 1(3 ) 6

( )
(3 )( 3) (3 )( 3)

x x
f x

x x x x

      
   

 .  

1 نB : ʙʳلॽʵار وفي ا     1 3 3 2
( )

3 3 (3 )(3 ) (3 )(3 )

x x x
f x

x x x x x x

      
      

  فهʨ خॽارٌ خاʡئ وهʨ الॽʵار الʨحʙʽ الʖʳǽ ȑʚ أنْ نʱʵاره .       
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[اشʱقاقي على C   :fأمّا الॽʵار  3,3[ 6  و
( ) 0

(3 )( 3)
f x

x x

  
 

   

[مʻʱاقʟ تʺاماً على  fومʻه     3,3[  ارॽʵفال .C  . حॽʴص  
D  :13أمّا الॽʵار  3 3

( ) ln( ) ln( ) ln( ) ( )
3 3 3

x x x
f x f x

x x x
    

      
   

  صॽʴح . D. فالॽʵار  
   ʘʽن  (حʨȞॽسf  ( ȑدʛعٌ فǼتا)على فʙʻف عʛمع ȑدʛع فǼة : ؗل تاʛؔ 0  نʨȞǽ(0) 0f  ارॽʵفالA ًحاʨح وضॽʴص(   

(18 ʧȞॽلC عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال f قاقي علىʱ0[الاش, [  : Ș2وف ln
( ) 4

1

x
f x

x
 


   

     Ȍʵمعادلة الʺʺاس للC  هاʱه فاصلʻةٍ مʢهي  1في نق  

A   3y x    B  5y x   C  3y x    
D   2 6y x  

:ʙȂʙʮʯال   Ȍʵمعادلة الʺʺاس للC  هاʱه فاصلʻةٍ مʢ(1)هي  1في نق( 1) (1)y f x f   .  
    (1) 4f     

  
2 2

2 2
( 1) 2 ln 2 2 ln

( )
( 1) ( 1)

x x x
x xf x

x x

   
  

 
   

     4
(1) 1

4
f     هʻوم  

     1( 1) 4y x    
        5y x   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B  .  

(19  ʧȞॽلC  عǼاʱاني لॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّمع  : العلاقة Șّقʴǽ( 2 ) ( ) 4f x f x      

A  
 ȌʵللC  ʛʣاʻت ʜ ʛؗم

( 1,2)A     B 

 ȌʵللC  ʛʣاʻت ʜ ʛؗم
( 2,4)A     C f  ȑدʛعٌ فǼتا  D   

 ȌʵللC  رʨʴم
 ʛʣاʻ1تx   

:ʙȂʙʮʯال   ( 2 ) ( ) 4f x f x      ȑأ( 2 ) ( ) 4f x f x      
)نقʢةنʧʴ نعلʦ أنّ قانʨن الʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة إلى   , )A a b .  ʨ2)ه ) ( ) 2f a x f x b   .  
   : ʙʳالʺقارنة نǼ2 2 1a a     .  

2و       4 2b b    ȌʵفالC  ةʢقʻة إلى الॼʶʻالǼ ʛʣاʻʱم( 1,2)A   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  

(20 f  ف علىʛّعٌ معǼ0[تا, [  : العلاقة Ș1وف
( ) lnf x x

x
    

    ʨاده هʛʡول اʙأنّ ج ʗَʺإذا عل
0 1

( ) 0

( )
1

x

f x

f x


    

     ʛʱʺل الʨعة حلʨʺʳم ʚٍئʙʻة عʴ1اج
lnx

x
  هي  

A  ]0, [   B ]0,1[  C ]1, [  D  ]0, [\{1} 

:ʙȂʙʮʯ1  ال
ln 0x

x
   هʻوم( ) 0f x   عǼاʱاد الʛʡول اʙج ʧم Ȏنلاح .f  ّأن( ) 1 0f x    ʧؔاً تǽ0[أ, [x   .  

      ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  
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   :الجبر
2zعʙداً عقǽʙاً ʴǽقz  : Șّإذا ؗان  21)   ʚٍئʙʻعz iz  ȑاوʶت  

A  2 2   B 2  C 
2

2
  D  2 

:ʙȂʙʮʯضاً   الʛا فʻیʙ2لz  هʻوم  
       (1 ) 1 1 2 2 2z iz z i z i z i              

   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD .   
3إذا علʺʗَ أنّ الʺعادلة :  22) 2(1 4 ) (6 6) 8 4 0z i z i z i       لʰ2تقz   : هʺا ʧȄʛالآخ ʧʽلʴحلاً لها فال  

A  {2 , 1 2 }i i    B {3 , 1 }i i   C 
2 4

{3 , }
3 3
i i  D  {2 , 2 }i i 

:ʙȂʙʮʯال    
Ǽ2zʺا أنّ    : لȞʷالǼ ʖʱؔوضة فإنّ الʺعادلة تʛحل للʺعادلة الʺف  
   2( 2)( ) 0z z bz c    ʘʽح ,b c     

3نʛʷʻ ثʦّ نʢابȘ مع الʺعادلة الʺفʛوضة  :  2( 2) ( 2 ) 2 0z b z c b z c       
  ʙʳʻ :ف      

                    
2 1 4 (1)

2 6 6 (2)

2 8 4 (3)

b i

c b i

c i

    


   
  

  

       ʧ(1)م  ʙʳ1ن 4b i   .  
     ʧ(3) وم  ʙʳ4ن 2c i    .  
4فʙʳʻ :  (3)نʴʱقǼ ȘّالʱعʠȄʨ في     2 2(1 4 ) 6 6i i i       . Șّقʴم  
)2الʺعادلة الʺفʛوضة تؔافئ :   ومʻه 2)( (1 4 ) 4 2 ) 0z z i z i       

                  2 (1 4 ) 4 2 0z i z i      
            2(1 4 ) 4(1)( 4 2 )i i        

1   ومʻه     8 16 16 8 1i i        
                                 1    

               
2

1 4 1
2

2

i
z i

  
    

         
3

1 4 1
1 2

2

i
z i

  
      

  . Aهʨ  الॽʴʸح الॽʵار      
n  :1 مʧ أجل الأتʺʱة : ؗل معادلة ʛʽʲؗ حʙود مʧ الʙرجة  

1 1 0
0n n

n n
a z a z a z a

          

1 جʚراً : تʴقn Șّلها    
1 2

n
n

n

a
z z z

a
         0 و

1 2
( 1)n

n
n

a
z z z

a
         

: Aفإذا اخʛʰʱنا الॽʵار 
1 2 3

1 4z z z i    : ʥذل ʛʰʱʵʻل 
1 2 3

2 2 1 2 1 4z z z i i i        Șّقʴم  
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  ǽʹاً ʴǽقȘّ ذلʥ .أ Bحʘʽ الॽʵار   
 : ʛار آخॼʱاخ ʧم ʙّ3إذن لا ب

1 2 3
( 1) (8 4 ) 8 4z z z i i          

 ʥذل ʧم Șّقʴʱʻافي ال لॽʵرA :
1 2 3

2(2 )( 1 2 ) 8 4z z z i i i         Șّقʴمʛʽار وغॽʵفي ال ȘّقʴمB .  
   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  

(23  ȑʙد العقʙالع ʧȞॽلz a bi   ʘʽ0حa   24و 2z z z i     ʚٍئʙʻعRe( ) Im( )z z  ȑاوʶت  

A   18   B  16  C  8  D   16 

:ʙȂʙʮʯ24  ال 2z z z i     

             2 24 2a a bi i     
ا ؗان         ّ̋ 0aول  2 ؗان 2a a .  

           3 24 2a bi i     
          3 24 0 2a bi i     

3ومʻه     24 0 8a a      
2b و             

        Re( ) Im( ) 8 2 16z z a b       ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D  .  

(24  : ȑʙد العقʙالع ʧȞॽ2ل

4 5

i
z

i





  ʚٍئʙʻ2. عz  ȑاوʶت  

A   
1

7
   B  

2

3
  C  10  D   

1

3
 

:ʙȂʙʮʯ2   ال

4 5

i
z

i





  

2
2 2

22
22 3 3 1

21 74 5 214 5

ii
z z

i i

                    

  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  

(25 ȑʙد عقʙما في حالة ع z : 2 نʹع 2w z i   ȋقاʻعة الʨʺʳإنّ م( )M z علʳي تʱالw اً تʺّ̡لॽʁॽʁح       

A   اʙر الأعʨʴقة مॽʁʴد الB  
مʨʴر الأعʙاد 
  C  الʽʵʱلॽة الʱʴॼة 

 ȋقاʻعة الʨʺʳم
 ʧȄارॽʵدة في الʨجʨʺال

A  وB  .  
D   

قʢع زائʙ مʛسʨم في 
 ʛاني والʲال ʧʽعȃʛع الǼا 

:ʙȂʙʮʯ2 ال 2w z i   
wحॽʁقي ومʻه  wلʙیʻا فʛضاً    w   اليʱالȃو  

               2 22 2z i z i    هʻوم  

                     2 2 4z z i   
)ومʻه           )( ) 4z z z z i    .  

                  ( 2 )(2 ) 4yi x i   هʻوم  
              4 4xyi i    
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1xوهʚا Ȟǽافئ    y    هʻ1وم
y

x


   

  ȋقاʻعة الʨʺʳه مʻوم( )M zعلʳي تʱالw اً تʺّ̡لॽʁॽʁع . حǼاʛاني والʲال ʧʽعȃʛم في الʨسʛم ʙع زائʢق  
   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD     .  

لʧȞॽ العʙدان العقǽʙان :  26)
1

iz e   2و
1

i
z e




    

A   5

1
z    B 1 2

z z    C 
1

2

z

z
   

D   
4

2
z   

:ʙȂʙʮʯال   
A  :5لʙʻقȘّ في الॽʵار  5

1
1i iz e e       ارॽʵفال .A  . ئʡخا   

):  BلʙʻقȘّ في الॽʵار )
2 2 2

1 2

i i i
iz z e e e e i

    
        ارॽʵفال .B  . ئʡخا  

:  CلʙʻقȘّ في الॽʵار
3

( ) ( )
1 2 2

2 2

i i i

i

z e
e e i

z
e

  






        ارॽʵفال .C  . ئʡخا  

 :  DلʙʻقȘّ في الॽʵار
4

4 4 2 02 2
2

( ) 1
i i

i iz e e e e
 

        ارॽʵفال . ʨح هॽʴʸالD  .  

(27   ȑʙد العقʙة العȄ1)5زاو 3)
i

z e


   ȑاوʶت   

A   5

  B 
2

15


  C 

2

5


  D   

4

5


 

:ʙȂʙʮʯال  
5(1 3)
i

z e


    

        
5( 3 1)
i

z e


    هʻوم  

           
6

( ) ( )
5 5 5( 3 1) ( 3 1) ( 3 1)
i

i i
iz e e e e

   
       .  

6ومʻه    
arg( )

5
z


  اليʱالȃ6و 4

arg( ) 2
5 5

z
  

    ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D  .  

(28 ʧȞॽلn  ًداʙع ॽɻॽʰʡ ًو  اzدʙاً ع ǽʙو اً عق ʙاحʨال ȑاوʶه تʱلȄʨʡ2 1nz     
    : ȑʙد العقʙف العʛّعʻول

21

n

n

z
w

z



  .  

A    w  ʗʴǼ ليʽʵت  B  w  ًاॽʁॽʁح ʝॽل  C  1w   
D   

1
n n

w
z z




  

 :ʙȂʙʮʯال  
  :  Bو  Aالॽʵار  لʙʻقȘّ في 

      
2 2 2 2

2

2 2

1 11
( ) 1

1 11 1 1 1
1 ( ) 1

n
n nn n

n n n n
n

n n n

z zz z zw w
z z z z

z z z z

      
    

  

   خاʯʡان . Bو  Aحॽʁقي فالॽʵاران  wومʻه   
1wوواضح أنّ    )1نّ لأz  هʻ1 وم

n
z   ȑ1أnz  ʧؔ21ول 1nz ارॽʵفال (C  . ئʡخا  



12 
 

:  Dأمّا الॽʵار 
21

n

n

z
w

z



  فnz  ʙʳʻنʹʛب الȌʶॼ والʺقام بـِ  

       
2 2

2 2

1
n nn n

n n n n n n n n n
n n n

z zz z
w
z z z z z z z z zz z z


   

      
   

  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD  .  
2لʧؔʱ الʺعادلة:  29) 2( 2 2 4)( 2 2 4) 0z z z z      إلى ʜمʛʻولS  لهاʨعة حلʨʺʳم  
      ȋقاʻوالA وB وC وD ʱʶʺلها في الʨي تʺّ̡ل حلʱال ȑʙالعق ȑʨ ʚٍئʙʻع  

A   
5 7

4 4 6 6{2 ,2 ,2 ,2 }
i i i i

S e e e e
   


B 

4 2

4 4 3 3{2 ,2 ,2 ,2 }
i i i i

S e e e e
   


 C 

الʻقاȋ تʺّ̡ل 
رؤوس مʽʢʱʶل 

  ولʝॽ مȃʛعاً 
D  

الʻقاȋ تʺّ̡ل 
  رؤوس مȃʛع

:ʙȂʙʮʯ2 ال 2( 2 2 4)( 2 2 4) 0z z z z      
2إمّا     2 2 4 0z z    

    2 4 8 4(1)(4) 8 0b ac          
 :8للʺعادلة حلان في       2 2     

        
4

1

4
2 1

2 2 2 2
2 2 2

2 2

2

i

i

b i i
z i e

a

z z e






   
    

 

    

2أو     2 2 4 0z z     
Ǽzفʛض    w   ʙʳʻ2ف 2 2 4 0w w     

  وحʖʶ ما سȘʰ وجʙنا       
  4

1
2
i

w e


  هʻ4وم
3

2
i

z e


   اليʱالȃ4و
3

2
i

z e


  ȑأ
5

4
3

2
i

z e


   

 
5 3

4 4
4 3

2 2
i i

z z e e
 


     

ومʻه 
5 3

4 4 4 4{2 ,2 ,2 ,2 }
i i i i

S e e e e
   


  

2( لاحȎ دوماً الʺعادلة مʧ الʙرجة الʛاǼعة مʧ الȞʷل :  2( )( ) 0az bz c az bz c      ةॽʁॽʁال حʲأمǼ  
  لها حل عقȑʙ على الأقل  تʺلʥ جʚرʧȄ عقʙیʧʽ مʛʱافقʧʽ ومعاكʽʶهʺا )   
  فالʴلʨل دوماً تʺّ̡ل رؤوس مʽʢʱʶل حʘʽ القʛʢان مʻʱاصفان و مʶʱاوȄان .  
  مȃّʛع إذا ؗان القʛʢان مʱعامʙیʧ أǽʹاً  .  وأحॽاناً تʺّ̡ل  

4لʛʻسʦ الȞʷل :     
1

2 (2; )
4

i
z e A

 
    

                 4
2

2 (2; )
4

i
z e B

 
    

                  
5

4
3

5
2 (2; )

4

i
z e C

 
      

                  
3

4
4

3
2 (2; )

4

i
z e C

 
   

A

BC

D

O
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حʘʽ  نلاحȎ أنّ القʧȄʛʢ مʱعامʙان 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) arg( ) arg( ) ( )

4 4 2B A
OB OA OB u u OA u OB u OA z z

  
            

           
  .  Dالॽʴʸح هʨ  مȃʛع فالॽʵار ABCDفالȞʷل  

(30  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺفي ال( ; , )O u v
  ةʢقʻالM  ȑʙد العقʙلها العʲʺǽ يʱالz   

      ȑʙد العقʙللع ʧʽʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳال ʙأحz  ʨاً هॼالʺʺّ̡ل جان  
     

  
:ʙȂʙʮʯأنّ  ال Ȏل نلاحȞʷال ʧم

2

39
i

z e


   
                      

2

39
i

z e


   
Ǽiwفʛض أنّ        re  ʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳال ʙأح ʨد هʙللع ʧʽz  نʨȞॽɾ2w z   

                          
2

2 3( ) 9
i

ire e


    هʻوم  
                          

2
2 2 39

i
ir e e


    

2ومʻه        9 3r r     
2و       

2 2
3

k
     

:ومʻه      {0,1}
3

k k
     

0kعʙʻما        نʨȞǽ
3

   : ر الأولʚʳ3فال
1

3 3 3
3 3(cos sin )

3 3 2 2

i
w e i i

  
       

         ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  
ا ؗان العʙد العقȄʛʡ  ȑʙقة ثانॽة : ّ̋    3كان جʚره الॽȃʛʱعي Ȅʨʡلʱه تʶاوȄʨʡ9  ȑلʱه تʶاوȑ ل

  ʧȄارॽʵال Ȍار فقॽʱأمام اخ ʧʴʻفA  أوB .  

ا ؗان   ّ̋ ول
2

3
1 3 9 9 3

9 9( )
2 2 2 2

i
z e i i

 
        

0bمʧ الʺلاحȎ أنّ      هʻومx  وy  ʧȄارॽʵفي ال Șّقʴا مʚالإشارة . وه ʝلهʺا نفA  وB   .  
0aو     الǼ ليʽʵʱال ʦʶالق ʧم ʛلقة أصغʢʺة الʺॽʁالǼ قيॽʁʴال ʦʶلقة كان القʢʺة الʺॽʁ  
2لأنّ   2 0x y a    هʻ2وم 2 0x y   ȑ2أ 2x y  هʻومx y  ارॽʵمع ال Șافʨʱا یʚوهA  .  
  
  
  
  
  

A  3 3 3

2 2
i  B  3 3 3

2 2
i 

C 1 3iD 3 3 3i

( )M z

9

60

O
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   الأشعة :

(31  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   ȋقاʻا الʻیʙ2): ل, 3, 1)A   1)و, 2, 3)B   0,1)و, 2)C    

  مʨʱازȑ أضلاع  ABCDالʱي تʳعل الȃʛاعي  Dإحʙاثॽات الʻقʢة  

A   ( 1, 4,2)   B  (1,6, 6)  C  (1, 4, 6)   D   (1, 4,6)  
:ʙȂʙʮʯاعي الȃʛال ABCDإذا ؗا Ȍأضلاع إذا وفق ȑازʨʱن مAB DC

 
   

  شȞل رȃاعي أȑ الʻقاȋ لʗʶॽ على اسʱقامةٍ واحʙة حʘʽ ذُكʛ في جʚر الʕʶال أنّه رȃاعي  ه( حʘʽ مॽʱقʧʽʻ أنّ 
  ) Dلا ʧȞʺǽ تعʧʽʽ  مʧ بʧʽ الॽʵارات الʺʨؗʚرة ولا یʨجʙ خॽار  
)Ǽفʛض    , , )D x y z   

       AB DC
 

  
      ( 1, 5,4) ( ,1 , 2 )x y z        

ȃ 1xالʱاليو        هʻ1ومx   .  
5و  1 y    هʻ6ومy   لʺؔʻل ʧؔح ولॽʴʸار الॽʵنا الʙوج Ȏلاح  
4و  2 z    هʻ6ومz    

,1,6)وȃالʱالي  6)D   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB .  
ʦ الآ 32) ّʁ ʳʺتيال ʧن مʨّؔʱی :ʖعȞم ʘلʲته مʙقاع ʦر قائʨشʨمع م.   

   ʦالʺعل ʛʱʵʻول( ; , , )B BK BF BC
  

,ʙ(3اثॽاتهاإح I, لʧؔʱ الʻقʢة   1, 1)I      
  
  
   
  

:ʙȂʙʮʯال   
):  AلʙʻقȘّ في الॽʵار 1, 0,1)D  .ارॽʵفالA . ئʡخا  
):   BلʙʻقȘّ في الॽʵار 1,1,1)H  (1,0,0)وK 3)و, 1, 1)I     

      (2, 1, 1)HK  


,4) و   2, 2)HI  


   
2HIنلاحȎ أنّ   HK

 
  ȋقاʻفالH وI وK  ʨح هॽʴʸار الॽʵة . فالʙقامةٍ واحʱتقع على اسB .  

)هʨ تقع في مʨٍʱʶ واحH ʙو GوK و A: مʧ الʨاضح أنّ الʻقاC  ȋأمّا الॽʵار )AKGH .  
)تقع على  Iوالʻقʢة   )HK ارॽʵال ʖʶحB  .ف ȋقاʻالA وG وK وI . ʙواح ʨٍʱʶهتقع في مʻار ومॽʵالC  . ئʡخا  

  خاʡئ .  Dتقع في مʨٍʱʶ واحʙ فالॽʵار  Hو Gو K و A: قلʻا أنّ  Dأمّا الॽʵار 
    ʧʽʺॽʁʱʶʺأنّ ال ʘʽح( )AG و( )HK  . انȄازʨʱفهʺا م ʙواح ʨٍʱʶقعان في مȄو ʧʽȄازʨʱم ʛʽغ  

  
  
  
  
  
  

A   ( 1,1,1)D    B  ȋقاʻفالH وI وK  ةʙقامةٍ واحʱتقع على اس  

C 
 ȋقاʻالA وG وK وI 

 ʙواح ʨٍʱʶلا تقع في م   D انʺॽʁʱʶʺال( )AG و( )HK . الفانʵʱم  A B K

CD

E F

H G

N



15 
 

(33 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   اʻیʙ(0,2,1): لAC


,2,1)و  )AB 


 ʘʽح     

    ʙʻةعʺॽʀ ʚٍئ  ةʢقʻي الʺʱʻى تʱحA  ةʺॽʁʱʶʺعة الʢللق ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺإلى ال[ ]CB  ȑاوʶت 

A     2  B 0  C 
1

2
  D  2  

:ʙȂʙʮʯة  الʢقʻي الʺʱʻة  تʺॽʁʱʶʺعة الʢللق ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺإلى ال[ ]CB  Șّقʴإذا ت  
     AC AB

 
  ومʻه  

     
2 2

AC AB
 

   
   20 4 1 4 1       هʻ2وم 0   اليʱالȃ0و   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B  .  

(34 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   :Ȟॽل ʦॽʁʱʶʺال ʧ( )AB  ةʢقʻوالM ʦॽʁʱʶʺي إلى الʺʱʻلا ت( )AB   

)مʧ الʺK  ʦॽʁʱʶوȃفʛض أنّ ؗل نقʢة  )AB  Ȍʺʻال ʧاتها مॽاثʙ1)إح, , 1)K t t  ʘʽح t    .  
ان    2وؗ 22( 2) 5MK t    ةʢقʻال ʙعǼ ʚٍئʙʻعM  ʦॽʁʱʶʺال ʧع( )AB  ȑاوʶت  

 A  5 B  2  C  5  D   3  
:ʙȂʙʮʯ2  ال 22( 2) 5MK t     

2tأصغʛ ما ʧȞʺǽ عʙʻما  ʨȞǽ2MKن      ʚٍئʙʻن عʨȞȄ2و 5MK   هʻ5ومMK    
  ʙعǼ ʨوهM  ʦॽʁʱʶʺال ʧع( )AB  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  

uالʸفʛ  ʧʽȄʛغʽلʧȞॽ الʷعاعان  35)
 وv  ʧȞॽاً ولॽʢخ ʧʽʢॼتʛمw

 اً شعاع  ȑʛصف ʛʽما غ ʚٍئʙʻع  

A   
یʨجʙ عʙدان حॽʁॽʁان 

a وb  ققّانʴǽ  
w au bv 
   

B  
wو u الʷعاعان

 C   مʛتʢॼان خॽʢاً .

uالأشعة 
 وv وw 

  D  مʛتʢॼة خॽʢاً 

Ǽuفʛض  AB
 وv CD

 
wو  EF

  ȋقاʻالA وB و
E وF   ʙواح ʨٍʱʶتقع في م 

:ʙȂʙʮʯال    
  (حʖʶ خاصة مʨؗʚرة Ǽعʙ تعʅȄʛ الارتॼاȋ الʢʵي لʷعاعʧʽ)   Cح أنّ الॽʵار الॽʴʸح هʨ مʧ الʨاض 

    . Șقʴʱل عام لا تȞʷǼ اراتॽʵاقي الǼ ة . أمّاʯʡئ فهي خاʡار خاॽʵعل الʳال على ؗل حالة تʲم ʙجʨی ȑأ  
(36  ʶة مʢقʻالǼ ʛʺǽ ʨٍʱA  ههʽجʨوشعاعا تu


Bولʧؔʱ الʻقʢة.  vو      

wوشعاع تʨجʽهه  Ǽ ʛʺǽBالʻقʢة dمʦॽʁʱʶ ولʻعʛّف     u v 
   ʦॽʁʱʶʺال ʚٍئʙʻع  .d    

A  d ȑʨʱʶʺع الʢقǽ  B d ȑʨʱʶʺفي ال Ȑʨʱʴم C d  ȑʨʱʶʺال ʙعامǽ D  d  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی   
  :ʙȂʙʮʯال  

Ǽwʺا أنّ  u v 
  ؗان شعا ʦॽʁʱʶʺه الॽجʨع تd  ʦॽʁʱʶʺفال ȑʨʱʶʺه الॽجʨاً مع شعاعي تॽʢخ Ȍॼتʛمd  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی    

 ʦॽʁʱʶʺبها ال ʛʺǽ يʱة الʢقʻن الʨكB   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D  .  
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(37 MNPQ  : ȋقاʻه والʨاعي وجȃرI وJ وK وL : أتيǽ فة ؗʺاʛّمع   
       I  فʸʱʻم[ ]MN  وJ  فʸʱʻم[ ]PQ   
2و      

3
NK NP
 

2و  

3
ML MQ
 

2: وȂذا علʺʗَ أنّ  

3
JL JI JK 
  

  : ʚٍئʙʻع  
 

A  
JLالأشعة 


JIو 


JKو 



 B  لʗʶॽ مʛتʢॼة خॽʢاً 
 ʦॽʁʱʶʺال( )JL Ȑʨʱʴم

 ȑʨʱʶʺفي ال( )IJK   C 
)الʺॽʁʱʶʺان  )LJ 

)و )IK  الفانʵʱم  D  
)الʺॽʁʱʶʺان  )LJ و  

( )IK  انȄازʨʱم    
:ʙȂʙʮʯال   

ا ؗان فʛضاً AلʙʻقȘّ في الॽʵار ّ̋ : ل
2

3
JL JI JK 
  

   
JLؗانʗ الأشعة   


JIو 


JKو 


  خاʡئ . Aمʛتʢॼة خॽʢاً . فالॽʵار 

ا ؗان فʛضاً BلʙʻقȘّ في الॽʵار ّ̋ : ل
2

3
JL JI JK 
  

   
JLشعة ؗانʗ الأ    


JIو 


JKو 


  ȋقاʻه الʻاً ومॽʢة خʢॼتʛمI وJ وK وL  ʨه ʙواح ʨٍʱʶتقع في م( )IJK   

)الʺʦॽʁʱʶ ف   )JL  ȑʨʱʶʺفي ال Ȑʨʱʴم( )IJK  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B  .  
  خاʡئ .  Cتقع في مʨٍʱʶ واحʙ . فالॽʵار Lو Kو Jو I: قلʻا Ǽأنّ الʻقاC  ȋأمّا الॽʵار
): لʻفʛض جʙلاً أنّ الʺD ʧʽʺॽʁʱʶأمّا الॽʵار )LJ و( )IK ؗ انȄازʨʱكمʛʱʷʺل الʸان الفȄازʨانا ی( )MP. ʠاقʻا تʚوه .  

  خاʡئ .  Dفالॽʵار   
(38ABCDEFGH  . ʖعȞم  
  :هي ʺʛتʢॼة خॽʢاً الغʙʻ الأشعة الʲلاثة       

 

    
  

:ʙȂʙʮʯال   
CA: الʷعاعانAلʙʻقȘّ في الॽʵار


DCو 


  ȑʨʱʶʺقعان في الǽ( )ABCD  عاعʷوالEH AD

 
  ǽقع في مȄʨʱʶهʺا  

CAفالأشعة :   


DCو 


EHو 


  خاʡئ .  A. فالॽʵار  مʛتʢॼة خॽʢاً  
AG: الʷعاعانBلʙʻقȘّ في الॽʵار


BGو 


  ȑʨʱʶʺقعان في الǽ( )ABGH  عاعʷوالHG


  ǽقع في مȄʨʱʶهʺا   

AGفالأشعة :   


BGو 


HGو 


  خاʡئ . B. فالॽʵار  مʛتʢॼة خॽʢاً  
GH: الʷعاعانCلʙʻقȘّ في الॽʵار


BFو 


  ȑʨʱʶʺقعان في الǽ( )ABFE  عاعʷوالDA


  لا ǽقع في مȄʨʱʶهʺا   

GHفالأشعة :   


BFو 


DAو 


  . C الॽʴʸح هʨ غʛʽ مʛتʢॼة خॽʢاً . فالॽʵار 
FDالʷعاعان : Dأمّا الॽʵار 


GAو 


  ȑʨʱʶʺقعان في الǽ( )ADGF  عاعʷوالAD


  ǽقع في مȄʨʱʶهʺا  

GHفالأشعة :   


BFو 


DAو 


  خاʡئ . Dفالॽʵار مʛتʢॼة خॽʢاً .  
  
  
  

A  CA


DCو 


EHو 


   B AG


BGو 


HGو 


  

C GH


BFو 


DAو 


 D FD


GAو 


ADو 


  

M

Q
P

N

J

I

K

L

A B

CD

E

GH

F



17 
 

(39  ʦفي معل( ; , , )O i j k
 

  : ȋقاʻا الʻیʙ(3,2,1)لA  1,2)و, 0)B  3,1)و, 2)C    
    ʧʽالعلاقة بx وy  ȋقاʻى تقع الʱحA وB وC و( , , 3)D x y  : هي ʙواح ʨٍʱʶفي م     

A   6 19 0x y    B  6 11 0x y   C 6 5 0x y    D  6 13 0x y     
:ʙȂʙʮʯال   

( 2,0, 1)AB  


,0)و   1, 3)AC  


  ʧʽعاعʷأنّ ال ȎنلاحAB


ACو 


ॼاتهʺا غʛʽ مʻʱاسॼة غʛʽ مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً   ʛؗلأنّ م  
)0 3

2 1




 
 (   

)و لʙیʻا  3, 2,2)AD x y 


AB. حʱى تقع الʻقاȋ الʺفʛوضة في مʨٍʱʶ واحʖʳǽ ʙ أنْ تʨؔن الأشعة  


ACو 


ADو 


   
  ȑاً أॽʢة خʢॼتʛدمʙد عʨوج ʖʳǽیʽقॽʁح ʧ ʧa  وb  : قّقانʴǽAD aAB bAC 

  
  ومʻه  

  
3 2 0

2 0 1

2 1 3

x

y a b

      
     

        
             

 :وȃالʱالي  
3 2

2

2 3

x a

y b

a b

    
   

     
       

   

     
2 3 (1)

2 (2)

3 2 (3)

a x

b y

a b

  

  
  

  

 ʧ(1)م  : ʙʳ3ن

2

x
a


  ʧ2 (2)ومb y  ةʲالʲالʺعادلة ال Șقʴأنْ ت ʖʳǽ   
3

( ) 3(2 ) 2
2

x
y


     هʻوم  

3
6 3 2

2

x
y


    اليʱالȃ3و

3 8
2

x
y


   

3فʙʳʻ  2لʛʹʻب ʛʡفي الʺعادلة بـ  6 16x y     هʻ6وم 19 0x y   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  
)معادلة الأسʨʢانة الʱي مʨʴرها  40) ; )O i

  اॽنʙتها الʙقاع ʜ ʛؗا  (3,0,0)ومॽتها العلʙقاع ʜ ʛؗ(8,0,0)وم   
,4)وتʺǼ ʛالʻقʢة       4,3)A   : هي  

A   
2 2 25y z    

 ȋʛʷǼ3 8x   B  
2 2 25y z    

 ȋʛʷǼ0 8x   C  
2 2 9x z    

 ȋʛʷǼ3 8x   D   
2 2 5y z    

 ȋʛʷǼ3 8x   
)الʛȄʛʰʱ:  الأسʨʢانة الʱي مʨʴرها  ; )O i

  : لȞʷال ʧها مʱ2معادل 2 2y z R    
2 2 2y z R   ȋʛʷǼ3 8x   .  

,4): الʻقʢة Rلإʳǽاد  4,3)A  ي إلى الأسʺʱʻها تʱمعادل Șّقʴانة فهي تʨʢ  
    2 2 2( 4) 3 R     هʻ2وم 25R  ة هيȃʨلʢʺانة الʨʢ2. فʺعادلة الأس 2 25y z   ȋʛʷǼ3 8x  .  
    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  

  .................................................. جȃʨة.............................انʱهʗ الأ.......................
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اخʛʱ الإجاǼة الʴॽʴʸة ثʣ ʦّلل على ورقة  إجاǼات مقʛʱحة واحʙة مʻها فقȌ صʴॽʴة سʕالاً لؔل سʕال أرȃع ॽɾ40ʺا ǽأتي 
  درجة .  15لؔل سʕال  إجابʥʱ دائʛة الʛʴف الʺʨافȘ للإجاǼة الʴॽʴʸة :

  :1التحليل 
وفȘ العلاقة:   الʺعʛّف على  fالȌʵ الॽʰاني للʱاǼع  ʧȞॽCل 1)

2
( ) 1

1

x
f x x

x
  


   

A   
 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم

مقارب أفقي في جʨار 
  هʱ0معادلy  

B  
 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم

مقارب مائل في جʨار 
  هʱمعادلy x 

C  
 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم

مقارب مائل في جʨار 
  هʱمعادلy x  

D   

 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم
مقارب مائل في 

معادلʱه  جʨار 
1y x   

(2  ʴॽʴة صॽات الآتǽهاʻال ʧةٌ مʙة : واح  

A   0

4 2
lim 0
x

x

x

 
 B 

sin
lim 1
x

x

x
 C  

cos
lim 0
x

x

x
   D   lim( )

x
x x


    

(3 f  ٌعǼف على  تاʛّمع  : Șوف 
sin 3

: 0
( ) 2

2 : 0

x
x

f x x
x


 

 

  عʙʻ الʸفf  ʛ. إنّ نهاǽة الʱاǼع  

A   
3

2
  

B  1  C  2   D    دةʨجʨم ʛʽغ  

(4  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع\ {1} : العلاقة Șوف 
22 5 4

( )
1

x x
f x

x

 



      

A   
 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم

B  1   أفقي مقارب 
lim ( )
x
f x


   

C  lim ( )
x
f x


    

D   
2 3y x   ʦॽʁʱʶم

 Ȍʵمقارب مائل للC  

(5 f  ف علىʛّعٌ معǼتا*  : العلاقة Șوف
2

1
sin

( )
5

x
xf x

x





   عʙʻ الʸفʛ تʶاوf  ȑإنّ نهاǽة الʱاǼع  

A   0   B  
1

5
  C    D   دةʨجʨم ʛʽغ 

(6  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  فʛّ{2}\علىالʺع :   
  الʺʛسʨم في الȞʷل الʺʳاور :  

    
  
  
  
  

(7  ʧȞॽل:f    عٌ زوجي وǼتاlim ( )
x
f x


   ʚٍئʙʻع  

A   lim ( )
x
f x


   

B  lim ( )
x
f x


  

C  lim ( )
x
f x


  

D   lim ( )
x
f x


   

A  lim ( )
x
f x


   

B 2
lim ( )
x
f x


   

C 
مʨʺʳعة تعʅȄʛ الʱاǼع 

( )x f x  2[هي, [  D 

عʙد الʺॽʁʱʶʺات 
 Ȍʵة للȃالʺقارC  ʨه

  فقȌاثʻان 

x

y

O 1
2
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(8  f   Șّقʴǽ ٌعǼتاlim( ( ) 2 ) 3
x

f x x


    انيॽʰه الʢّخ ʚٍئʙʻع
f
C    : هʱمقارب مائل معادل ʥلʺǽ  

A   2 3y x    B 2y x   C  2 3y x    D   2 3y x   

(9  ʧȞॽل( )x E x قيॽʁʴد الʙح للعॽʴʸء الʜʳع الǼتا x .   ماʙʻع[ 1, [x e   نʨȞǽ( )E x  ȑاوʶǽ  

A   1    B 2  C  e  D   0 

(10 f  : ةʴاجʛʱʺال Șّقʴǽ ٌعǼ1تا
( ) 3 ( )f x f x

x
    ʧؔاً تǽ0[أ, [x   .  

  تʶاو  ȑعf  ʙʻعʙʻئʚٍ نهاǽة الʱاǼع     

A   0   B  1 C  3  D    ةǼالإجا ʙیʙʴع تॽʢʱʶلا ن
   :2التحليل 

)Ǽlnفʛض  11) ) ln lnx y x y     ʚٍئʙʻع .x  ȑاوʶت  

A   1

y

y 
   B  

1y

y


 

C  2

1y

y

  
D   

2

1

y

y    
(12  ʧȞॽلf  : العلاقةǼ ʧّ̔ع الʺعǼاʱال( ) ln(ln(ln ))f x x   
A

 
f ف علىʛّمع

]1, [  
B

 
f ف علىʛّمع

]0, [    
C

 
1

( )
ln ln(ln( ))

f x
x x x

 
 

  D 
1

( )
ln

f x
x x

 
  

(13 f  ف علىʛّع معǼ0[تا, [  : العلاقة Șوف( ) 2 3 lnf x x   انيॽʰه الʢخ ,
f
C  

   Ȍʵإنّ معادلة الʺʺاس لل
f
C  هاʱه فاصلʻة مʢ1في نقx   هي  

A   
3

y
x

   B  3 1y x   C  3y x  
D   3 2y x  

0xمʧ أجل  14)   نʨȞǽ1
ln( )

x
  ȑاوʶǽ  

A  ln( )x  B ln x C ln x  D  
1

ln( )x   E
1

ln( )
x

  
(15  f  عǼالعلاقةتاǼ ʧʽّمع  : Șوف( ) ln( ( ))f x E x .  عǼاʱال ʅȄʛعة تعʨʺʳمf  هي  

A   ]0, [   B  [1, [  C  ]1, [  
D   ]0, [\{1}  

(16 f الʳʺف على الʛّع معǼ0[تا, [ :Șوف( ) ln(4 3)f x x   
,0[أȑ الʨʱاǼع الآتॽة الʺعʛّفة على   [  عǼاʱلل Șʱʷʺال ʝلها نفf    

A  ( ) ln(4 ) ln(3)g x x  B ( ) ln(6 8)h x x  C 
3

( ) ln( )
4

i x x 
 D 

3
( ) 4 ln( )

4
j x x  
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(17 32

ln( 2)
lim( 1)

(2 )x

x

x





  ȑاوʶت  

A   0  B    C   D   1  
(18 ʧȞॽلC عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال f  فʛّ1[علىالʺع, [  : Ș1وف

( ) ln(1 )f x x x
x

     
  مʦॽʁʱʶ مقارب مائل معادلʱه :  ǽCقʰل خʢّه الॽʰاني     

A   1y x    B  1y x   C  y x  
D   1y x   

(19 ʧȞॽلC  انيॽʰال Ȍʵع لالǼاʱلf ف على الʛّ0[ʺع, [ Șالعلاقة :  وف( ) lnf x x x    
و    

1
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال

1
f  : العلاقةǼ ʧّ̔1الʺع

( ) ln( )f x x ex    

A  
1
C ʧج عʱʻیC 

Ǽiانʴʶاب شعاعه 
  B 

1
C ʧج عʱʻیC 

Ǽjانʴʶاب شعاعه 
  C 

1
C ʧج عʱʻیC 

Ǽjانʴʶاب شعاعه 
   D   

1
C ʧج عʱʻیC 

Ǽiانʴʶاب شعاعه 


 

(20 ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّ0[الʺع, [  : العلاقة Ș1وف ln
( )

x
f x

x


   

  هC  ʨعʙʻئʚٍ الȌʵ الॽʰاني    
  
A                            B                           C                         D  
  
  

   :الجبر
(21 arg( )

ie

i



  ȑاوʶت  

A  4


 

 B  C  2

 D  
3

2

  

(22  ʧȞॽلw  Șّقʴǽ اً ماǽʙداً عقʙ2عw   و
3

3

(1 )
i

w
z

i e








  ʚٍئʙʻعz  ȑاوʶت  

A  3 2  B  9 2


   C  3 2  D   3 

(23  ȑʙد العقʙة العȄ52زاو
i

z e



   ȑاوʶت   

A   5


  B  5

  C  
2

5


  D   

4

5


 

(24   Șّقʴǽ قيॽʁد حʙ0[ع, [   1و iz e     : ʚٍئʙʻع  

A   z  ʖجʨقي مॽʁد حʙع  B 1z   C  arg( )z   
D  arg( )

2
z


 

  

x

y

x

y

x

y

x

y
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(25  ȋقاʻعة الʨʺʳم( )M z  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺاواة : في الʶʺال Șّقʴي تʱال( )( ) 0z i z i    تʺّ̡ل  

A     ʦॽʁʱʶم  
B   ةʛدائ  

C   ةʙʽة وحʢنق  
D    اتॽاثʙالإح ȑرʨʴاع مʺʱاج  

Ǽz :(2الʺʳهʨل  إنّ حل الʺعادلة الآتॽة في  26) 3 ) (2 3 ) 3i z i z i     ʨه  

A   3z i   B  2 3z i   C  2 3z i   D    ة حلǽلها أ ʝॽل  
(27   ȑʙد العقʙالع ʧȞॽلiz re   ʚٍئʙʻع .arg( ) arg( )z z   ȑاوʶت    

A     B    C  2


  D    

(28 2022 2023 2024 2025i i i i    ȑاوʶت  

A    1  B  0   C  1  D   i  
)Ǽ2ʺلاحʤة أنّ  29) 3 2 ) 1 2 6i i     
22فإنّ حلʨل الʺعادلة :       2 6 0z z i    هي  

A   
1

2

1 3 2

2 2
1 3 2

2 2

z i

z i


 


 

 B 

1

2

1 3 2

2 2
1 3 2

2 2

z i

z i


 


 

  C 

1

2

3 2

2 2
1 3

2 2

z i

z i

 

 
  D   

1

2

1 3 2

2 2
1 3 2

2 2

z i

z i


 

 
 

  

(30  ȑʙد العقʙالع ʧȞॽلcos sin
3 3

z i
 

   دʙة للعॽʰʽؔعʱور الʚʳال ʙإنّ أح .z  : ʨه  

A   
4

3
i
e



 B 9
i
e



  C 
11

9
i
e



  D   
5

3
i
e



  
   الأشعة :

(31  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
  ȋا ثلاث نقاʻیʙلE وF وG .  ةʜایʺʱم  

2كان الʷعاع  Mأǽاً ؗانʗ الʻقʢة    3ME MF MG 
  

  ȑاوʶǽ  
A  4MF


  B EF EG 

 
  C  5ME


  D   2FE FG

 
  

(32ʧؔʱان لʱʢقʻ(1,1,5)الA و( 1,3,1)B ةʢقʻات الॽاثʙإحKʧع ʙعॼة الȄاوʶʱن مʨؔت ʘʽʴǼ اصلʨر الفʨʴم ʧمA وBهي   
A  (0, 0,2)K  B (0, 4, 0)K   C  (2, 0, 0)K  D   (4, 0, 0)K  

(33    ABCDEFGH  ʖّعȞم  
  : هي ʺʛتʢॼة خॽʢاً الالأشعة الʲلاثة      

  
  
  

 
  

A  FG


OBو 


OGو 


   B HG


OBو 


OGو 


  

C GH


BFو 


DAو 


 D BF


OBو 


OGو 


  
O

A B

CD

E

G
H

F
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(34 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   اغʛالف ȋعة نقاʨʺʳم .( , , )M x y z  : اواةʶʺال Șّقʴي تʱ2ال 2 9x y   تʺّ̡ل 

 A  
ʜها  ʛؗة مʛ0)دائ, 0) 

 B  3تʶاوȑ ونʸف قʛʢها 

أسʨʢانة مʨʴرها 
( ; )O k


نʸف قʛʢ و  

 ȑاوʶتها تʙ3 قاع  
C  

 ʛʢف قʸن ȋوʛʵم
  3كʛة نʸف قʛʢها   D   3قاعʙته 

(35  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
 

,9)لʙیʻا الأشعة :   1, 1)u   3)و, 2,1)v 
 و( , 0, 2)w x 

   
uالʱي تʳعل الأشعة  xإنّ ॽʀʺة     

 وv وw  اً هيॽʢة خʢॼتʛم 

A   0   B  3   C 9  D  10  
)معلʦٍ مʳʱانʝفي  36) ; , , )O i j k

  :  ʧؔʱلA وB  انʱلفʱʵان مʱʢنق   
)إنّ مʨʺʳعة نقاȋ الفʛاغ     , , )M x y z  : اواةʶʺال Șّقʴي تʱالAM BM  تʺّ̡ل    

A  
ʜها  ʛؗة مʛكA  ʛʺوت

]مʨʴر القʢعة  ǼB  Bالʻقʢة  ]AB C 

 ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺال
]للقʢعة  ]AB D   ةʙʽة وحʢنق    

(37  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   ٍʨʱʶا مʻیʙل  هه هʺاʽجʨ2)شعاعا ت, 3, 1)u  1,2)و, 1)v 

  ةʢقʻالǼ ʛʺȄ1,1)و, 1)A    
)لʺʨʺʳعة الʻقاȋ فالʺعادلة الȞǽʙارتॽة     , , )M x y z  : العلاقة Șّقʴي تʱالAM au bv 

  ʘʽحa وb  ʧم : هي  
A  1 0x y z    B 1 0x y z     C  1 0x y z     D   1 0x y z      

(38 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   : ȋقاʻا الʻیʙ3,1)ل, 3)A   و( 1,5, 3)B    و( 1,1, )C   ʘʽح قيॽʁدٌ حʙع  

   ʦॽʀ عةʨʺʳإنّ م  ʘلʲʺعل الʳي تʱالABC   الأضلاع هي ȑاوʶʱم  
A    B {1, 7}   C  {7, 1}  D   {4}  

)إذا ؗان الʺॽʁʱʶʺان  39) )AB و( )CD  ʧʽعʡقاʱم  
A

 
كان الʷعاعان 

AB


CDو 


 
  مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً 

B
 

ACكان الʷعاعان 


 
BDو


 مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً 

C
 

ABكانʗ الأشعة


CDو 


 

ADو


 .  مʛتʢॼة خॽʢاً  

D
 

 ȋقاʻال ʗكانAو
B وC  تقع على

 . اسʱقامةٍ واحʙة 
(40 ABCDEFGH ʖعȞة  مʢقʻه الॽɾI  فʸʱʻم[ ]EF   
  :  واحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة خاʟئ   

       
       

  
 

  ....................................................انʱهʗ الأسʯلة ..................................................

A   انʺॽʁʱʶʺال( )CI و( )AE  الفانʵʱمB انʺॽʁʱʶʺال( )CI و( )AEعانʡقاʱم  

C 2CI CF CE 
  

  D
1

2
CI CG GF CD  
   

  
A B

CD

E

GH

FI
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اخʛʱ الإجاǼة الʴॽʴʸة ثʣ ʦّلل على ورقة  إجاǼات مقʛʱحة واحʙة مʻها فقȌ صʴॽʴة سʕالاً لؔل سʕال أرȃع ॽɾ40ʺا ǽأتي 
  درجة .  15لؔل سʕال  إجابʥʱ دائʛة الʛʴف الʺʨافȘ للإجاǼة الʴॽʴʸة :

  :1التحليل 
وفȘ العلاقة:   الʺعʛّف على  fالȌʵ الॽʰاني للʱاǼع  ʧȞॽCل 1)

2
( ) 1

1

x
f x x

x
  


   

A   
 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم

مقارب أفقي في جʨار 
  هʱ0معادلy  

B  
 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم

مقارب مائل في جʨار 
  هʱمعادلy x 

C  
 ȌʵللC ʦॽʁʱʶم 

مقارب مائل في جʨار 
  هʱمعادلy x  

D   

 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم
مقارب مائل في 

معادلʱه  جʨار 
1y x   

:ʙȂʙʮʯال  Ǽؗل تا ʦنعل ʧʴل : نȞʷال ʧع م( ) ( )f x ax b g x   .  
ان     limوؗ ( )

x
g x 


  كانʦॽʁʱʶʺال   : هʱمعادل ȑʚالy ax b    . مقارب مائل ȌʵللC  ارʨفي ج .  

Ǽفʛض 
2

( )
1

x
g x

x



   

2 2

2 2 2

( )
1 1 1

(1 ) 1 1

x x x
g x

x x x
x x x

  

  

  

ʨȞǽن  في جʨار 
2 2

1
( )

1 1
1 1

x
g x

x
x x


 

  

limوȃالʱالي   ( ) 1
x
g x


   .  

1ومʻه  1y x x     Ȍʵالʺقارب الʺائل لل ʨهC  ارʨفي ج  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B .  
)lim( ونॽʢʱʶع الʴʱقȘّ أنّ  ( ) ) 0

x
f x x


  (  

  خاʡئ حʘʽ لا یʨجʙ مقارȃان أفقي ومائل في نفʝ الʨʳار . Aوالॽʵار 
ʨȞǽن  : في جʨار أمّا

2 2

1
( )

1 1
1 1

x
g x

x
x x

 

 

limوȃالʱالي   ( ) 1
x
g x


    .  

1ومʻه  1 2y x x      Ȍʵالʺقارب الʺائل لل ʨهC  ارʨفي ج .  
  .خاʯʡان  Dو  Cانفالॽʵار  
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(2  ʴॽʴة صॽات الآتǽهاʻال ʧةٌ مʙة : واح  

A   0

4 2
lim 0
x

x

x

 
 B 

sin
lim 1
x

x

x
 C  

cos
lim 0
x

x

x
   D   lim( )

x
x x


    

:ʙȂʙʮʯاضح أنّ   الʨال ʧمcos
lim 0
x

x

x
  حॽʴʸار الॽʵال ʨه  

     ʘʽ1ح cos 1x    ّا أنʺǼx  ارʨفي ج ة علىʴاجʛʱʺفي الʛʡ اʻʺ ّʁ     تʱغʛّ̔ جهة الʛʱاجح .لا  xفإذا ق
1ومʻه   cos 1x

x x x


   ا ؗان ّ̋ ول

1 1
lim lim 0
x xx x 


   ةʡة الإحاʻهʛʰاداً إلى مʻʱ(1)فاس  ʙʳنcos

lim 0
x

x

x
.  

  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC   .  

Ǽ :4فʛض  Aإذا دقّقʻا في الॽʵار اأمّ  2
( )

x
f x

x

 
   

ʦ علॽه :   ّʁ )نʹʛب ǼالʺʛافȘ ونق 4 2) ( 4 2)
( )

( 4 2)

x x
f x

x x

    


  
  

4ومʻه    4 1
( )

( 4 2) 4 2

x
f x

x x x

 
 

    
  .  

وȃالʱالي 
0

1
lim ( )

4x
f x


  ارॽʵفالA  . ئʡخا  

: ॽʵBارأمّا إذا دقّقʻا في ال
 

sin
lim 0
x

x

x
ارॽʵه الॽɾ اʻحلل ȑʚب الʨالأسل ʝفʻبC  . ارॽʵفالB  . ئʡخا  

): Ǽفʛض  Dأمّا إذا دقّقʻا في الॽʵار )f x x x    
           ( ) (1 )f x x x    
ا ؗان     ّ̋ limل

x
x


   وlim(1 )

x
x


     

limومʻه    ( )
x
f x


   .ارॽʵفالD . ئʡخا  

(3 f  ٌعǼف على  تاʛّمع  : Șوف 
sin 3

: 0
( ) 2

2 : 0

x
x

f x x
x


 

 

  عʙʻ الʸفf  ʛ. إنّ نهاǽة الʱاǼع  

A   
3

2
  B  1  C  2   D    دةʨجʨم ʛʽغ  
:ʙȂʙʮʯال     
0xعʙʻما    نʨȞǽsin 3

( )
2

x
f x

x
  ʚٍئʙʻوع

0 0

3 sin 3 3 3
lim ( ) lim 1

2 3 2 2x x

x
f x

x 
    .......(1)    

(0)ولʙیʻا   2f  .......(2)   
 ʧأنّ  (2)و (1)م ʙʳع  هنǼاʱلل ʝॽلf ǽنهاʨح هॽʴʸاب الʨʳفال . ʛفʸال ʙʻة عD  .  
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(4 ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع\ {1} : العلاقة Șوف 
22 5 4

( )
1

x x
f x

x

 



      

A   
 ȌʵللC  ʦॽʁʱʶم

B  1   أفقي مقارب 
lim ( )
x
f x


   

C  lim ( )
x
f x


    

D   
2 3y x   ʦॽʁʱʶم

 Ȍʵمقارب مائل للC  
:ʙȂʙʮʯةٍ   الʙرجةٍ واحʙالʺقام ب ʧأعلى م Ȍʶॼا أنّ درجة الʺǼ  . مقارب مائل ʦॽʁʱʶم ʥلʺǽ ا أنّهʻالॼب ʛʢʵǽ Ȍفق  

 ʦ ّʁ   الȌʶॼ على الʺقام قʶʺة إقلǽʙʽة :  للʨʸʴل علॽه نق

       

2

2

2 3

1 2 5 4

2 2

3 4

3 3

1

x

x x x

x x

x

x



  


 






  

   
1

( ) 2 3
1

f x x
x

  


   

1
( ) (2 3)

1
f x x

x
  


  

)limومʻه  ( ) (2 3)) 0
x

f x x


    وlim( ( ) (2 3)) 0
x

f x x


    
2وȃالʱالي   3y x   Ȍʵمقارب مائل لل ʦॽʁʱʶمC  ارʨفي ج  و  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D  .  

  ر . مقارȃان أفقي ومائل في نفʝ الʨʳا Cلʝॽ للȌʵ ه: فهʨ خاʡئ لأنّ  Aأمّا الॽʵار

:  Bأمّا الॽʵار
1

1
lim ( )

0x
f x

 
    ارॽʵفال .B  . ئʡخا  

:  Cأمّا الॽʵار
22

lim ( ) lim lim 2
x x x

x
f x x

x  
    ارॽʵفال .C  . ئʡخا  

(5 f  ف علىʛّعٌ معǼتا*  : العلاقة Șوف
2

1
sin

( )
5

x
xf x

x





   عʙʻ الʸفʛ تʶاوf  ȑإنّ نهاǽة الʱاǼع  

A   0   B  
1

5
  C    D   دةʨجʨم ʛʽغ 

:ʙȂʙʮʯض   الʛفǼ1
( ) sing x x

x
    

                       1 1
( ) sin . sin (1)g x x x x

x x
     

)أصॼح لʙیʻا     )g x x   
Ǽʺا أنّ  

0
lim 0
x
x


  ةʡة الإحاʻهʛʰاداً إلى مʻʱ(2)فاس  ʙʳنlim ( ) 0

x
g x


   

2و  

0
lim( 5) 5
x
x


    

وȃالʱالي  
0

0
lim ( ) 0

5x
f x


   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  
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(6  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  فʛّ{2}\علىالʺع :   
  الʺʛسʨم في الȞʷل الʺʳاور :  

    
  
  
  
  

:ʙȂʙʮʯال   
A: limرلʙʻقȘّ في الॽʵا ( ) 0

x
f x


   ارॽʵفال .A  . ئʡخا  

: BلʙʻقȘّ في الॽʵار
2

lim ( )
x
f x


   ارॽʵفال .B  . ئʡخا  

): الʱاǼع CلʙʻقȘّ في الॽʵار )x f x  ماʙʻع( ) 0f x   ماʙʻع Șّقʴا مʚ2[وه, [ {1}x    .  ارॽʵفالC  . ئʡخا   
0yأحʙهʺا أفقي هʨ مॽʁʱʶʺان مقارȃان  C: للD ȌʵلʙʻقȘّ في الॽʵار   ʨلي هʨشاق ʛ2والآخx   .  

    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD  .  
(7  ʧȞॽل:f    عٌ زوجي وǼتاlim ( )

x
f x


   ʚٍئʙʻع  

A   lim ( )
x
f x


   

B  lim ( )
x
f x


  

C  lim ( )
x
f x


  

D   lim ( )
x
f x


   

:ʙȂʙʮʯال   
  .  yyتاǼعٌ زوجي فʢّʵه الॽʰاني مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة إلى الʺʨʴر  Ǽfʺا أنّ 

ا ؗان  ّ̋ limول ( )
x
f x


   كانlim ( )

x
f x


   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  

(8  f   Șّقʴǽ ٌعǼتاlim( ( ) 2 ) 3
x

f x x


    انيॽʰه الʢّخ ʚٍئʙʻع
f
C    : هʱمقارب مائل معادل ʥلʺǽ  

A   2 3y x    B 2y x   C  2 3y x    D   2 3y x   

:ʙȂʙʮʯال   
lim( ( ) 2 ) 3
x

f x x


    هʻ2وم 3y x    Ȍʵمقارب أفقي لل ʦॽʁʱʶم
f
C  ارʨفي ج ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C . 

)limلأنّ   ( ) 2 ) 3
x

f x x


    افئȞǽlim( ( ) 2 3) 0
x

f x x


    هʻومlim( ( ) ( 2 3)) 0
x

f x x


     .  
(9  ʧȞॽل( )x E x قيॽʁʴد الʙح للعॽʴʸء الʜʳع الǼتا x .  ماʙʻع [ 1, [x e   نʨȞǽ( )E x  ȑاوʶǽ  

A   1    B 2  C  e  D   0 

:ʙȂʙʮʯما  الʙʻع[ 1, [x e   نʨȞǽ( ) 2E x  )   ّ1لأن 2.14    2.7وe  (   
)ʨȞǽن  2.7و 2.14مʨʸʴرة بʧʽ  تʨؔن  xعʙʻما وȃالʱالي   ) 2E x  .  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  

  
  

A  lim ( )
x
f x


   

B 2
lim ( )
x
f x


   

C 
مʨʺʳعة تعʅȄʛ الʱاǼع 

( )x f x  2[هي, [  D 

عʙد الʺॽʁʱʶʺات 
 Ȍʵة للȃالʺقارC  ʨه

  فقȌاثʻان 

x

y

O 1
2



5 
 

(10 f  : ةʴاجʛʱʺال Șّقʴǽ ٌعǼ1تا
( ) 3 ( )f x f x

x
    ʧؔاً تǽ0[أ, [x   .  

  تʶاو  ȑعf  ʙʻعʙʻئʚٍ نهاǽة الʱاǼع     

A   0   B  1 C  3  D    ةǼالإجا ʙیʙʴع تॽʢʱʶلا ن

:ʙȂʙʮʯ1 ال
( ) 3 ( )f x f x

x
    .  

)لʛʢʻح   )f x  . ةʴاجʛʱʺاف الʛʡع أॽʺج ʧم  

                   
1

0 3 ( )f x
x

      

ا ؗان   ّ̋ lim(0) ل 0
x

  1و
lim( ) 0
x x

  ʙʳة نʡة الإحاʻهʛʰاداً إلى مʻʱفاسlim(3 ( )) 0
x

f x


    
limومʻه     ( ) 3

x
f x


  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  .  

   :2التحليل 
)Ǽlnفʛض  11) ) ln lnx y x y     ʚٍئʙʻع .x  ȑاوʶت  

A   1

y

y 
   B  

1y

y


 

C  2

1y

y

  
D   

2

1

y

y    

:ʙȂʙʮʯال ln( ) ln lnx y x y     
)lnومʻه   ) ln( )x y x y    اليʱالȃوx y x y    

x y x y    اليʱالȃو( 1)x y y   هʻوم  
      

1

y
x
y




  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  

(12  ʧȞॽلf  : العلاقةǼ ʧّ̔ع الʺعǼاʱال( ) ln(ln(ln ))f x x   
A

 
f ف علىʛّمع

]1, [  
B

 
f ف علىʛّمع

]0, [    
C

 
1

( )
ln ln(ln( ))

f x
x x x

 
 

  D 
1

( )
ln

f x
x x

 
  

:ʙȂʙʮʯال ( ) ln(ln(ln ))f x x  
ln(lnمعʛّف عʙʻما  A  :fلʙʻقȘّ في الॽʵار ) 0x   هʻوم ln(ln ) ln1x   

lnوȃالʱالي  1x    هʻومln lnx e  هʻومx e  عǼاʱفالf  ماʙʻف عʛّمع] , [x e   ارॽʵفال .A  . ئʡخا  
  خاʡئ .  Bالॽʵار   

):  CلʙʻقȘّ في الॽʵار ) ln(ln(ln ))f x x  

      
(ln ) 1

(ln(ln )) (ln ) 1ln( )
ln(ln ) ln(ln ) ln ln(ln ) ln ln(ln ) ln ln(ln( ))

x
x xx xf x
x x x x x x x x x


 

     
      

     ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  ارॽʵوال .D  . ئʡخا  
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(13 f  ف علىʛّع معǼ0[تا, [  : العلاقة Șوف( ) 2 3 lnf x x   انيॽʰه الʢخ ,
f
C  

  Ȍʵإنّ معادلة الʺʺاس لل 
f
C  هاʱه فاصلʻة مʢ1في نقx   هي  

A   
3

y
x

   B  3 1y x   C  3y x  
D   3 2y x  

:ʙȂʙʮʯ(1) ال( 1) (1)y f x f     
              (1) 2f    

3ومʻه      
( )f x

x
   اليʱالȃ3و

(1) 3
1

f      
)3ومʻه       1) 2y x    اليʱالȃو  
     3 1y x  .  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  
0xمʧ أجل  14)   نʨȞǽ1

ln( )
x

  ȑاوʶǽ  

A  ln( )x  B ln x C ln x  D  
1

ln( )x   E
1

ln( )
x

  
:ʙȂʙʮʯال   
       1 1

ln( ) ln( ) ln( )x
x x

    


 .  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  

(15  f  عǼالعلاقةتاǼ ʧʽّمع  : Șوف( ) ln( ( ))f x E x .  عǼاʱال ʅȄʛعة تعʨʺʳمf  هي  

A   ]0, [   B  [1, [  C  ]1, [  
D   ]0, [\{1}  

ʙȂʙʮʯال:   ( ) ln( ( ))f x E x  
   f  ماʙʻف عʛّمع( ) 0E x   هʻ1]وم, [x    . ماʙʻ0,1]لأنّه ع[x   نʨȞǽ( ) 0E x   . ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  

(16 f الʳʺف على الʛّع معǼ0[تا, [ :Șوف( ) ln(4 3)f x x   
,0[أȑ الʨʱاǼع الآتॽة الʺعʛّفة على   [  عǼاʱلل Șʱʷʺال ʝلها نفf    

A  ( ) ln(4 ) ln(3)g x x  B ( ) ln(6 8)h x x  C 
3

( ) ln( )
4

i x x 
 D 

3
( ) 4 ln( )

4
j x x  

:ʙȂʙʮʯال  ( ) ln(4 3)f x x   
             4

( )
4 3

f x
x

 


   
) :AلʙʻقȘّ في الॽʵار ) ln(4 ) ln(3)g x x  هʻوم  

           1
( ) ln(3) ( )g x f x

x
    .ارॽʵفالA  . ئʡخا  

) :BلʙʻقȘّ في الॽʵار ) ln(6 8)h x x    
                    

6 3
( ) ( )

6 8 3 4
h x f x

x x
   

 
  خاʡئ . B. فالॽʵار 

C : 3لʙʻقȘّ في الॽʵار
( ) ln( )

4
i x x   

                             
1 4

( ) '( )
3 4 3

4

i x f x
x

x

   



  صॽʴح . C. فالॽʵار  
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D  :3أمّا الॽʵار 
( ) 4 ln( )

4
j x x    

                        
1 4 16

( ) 4 ( )
3 3 4 3

4 4

j x f x
x

x x

    


 
  خاʡئ . D. فالॽʵار  

  ʧȞʺǽ معʛفة الॽʵار الॽʴʸح Ǽالأسلʨب الآتي : ملاحʢة :
      3 3

( ) ln(4 3) ln(4( )) ln 4 ln( ) ln 4 ( )
4 4

f x x x x i x          

     ( ) ln 4 ( )f x i x   
    ʧʽفʛʢال Șʱʷʻل( ) ( )f x i x   . ʘʽحln   صॽʴح . Cفالॽʵارعʙدٌ ثابʗ مʱʷقّه معʙوم .  4

(17 32

ln( 2)
lim( 1)

(2 )x

x

x





  ȑاوʶت  

A   0  B    C   D   1  
:ʙȂʙʮʯال    

    
32

ln( 2)
lim( 1) 1

(2 ) 0x

x

x 

 
    


  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  

(18 ʧȞॽلC عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال f ف الʛّ1[علىʺع, [  : Ș1وف
( ) ln(1 )f x x x

x
     

  مʦॽʁʱʶ مقارب مائل معادلʱه :  ǽCقʰل خʢّه الॽʰاني     

A   1y x    B  1y x   C  y x  
D   1y x   

:ʙȂʙʮʯ1  ال
( ) ln(1 )f x x x

x
    

   
1

ln(1 )
( )

1
xf x x

x


 


    

Ǽفʛض 
1

ln(1 )
( )

1
xg x

x





   

1 لʻʹع :  و 
t
x


   

x عʙʻما     نʨȞǽ0t   هʻوم  
      

0

ln(1 )
lim ( ) lim 1
x t

t
g x

t 


   

    ʦॽʁʱʶʺ1فالy x   Ȍʵمقارب مائل لل ʦॽʁʱʶمC  ارʨفي ج  . ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  
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(19 ʧȞॽلC  انيॽʰال Ȍʵع لالǼاʱلf ف على الʛّ0[ʺع, [ Șالعلاقة :  وف( ) lnf x x x    
و    

1
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال

1
f  : العلاقةǼ ʧّ̔1الʺع

( ) ln( )f x x ex    

A  
1
C ʧج عʱʻیC 

Ǽiانʴʶاب شعاعه 
  B 

1
C ʧج عʱʻیC 

Ǽjانʴʶاب شعاعه 
  C 

1
C ʧج عʱʻیC 

Ǽjانʴʶاب شعاعه 
   D   

1
C ʧج عʱʻیC 

Ǽiانʴʶاب شعاعه 


 

:ʙȂʙʮʯال  ( ) lnf x x x    
  1

( ) (ln ln )f x x e x     
ومʻه 

1
( ) (1 ln )f x x x    

وȃالʱالي  
1
( ) 1 lnf x x x     

ومʻه 
1
( ) ln 1f x x x    

ȃالʱالي و 
1
( ) ( ) 1f x f x    

ومʻه 
1
C ʧج عʱʻیC  اب شعاعهʴʶانǼj

  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال.C .  

(20 ʧȞॽلC Ȍʵع  الǼاʱاني للॽʰالf  ف علىʛّ0[الʺع, [  : العلاقة Ș1وف ln
( )

x
f x

x


   

  هC  ʨعʙʻئʚٍ الȌʵ الॽʰاني    
  
A                            B                           C                         D  
  
  

:ʙȂʙʮʯال   
 

0
lim ( )
x
f x


  ارॽʵفالD . ئʡخا  

 ʙʻع  :1 ln
( )

x
f x

x x
  هʻوم lim ( ) 0

x
f x


  ارॽʵفالC . ئʡخا  

2 2

1
1(1 ln ) ln

( )
x x xxf x
x x

       

 ( ) 0f x   ماʙʻعln 0x   هʻومln 0x   اليʱالȃ1وx   هʻ(1)وم 1f   ارॽʵفال .A . حॽʴʸار الॽʵال ʨه   
  
  
  
  
  
  
  
  

x

y

x

y

x

y

x

y
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   :الجبر
(21 arg( )

ie

i



  ȑاوʶت  

A  4


 

 B  C  2

 D  
3

2

  
:ʙȂʙʮʯال   

     arg( ) arg( ) arg( )
2 2

i
ie
e i

i


       ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C .  

(22  ʧȞॽلw  ًداʙع  Șّقʴǽ اً ماǽʙ2عقw   و
3

3

(1 )
i

w
z

i e









  ʚٍئʙʻعz  ȑاوʶت  

A  3 2  B  9 2


   C  3 2  D   3 

:ʙȂʙʮʯضاً   الʛا فʻیʙ2لw   

                           3 3 3

3 33 3(2)
3 2

2(1)(1 ) (1 ) 1
i i i

w ww
z

i e i e i e
    


    

   

  

 ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  .  

(23  ȑʙد العقʙة العȄ52زاو
i

z e



   ȑاوʶت   

A   5


  B  5

  C  
2

5


  D   

4

5


 

   :ʙȂʙʮʯال  
4

( ) ( )
5 5 5 52 2 2 2
i i

i i
iz e e e e e

     
        

4ومʻه  
arg( )

5
z


  . ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD  .  

(24   Șّقʴǽ قيॽʁد حʙ0[ع, [   1و iz e     : ʚٍئʙʻع  

A   z  ʖجʨقي مॽʁد حʙع  B 1z   C  arg( )z   
D  arg( )

2
z


 

   :ʙȂʙʮʯال  

      1 iz e     
      2 2 2( )

i i i
z e e e

  


   هʻوم  

        2 (2cos )
2

i
z e

 
    

            22cos
2

i
z e


  ّا أنʺǼ]0, [   ّ0[فإن, [

2 2

 
  هʻومcos 0

2


 .  

22cosفالȞʷل  
2

i
z e


  ȑʙد العقʙل أسي للعȞش ʨهz  .  

)arg ومʻه      )
2

z


  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D  .  
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(25  ȋقاʻعة الʨʺʳم( )M z  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺاواة : في الʶʺال Șّقʴي تʱال( )( ) 0z i z i    تʺّ̡ل  

A     ʦॽʁʱʶم  
B   ةʛدائ  

C   ةʙʽة وحʢنق  
D    اتॽاثʙالإح ȑرʨʴاع مʺʱاج  

   :ʙȂʙʮʯال  

               ( )( ) 0z i z i     
              1 0z z iz iz      ومنه  

                 ( ) 1 0z z i z z      
2وȃالʱالي :     2 (2 ) 1 0x y i yi     

             2 2 2 1 0x y y      

         2 2( 1) 0x y     

 ʳʺف ȋقاʻعة الʨʺ( )M z  ȑʙالعق ȑʨʱʶʺة في الʙʽة وحʢاواة تʺّ̡ل نقʶʺال Șّقʴي تʱ(0,1)ال .  
    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  .   

Ǽz :(2الʺʳهʨل  إنّ حل الʺعادلة الآتॽة في  26) 3 ) (2 3 ) 3i z i z i     ʨه  

A   3z i   B  2 3z i   C  2 3z i   D    ة حلǽلها أ ʝॽل  
:ʙȂʙʮʯ2)   ال 3 ) (2 3 ) 3i z i z i      

)2Reونʧʴ نعلʦ أنّ  )w w w  .  
  .  اً حॽʁॽʁ اً مع مʛافقه ʖʳॽɾ أن ʨȞǽن الʻاتج عʙد عقȑʙ والʺعادلة الʺعʢاة هي جʺع عʙد

ʨح هॽʴʸار الॽʵل . فالʴلة الʽʴʱʶفالʺعادلة مD .  
(27   ȑʙد العقʙالع ʧȞॽلiz re   ʚٍئʙʻع .arg( ) arg( )z z   ȑاوʶت    

A     B    C  2


  D    

:ʙȂʙʮʯا   الʻیʙلarg( )z   : ʚٍئʙʻع  
 arg( ) arg( ) arg( 1) arg( ) arg( )z z z z                
  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD  .  

(28 2022 2023 2024 2025i i i i    ȑاوʶت  

A    1  B  0   C  1  D   i  
:ʙȂʙʮʯ1 إنّ :  ال 2 3 0n n n ni i i i        

)أو  ni(أȑ جʺع أرȃع أعʙاد عقǽʙة Ǽأسʝ مʱʱالॽة مʧ الȞʷل  )ni ʘʽح ʛفʸال ȑاوʶǽn    (  
1الإثॼات :  2 3 2 3 0n n n n n n n n n n n ni i i i i i i i i i i i i i i i i                    

 :وʻȃفʝ الأسلʨب ʨȞǽن 
1 2 3 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

n n n n n n n n

n n n n

i i i i i i i i i i i

i i i i i i

                   

         
  

 : ʧȄʛʺʱد إلى الʨعʻ2022ل 2023 2024 2025 0i i i i     ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B  .  
  .  i الʽʵʱلي وʧȞʺȄ الʴل : Ǽأن نʨجʙ ؗل حʙ على حʙا حʖʶ قاعʙة القȐʨ الॽɻॽʰʢة للعʙد

  .  iهʙʻسॽة أساسها   أو الʴل Ǽاسʙʵʱام قانʨن مʨʺʳع حʙود مʱʱالॽة  
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)Ǽ2ʺلاحʤة أنّ  29) 3 2 ) 1 2 6i i     
22فإنّ حلʨل الʺعادلة :       2 6 0z z i    هي  

A   
1

2

1 3 2

2 2
1 3 2

2 2

z i

z i


 


 

 B 

1

2

1 3 2

2 2
1 3 2

2 2

z i

z i


 


 

  C 

1

2

3 2

2 2
1 3

2 2

z i

z i

 

 
  D   

1

2

1 3 2

2 2
1 3 2

2 2

z i

z i


 

 
 

  

:ʙȂʙʮʯ22  ال 2 6 0z z i     
 2( 2) 4(2)( 6) 4 8 6 4(1 2 6 )i i i           

1)24ومʻه  2 6 ) 4( 3 2 )i i       

              
1

2 2( 3 2 ) 1 3 2

4 2 2

i
z i

  
     

                 
2

2 2( 3 2 ) 1 3 2

4 2 2

i
z i

  
    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  

: ولاحʻʤا أنّ Aونॽʢʱʶع الʴل : إذا أخʚنا الॽʵار 
1 2

2
1 1

2

b
z z

a


     ذل Șّقʴǽ ار ثانيॽخ ʙجʨولا ی Șّقʴمʥ  

  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA .  
(30  ȑʙد العقʙالع ʧȞॽلcos sin

3 3
z i

 
   دʙة للعॽʰʽؔعʱور الʚʳال ʙإنّ أح .z  : ʨه  

A   
4

3
i
e



 B 9
i
e



  C 
11

9
i
e



  D   
5

3
i
e



  
:ʙȂʙʮʯال  cos sin

3 3
z i

 
    

   
             

   
3
i

z e



   

:  AلʙʻقȘّ في الॽʵار  
4

3 43 3( )
i iie e e
 

 
  ارॽʵفال .A  . ئʡخا  

B  :39لʙʻقȘّ في الॽʵار   3 3( )
i i i
e e e

  


 ارॽʵفال .B  . ئʡخا 

 : CلʙʻقȘّ في الॽʵار  
11 11

39 3 3( )
i i i
e e e

  


 ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  .  

:  Dأمّا الॽʵار 
5

3 53 3( )
i

i
i ie e e e

 
  

   . ارॽʵفالD  . ئʡخا  

Ȃʙʟ   3قة ثانॻة :  
i

z e



   

iwهʱz  ʨؔعॽʰʽة للعʙد Ǽفʛض أحʙ الʚʳور ال re    نʨȞॽɾ3w z  
3ومʻه  3( )

i
ire e


 

    
     3 3 3

i
ir e e


 
  اليʱالȃو  

 3 1r    هʻ1ومr    
3و  2

3
k

      
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  ȑ2أ
: {0,1,2}

9 3

k
k

        

0kعʙʻما     نʨȞǽ
9

 
 رʚʳفال  ʨ9الأول ه

1

i
w e




  .  

1kعʙʻما    نʨȞǽ5

9

   ʨاني هʲر الʚʳفال
5

9
2

i
w e



  .  

3kعʙʻما    نʨȞǽ11

9

   ʨه ʘالʲر الʚʳفال
11

9
3

i
w e



  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  

   الأشعة :

(31  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
  لȋا ثلاث نقاʻیʙE وF وG .  ةʜایʺʱم  

2كان الʷعاع  Mأǽاً ؗانʗ الʻقʢة    3ME MF MG 
  

  ȑاوʶǽ  
A  4MF


  B EF EG 

 
  C  5ME


  D   2FE FG

 
  

:ʙȂʙʮʯال   
       2 3 2 2ME MF MG ME MF MF MG     

      
  ومʻه  

       2 3 2( ) 2 2ME MF MG ME MF MF MG FE FM MG FE FG          
           

  
            ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD  .  
(32ʧؔʱان لʱʢقʻ(1,1,5)الA و( 1,3,1)B ةʢقʻات الॽاثʙإحKʧع ʙعॼة الȄاوʶʱن مʨؔت ʘʽʴǼ اصلʨر الفʨʴم ʧمA وBهي   
A  (0, 0,2)K  B (0, 4, 0)K   C  (2, 0, 0)K  D   (4, 0, 0)K  

:ʙȂʙʮʯة  الʢقʻالK  لȞʷال ʧاتها مॽّاثʙاصل إحʨر الفʨʴم ʧم( ,0,0)K x  ارانॽʵفال .A وB  انʯʡخا  
            KA KB  
2ومʻه        2KA KB  

2 وȃالʱالي     2 2 2 2 2( 1) (0 1) (0 5) ( 1) (0 3) (0 1)x x             
    2 22 1 1 25 2 1 9 1x x x x          

           16 4x   
4xوȃالʱالي    هʻ(4,0,0)ومK  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D .  

(33    ABCDEFGH  ʖّعȞم  
  : هي ʺʛتʢॼة خॽʢاً الالأشعة الʲلاثة      

  
  
  

:ʙȂʙʮʯال   
OB: الʷعاعان  AلʙʻقȘّ في الॽʵار 


OGو 


  ȑʨʱʶʺقعان في الǽ( )ABGH   

FGوالʷعاع 


  ȑʨʱʶʺقع في الǽ لا( )ABGH  . فالأشعةFG


OBو 


OGو 


  خاʡئ . Aلʗʶॽ مʛتʢॼة خॽʢاً . فالॽʵار 
OBالʷعاعان  : BلʙʻقȘّ في الॽʵار


OGو 


  ȑʨʱʶʺقعان في الǽ( )ABGH  

HGوالʷعاع


  ȑʨʱʶʺقع  في الǽ( )ABGH  . فالأشعةHG


OBو 


OGو 


  .صॽʴح  Bمʛتʢॼة خॽʢاً . فالॽʵار 

A  FG


OBو 


OGو 


   B HG


OBو 


OGو 


  

C GH


BFو 


DAو 


 D BF


OBو 


OGو 


  
O

A B

CD

E

G
H

F
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GH: الʷعاعان  Cأمّا الॽʵار


BFو 


  ȑʨʱʶʺقعان في الǽ( )ABFE وDA


  ȑʨʱʶʺقع في الǽ لا( )ABFE  .  
GHفالأشعة  


BFو 


DAو 


  خاʡئ . Cلʗʶॽ مʛتʢॼة خॽʢاً . فالॽʵار 

OBالʷعاعان  : Dأمّا الॽʵار 


OGو 


)ي الʺǽ ȑʨʱʶقعان ف  )ABGH  .  
BFوالʷعاع 


  ȑʨʱʶʺقع في الǽ لا( )ABGH  . فالأشعةBF


OBو 


OGو 


  خاʡئ . Dلʗʶॽ مʛتʢॼة خॽʢاً . فالॽʵار  

(34 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   اغʛالف ȋعة نقاʨʺʳم .( , , )M x y z  : اواةʶʺال Șّقʴي تʱ2ال 2 9x y   تʺّ̡ل 

 A  
ʜها  ʛؗة مʛ0)دائ, 0) 

 ȑاوʶها تʛʢف قʸ3ون  B 

أسʨʢانة مʨʴرها 
( ; )O k


نʸف قʛʢ و  

 ȑاوʶتها تʙ3 قاع  
C  

 ʛʢف قʸن ȋوʛʵم
  3كʛة نʸف قʛʢها   D   3قاعʙته 

:ʙȂʙʮʯرها   الʨʴانة مʨʢأس( ; )O k
  ȑاوʶتها تʙقاع ʛʢف قʸإذا  3ون ʘʽح ) ʦة )لॽها لا نهائʛʰʱانة نعʨʢد ارتفاع الأسʙّʴǽ  

  .  Bالॽʴʸح هʨ فالॽʵار      
(35  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k

 
,9)لʙیʻا الأشعة :   1, 1)u    3)و, 2,1)v 

  و( , 0, 2)w x 
   

uالʱي تʳعل الأشعة  xإنّ ॽʀʺة     
 وv وw  اً هيॽʢة خʢॼتʛم 

A   0   B  3   C 9  D  10  
:ʙȂʙʮʯال   ʧʽعاعʷأنّ ال Ȏنلاحu

  وv ) ةॼاسʻʱم ʛʽاتهʺا غॼ ʛؗاً لأنّ مॽʢخ ʧʽʢॼتʛم ʛʽ9غ 1

3 2





 (  
uالأشعة   

 وv  وw  انॽʁॽʁدان حʙع ʙجʨاً إذن یॽʢة خʢॼتʛمa وb  ّقّقان أنʴǽw au bv 
   هʻوم  

                                      ( , 0, 2) (9, 1, 1) (3, 2,1)x a b       
)ومʻه                                    , 0, 2) (9, 1, 1) (3, 2,1)x a b       

                                      ( , 0, 2) (9 3 , 2 , )x a b a b a b        

ومʻه                               
9 3 (1)

2 0 (2)

2 (3)

a b x

a b

a b

  

  
   

   

 ʧʽʱالʺعادل ʚأخʻح  {(3),(2)}لʛʢǼ :(2) م ʧ(3)  ʙʳ3ن 2b    هʻ2وم

3
b


  ض فيʨّ(2)نع  ʙʳʻ4ف

0
3

a     

4ومʻه   

3
a   الʺعادلة Șّقʴأنْ ت ʖʳǽ(1) : ʙʳʻ36 ف 6

3 3
x


   هʻ10ومx   .  

    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD   .  
)معلʦٍ مʳʱانʝفي  36) ; , , )O i j k

  :  ʧؔʱلA وB ʱʵان مʱʢان نقʱلف   
)إنّ مʨʺʳعة نقاȋ الفʛاغ     , , )M x y z  : اواةʶʺال Șّقʴي تʱالAM BM  تʺّ̡ل    

A  
ʜها  ʛؗة مʛكA  ʛʺوت

]ʨر القʢعة مǼB  B ʴالʻقʢة  ]AB C 

 ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺال
]للقʢعة  ]AB D   ةʙʽة وحʢنق    

:ʙȂʙʮʯاغ   الʛالف ȋعة نقاʨʺʳم( , , )M x y z  : اواةʶʺال Șّقʴي تʱالAM BM عة  تʺّ̡لʢللق ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺال[ ]AB     

 ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  .  
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(37  ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   ٍʨʱʶا مʻیʙل  هه هʺاʽجʨ2)شعاعا ت, 3, 1)u  1,2)و, 1)v 

  ةʢقʻالǼ ʛʺȄ1,1)و, 1)A    
)لʺʨʺʳعة الʻقاȋ فالʺعادلة الȞǽʙارتॽة     , , )M x y z  : العلاقة Șّقʴي تʱالAM au bv 

  ʘʽحa وb  ʧم : هي  
A  1 0x y z    B 1 0x y z     C  1 0x y z     D   1 0x y z      

ʙȂʙʮʯال:  AM au bv 
    

 
1 2 1

1 3 2

1 1 1

x

y a b

z

     
     

       
            

  ومʻه  

 

2 1 (1)

3 2 1 (2)

1 (3)

a b x

a b y

a b z

   


  
   

   

 ʚأخʻع :  {(3),(1)}لʺʳالǼ ʙʳʻفa x z   ض فيʨّ(1)نع  ʙʳʻ2ف( ) 1x z b x     
2ومʻه    1b x z     الʺعادلة Șّقʴأنْ ت ʖʳǽ(2) :  

3( ) 2( 2 1) 1x z x z y         
1ومʻه  0x y z     ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  

 ȑʨʱʶʺاوة تʺّ̡ل معادلة الʶʺه الʚأنّ ه ʦنعل ʧʴة: نʤملاح ةʢقʻال ʗا ؗان ّ̋   تʱʻʺي إلॽه فهي تʴقȘّ معادلʱه Aول
  خاʯʡان .  Cو Bفالॽʵاران   
 (38 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k

  : ȋقاʻا الʻیʙ3,1)ل, 3)A  و( 1,5, 3)B   و( 1,1, )C   ʘʽح قيॽʁدٌ حʙع  
   ʦॽʀ عةʨʺʳإنّ م  ʘلʲʺعل الʳي تʱالABC   الأضلاع هي ȑاوʶʱم  
A    B {1, 7}   C  {7, 1}  D   {4}  

:ʙȂʙʮʯال    
           2 2 2(3 1) (5 1) (0) 32AB         

2 2 2 2(3 1) (0) ( 3) 16 ( 3)AC            
2 2 2 2(0) (4) ( 3) 16 ( 3)BC          

ACنلاحȎ أنّ  BC أ ʧؔاً تǽ   ʘلʲʺفالABC  ʧʽاقʶال ȑاوʶʱم.  
 Șّقʴʱأنْ ی ʖʳǽ الأضلاع ȑاوʶʱن مʨȞǽ ىʱحAC AB  ȑأ  

216 ( 3) 32    هʻوم  
216 ( 3) 32   اليʱالȃو  

 2( 3) 16     
3ومʻه إمّا  4    ȑ1أ    

3أو 4     ȑ7أ     
,1}وȃالʱالي   7}   .  يʱال  ʘلʲʺعل الʳتABC  ʨح هॽʴʸار الॽʵالأضلاع . فال ȑاوʶʱمB  .  
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)إذا ؗان الʺॽʁʱʶʺان  39) )AB و( )CD  ʧʽعʡقاʱم  
A

 
ن كان الʷعاعا

AB


CDو 


 
  مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً 

B
 

ACكان الʷعاعان 


 
BDو


 مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً 

C
 

ABكانʗ الأشعة


CDو 


 

ADو


 .  مʛتʢॼة خॽʢاً  

D
 

 ȋقاʻال ʗكانAو
B وC  تقع على

 . اسʱقامةٍ واحʙة 
:ʙȂʙʮʯال    

ǽ ʧʽعʡقاʱʺال ʧʽʺॽʁʱʶʺأنّ ال ʦنعل ʧʴن ȋقاʻال ȑأ ʙʽوح ʨٍʱʶان مʻʽعA وB وC  وD تقع في  . ȑʨʱʶʺا الʚه  
AB: الأشعة وȃالʱالي 


CDو 


ADو 


  .  Cفالॽʵار الॽʴʸح هʨمʛتʢॼة خॽʢاً .  

ABن الʷعاعا : فهʨ خاʡئ وضʨحاً لأنّه لʨ ؗان Aالॽʵارأمّا 


CDو 


  ؗان الʺॽʁʱʶʺان مʨʱازʧʽȄ . مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً  
   : فلǼ ʝॽالʹʛورة أن یʴʱقȘّ فهʨ خॽار خاʡئ . Bالॽʵارأمّا 

   لǼ ʝॽالʹʛورة أن یʴʱقȘّ فهʨ خॽار خاʡئ . :  Dوالॽʵار 
(40 ABCDEFGH ʖعȞة  مʢقʻه الॽɾI  فʸʱʻم[ ]EF   
  :  واحʗٌ مʥ الॻʳارات الآتॻة خاʟئ   

       
       

  
:ʙȂʙʮʯال    

AB: مʧ الʨاضح أنّ الʷعاعA ʧʽلʙʻقȘّ في الॽʵار


AEو  


  ȑʨʱʶʺقعان في الǽ( )ABFE   
)تʱʻʺي إلى الʺI  ȑʨʱʶوالʻقʢة   )ABFE ةʢقʻو الC  ȑʨʱʶʺي إلى الʺʱʻلا ت( )ABFE   
ABفالأشعة  


AEو  


CIو  


 ʙوح ʨٍʱʶاً  لا تقع في مॽʢة خʢॼتʛم ʗʶॽفهي ل  

 ʦॽʁʱʶʺفال( )CI  ȑʨʱʶʺع الʢقǽ( )ABFE  ةʢقʻفي الI  ȑأ Ȑʛةٍ أخʢقʻعه بʢقǽ ْأن ʧȞʺǽ فلا  
 ʦॽʁʱʶʺال( )CI  ادʙʱع امʢقǽ لا[ )AE ʨل .  كʺا هȞʷفي ال Ȏملاح  

)فالʺॽʁʱʶʺان   )CI و( )AE ارॽʵفال . ʧʽعʡقاʱا مʶॽالفان ولʵʱمA ارॽʵح والॽʴصB. ارهʱʵأنْ ن ʖʳǽ ȑʚال ʨئ وهʡخا  
]مʸʱʻف  ǼIʺا أنّ   :Cأمّا الॽʵار ]EF  Ȍسʨʱʺخاصة ال ʖʶ2فإنّ حCI CF CE 

  
  صॽʴح . C. فالॽʵار 

D:  1أمّا الॽʵار

2
CG GF CD CF FI CI    
     

  صॽʴح . D. فالॽʵار 

 
  ..................................................جȃʨة....................................................انʱهʗ الأ

A   انʺॽʁʱʶʺال( )CI و( )AE  الفانʵʱمB انʺॽʁʱʶʺال( )CI و( )AEعانʡقاʱم  

C 2CI CF CE 
  

  D
1

2
CI CG GF CD  
   

  
A B

CD

E

GH

FI
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اخʛʱ الإجاǼة الʴॽʴʸة ثʣ ʦّلل على ورقة  إجاǼات مقʛʱحة واحʙة مʻها فقȌ صʴॽʴة سʕالاً لؔل سʕال أرȃع ॽɾ40ʺا ǽأتي 
  درجة .  15لؔل سʕال  إجابʥʱ دائʛة الʛʴف الʺʨافȘ للإجاǼة الʴॽʴʸة :

  :1التحليل 
(1 f  ةʴاجʛʱʺال Șّقʴǽ ٌعǼ2:تا 2 21 ( )x x f x x x     ʧؔاً تǽ1أx   ʚٍئʙʻع lim ( )

x
f x


  ȑاوʶت 

A   0  B  1  C    D    

(2  2

0

sin
lim

cosx

x x

x x


  ȑاوʶت 

A   2   B  1  C  1  D   2 

(3  ʧȞॽل
1f
C  و

2f
C ال ʧʽʢʵال ʧʽعǼاʱلل ʧʽʽانॽʰ

1
f  و

2
f  الʳʺعلى ال ʧʽفʛّ0[الʺع, [ : اورʳʺل الȞʷفي ال ʧʽمʨسʛʺوال  

جʙول إشارة   
2 1
f f  ʨه  

  
  
  
  

1لʧȞॽ الʱاǼع  4)
( ) sinf x x

x
    :ادʳǽلإ 

0
lim ( )
x
f x


 نʹع  

A   ( )x f x x   B ( )x f x x   C 
( )f x x   

D   ( )f x x  

(5    2

( )
lim
x

E x

x  ȑاوʶت   

A   0   B  1  C  2  D    

(6 ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع   :العلاقة Ș2وف( ) 4 5f x x x      
    Ȍʵالʺقارب الʺائل لل ʦॽʁʱʶʺمعادلة الC  ارʨفي ج   :هي  

A   2y x   B  2y x   C  2y x   
D   4y x   

(7  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّ0]الʺع, [  : العلاقة Șوف
2

( )
1

x x x
f x

x





        

A   
( )

lim
x

f x

x
   B  lim ( ) 1

x
f x


 

C  
 ȌʵللC  مقارب ʦॽʁʱʶم
yمعادلʱه :  مائل  x  D  

Ȍʵلل ʝॽلC 
مʦॽʁʱʶ مقارب مائل 

(8 ʧȞॽل
f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع مقارب مائل ʦॽʁʱʶل مʰقȄو  : هʱ2: معادل 3y x   ʙʻع   

,1)و ǽقʰل الʻقʢة   1)A  . له ʛʣاʻت ʜ ʛؗن  مʨȞǽ ʚٍئʙʻع( ) 2
lim

(2 ) ( )x

f x x

f x f x


 

  ȑاوʶت 

A   2  B 
3

2
  C  2  D   

3

2
 

A  
2 1

0

||

x

f f


 

  
B 

2 1

0

||

x

f f


   

C 
2 1

0 1

|| 0

x

f f


  D 

2 1

0 1

|| 0

x

f f


    x

O

y

1f
C

2f
C

1
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(9   ʧȞॽل
f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  الʳʺف على الʛّالʺع[ 2,2]  : اورʳʺل الȞʷم في الʨسʛʺال  

  

A  
f  على ʛʺʱʶم

]الʺʳال  2,2]  B 

f  الʳʺعلى ال ʛʺʱʶم
[ 1, 0]  C 

f  الʳʺعلى ال ʛʺʱʶم
[1,2]  D  

f  على ʛʺʱʶم
] 2,1] \ {0,1}  

(10 f  ف علىʛّعٌ معǼتا\ { 1}  : Șوف
2

9
( )

( 1)
f x

x



  الʱي یʴʱقȘّ عʙʻها ال : ȋʛʷإنّ أكॽʀ ʛʰʺة للعʙد الॽʁʴقي  

[إذا ؗان    1 , 1 [\{ 1}x         4كان( ) 10f x   
A  0.02   B  0.03  C  0.04 D   0.025    

   :2التحليل 
(11  ʧȞॽلfعǼاʱال  الʳʺف على الʛّ0[الʺع, [  : العلاقة Șوف( ) 4 ln(3 )f x x  عǼاʱال ʚٍئʙʻ2). ع )f x  ȑاوʶǽ   

A   
3

( ) ln(24) ln( )
2

f x   B  ( ) (16)f x f 
C  ( ) ln(2)f x   D   2 ( )f x   

2lnحلʨل الʺʛʱاحʳة :  12) 7 ln 10 0x x     هي 

A   ]2,5[ B 2 5[ , ]e e  C 2 5] , [e e  D   2 5] , [ ] , [e e    
(13 ʧȞॽل f  : العلاقة Șف وفʛّع الʺعǼاʱال( ) ln(ln(1 ))g x x   ʚٍئʙʻع .   

A  

g  قاقي علىʱاش
] ,1[ و

1
( )

1
g x

x

 


  
B 

g قاقي علىʱاش] , 0[ و
1

( )
( 1)ln(1 )

g x
x x

 
 

 C 

g  قاقي علىʱاش
] , 0[ و

1
( )

1
g x

x

 


 
D  

g قاقي علىʱاش] , 0[ و
1

( )
( 1)ln(1 )

g x
x x

 
 

  

)lnللʺعادلة:  14) 4) ln( 2) ln(2 1)x x x      

A    ʙʽحل وح  
B  Ȍحلان فق  

C     لʨة حلǽلها أ ʝॽل  D  
 ʧهٍ مʱʻم ʛʽد غʙع

 الʴلʨل 

(15  f  ف علىʛّع معǼ0[تا, [ ] , [e e   : Șوفln 1
( )

ln 1

x
f x

x





 . ʦئ هʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح  :   

A   0
lim ( ) 1
x
f x


    

B  lim ( )
x e
f x


   

C  lim ( )
x e
f x


   

D   lim ( ) 1
x
f x


 

1الʱي تʴقȘّ الʺʛʱاجʴة :  nمʨʺʳعة الأعʙاد الॽɻॽʰʢة 16)
( ) 0 03
2
n     

A   6n   B  7n   C  6n   D   7n  
 

O
x

y

1 21-2-

1
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(17 ʧȞॽلCعǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf ف علىʛّالʺع* :Șوف
2

ln(2 cos )
( ) 1

x
f x x

x


   .ئʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح    

A   0

3
lim ( )

2x
f x


  B 

 ʦॽʁʱʶʺال  ȑʚال
1yمعادلʱه  x 

 Ȍʵمقارب مائل للC 
 .و  في جʨار 

C  

C   قʨقع فǽ
: 1y x    ًدوما

 Ȍد نقʨم وجʙمع ع
ة . ʛؗʱʷم  

D   

C   قʨقع فǽ: 1y x   
ة  ʛؗʱʷم Ȍد نقʨدوماً مع وج

إحʙاثॽات ؗل مʻها مʧ الȞʷل 
(2 ,2 1)k k    ʘʽح*k  

(18 ʧȞॽل
f
C عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال f فʛّعلى الʺع[ 2,2] : اورʳʺل الȞʷم في الʨسʛʺوال   

)وفȘ العلاقة :  gولʻعʛّف الʱاǼع  ) ln( ( ))g x f x ʛعة تعʨʺʳم ʚٍئʙʻع .Ȅ عǼاʱال ʅg  هي    
  

     

  
(19  ʧȞॽلf  : العلاقة Șف وفʛّع الʺعǼاʱال( ) ln( ( ))f x g x   

  إذا تʴقI  : Șّأنّه اشʱقاقي على الʺʳال  fنقʨل عʧ الʱاǼع   

A  g قاقي علىʱاشI B gتʺاماً على ʖٌجʨمI  C ʡʛʷالʽفي ʧ ʧȄارॽʵالA وB  ًمعا D  f  ف علىʛّمعI   
  

(20 ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf فʛّعلى الʺع  اً : وॼم جانʨسʛʺال  
    ʧȞॽول

1
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال

1
f  : العلاقةǼ ʧّ̔1الʺع

( ) ( )f x f x  
1عʙʻئʚٍ واحʙٌ مʧ الॽʵارات الآتॽة ǽʺّ̡ل الȌʵ الॽʰاني   

C   ʨه  
       

  
  
  
  

  
 
 

 
 
 
 

A  [ 2,2]  B 
] 1,2]  

C [ 1,2] D ] 1,2[  
x

y

O1
2

1 2

AB

C

C

D
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   :الجبر
cosالȞʷل الأسي للعʙد  21) sin

3

i

i

 


  

A   
( )

6
1

2

i
e

  B  ( )
62

i
e

   C 
( )

62
i
e

    D   
( )

6
1

2

i
e

   
(22  ʧȞॽلz  ٍʚئʙʻوم : عʙمع ʛʽاً غǽʙداً عقʙة  عॽاد الآتʙالأع ʧم ʙٌواح ʗʴǼ ٌليʽʵت ʨه  

A  2 2

1
z z z    B 

2 2

2 3

z z
z

z z




 
  C 2

z z
z i

z z





  D  4

z iz 

(23  ʧȞॽ15ل
1

5
i

z e


  1و

2

3
arg( )

5

z

z


 . ʚٍئʙʻع  

A   2

4
arg( )

3
z


   B  2

8
arg( )

15
z


  C  2

4
arg( )

3
z


  D   2

8
arg( )

15
z


 

(24  : ȑʙد العقʙالع ʧȞॽ1)ل )z a b i    ʘʽح,a b   ʚٍئʙʻع .z z   ȑاوʶت  

A   2 2a b   B  2a  C  2  D   0 

(25  ʧȞॽلz  Șّقʴǽ ȑʙد عقʙعz i   ʧȞॽول .w : Șّقʴǽ ȑʙدٌ عقʙع( )z z i
w

z i





   

      ʧؔʱول  ȋقاʻعة الʨʺʳم( )M z  علʳي تʱالw  . ًاʱʴǼ ًاॽلʽʵت  

A    w z  
B  

 رʨʴاد  تʺّ̡ل مʙالأع
الʽʵʱلॽة الʱʴॼة 

zمʚʴوف مʻه  i   
C 

 ها  تʺّ̡لʜ ʛؗة مʛدائO 
 ʙاحʨال ȑاوʶǽ هاʛʢف قʸون

,0)مʚʴوف مʻها الʻقʢة  1) 
D  

 ي  تʺّ̡لʱعʨʺʳاع مʺʱاج
الʻقاȋ الʺʨجʨدتʧʽ في 

 ʧȄارॽʵالB وC 
2في مʨʺʳعة الأعʙاد العقǽʙة إذا ؗان  26) 3i  دʙاً للعॽɻॽȃʛراً تʚجz  دʙفإنّ للعz  ȑاوʶǽ ًاॽɻॽȃʛراً تʚج  

A    2 3i B  3 2i  C 3 2i  D  2 3i 
)لʧؔʱ الʺعادلة   27) )E  : ةॽ2الآت 22 1 0z az a     ʘʽحa     

A   الʺعادلة( )E لها حل في ʝॽل  اً ؗانǽأa . B  
)حلʨل الʺعادلة  )E  في  ةॽʁॽʁح ʗʶॽل  

 ولʗʶॽ مʛʱافقة.  aلأॽʀ ȑʺة ل ـِ

C 

)حلʨل الʺعادلة  )E  في  ِة لـʺॽʀ ȑة لأॽʁॽʁح ʗʶॽلa 
   D  و مʛʱافقة .

)تʳعل للʺعادلة aتʨجॽʀ ʙʺة لـِ  )E  ʙقي واحॽʁحل ح
  على الأقل   

5إنّ الʺعادلة  28) 32 3 2z z z i     لها  

A   
أرȃعة حلʨل عقǽʙة 

  B  وحل حॽʁقي 
حلان حॽʁॽʁان و 
  خʺʶة حلʨل عقǽʙة   C  ثلاثة حلʨل عقǽʙة 

D   
أرȃعة حلʨل حॽʁॽʁة 

 عقȑʙ وحل

(29 ȑʙد العقʙالع ʧȞॽل
20

1 3

1

i
z

i

  
  

  فإنّ  

A  102z   B  102z i  C  92 (1 3)z i   D  
92 (1 3)z i  
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إذا ؗان  30)
2

7
i
e



   : 2 4S       3و 5 6T      .  
2إذا علʺʗَ أنّ  3 4 5 61 0              .ʦئ هʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح     

A  S T   B 1S T    C 2S T   D  
S وT  راʚهʺا ج

2الʺعادلة  2 0z z   
   الأشعة :

(31 ( 1,0,1)u   و( 11,6, 1)v  
  3)و, 2,1)w 

   

A  u
  وv  ًاॽʢان خʢॼتʛم  B v

 وw  ًاॽʢان خʢॼتʛم  C  3 2 0v w u  
   D  

uالأشعة 
  وv وw 

 غʛʽ مʛتʢॼة خॽʢاً 
  

(32 ABCDEFGH ʖعȞم:  O  فʸʱʻم[ ]AB  وO  فʸʱʻم[ ]DH   
1تʴقّقان :  Nو Mوالʻقʱʢان   

4
AM AH
 

1و  

4
BN BD
 

]مʸʱʻف  Iو   ]MN .  

3إذا علʺʗَ أنّ    1

4 4
MN AB AE 
  

  
  
  
  

(33 ABCDEFGH  فهʛل حʨʡ ʖعȞمعلʺاً  2م ʛʱʵʻ1. ول 1 1
( ; , , )

2 2 2
D DA DC DH

  
   

]مʨʺʳعة نقȌ الفʛاغ الʱي تʱʻج عʧ دوران الʹلع  معادلة ]BF  لʽʢʱʶʺال ʧمBFHD لʨح( )DH هي  
  
  
  
  

(34 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k
   : انʱʢقʻا الʻیʙ2)ل, 1,3)A   .B(1,0,3)و -

  تʴقّقها واحʙة مʧ العلاقات : M(0,1,3)إنّ إحʙاثॽات الʻقʢة     
A 0MA MB+ =

    B MA MB=
 

  C MA MB AB- =
  

 D 2 0BM AM- =
    

(35  ʝانʳʱم ʦٍب إلى معلʨʶʻʺاغ الʛفي الف( ; , , )O i j k
   اʻیʙلAوB تانʜایʺʱان مʱʢنق .  

  ʦئ هʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح :  ȋقاʻعة الʨʺʳمM  : ةॽاواة الآتʶʺال Șّقʴي تʱال  

A   
 MA MB  تʺّ̡ل

الʺȑʨʱʶ الʺʨʴرȑ للقʢعة 
]الʺॽʁʱʶʺة  ]AB  .  

B 

MB AB  تʺّ̡ل
ʜها  ʛؗة مʛكB 

 .ABونʸف قʛʢها
C  

MA MB
 

تʺّ̡ل نقʢة  
وحʙʽة مʸʱʻف القʢعة 

]الʺॽʁʱʶʺة  ]AB .   
D  

MB AB
 

تʺّ̡ل  
Mنقʢة وحʙʽة  A   

  

A    ʦॽʁʱʶʺال( )MN  ȑʨʱʶʺع الʢقǽ( )ABE  B   انʺॽʁʱʶʺال( )OO  و( )MN   الفانʵʱم 
C ȋقاʻالO وO وI  ةʙقامةٍ واحʱتقع على اس D ʦॽʁʱʶʺال( )EA  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )HIC .  

A   2 2 8x y   0و 2z   B  2 2 2x y   0و 2z      
C 

2 2 22 0x y z    0و 2z   D 
2 2 2x y   0و 1z   

A B

C
D

E

GH

F

I
A B

CD

E

GH

F

O

N

M

O ¢
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(36  ʦٍب لʺعلʨʶʻʺاغ الʛفي الف( ; , , )O i j k
   : ȋقاʻال ʧؔʱ3)ل, 0, 0)A 1,1)و, 0)B  (0,2,1)وC ةʢقʻو الI  فʸʱʻم[ ]BC  

3OMتʴقȘّ الʺʶاواة :  Mوالʻقʢة  OA OB OC  
   

  ʚٍئʙʻة عॻات الآتǺالإجا ʥم ʗٌئواحʟخا ʦه  

A   ( )M ABC B 

 ȋقاʻالA وI وM 
 Cتقع على اسʱقامةٍ واحʙة 

  
  یʨجʙ عʙدان حॽّʁॽʁان

x وy : قّقانʴǽ  
OA xOB yOC 
  

    

D 
A ʘلʲʺثقل ال ʜ ʛؗهي م

MBC  

(37  ʝانʳʱم ʦٍب إلى معلʨʶʻʺاغ الʛفي الف( ; , , )O i j k
    

)الʱي تʳعل مʨʺʳعة الʻقاॽʀk ȋʺة العʙد الॽʁʴقي  , , )M x y z : اواةʶʺال Șّقʴي تʱال  
2 2 2 2 4 6 0x y z x z k        : ة هيʙʽة وحʢتʺّ̡ل نق  

A    2  B    1   C 0  D        
(38 ʝانʳʱم ʦٍب لʺعلʨʶʻʺاغ الʛفي الف( ; , , )O i j k

  انʱʢقʻال ʧؔʱل
  

(1,2, 1)A ).  B(3,0,1)و - , , )M x y z ي إلىʺʱʻت
]الʺȑʨʱʶ الʺʨʴرȑ للقʢعة الʺॽʁʱʶʺة  ]AB  : إذا ؗان Ȍ1إذا وفق 0x my nz+ + - = 

A  1m = 1nو - =  B 0m 1nو  = = -  C 1m 1nو  = = D 1m = 1nو - = -  
(39  ʦॽʁʱʶʺال ʧȞॽلd  ةʢقʻالǼ ʛʺǽ ȑʚ3)ال, 1,1)A   ههʽجʨ1)وشعاع ت, 0, 2)u    

dالʺʦॽʁʱʶ و              ةʢقʻالǼ ʛʺǽ ȑʚ3)ال, 3, 1)B    ههʽجʨ2,1)وشعاع ت, 3)v 
   

4حʘʽ تʴʱقȘّ العلاقة :  2AB u v 
  اتॽاثʙإح ʚٍئʙʻع .I ʧʽʺॽʁʱʶʺع الʡة تقاʢنقd وd    : هي  

A  (7,1, 7)I   B  ( 7,1, 7)I    C ( 7, 1,7)I    D (7, 1, 7)I    

(40ABCDEFGH . ʖعȞمM وN وP  وQ  : Șّقʴ1ت

4
HQ HG
 

1و  

3
AN AE
 

1و  

8
DP DC
 

   
]مʸʱʻف  Mو  ]AD  ًمعلʺا ʛʱʵʻول .( ; , , )A AB AD AE

  
  .  

  
  
  

  
  ......................................................................................................انʱهʗ الأسʯلة 

A   2 2EQ NP NM 
  

  B  2 2EQ NP NM 
  

  
C   2EQ NP NM 

  
 D EQ NP NM 

  
 

A B

C
D

E

GH

F

N
M

P

Q
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اخʛʱ الإجاǼة الʴॽʴʸة ثʣ ʦّلل على ورقة  إجاǼات مقʛʱحة واحʙة مʻها فقȌ صʴॽʴة سʕالاً لؔل سʕال أرȃع ॽɾ40ʺا ǽأتي 
  درجة .  15لؔل سʕال  إجابʥʱ دائʛة الʛʴف الʺʨافȘ للإجاǼة الʴॽʴʸة :

  :1التحليل 
(1 f  ةʴاجʛʱʺال Șّقʴǽ ٌعǼ2:تا 2 21 ( )x x f x x x     ʧؔاً تǽ1أx   ʚٍئʙʻع lim ( )

x
f x


  ȑاوʶت 

A   0  B  1  C    D    

   

                      2 2 21 ( )x x f x x x     
ʦ على    ّʁ :  2xلʻق

2 2

2 2

1
( )

x x x
f x

x x

 
    

Ǽʺا أنّ    
2 2

2 2

1
lim lim 1
x x

x x x

x x 

 
    

limنʙʳ  (1)فاسʻʱاداً إلى مʛʰهʻة الإحاʡة ( ) 1
x
f x


  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .B . 

(2  2

0

sin
lim

cosx

x x

x x


  ȑاوʶت 

A   2   B  1  C  1  D   2 

   

نلاحȎ أنّ    
2

0

sin
lim

cosx

x x

x x




0هي حالة عʙم تعʧʽʽ مʧ الȞʷل   

0
  لإزالʱها :  

Ǽفʛض   
2sin

( )
cos

x x
f x

x x





ʦ الȌʶॼ والʺقام على   ّʁ  فx : ʙʳʻلʻق

      
2sin

1
( )

cos

x

xf x
x


  هʻوم  

        
2

2

sin
1

( )
cos

x
x
xf x
x


  

Ǽʺا أنّ   
2

20 0

sin sin
lim lim 1
x t

x t

tx 
    

و 
0

lim 0
x
x


  و

0
lim cos 1
x

x


  

  ʙʳʻف
0

1 0
lim ( ) 1

1x
f x




   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C  .  
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(3  ʧȞॽل
1f
C  و

2f
C ال ʧʽʢʵال ʧʽعǼاʱلل ʧʽʽانॽʰ

1
f و

2
f  الʳʺعلى ال ʧʽفʛّ0[الʺع, [ : اورʳʺل الȞʷفي ال ʧʽمʨسʛʺوال  

جʙول إشارة   
2 1
f f  ʨه  

  
  
  
  

   
نلاحȎ مʧ الʛسʦ أنّ 

2f
C  قʨقع فǽ

1f
C  الʳʺ0,1[على ال[  . ȑأ

2 1
0f f   الʳʺ0,1[على ال[ .  

و     
2f
C  قعǽʗʴت 

1f
C  الʳʺ1[على ال, [ .  ȑأ

2 1
0f f الʳʺ1[على ال, [ .  

ة بʧʽ (1,1) و الʻقʢة   ʛؗʱʷة مʢهي نق
1f
C  و

2f
C  . ȑأ

2 1
0f f   ماʙʻ1عx  .  

 . Cهʨ  فالॽʵار الॽʴʸح     
(4 ʱال ʧȞॽع لǼ1ا

( ) sinf x x
x

    :ادʳǽلإ 
0

lim ( )
x
f x


 نʹع  

A   ( )x f x x   B ( )x f x x   C 
( )f x x   

D   ( )f x x  

   
  لابʙّ أن نȘّhʢ مʛʰهʻة الإحاʡة : *معʛّف على  fالʱاǼع     

A  :1لʙʻقȘّ في الॽʵار 
1 sin 1

x
    

  ʧȞʺǽ أنْ تʨؔن مʨجॼة أو سالॼة . xفي جʨار الʸفʛ فإنّ  xوȃʺا أنّ  xلʛʹʻب ʛʡفي الʺʛʱاجʴة بـِ   
0xصॽʴح  فقȌ عʙʻما  Aفالॽʵار    ارॽʵفال .A . ئʡخا   
0xصॽʴح فقȌ في حالة  Bوالॽʵار    ارॽʵفال .B  . ئʡخا  
 : ʥلʚ1ل 1

( ) sin sin 1f x x x x
x x

        

1لأنّ           
sin 1
x

     

)ومʻه    )f x x  ॽʴʸار الॽʵفال . ʨح هD  .  
)وȂذا أردنا أن نؔʺل الʴل :  )f x x    

Ǽʺا أنّ 
0

lim 0
x
x


  ةʡة الإحاʻهʛʰاداً إلى مʻʱأنّ  (2)فاس ʙʳن

0
lim ( ) 0
x
f x


  .  

  
  
  

A  
2 1

0

||

x

f f


 

  
B 

2 1

0

||

x

f f


   

C 
2 1

0 1

|| 0

x

f f


  D 

2 1

0 1

|| 0

x

f f


    x

O

y

1f
C

2f
C

1
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(5    2

( )
lim
x

E x

x  ȑاوʶت   

A   0   B  1  C  2  D    

  
1نʧʴ نعلʦ أنّ :    ( )x E x x     

ʦ الʺʛʱاجʴة على  في جʨار  ّʁ    xنق
       

2 2 2

1 ( )x E x x

x x x


   هʻوم  

        2 2

1 ( ) 1x E x

xx x


   

Ǽʺا أنّ   
2

1 1
lim lim 0
x x

x

xx 


   ʰاداً إلى مʻʱة فاسʡة الإحاʻهʛ(1)  : ʙʳن

2

( )
lim 0
x

E x

x
  .  

   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  
(6 ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع   :العلاقة Ș2وف( ) 4 5f x x x      

    Ȍʵالʺقارب الʺائل لل ʦॽʁʱʶʺمعادلة الC  ارʨفي ج   :هي  

A   2y x   B  2y x   C  2y x   
D   4y x   

   
2لʖʱؔʻ الʺقʙار   4 5x x   ةॽنʨغة القانॽʸالǼ)ع ؗاملȃّʛالإتʺام إلى مǼ(  :  

                   2 24 4 4 5 ( 2) 1x x x        
)2ومʻه    ) ( 2) 1f x x     

)2وȃالʱالي  ) ( 2) 2f x x x     ارʨفي ج  نʨȞǽ2y x   Ȍʵالʺقارب لل ʨهC  ارʨفي ج  .  
  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC  .  

)limونॽʢʱʶع إثॼات ʶǼهʨلة أنّ  ( ) ( 2)) 0
x

f x x


    ّلأن  
                   2( ) ( 2) ( 2) 1 ( 2)f x x x x         

ʦ علॽه :      ّʁ نʹʛب ǼالʺʛافȘ ونق
2

1
( ) ( 2)

( 2) 1 ( 2)
f x x

x x
  

   
   

)limومʻه     ( ) ( 2)) 0
x

f x x


    .  
  
  
  
  
  
  
  



4 
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(7  ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّ0]الʺع, [  : العلاقة Șوف
2

( )
1

x x x
f x

x





        

A   
( )

lim
x

f x

x
   B  lim ( ) 1

x
f x


 

C  
 ȌʵللC  مقارب ʦॽʁʱʶم
yمعادلʱه :  مائل  x  D  

Ȍʵلل ʝॽلC 
مʦॽʁʱʶ مقارب مائل 

         

:  AلʙʻقȘّ في الॽʵار   
2

2

2

1 1
(1 ) (1 )

( )

( 1) 1 1
(1 ) (1 )

x
f x x x x x x
x x x

x
x x

 


  


 
   

)ومʻه   )
lim 1
x

f x

x
  ارॽʵفال .A  . ئʡخا  

ا ؗان ّ̋ ) ول )
lim 1
x

f x

x
  ؗانlim ( ) lim

x x
f x x

 
    ارॽʵفال .B  . ئʡخا  

  :  CلʙʻقȘّ في الॽʵار 
ا ؗان ّ̋ limل ( )

x
f x


   Ȍʵمقارب مائل لل ʦॽʁʱʶد مʨة وجॽانȞاك إمʻكان هC ارʨفي ج  لȞʷال ʧه مʱمعادل  

  y ax b  ادʳǽلإ a  ʖʶʴن( )
lim 1
x

f x
a

x
  .  

)limنʨجb  : ʙلʶʴاب   ( ) ) lim( ( ) )
x x

f x ax f x x b
 

        

  
2 2

1 1
(1 ) (1 )

( 1)
( )

1 1 1 1 1
(1 ) (1 )

x x x
x x x x x x x x x x x x xf x x x
x x x

x
x x

 
    

      
    

   

)limومʻه   ( ) )
x

f x x


   Ȍʵلل ʝॽفلC  ار. مقارب مائلॽʵفالC ئʡار خاॽʵوالD  . حॽʴʸار الॽʵال ʨه  
(8 ʧȞॽل

f
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf  ف علىʛّالʺع مقارب مائل ʦॽʁʱʶل مʰقȄو  : هʱ2: معادل 3y x   ʙʻع   

,1)و ǽقʰل الʻقʢة   1)A  . له ʛʣاʻت ʜ ʛؗن  مʨȞǽ ʚٍئʙʻع( ) 2
lim

(2 ) ( )x

f x x

f x f x


 

  ȑاوʶت 

A   2  B 
3

2
  C  2  D   

3

2
 

   
   ʦॽʁʱʶʺا ؗان ال ّ̋ 2الȑʚ معادلʱه  ل 3y x   Ȍʵمقارب مائل لل

f
C  ارʨفي ج   ؗانlim( ( ) )

x
f x ax b


   

)limومʻه  ( ) 2 ) 3
x

f x x


    .  
ا ؗانʗ الʻقʢة  ّ̋ ,1)ول 1)A  Ȍʵلل ʛʣاʻت ʜ ʛؗم fC 2). ؗان ) ( ) 2f x f x    .  

)ʻقʢةلأنّه إذا ؗانʗ ال( , )A a b  Ȍʵلل ʛʣاʻت ʜ ʛؗمf
C  2). ؗان ) ( ) 2f a x f x b   . (  

ومʻه 
( ) 2 3 3

lim lim
(2 ) ( ) 2 2x x

f x x

f x f x 

 
 

    
   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD .   
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(9   ʧȞॽل
f
C ع الǼاʱاني للॽʰال Ȍʵf  الʳʺف على الʛّالʺع[ 2,2]  : اورʳʺل الȞʷم في الʨسʛʺال  

  

A  
f  على ʛʺʱʶم

]الʺʳال  2,2]  B 

f  الʳʺعلى ال ʛʺʱʶم
[ 1, 0]  C 

f  الʳʺعلى ال ʛʺʱʶم
[1,2]  D  

f  على ʛʺʱʶم
] 2,1] \ {0,1}  

    
 Șّقʙʻارلॽʵفي الA:  ّأن Ȏنلاحf   ʙʻع ʛʺʱʶم ʛʽ1غx    Ȍʵلأنّ ال

f
C  ةʢقʻه الʚه ʙʻاعاً عʢعاني انقǽ  

]ل مʛʺʱʶاً على الʺʳالf  ʝॽفالʱاǼع     2,2]  ارॽʵفال .A . ئʡخا  
 Șّقʙʻارلॽʵفي الB :  ّأن Ȏنلاحf   ʙʻع ʛʺʱʶم ʛʽ0غx   Ȍʵلأنّ ال

f
C هʚه ʙʻاعاً عʢعاني انقǽ  ةʢقʻال  

]مʛʺʱʶاً على الʺʳال لf  ʝॽفالʱاǼع        1, 0]   ارॽʵفال .B . ئʡخا  
 Șّقʙʻارلॽʵفي الC:   

  فهʨ مʛʺʱʶ على هʚا الʺʳال  ʢ[1,2]عة واحʙة على الʺʳالॼɺارة عʧ قfنلاحȎ أنّ الȌʵ الॽʰاني للʱاǼع 
    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالC   .  

1xغʛʽ مʛʺʱʶ عf  ʙʻنلاحȎ أنّ  :Dأمّا الॽʵار    ّلأن  Ȍʵال
f
C   ةʢقʻه الʚه ʙʻاعاً عʢعاني انقǽ  

[مʛʺʱʶاً على الʺʳال لf  ʝॽفالʱاǼع     2,1] \ {0,1}  ارॽʵفال .D . ئʡخا  

(10 f ف علىʛّعٌ معǼتا \{ 1}  : Șوف
2

9
( )

( 1)
f x

x



  الʱي یʴʱقȘّ عʙʻها ال : ȋʛʷإنّ أكॽʀ ʛʰʺة للعʙد الॽʁʴقي  

[إذا ؗان    1 , 1 [\{ 1}x         4كان( ) 10f x   
A  0.02   B  0.03  C  0.04 D   0.025    
   

2

9
( )

( 1)
f x

x



  

  4( ) 10f x    
  ȑ4أ

2

9
10

( 1)x



   

ومʻه  
2

4( 1)
10

9

x 
   

2وȃالʱالي :  4( 1) 9 10x     
21ومʻه  3 10x     

0.03وȃالʱالي  1 0.03x     ȑ1أ 0.03 1 0.03x     
ȑة لـ  أʺॽʀ ʛʰأك  ى هيʢالʺع ȋʛʷال Șّقʴ0.03 ت   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB . 

O
x

y

1 21-2-

1
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   :2التحليل 
(11  ʧȞॽلfعǼاʱال  الʳʺف على الʛّ0[الʺع, [  : العلاقة Șوف( ) 4 ln(3 )f x x  عǼاʱال ʚٍئʙʻ2). ع )f x  ȑاوʶǽ   

A   
3

( ) ln(24) ln( )
2

f x   B  ( ) (16)f x f 
C  ( ) ln(2)f x   D   2 ( )f x   

   

                  ( ) 4 ln(3 )f x x   
2)ومʻه     ) 4 ln(6 )f x x   

)نلاحȎ أنّ الॽʵارات مȃʨʱȞة بʙلالة  )f x هʻوم .  
(2 ) 4 ln(2 3 ) 4(ln2 ln 3 ) 4 ln2 4 ln(3 )f x x x x       

2)وȃالʱالي  ) ( ) 4 ln2f x f x    
  :  AلʙʻقȘّ في الॽʵار 

3 24 48
(2 ) ( ) ln(24) ln( ) ( ) ln ( ) ln ( ) ln16 ( ) 4 ln2

2 3 3

2

f x f x f x f x f x f x            

 ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA .   
2lnحلʨل الʺʛʱاحʳة :  12) 7 ln 10 0x x     هي 

A   ]2,5[ B 2 5[ , ]e e  C 2 5] , [e e  D   2 5] , [ ] , [e e    
   
  

2ln 7 ln 10 0x x      
2lnومʻه  7 ln 10 0x x     

0xالʺʛʱاجʴة معʛّفة عʙʻما    ȑ0[أ, [x    .  
  . lnxهʚه مʛʱاجʴة مʧ الʙرجة الʲانॽة Ǽالʺʳهʨل 

 2ln 7 ln 10 0x x    
(ln 5)(ln 2) 0x x     

lnإمّا  5 0x    هʻومln 5x   اليʱالǼ5x e  .  
lnأو  2 0x    هʻومln 2x   اليʱالȃ2وx e  .  

2 5

2

0

ln 7 ln 10 0 0

x e e

x x



       

2فʺʨʺʳعة حلʨل الʺʛʱاجʴة الʺفʛوضة هي  5] , [x e e  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C .  
  
  
  
  

 مʴققة  غʛʽ مʴققة غʛʽ مʴققة الʺʛʱاجʴة
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(13 ॽلʧȞ f  : العلاقة Șف وفʛّع الʺعǼاʱال( ) ln(ln(1 ))g x x   ʚٍئʙʻع .   

A  

g  قاقي علىʱاش
] ,1[ و

1
( )

1
g x

x

 


  
B 

g قاقي علىʱاش] , 0[ و
1

( )
( 1)ln(1 )

g x
x x

 
 

 C 

g  قاقي علىʱاش
] , 0[ و

1
( )

1
g x

x

 


 
D  

g قاقي علىʱاش] , 0[ و
1

( )
( 1)ln(1 )

g x
x x

 
 

  

  
( ) ln(ln(1 ))g x x   

g  قاقيʱما اشʙʻعln(1 ) 0x  
ln(1ومʻه   ) ln1x  .  

1وȃالʱالي  1x    
0ومʻه  x   
 ȑ0أx   اليʱالȃو] , 0[x     .  

   
1

(ln(1 )) 1 11( )
ln(1 ) ln(1 ) (1 ) ln(1 ) ( 1) ln(1 )

x xg x
x x x x x x


     

       
  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D . 

)lnللʺعادلة:  14) 4) ln( 2) ln(2 1)x x x      

A    ʙʽحل وح  
B  Ȍحلان فق  

C     لʨة حلǽلها أ ʝॽل  D  
 ʧهٍ مʱʻم ʛʽد غʙع

 الʴلʨل 
  
  

ln( 4) ln( 2) ln(2 1)x x x       
  : ةॽʺغارتʨالʺعادلة الل ʅȄʛعة تعʨʺʳم ʙجʨن  
   2 1 0x    2و 0x    4و 0x     

1وȃالʱالي 

2
x    2وx   4وx     

ومʻه   
1

]2, [x D    .  
 اص اʨخ Șّhʢن : ʦʱȄغارʨللln(( 4) ( 2)) ln(2 1)x x x     .  
)وȃالʱالي :    4) ( 2) (2 1)x x x       
2ومʻه    2 4 8 2 1x x x x      
2وȃالʱالي    9x   
ومʻه : إمّا   

1
3x D    ضʨفʛأو  م

1
3x D   لʨʰمق .  

   {3}S   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  
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(15  f  ف علىʛّع معǼ0[تا, [ ] , [e e   : Șوفln 1
( )

ln 1

x
f x

x





 . ʦئ هʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح  :   

A   0
lim ( ) 1
x
f x


    

B  lim ( )
x e
f x


   

C  lim ( )
x e
f x


   

D   lim ( ) 1
x
f x


 

  
           

ln 1
( )

ln 1

x
f x

x




  
f

 
,0[معʛّف عʙʻما  [ ] , [e e    
نلاحȎ أنّ   :AلʙʻقȘّ في الॽʵار

0
lim ( )
x
f x


هي حالة عʙم تعʧʽʽ مʧ الȞʷل   


  لإزالʱها :  

1 1
ln (1 ) 1

ln ln( )
1 1

ln (1 ) 1
ln ln

x
x xf x

x
x x

 
 

 
  .  

وȃالʱالي 
0

lim ( ) 1
x
f x


  . ارॽʵفالA  . ارهʱʵأن ن ʖʳǽ ȑʚار الॽʵال ʨئ وهʡخا  

B :2أمّا الॽʵار
lim ( )

0x e
f x

 
     ارॽʵفال .B  . حॽʴص  

C :2أمّا الॽʵار
lim ( )

0x e
f x

 
    ار . فاॽʵلC  . حॽʴص  

   :Dأمّا الॽʵار
1 1

ln (1 ) 1
ln ln( )
1 1

ln (1 ) 1
ln ln

x
x xf x

x
x x

 
 

 
 .  

limومʻه  ( ) 1
x
f x


  ارॽʵفال .D  . حॽʴص  

1الʱي تʴقȘّ الʺʛʱاجʴة :  nمʨʺʳعة الأعʙاد الॽɻॽʰʢة 16)
( ) 0 03
2
n     

A   6n   B  7n   C  6n   D   7n  
    

  

   
1

( ) 0 03
2
n  

   
100ومʻه 

2
3

n   
6nومʻه     ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .C .  

Ȃʙʟ 1قة ثانॻة :
( ) 0 03
2
n     

 ʚنأخln ʧʽفʛʢلل  : ʙʳʻ1ف 3
ln( ) ln

2 100
n   

   
lnومʻه          3 ln100

ln(2)
n





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  ȑأln 3 ln100

ln(2)
n





   

ln100ومʻه   ln 3

ln(2)
n


   

 ȑأln(25 4) ln 3 2 ln5 2 ln2 ln 3

ln(2) ln2
n

   
   

ا ؗان  ّ̋ ln2ل 0.7  وln 3 1.1  وln 5 1.6  .  
2كان  ln 5 2 ln2 ln 3 3.2 1.4 1.1 3.5 35

5
ln2 0.7 0.7 7

n
   

     
6nومʻه    .  
(17 ʧȞॽلCعǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf ف علىʛّالʺع* :Șوف

2

ln(2 cos )
( ) 1

x
f x x

x


   .ئواحʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌ    

A   0

3
lim ( )

2x
f x


  B 

 ʦॽʁʱʶʺال  ȑʚال
1yمعادلʱه  x 

 Ȍʵمقارب مائل للC 
 .و  في جʨار 

C  

C   قʨقع فǽ
: 1y x    ًدوما

 Ȍد نقʨم وجʙمع ع
ة . ʛؗʱʷم  

D   

C   قʨقع فǽ: 1y x   
ة دو  ʛؗʱʷم Ȍد نقʨماً مع وج

إحʙاثॽات ؗل مʻها مʧ الȞʷل 
(2 ,2 1)k k    ʘʽح*k  

    
ة لأنّ الفʛق بʻʽهʺا إمّ  Dو  Cمʚʻ الʙʰاǽة أنّ الॽʵار الॽʴʸح مʨʸʴراً بʧʽ الॽʵارʧȄ  غالॼاً مʧ الʨاضح  ʛؗʱʷم Ȍد نقʨا وج

ة .  ʛؗʱʷم Ȍد نقʨم وجʙأو ع  
فإذا درسʻا إشارة الفʛق :  

2

ln(2 cos )
( )

x
f x y

x


    

  ( ) 0f x y   ماʙʻعln(2 cos ) 0x    
2ومʻه    cos 1x   اليʱالȃوcos 1x    
2xوȃالʱالي   k  ʘʽح*k  ارॽʵال ȑأ .C  . ارهʱʵأنْ ن ʖʳǽ ȑʚال ʙʽحʨار الॽʵال ʨئ . وهʡخا  

1ونلاحȎ أنّ    cos 1x    هʻ1وم 2 cos 3x    
0وȃالʱالي      ln(2 cos ) ln 3x    ȑأ( ) 0f x y   ʧؔاً تǽأ*x    ʧʽة ب ʛؗʱʷم Ȍد نقʨمع وجC  و   
2)إحʙاثॽات ؗل مʻها مʧ الȞʷل     ,2 1)k k    ʘʽح*k   .ارॽʵفال  ʨح هॽʴʸالD .  

: نلاحȎ أنّ  Aأمّا الॽʵار  
0

lim ( )
x
f x


0هي حالة عʙم تعʧʽʽ مʧ الȞʷل  

0
  لإزالʱها :   

   
2

ln(1 1 cos )
( ) 1

x
f x x

x

 
    اليʱالȃو  

       2

ln(1 1 cos )
( ) 1 (1 cos )

(1 cos )

x
f x x x

x x

 
    


   

        
2

ln(1 1 cos ) (1 cos )
( ) 1

(1 cos )

x x
f x x

x x

  
   

  

 
Ǽʺا أنّ 

0 0

ln(1 1 cos ) ln(1 )
lim lim 1

1 cosx t

x t

x t 

  
 


   

و    
20

(1 cos ) 1
lim

2x

x

x


  
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و    
0

lim( 1) 1
x
x


   .  

فإنّ 
0

1 3
lim ( ) 1 (1 )

2 2x
f x


     ارॽʵفال .A  . حॽʴص  

:  Bأمّا الॽʵار 
2

ln(2 cos )
( )

x
f x y

x


    

1ونلاحȎ أنّ    cos 1x    هʻ1وم 2 cos 3x    
0وȃالʱالي      ln(2 cos ) ln 3x     
ʦ على   ّʁ :  2xلʻق

2 2

ln(2 cos ) ln 3
0

x

x x


    

ومʻه  
2

ln 3
0 ( )f x y

x   .  

lim( ( ) ) 0
x

f x y
   وlim( ( ) ) 0

x
f x y

    
 ʦॽʁʱʶʺه الʻوم  هʱمعادل ȑʚ1الy x   Ȍʵمقارب مائل للC  ارʨفي ج  و . ارॽʵفالB  . حॽʴص  

(18 ʧȞॽلf
C عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال f ف علىʛّالʺع[ 2,2] : اورʳʺل الȞʷم في الʨسʛʺوال   

)وفȘ العلاقة :  gولʻعʛّف الʱاǼع  ) ln( ( ))g x f x ʛعة تعʨʺʳم ʚٍئʙʻع .Ȅ عǼاʱال ʅg  هي    
  

     
  

  
)معʛّف عʙʻما  gالʱاǼع  ) 0f x  ȑأ ʧع ʘʴॼال  Șافʨی ȑʚال الʳʺال

f
C  ʘʽح ʨʴʺق الʨقع فǽر xx    

[ وهʚا مʴقȘّ عʙʻما  1,2]x    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB   .  
(19  ʧȞॽلf  : العلاقة Șف وفʛّع الʺعǼاʱال( ) ln( ( ))f x g x   

  إذا تʴقI  : Șّأنّه اشʱقاقي على الʺʳال  f نقʨل عʧ الʱاǼع  

A  g قاقي علىʱاشI B gتʺاماً على ʖٌجʨمI  C  ارॽʵفي ال ʧʽʡʛʷالʧȄA وB  ًمعا D  f  ف علىʛّمعI   
  

( ) ln( ( ))f x g x   
:قلʻا أنّ الʱاǼع  Iمʨجॼاً تʺاماً على  gو ؗان Iاشʱقاॽʀاً على  gإذا ؗان   ( )f x g x   

  .  Cفالॽʵار الॽʴʸح هI   ʨاشʱقاॽʀاً على   

  
  
  
  

A  [ 2,2]  B 
] 1,2]  

C [ 1,2] D ] 1,2[  
x

y

O1
2

1 2



11 
 

 تبريرال

 تبريرال

(20 ʧȞॽلC  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵالf فʛّعلى الʺع  : ًاॼم جانʨسʛʺوال  
    ʧȞॽول

1
C  عǼاʱاني للॽʰال Ȍʵال

1
f   : العلاقةǼ ʧّ̔1الʺع

( ) ( )f x f x  
1عʙʻئʚٍ واحʙٌ مʧ الॽʵارات الآتॽة ǽʺّ̡ل الȌʵ الॽʰاني   

C   ʨه  
       

  
  
  
  

  
 
 

 
1
( ) ( )f x f x   

إنّ الʱاǼع 
1
f  ّعٌ زوجي لأنǼتا ʨه  

  
1 1
( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x      ّلأن )x x  . (  

أȑ الȌʵ الॽʰاني
1
C  عǼاʱلل

1
f  رʨʴʺة للॼʶʻالǼ ʛʣاʻʱمyy  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D  .  
0xأمّا Ǽالॼʶʻة لʛسʺه : عʙʻما    نʨȞǽ

1
( ) ( )f x f x ȑأ

1
C على ȘʰʢʻمC  ماʙʻ0عx  .  

 Ȍʵف الʚʴن ʦّثC  الʳʺعلى ال] , 0[   
  ʦنؔʺل رس ʦّث

1
C على] , 0[   ʛʽʤن ʚأخǼ

1
C  ماʙʻ0]ع, [x    رʨʴʺة غلى الॼʶʻالǼyy   . عٌ زوجيǼنه تاʨك  

   :الجبر
cosالȞʷل الأسي للعʙد  21) sin

3

i

i

 


  

A   
( )

6
1

2

i
e

  B  ( )
62

i
e

   C 
( )

62
i
e

    D   
( )

6
1

2

i
e

   
   
  

( )
6

6

cos sin 1

23 2

i i

i

i e
e

i e

 



    
 

  

   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA .  
  
  
  
  

AB

C

C

D
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(22  ʧȞॽلz  ٍʚئʙʻوم : عʙمع ʛʽاً غǽʙداً عقʙع  ʗʴǼ ٌليʽʵة تॽاد الآتʙالأع ʧم ʙٌواح ʨه  

A  2 2

1
z z z    B 

2 2

2 3

z z
z

z z




 
  C 2

z z
z i

z z





  D  4

z iz 

   
A  :2لʙʻقȘّ في الॽʵار  2

1
z z z    

2ومʻه    2 2

1
2 Re( )z z z z   ارॽʵقي . فالॽʁح ʨفهA  . ئʡخا  

:  ȘB في الॽʵارلʙʻقّ 
2 2

2 3

z z
z

z z




 
  

2

2 2

2 Im( )

3

z i
z

z



 :  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال . ʗʴǼ ّ̔ليʵت ʛʶؔقي فالॽʁوالʺقام ح ʗʴǼ ّ̔ليʵت ȌʶॼالB .  

  :  Cأمّا الॽʵار

2

2 Im( ) Im( )

2 Re( ) Re( )

z z z i z
z i i

z z z z


    


 ارॽʵفال .C  . ئʡخا  

:  Dأمّا الॽʵار 
4
z iz i z z      ارॽʵفال .D  . ئʡخا  

(23  ʧȞॽ15ل
1

5
i

z e


  1و

2

3
arg( )

5

z

z


 . ʚٍئʙʻع  

A   2

4
arg( )

3
z


   B  2

8
arg( )

15
z


  C  2

4
arg( )

3
z


  D   2

8
arg( )

15
z


 

  

  

   
1

2

3
arg( )

5

z

z


  

ومʻه 
1 2

3
arg( ) arg( )

5
z z


   

وȃالʱالي :
2

3
arg( )

15 5
z

 
  .  

 
      

2

3
arg( )

15 5
z

 
    

وȃالʱالي 
2

10
arg( )

15
z


   

ومʻه 
2

2
arg( )

3
z


   

وȃالʱالي
2

2 4
arg( ) 2

3 3
z

  
   ارॽʵفال  ʨح هॽʴʸالC  .  
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(24  : ȑʙد العقʙالع ʧȞॽ1)ل )z a b i    ʘʽح,a b   ʚٍئʙʻع .z z   ȑاوʶت  

A   2 2a b   B  2a  C  2  D   0 

  
0z z z z     ) ّلأن .z z وz z  فا . ( ʨح هॽʴʸار الॽʵلD  .  

(25  ʧȞॽلz  Șّقʴǽ ȑʙد عقʙعz i  ʧȞॽول .w : Șّقʴǽ ȑʙدٌ عقʙع( )z z i
w

z i





   

      ʧؔʱول  ȋقاʻعة الʨʺʳم( )M z  علʳي تʱالw  . ًاʱʴǼ ًاॽلʽʵت  

A    w z 
B  

 رʨʴاد  تʺّ̡ل مʙالأع
الʽʵʱلॽة الʱʴॼة 

zمʻه مʚʴوف  i   
C 

 ها  تʺّ̡لʜ ʛؗة مʛدائO 
 ʙاحʨال ȑاوʶǽ هاʛʢف قʸون

,0)مʚʴوف مʻها الʻقʢة  1) 
D  

 ي  تʺّ̡لʱعʨʺʳاع مʺʱاج
الʻقاȋ الʺʨجʨدتʧʽ في 

 ʧȄارॽʵالB وC 

  
   : AلʙʻقȘّ في الॽʵار 

( )( )( ) z z iz z i z z iz z i
w z

z i z i z i z i

    
    

   
  .  خاʡئ A. فالॽʵار 

  :  BلʙʻقȘّ في الॽʵار 
wتʵّ̔لي ʗʴǼ ومʻه :  wلʙیʻا فʛضاً   w  .  

                             
( ) ( )z z i z z i

z i z i

 
 

 
   

)وȃالʱالي :  )( ) ( )( )z z i z i z z i z i        
2ومʻه  2( ) ( )z z i z z i      

2وȃالʱالي   2( 2 1) ( 2 1)z z iz z z iz        
2ومʻه   22 2zz izz z zz izz z       .  

2وȃالʱالي :  2
z z z z z z    .  

 : ȑ2أ 2
0z z z z z z   

  
2ومʻه 

( ) ( ) 0z z z z z      
2وȃالʱالي 

( )( 1) 0z z z     
0zإمّا  z   ȑأz z  هʻوم( )M z رʨʴه  تʺّ̡ل مʻوف مʚʴة مʱʴॼة الॽلʽʵʱاد الʙالأعz i  .  
2أو 

1 0z    ȑ2أ
1z   ȑ1أz  هʻوم( )M z ها  تʺّ̡لʜ ʛؗة مʛدائO  هاʻوف مʚʴم ʙاحʨال ȑاوʶǽ هاʛʢف قʸون

,0)الʻقʢة  1)  .  
ا سȘʰ نʱʻʱʶج أنّ  ّ̋ )م )M z  اعʺʱرتʺّ̡ل اجʨʴه  مʻوف مʚʴة مʱʴॼة الॽلʽʵʱاد الʙالأعz i  يʱة الʛائʙها  مع الʜ ʛؗمO 

,0)ونʸف قʛʢها ʶǽاوȑ الʨاحʙ مʚʴوف مʻها الʻقʢة  1)   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D  .  
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2في مʨʺʳعة الأعʙاد العقǽʙة إذا ؗان  26)  3i  دʙاً للعॽɻॽȃʛراً تʚجz  دʙفإنّ للعz  ȑاوʶǽ ًاॽɻॽȃʛراً تʚج  

A    2 3i B  3 2i  C 3 2i  D  2 3i 

  
Ǽ2ʺا أنّ  3i  دʙراً للعʚجz  ّ2)2فإن 3 )z i    
2)2ومʻه  3 ) 4 12 9 5 12z i i i          

5وȃالʱالي :  12z i    .  
ʱال ʧȄرʚʳال ʙاد أحʳǽب إʨلʢʺح الॼد أصʙللع ʧʽعॽȃʛ5 12w i  .  

Ǽzفʛض  : Ȅʛʡ(1)قة x yi   دʙللع ʧʽʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳال ʙ2أح 2 2 2w i     
ʨȞॽɾ2ن      5 12z w i     

       ȑ2أ( ) 5 12x yi i    
2ومʻه       2 2 5 12x y xyi i      

2ومʻه   2 5x y    
2و  12xy   هʻ6ومx y    
 2( ) 5 12x yi i     
2وȃالʱالي  

5 12x yi i     
2ومʻه  2 25 144 169 13x y      هʻ2وم 2 13x y   

  ʻا الʺعادلات الʲلاث الآتॽة : أصॼح لʙی

 
2 2

2 2

13 (1)

5 (2)

6 (3)

x y

x y

x y

  


 
  

   

  عʺʳǼ(1) (2)و  ʙʳ22ن 18x   هʻ2وم 9x    
3xومʻه  إمّا         3أوx      
  حʛʢǼ(2) ʧ(1)م  ʙʳ22ن 8y   هʻ2وم 4y    

2yومʻه  إمّا         2أوy      
  ʧ(3)م ʙʳ6ن 0x y    هʻومx وy   . الإشارة ʝنف ʧم  

وȃالʱالي     
1

3 2z i   أو
2

3 2z i    ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB .  
wأحʙ الʚʳرʧȄ الॽȃʛʱعʧʽ للعʙد  Ǽzفʛض  : Ȅʛʡ(2)قة  a bi   نʨȞॽɾ  

        2z w a bi     

0bفي حالة       نʨȞǽ
2 2

w a w a
z i

     
 
 
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0bفي حالة       نʨȞǽ
2 2

w a w a
z i

     
 
 

  

zالʱفǼ  :ʛʽʶفʛض     x yi   : ةॽلاث الآتʲالʺعادلات ال Șّقʴʱʱف  

     
2 2

2 2

(1)

(2)

(3)
2

x y w

x y a

b
x y


  


 

  


   

      عʺʳǼ(1) (2)و  ʙʳ22نx w a   هʻ2وم

2

w a
x


   

ومʻه        
2

w a
x


  أو

2

w a
x


   

     حʛʢǼ(2) ʧ(1)م   ʙʳ22نy w a   هʻ2وم

2

w a
y


   

ومʻه        
2

w a
y


  أو

2

w a
y


   

   ʧ(3)م : ʙʳن  
2

b
x y    

0bفي حالة         نʨȞǽ
2 2

w a w a
z i

     
 
 

   

0bفي حالة       نʨȞǽ
2 2

w a w a
z i

     
 
 

  

0bفي مʲالʻا    هʻوم
2 2

w a w a
z i

     
 
 

13wلʙیʻا     5وa    

                           13 5 13 5
3 2

2 2
z i i

  
      
 
 

  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB .  

Ǽ0bʺا أنّ  : Ȅʛʡ(3)قة    ʧم ʧʽعॽȃʛʱال ʧȄرʚʳلي في الʽʵʱقي والॽʁʴي الʺʶالإشارة . فإنّ ق ʝنف  
   ʧȄارॽʵفإنّ الA وC . انʯʡخا   
ا ؗان   ّ̋ 0aول   لقةʢʺة الʺॽʁالǼ ليʽʵʱال ʦʶالق ʧم ʛʰلقة أكʢʺة الʺॽʁالǼ قيॽʁʴال ʦʶكان الق  

2لأنّ  2 0x y a     هʻ2وم 2 0x y  اليʱالȃ2و 2x y  ه وʻمx y 
   ʨح هॽʴʸار الॽʵفالB  .  

  ॽʴح . هʨ الॽʵار الw ʸالʨȞǽ ȑʚن ناتʳه هD ʨأو Bأنْ نȃّʛع الʨʳاب في الॽʵار : Ȅʛʡ(4)قة 
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)لʧؔʱ الʺعادلة   27) )E  : ةॽ2الآت 22 1 0z az a     ʘʽحa     

A   الʺعادلة( )E لها حل في ʝॽل ؗ ًاǽان أa . B  
)حلʨل الʺعادلة  )E  في  ةॽʁॽʁح ʗʶॽل  

 ولʗʶॽ مʛʱافقة.  aلأॽʀ ȑʺة ل ـِ

C 

)حلʨل الʺعادلة  )E  في  ِة لـʺॽʀ ȑة لأॽʁॽʁح ʗʶॽلa 
   D  و مʛʱافقة .

)تʳعل للʺعادلة aتʨجॽʀ ʙʺة لـِ  )E  ʙقي واحॽʁحل ح
  على الأقل   

  
2 22 1 0z az a     ʘʽحa    

  خاʡئ . Aلا ʧȞʺǽ أن تʨؔن مʽʴʱʶلة الʴل فالॽʵار C: الʺعادلة مʧ الʙرجة الʲانॽة فيAلʙʻقȘّ في الॽʵار  
  : نلاحȎ أنّ الʺعادلة الʺعʢاة هي معادلة مʧ الʙرجة الʲانॽة Ǽأمʲال حॽʁॽʁة BلʙʻقȘّ في الॽʵار  

0حلʨلها لʗʶॽ حॽʁॽʁة في حال             ارॽʵافقة . فالʛʱن مʨؔʱس ʚٍئʙʻع ʧؔولB  . ئʡخا  
  لا بʙّ مʧ إʳǽاد  B: حʖʶ مʻاقʷة الॽʵارCلʙʻقȘّ في الॽʵار  

                              2 2(2 ) 4(1)( 1) 4 0a a        
)فʴلʨل الʺعادلة                          )E  في  ةॽʁॽʁح ʗʶॽة لـِ لʺॽʀ ȑلأa  . افقةʛʱو م  

  صॽʴح . Cفالॽʵار                         
ا ؗانD  ʗأمّا الॽʵار ّ̋ 0: ل   ةʺॽʀ ʗاً ؗانǽأa ح ȑللʺعادلة أ ʝॽقي .فلॽʁار ل حॽʵفالD . ئʡخا  

5إنّ الʺعادلة  28) 32 3 2z z z i     لها  

A   
أرȃعة حلʨل عقǽʙة 

  B  وحل حॽʁقي 
حلان حॽʁॽʁان و 
  خʺʶة حلʨل عقǽʙة   C  ثلاثة حلʨل عقǽʙة 

D   
أرȃعة حلʨل حॽʁॽʁة 

ȑʙوحل عق 

  
لʻفʛض جʙلاً أنّ الʺعادلة الʺعʢاة لها حل حॽʁقي فإذا عʨضʻاه في الʛʢف الأʛʶǽ مʧ الʺعادلة الʱي أمʲالها أǽʹاً حॽʁॽʁة 

 ȑاوʶǽ ل أنʽʴʱʶʺال ʧʺ2فi ض اʛاً.فالفॽʁॽʁحلاً ح ʥوضة لا تʺلʛئ والʺعادلة الʺفʡلي خاʙʳل  
  .   Cخاʯʡة . فالॽʵار الॽʴʸح هD  ʨو Bو Aفالॽʵارات  

(29 ȑʙد العقʙالع ʧȞॽل
20

1 3

1

i
z

i

  
  

  فإنّ  

A  102z   B  102z i  C  92 (1 3)z i   D  
92 (1 3)z i  

  

  
20

1 3

1

i
z

i

  
   

 ʙّه لابʳاد ناتʳǽا إʻم ʖلʡ إذا ʛʽʰؗ عاً إلى أسʨفʛوم ȑʛʰʳل الȞʷالǼ ًاȃʨʱȞم ȑʙد عقʙع ȑأنّ أ ʦنعل ʧʴن )

  ( ʥمّ̒ا ذل ʖلʢǽ ʦل ʨى لʱي أو الأسي حʲلʲʺل الȞʷله للʨّʴأوّلاً أن ن  
31  نلاحȎ أنّ  3 2

i
i e



    
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41 و     2
i

i e



    

وȃالʱالي   
73 ( )

3 4 12

4

1 3 2
2 2

1
2

i
i i

i

i e
e e

i
e


  








  


  

     

20
7 140

20 1012 12
1 3

( 2 ) 2 ( )
1

i ii
z e e

i

     
  

  

35وȃالʱالي    5 5
( 2 )

10 10 10 103 3 3 32 ( ) 2 ( ) 2 2
i i i i

z e e e e
    

     
     10 91 3

2 ( ) 2 (1 3)
2 2

z i i    ارॽʵفالC . حॽʴʸار الॽʵال ʨه  
إذا ؗان  30)

2

7
i
e



   : 2 4S       3و 5 6T      .  
2إذا علʺʗَ أنّ  3 4 5 61 0              .ʦئ هʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح     

A  S T   B 1S T    C 2S T   D  
S وT  راʚهʺا ج

2الʺعادلة  2 0z z   
  
  

  هʺا جʚرا معادلة مʧ الʙرجة الʲانॽة : Tو Sخاʡئ لأنّه لʨ ؗان  Dصʧʽʴॽʴ ؗان الॽʵار Cو Bإذا ؗان الॽʵاران 
2كانʗ الʺعادلة مʧ الȞʷل :  ( ) 0z S T z S T     لȞʷال ʧم ȑ2:  أ 2 0z z   ح اॼʸॽɾارॽʵلD . ئʡخا  

  خاʡئ حʱʺاً . Dأو Cأو B:على الأقل  فʨاحʙٌ مʧ الॽʵارات
  :  BلʙʻقȘّ في الॽʵار

2 4 3 5 6 1S T                ّ2لأن 3 4 5 61 0             هʻوم  
2 3 4 5 6 1            ارॽʵفال .B حॽʴص  .  

  :  BلʙʻقȘّ في الॽʵار
2 4 3 5 6( ) ( )S T             .  

4 6 7 5 7 8 7 9 10S T                    .  
4ومʻه  6 5 7 7 2 7 31 1 1S T                    

4وȃالʱالي :  6 5 2 31 1 1S T                  
2 3 4 5 6

0

1 1 1 2S T                 .  

  هʨ الॽʵار الʵاʡئ وهʨ الʖʳǽ ȑʚ أنْ نʱʵاره .  Dالॽʴʸح  . وȃالʱالي الॽʵار  Cفالॽʵار
  :  Aالॽʵار  اأمّ 

3 5 6 3 5 6( )T              

Ǽʺا أنّ 
2

7 1
i
e



     ّ1فإن


  .  

 لاحȎ أنّ :ȃʺو 
2

7 7 27( ) 1
i

ie e


     
ʙʳ7:  ن 7 7

4 2

3 5 6 3 5 6

1 1 1
T S

     
     

           ارॽʵفال .A  . حॽʴص  
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   الأشعة :

(31 ( 1,0,1)u   و( 11,6, 1)v  
  3)و, 2,1)w 

   

A  u
  وv  ًاॽʢان خʢॼتʛم  B v

 وw  ًاॽʢان خʢॼتʛم  C  3 2 0v w u  
   D  

uالأشعة 
  وv وw 

 غʛʽ مʛتʢॼة خॽʢاً 
  
  
  

u: نلاحȎ أنّ الʷعاعA ʧʽلʙʻقȘّ في الॽʵار
 وv  ) ةॼاسʻʱم ʛʽاتهʺا غॼ ʛؗاً  لأنّ مॽʢخ ʧʽʢॼتʛم ʛʽ1غ 0

11 6





 ( 

  خاʡئ . Aفالॽʵار          

vنلاحȎ أنّ الʷعاعB :  ʧʽلʙʻقȘّ في الॽʵار
 وw  ) ةॼاسʻʱم ʛʽاتهʺا غॼ ʛؗاً  لأنّ مॽʢخ ʧʽʢॼتʛم ʛʽ3غ 2

11 6





 ( 

  خاʡئ .  Bفالॽʵار    
C :  3لʙʻقȘّ في الॽʵار 2 0v w u  

     

  
11 3 1 0

3 2 6 3 2 2 0 0

1 1 1 0

v w u

        
       

             
              

     

  صॽʴح . Cفالॽʵار   
3صॽʴح أʡ :C  ȑالʺا الॽʵار Dأمّا الॽʵار  2 0v w u  

   الأشعة ʗؗان u وv وw  ًاॽʢة خʢॼتʛم   
    خاʡئ .  Dفالॽʵار    

  

(32 ABCDEFGH ʖعȞم:  O  فʸʱʻم[ ]AB  وO   فʸʱʻم[ ]DH   
1تʴقّقان :  Nو Mلʻقʱʢانوا   

4
AM AH
 

1و  

4
BN BD
 

]مʸʱʻف  Iو   ]MN .  

3إذا علʺʗَ أنّ    1

4 4
MN AB AE 
  

  
  
  
  

  
  

ا ؗان: AلʙʻقȘّ في الॽʵار ّ̋ ل
3 1

4 4
MN AB AE 
  

 
  

MNكانʗ الأشعة 


ABو 


AEو 


 ʦॽʁʱʶʺاً فالॽʢة خʢॼتʛم( )MN  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )ABE ارॽʵفال .A  . ئʡخا  
  خاʯʡاً . Bفإذا ؗان صʴॽʴاً ؗان الॽʵار B: حʘʽ أقʛب للʴʸة مʧ الॽʵار ॽʵCارلʙʻقȘّ أولاً في ال

2OI ON OM 
  

   
2OIومʻه  OB BN OA AM   

    
   

          1 1
2

4 4
OI BD AH 
  

  

A    ʦॽʁʱʶʺال( )MN  ȑʨʱʶʺع الʢقǽ( )ABE  B   انʺॽʁʱʶʺال( )OO  و( )MN   الفانʵʱم 
C ȋقاʻالO وO وI  ةʙقامةٍ واحʱتقع على اس D ʦॽʁʱʶʺال( )EA  ȑʨʱʶʺال ȑازʨی( )HIC .  

I
A B

CD

E

GH

F

O

N

M

O ¢
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1 1
(1)

8 8
OI BD AH     
  

  

  : Ȑʛجهةٍ أخ ʧم  
           2O I ON OM   

  
  

2Oومʻه :    I O D DN OH HM     
    

 
         2O I O D DN O H HM     

    
  

2Oوȃالʱالي :     I DN HM  
  

      
            3 3

2
4 4

O I BD AH   
  

  

           3 3
(2)

8 8
O I BD AH       
  

  

  ʧأنّ  (2)و  (1)م ʙʳ3نO I OI  
 

OI. فالʷعاعان   


Oو   I


  مʛتʢॼان خॽʢاً .  
   ȋقاʻفالO وI وO ارॽʵة . فالʙقامةٍ واحʱتقع على اس ʨح هॽʴʸالC  .  
): ॼʸॽɾح خاʯʡاً وضʨحاً . لأنّ الʺB ʧʽʺॽʁʱʶأمّا الॽʵار  )OO و( )MN  عان فيʡقاʱمI   .  
)مʧ الʨاضح أنّ الʺD:   ʦॽʁʱʶأمّا الॽʵار  )GC  ȑʨʱʶʺع الʢقǽ( )HIC فيC  هȄازʨʺف( )EA  ًاʹǽعه أʢقǽ  

  خاʡئ أǽʹاً .  Dفالॽʵار   
(33 ABCDEFGH  فهʛل حʨʡ ʖعȞمعلʺاً  2م ʛʱʵʻ1. ول 1 1

( ; , , )
2 2 2

D DA DC DH
  

   
]ʧ دوران الʹلع عمʨʺʳعة نقȌ الفʛاغ الʱي تʱʻج  معادلة ]BF  لʽʢʱʶʺال ʧمBFHD لʨح( )DH هي  

  
  
  
  

  
]مʨʺʳعة نقȌ الفʛاغ الʱي تʱʻج عʧ دوران الʹلع  ]BF  لʽʢʱʶʺال ʧمBFHD  ʨلح( )DH  

)مʨʴرها  أسʨʢانة تʺّ̡ل ; )O k
  تهاʙقاع ʛʢف قʸ2ون 2R BD    

2فʺعادلʱها مʧ الȞʷل :  2 8x y  0 و 2z   ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A .  
(34 ʝانʳʱم ʦٍفي معل( ; , , )O i j k

   : انʱʢقʻا الʻیʙ2)ل, 1,3)A   .B(1,0,3)و -
  تʴقّقها واحʙة مʧ العلاقات : M(0,1,3)إنّ إحʙاثॽات الʻقʢة     
A 0MA MB+ =

    B MA MB=
 

  C MA MB AB- =
  

 D 2 0BM AM- =
    

  
  

A  :0MAلʙʻقȘّ في الॽʵار MB+ =
  

MAومʻه    MB=-
 

]مʸʱʻف  Mوهʚا ǽعʻي أنّ   ]AB   
]ولʧؔ مʸʱʻف  ]AB  ةʢقʻال ʨ3ه 1

( , , 3)
2 2

M


 ارॽʵفال .A  ئʡخا .  

B : MAلʙʻقȘّ في الॽʵار MB=
 

ȞǽAافئ أنّ   B ارॽʵض . فالʛالف ʠاقʻا یʚوهB  . ئʡخا  
  

A   2 2 8x y   0و 2z   B  2 2 2x y   0و 2z      
C 

2 2 22 0x y z    0و 2z   D 
2 2 2x y   0و 1z   

A B

C
D

E

GH

F
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 Șّقʙʻار فيلॽʵالC   :MA MB AB- =
  

ȞǽBAافئ   AB=
 

 ʵفال . ʠاقʻا تʚاروهॽC . ئʡخا  
 ʨح هॽʴʸار الॽʵج أنّ الʱʻʱʶن Șʰمʺا سD  .  

: ʨه ʥذل ʧم Șّقʴʱ2 وال 0BM AM- =
  

Ȟǽ2BMافئ .   AM=
 

]مʸʱʻف  Bهʚا Ȟǽافئ أنّ   ]AM   
]فإذا أوجʙنا مʸʱʻف      ]AM  ʙʳ(1,0,3)ن B=   .  
(35  ʝانʳʱم ʦٍب إلى معلʨʶʻʺاغ الʛفي الف( ; , , )O i j k

   اʻیʙلAوB تانʜایʺʱان مʱʢنق .  
  : ʦئ هʟة خاॻارات الآتॻʳال ʥم ʗٌواح  ȋقاʻعة الʨʺʳمM  : ةॽاواة الآتʶʺال Șّقʴي تʱال  

A   
 MA MB  تʺّ̡ل

الʺȑʨʱʶ الʺʨʴرȑ للقʢعة 
]الʺॽʁʱʶʺة  ]AB  .  

B 

MB AB  تʺّ̡ل
ʜها  ʛؗة مʛكB 

 .ABونʸف قʛʢها
C  

MA MB
 

تʺّ̡ل نقʢة  
وحʙʽة مʸʱʻف القʢعة 

]الʺॽʁʱʶʺة  ]AB .   
D  

MB AB
 

تʺّ̡ل  
Mنقʢة وحʙʽة  A   

  
   

  صॽʴح .  A: مʧ تعʅȄʛ الʺȑʨʱʶ الʺʨʴرȑ للقʢعة الʺॽʁʱʶʺة نʙʳ أنّ الॽʵار AلʙʻقȘّ في الॽʵار 
  صॽʴح . B: مʧ تعʅȄʛ الʛؔة نʙʳ أنّ الॽʵار BلʙʻقȘّ في الॽʵار 

C : MAلʙʻقȘّ في الॽʵار MB
 

ȞǽAافئ أنّ   B ʠاقʻا تʚف وه ȋقاʻعة الʨʺʳʺMعةʨʺʳتʺّ̡ل م  ȋقاʻال ʧة مॽخال  
  خاʡئ . وهʨ الॽʵار الʨحʙʽ الʖʳǽ ȑʚ أنْ نʱʵاره .  Cفالॽʵار    

D  :MBأمّا الॽʵار AB
 

M تʺّ̡ل نقʢة وحʙʽة  A ارॽʵفال .D  حॽʴص .  
(36  ʦٍب لʺعلʨʶʻʺاغ الʛفي الف( ; , , )O i j k

   : ȋقاʻال ʧؔʱ3)ل, 0,0)A (1,1,0)وB  (0,2,1)وC ةʢقʻو الI  فʸʱʻم[ ]BC  
3OMتʴقȘّ الʺʶاواة :  M والʻقʢة OA OB OC  

   
  ʚٍئʙʻة عॻات الآتǺالإجا ʥم ʗٌئواحʟخا ʦه  

A   ( )M ABC B 

 ȋقاʻالA وI وM 
 Cتقع على اسʱقامةٍ واحʙة 

  
  یʨجʙ عʙدان حॽّʁॽʁان

x وy : قّقانʴǽ  
OA xOB yOC 
  

    

D 
Aʜ ʛؗهي م  ʘلʲʺثقل ال

MBC  

  
  
  

3: لʙیʻا  AلʙʻقȘّ في الॽʵار 3OM OM MA OM MB OM MC     
      

  
3MAوȃالʱالي :  MB MC 

  
   

1ومʻه  1

3 3
MA MB MC 
  

MAفالأشعة  


MBو 


MCو 


  ȋقاʻاً فالॽʢة خʢॼتʛمM وA وB وC  
)تقع في مʨٍʱʶ واحʙ ومʻه )M ABCارॽʵفال .A  . حॽʴص  

Ȅʛʡةʢقʻات الॽاثʙأوّلاً إح ʙجʨة : نॽقة ثانM :اةʢة الʺعॽɺعاʷالعلاقة ال ʧم ʙʽفʱʶʻ3فOM OA OB OC   
   

   
(3)3)ومʻه  (1) (0), 3(0) (1) (2), 3(0) (0) (1))M         

,8)وȃالʱالي    3, 1)M    
 ʧʽʽقॽʁح ʧدیʙع ʧع ʘʴॼن ʦّثx  وy  قّقانʴǽMA xMB yMC 

  
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5 7 8

3 4 5

1 1 2

x y

       
     

      
     
     

  

                       
5 7 8

3 4 5

1 2

x y

x y

x y

     
   

    
      

  

                        
7 8 5 (1)

4 5 3 (2)

2 1 (3)

x y

x y

x y

   


 
  

  

 ʧʽʱالʺعادل ʚأخʻ4:  {2,3}ل 5 3 (2)

2 1 (3)

x y

x y

  
  

  

)Ǽالعʙد  (3)لʛʹʻب الʺعادلة   4)  ʙʳʻ4ف 5 3 (2)

4 8 4 (3)

x y

x y

  
   

  

Ǽ3الʳʺع :  1y    هʻ1وم

3
y   ض فيʨّ(3)نع  : ʙʳʻ2ف

1
3

x     هʻ1وم

3
x   .  

1فʙʳʻ :  (1)نʴʱقǼ ȘّالʱعʠȄʨ في الʺعادلة 1 15
7( ) 8( ) 5

3 3 3


      قّقةʴم  

1ومʻه  1

3 3
MA MB MC 
  

MAفالأشعة  


MBو 


MCو 


  ȋقاʻاً فالॽʢة خʢॼتʛمM وA وB وC  
)تقع في مʨٍʱʶ واحʙ ومʻه )M ABC ارॽʵفال .A . حॽʴص  

   yو  xمʧ أجل الأتʺʱة : لإثॼات أنّ ثلاثة أشعة مʛتʢॼة خॽʢاً أم لا دون الʘʴॼ عʧ العʙدیȄʛʡ ʧقة ثالʲة: 
لʧؔʱ الأشعة : 

1 1 1
( , , )u x y z
 و

2 2 2
( , , )v x y z
  و

3 3 3
( , , )w x y z
 ل إنّ الأشعةʨنقu

 وv وw ًاॽʢة خʢॼتʛم   
  إذا تʴقȘّ الȋʛʷ الآتي : 

                                       1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

u v w u v

x x x x x

y y y y y

z z z z z

   

  

  
إذا تʴقȘّ أنّ 

2 1 3 1 3 21 2 3 2 3 1 2 13 2 31
0xx y z x y z y z x y z y zx z xy     أنّ الأشعةǼ اʻقلu

 وv وw. ًاॽʢة خʢॼتʛم 
أمّا إذا ؗان  

2 1 3 1 3 21 2 3 2 3 1 2 13 2 31
0xx y z x y z y z x y z y zx z xy     أنّ الأشعةǼ اʻقلu

 وv وwʛʽاً  غॽʢة خʢॼتʛم.  
  :  لʻعʨد إلى مʲالʻا

                                  5 7 8 5 7

3 4 5 3 4

1 1 2 1 1

MA MB MC MA MB

    

    

  

  
           ( 7)(3)(2) ( 5)(5)(1) (( 5)(4)(2) ( 7)(5 8)(4)(1)

42 25 32 9

)(1) ( 8)(3)(1)

40 5 4 9 9 03 2 9

         
     


 

  

 

 
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MAفالأشعة 


MBو 


MCو 


  ȋقاʻاً فالॽʢة خʢॼتʛمM وA وB وCهʻوم ʙواح ʨٍʱʶتقع في م( )M ABC .  
  صॽʴح . Aفالॽʵار 

1: وجʙنا أنّ  Bأمّا الॽʵار 
( )

3
MA MB MC 
  

   
  ʗا ؗان ّ̋ ]مʸʱʻف  Iول ]BC   2ؗانMB MC MI 

  
  

2ومʻه        

3
MA MI
 

MAفالʷعاعان  


MIو 


  مʛتʢॼان خॽʢاً . 
 ȋقاʻفالA وI وM  ارॽʵة . فالʙقامةٍ واحʱتقع على اسB  . حॽʴص  

)تقع في الʺO  ȑʨʱʶو Bو A: نلاحȎ أنّ الʻقاC  ȋلʙʻقȘّ في الॽʵار  )Oxy  ȋقاʻال ʥات تلॽاثʙإح ʧن ؗل مʨك  
 Șّقʴ0تz   ةʢقʻأمّا الC  ȑاوʶǽ راقʺها ʘʽح ʨح لها علॼة 1فأصʢقʻفال .C لا تقع في ال ȑʨʱʶʺ( )Oxy   

 ȋقاʻفالO وA وB وC  فالأشعة ʙواح ʨٍʱʶلا تقع في مOA


OBو 


OCو 


  لʗʶॽ مʛتʢॼة خॽʢاً  . 
ʴǽOAقّقان : yو xیʨجʙ عʙدان حॽّʁॽʁانوȃالʱالي لا  xOB yOC 

  
  .   

  خاʡئ وهʨ الॽʵار الʖʳǽ ȑʚ أنْ نʱʵاره .  Cفالॽʵار 
  . Bثانॽة بʻفʝ الأسلʨب الȑʚ ناقʻʷا ॽɾه الȄʛʢقة الʲانॽة في الॽʵار ملاحʤة : نॽʢʱʶع الʴل ȄʛʢǼقة

2: وجʙنا أنّ Dأمّا الॽʵار

3
MA MI
 

   

      2

3
MA MI
 

ʜ ثقل الʺʲلA ʘوȃالʱالي   ʛؗهي مMBC  . ارॽʵفالD حॽʴص  .  
,Ȅʛʡ(8قة ثانॽة : لʙیʻا  3, 1)M   (1,1,0)وB  (0,2,1)وC   

     : ʘلʲʺثقل ال ʜ ʛؗات مॽاثʙن إحʨقان Șّhʢʻل
8 1 0 3 1 2 1 0 1

( , , )
3 3 3

          
                      (3, 0, 0) A  هʻومAʘلʲʺثقل ال ʜ ʛؗهي مMBC .    

(37  ʝانʳʱم ʦٍب إلى معلʨʶʻʺاغ الʛفي الف( ; , , )O i j k
    

)الʱي تʳعل مʨʺʳعة الʻقاॽʀk ȋʺة العʙد الॽʁʴقي      , , )M x y z : اواةʶʺال Șّقʴي تʱال  
       2 2 2 2 4 6 0x y z x z k        : ة هيʙʽة وحʢتʺّ̡ل نق  
A    2  B    1   C 0  D        
  
  

                  2 2 2 2 4 6 0x y z x z k         
                 2 2 2( 2 1) 1 ( 4 4) 4 6 0x x y z z k            

2ومʻه               2 2( 1) ( 2) 1 0x y z k        
                     2 2 2( 1) ( 2) 1x y z k        

1تʺّ̡ل نقʢة وحʙʽة عʙʻما         0k    
1kومʻه              ل فيʴلة الʽʴʱʶم  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .D  .  

0kتʺّ̡ل مʨʺʳعة خالॽة مʧ الʻقاȋ أǽاً تʧؔ  على فʛؔة الʺعادلة دوماً         .  
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(38 ʝانʳʱم ʦٍب لʺعلʨʶʻʺاغ الʛفي الف( ; , , )O i j k
  انʱʢقʻال ʧؔʱل

  
(1,2, 1)A ).  B(3,0,1)و - , , )M x y zʱʻي إلى تʺ

]الʺȑʨʱʶ الʺʨʴرȑ للقʢعة الʺॽʁʱʶʺة  ]AB  : إذا ؗان Ȍ1إذا وفق 0x my nz+ + - = 

A  1m = 1nو - =  B  0m 1nو  = = -  C 1m 1nو  = = D 1m = 1nو - = -  
  
  
  

]نʧʴ نعلʦ أنّ مʸʱʻف القʢعة الʺॽʁʱʶʺة  ]AB  (2,1,0)وهي  ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺي إلى الʺʱʻة  تʺॽʁʱʶʺعة الʢللق[ ]AB    
2فهي تʴقȘّ معادلʱه ومʻه :  0 1 0m+ + - =   

1mوȃالʱالي  =   خاʯʡان . Cو B. أمّا الॽʵاران Bوأ Aفالॽʵار الॽʴʸح إمّا  -
    ( , , )M x y z ةʺॽʁʱʶʺعة الʢللق ȑرʨʴʺال ȑʨʱʶʺي إلى الʺʱʻت[ ]AB  : إذا ؗان Ȍإذا وفقMA MB   

2ومʻه        2MA MB  
   

2 2 2 3 2 2( 1) ( 2) ( 1) ( 3) ( 1)x y z x y z            
2ومʻه :     2 2 2 2 22 1 4 4 2 1 6 9 2 1x x y y z z x x y z z                 

        4 4 4 4 0x y z      
1وȃالʱالي     0x y z     هʻ1ومm = 1nو - =  ʨح هॽʴʸار الॽʵفال .A  .  

(39  ʦॽʁʱʶʺال ʧȞॽلd  ةʢقʻالǼ ʛʺǽ ȑʚ3)ال, 1,1)A   ههʽجʨ1)وشعاع ت, 0, 2)u    
dالʺʦॽʁʱʶ و              ةʢقʻالǼ ʛʺǽ ȑʚ3)ال, 3, 1)B    ههʽجʨ2,1)وشعاع ت, 3)v 

   
4حʘʽ تʴʱقȘّ العلاقة :  2AB u v 

  اتॽاثʙإح ʚٍئʙʻع .I ʧʽʺॽʁʱʶʺع الʡة تقاʢنقd وd    : هي  

A  (7,1, 7)I   B  ( 7,1, 7)I    C ( 7, 1,7)I    D (7, 1, 7)I    
  

 ʗا ؗان ّ̋ dو dنقʢة تقاʡع الʺI ʧʽʺॽʁʱʶل   عاعانʷؗان ال .AI


  مʛتʧʽʢॼ خॽʢاً .  uو 
ʴǽ(1)قȘّ ال  : ȋʛʷومʻه یʨجʙ عʙد حॽʁقي AI u       

   
IBالʷعاعان  كان و


ʴǽ(2)قȘّ ال  : ȋʛʷمʛتʧʽʢॼ خॽʢاً . ومʻه یʨجʙ عʙد حॽʁقي  vو  IB u       

    
AI:  (2)و ʳǼ(1)ʺع  IB u v   

     
AB ومʻه :             u v  

   
4ولʙیʻا فʛضاً         2AB u v 

    
      : ʙʳقة نǼاʢʺالǼ4  2و   .  

4AIومʻه :  (1)نعʨّض في  u
   ضʛفǼ( , , )I x y z  ʙʳن  

        
3 1

1 4 0

1 2

x

y

z

   
   

    
       
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3 4

1 0

1 8

x

y

z

   
   

    
       

  

  وȃالʱالي :

   
3 4 7

1 0 1

1 8 7

x x

y y

z z

    


    
      

   

,7)وȃالʱالي  1, 7)I   .  ʨح هॽʴʸار الॽʵفالD   .  
(40ABCDEFGH ʖعȞم .M وN وP وQ  : Șّقʴ1ت

4
HQ HG
 

1و  

3
AN AE
 

1و  

8
DP DC
 

   
]مʸʱʻف  Mو ]AD  ًمعلʺا ʛʱʵʻول .( ; , , )A AB AD AE

  
  .  

  
  
  

  
  : : لʴʻاول أنّ نʵʱّ̔ل الʛسA ʦلʙʻقȘّ في الॽʵار  

  صॽʴح .  Aفالॽʵار 
  أمّا الॽʵارات الॼاॽʀة : 

  بʻفʝ الأسلʨب سʙʳʻ أنّ الʛʢف الأʧʺǽ مʧ ؗل مʶاواة 
EQلا ʶǽاوȑ الʷعاع 


  حʱʺاً .  
  أمّ الʴل ȞʷǼل تفʽʸلي :

(0,0,1)E  1و
( ,1,1)
4

Q  هʻ1وم
( ,1, 0)
4

EQ


   
1

(0,0, )
3

N  1و
( ,1, 0)
8

P  هʻ1وم 1
( ,1, )
8 3

NP 


   
1

(0,0, )
3

N  1و
(0, , 0)

2
M  هʻ1وم 1

(0, , )
2 3

NM 


   

1نلاحȎ أنّ  2 2 1
2 2 ( ,2, ) (0,1, ) ( ,1, 0)

4 3 3 4
NP NM EQ

 
    

  
 

 ʨح هॽʴʸار الॽʵفالA  .  
  

  ..................................................جȃʨة ....................................................انʱهʗ الأ
  

A   2 2EQ NP NM 
  

  B  2 2EQ NP NM 
  

  
C   2EQ NP NM 

  
 D EQ NP NM 

  
 

A B

C
D

E

GH

F

N
M

P

Q

A B

C
D

E

GH

F

N
M

P

Q
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