
 

 نهايات والاشتقاق بار ال ثانوي علمي                                         اخت ثالث

 الاسم: ..............................                                                                                                                                         

 ( 10درجة: لكل سؤال  50)         اختر الإجابة الصحيحة لكل مما يأتي وانقلها إلى ورقة إجابتك: أولاً: 

𝒈(𝒙)وفق:   ℝليكن التابع المعرف على  -1 =
𝟏

𝟑+𝟐𝐬𝐢𝐧𝒙
 محدودة: 𝒈فإن   

(A [𝟏 , 𝟐] (B [−𝟏 , 𝟏] (C [
𝟏

𝟓
, 𝟏] (D [

𝟏

𝟑
, 𝟏] 

2-     𝒇   𝟎]معرف على المجال , 𝒇(𝒙)وفق:  ]𝟐 = 𝑬(𝒙) + 𝟐𝒙   إن عبارة𝒇(𝒙)   مستقلة عن𝑬(𝒙) :تعطى 

(A 𝒇(𝒙) = [
   𝟐𝒙        ; 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[

𝟐𝒙 + 𝟐     ; 𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐[  
 (B 𝒇(𝒙) = [

   𝟐𝒙        ; 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[

𝟐𝒙 + 𝟏     ; 𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐[  
 

(C 𝒇(𝒙) = [
𝟐𝒙 + 𝟐        ; 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[   

     𝟐𝒙          ; 𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐[  
 (D 𝒇(𝒙) = [

   𝟐𝒙 + 𝟏        ; 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[     

     𝟐𝒙           ; 𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐[  
 

𝒇(𝒙)التابع المعرف وفق:   𝒇ليكن    -3 =
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙+

√𝟐

𝟐

𝒙+
𝝅

𝟖

𝒂عند    𝒇نهاية     = −
𝝅

𝟖
 

(A −√𝟐 (B √𝟐 (C √𝟐

𝟐
 (D −

√𝟐

𝟐
 

𝒈(𝒙)وفق:   ℝليكن التابع المعرف على    -4 =
𝟏

𝟑+𝟐𝐬𝐢𝐧𝒙
 محدودة: 𝒈فإن   

(A [𝟏 , 𝟐] (B [−𝟏 , 𝟏] (C [
𝟏

𝟓
, 𝟏] (D [

𝟏

𝟑
, 𝟏] 

𝒇(𝒙)ليكن التابع المعرف وفق:    -5 =
𝟏+𝐬𝐢𝐧𝒙

𝟐+𝐜𝐨𝐬𝒙
 إحدى الخواص محققة:  

(A 
 𝒇   غير اشتقاقي على

ℝ  
(B  𝒇   اشتقاقي علىℝ  (C  𝒇   اشتقاقي علىℝ∗  (D 

 𝒇   اشتقاقي على

, 𝟎[المجال  +∞[ 

 (  45درجة: لكل سؤال  90)            :  ن يتيالآ سؤالين الحل   ثانياً: 

𝒇(𝒙)للتابع   𝒏من المرتبة  تق شأثبت أن الم ول: السؤال الأ = 𝐜𝐨𝐬 𝒙   يعطى بالشكل𝒇(𝒏)(𝒙) = (−𝟏)𝒏 𝐜𝐨𝐬 (
𝒏𝝅

𝟐
− 𝒙) . 

𝒇(𝒙)التابع  ليكن  السؤال الثاني:  = 𝒙𝟑 + 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 عيّن العددين ،𝒂   و𝒃   كي يقبل التابع𝒇   𝟏)قيمة حديّة في النقطة, 𝟎)  .  

 درجة(   60)    حل التمرين الآتي:ثالثاً: 

𝒇   التابع المعرف علىℝ وفق     𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
  , 𝒇(𝟎) = 𝒙في حالة     𝟎 ≠  المطلوب:  𝟎

𝒙اشتقاقي عند   𝒇أثبت أن     (1 = 𝟎 . 

 ℝعلى  𝒇′(𝒙)احسب     (2

𝐥𝐢𝐦جد   (3
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

 ة(  درج 100)     تية:حل المسألة الآرابعاً: 

𝒇(𝒙)بالعلاقة   ℝ\{𝟑}المعرفّ على  𝒇الخط البياني للتابع   𝑪ليكن  =
𝒙𝟐−𝟓𝒙+𝟕

𝒙−𝟑
 والمطلوب:   

 .  𝒇ة للتابع ، حدد القيم الحديونظم جدولاً بها 𝒇ادرس تغيرات   (1

𝒇(𝒙)التي تحقق   𝒄و   𝒃و   𝒂  عيّن الأعداد الحقيقية (2 = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄

𝒙−𝟑
  . 

 مائلاً اكتب معادلته وادرس وضعه النسبي.  يقبل مقارباً  𝑪أثبت أن   (3

 .  𝑪ثم ارسم    𝑪ارسم ما وجدته من مقاربات  (4

𝒙𝟐عدد حلول المعادلة   𝒎ناقش تبعاً لقيم الوسيط   (5 − (𝒎+ 𝟓)𝒙 + 𝟑𝒎+ 𝟕 = 𝟎  . 



 

 نموذج حل ال

 ولاً:  أ

1 
𝟐−نعلم أن    ≤ 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ≤ 𝟐    

نضرب  ب ـ 𝟐

⇐      −𝟏 ≤ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ≤ 𝟏                                 

𝟏       𝟑نضيف   ≥
𝟏

𝟑+𝟐𝐬𝐢𝐧 𝒙
≥

𝟏

𝟓
     

  نقلب  

⇐    𝟏 ≤ 𝟑 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ≤ 𝟓                        

 (𝑪)الجواب   

2 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[ ⟹ 𝑬(𝒙) = 𝟎 ⟹ 𝒇(𝒙) = 𝟎 + 𝟐𝒙 = 𝟐𝒙 
𝒙 ∈ [𝟏 , 𝟐[ ⟹ 𝑬(𝒙) = 𝟏 ⟹ 𝒇(𝒙) = 𝟏 + 𝟐𝒙  

 (𝑩)الجواب  

3 
𝐥𝐢𝐦
𝒙→−

𝝅
𝟖

𝒈(𝒙) − 𝒈(−
𝝅
𝟖)

𝒙 +
𝝅
𝟖

⟹ 𝒈(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 ⟹ 𝒈′(𝒙) = 𝟐𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)  

𝒈′ (−
𝝅

𝟖
) = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟒
) = √𝟐  

 (𝑩)الجواب  

4 
𝟐−نعلم أن    ≤ 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ≤ 𝟐    

نضرب  ب ـ 𝟐

⇐      −𝟏 ≤ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ≤ 𝟏                                 

𝟏       𝟑نضيف   ≥
𝟏

𝟑+𝟐𝐬𝐢𝐧 𝒙
≥

𝟏

𝟓
     

  نقلب  

⇐    𝟏 ≤ 𝟑 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 ≤ 𝟓                        

 (𝑪)الجواب   

5 𝟐 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ≠ 𝟎 ⟹ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ≠ −𝟐 

ℝ اشتقاقي في على 𝒇 ⟸   مستحيلة  الحل

 (𝑩)الجواب  

 ثانياً:  

 السؤال الأول:  

:𝑬(𝒏)ضية  نفرض الق 𝒇(𝒏)(𝒙) = (−𝟏)𝒏 𝐜𝐨𝐬 (
𝒏𝝅

𝟐
− 𝒙)    

𝒏من أجل  𝑬(𝟏)نثبت صحة العلاقة   - = 𝟏:  𝒇(𝟏)(𝒙) = (−𝟏)𝟏 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) = −𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝒇′(𝒙)   .محققة 

𝒏: 𝒇(𝒏)(𝒙)من أجل   𝑬(𝒏)نفرض صحة العلاقة   - = (−𝟏)𝒏 𝐜𝐨𝐬 (
𝒏𝝅

𝟐
− 𝒙)   .محققة 

𝑬(𝒏نثبت صحة العلاقة   - + 𝒏من أجل  (𝟏 + 𝟏  : 

𝒇(𝒏+𝟏)(𝒙) = (−𝟏)𝒏+𝟏 𝐜𝐨𝐬 (
(𝒏 + 𝟏)𝛑

𝟐
− 𝐱) = (−𝟏)𝒏+𝟏 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟐
+
𝒏𝝅

𝟐
− 𝒙) = (−𝟏)𝒏+𝟐 𝐬𝐢𝐧 (

𝒏𝝅

𝟐
− 𝒙) 

𝒇(𝒏+𝟏)(𝒙) = (𝒇(𝒏)(𝒙))
′

= ((−𝟏)𝒏 𝐜𝐨𝐬 (
𝒏𝝅

𝟐
− 𝒙))

′

= (−𝟏)𝒏 (−𝐬𝐢𝐧 (
𝒏𝝅

𝟐
− 𝒙) (−𝟏)) = (−𝟏)𝒏+𝟐 𝐬𝐢𝐧 (

𝒏𝝅

𝟐
− 𝒙) 

𝒏ققة من أجل  قة محالعلا +  .  𝒏فهي محققة أياً كان العدد الطبيعي  𝟏

 لسؤال الثاني:  ا

𝒇(𝒙)للتابع   = 𝒙𝟑 + 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙    𝟏)قيمة حديّة عند النقطة,  أي أن:   (𝟎

𝒇(𝟏) = 𝟏 + 𝒂 + 𝒃 = 𝟎 ∶ 𝒇(𝟏) = 𝒂…(𝟏)أي أن    𝟎 + 𝒃 = −𝟏   

𝒇′(𝟏)و   = 𝒇′(𝒙): لدينا   𝟎 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒂𝒙 + 𝒃   وبالتالي𝒇′(𝒙) = 𝟑 + 𝟐𝒂 + 𝒃 = 𝟐𝒂…(𝟐)أي أن   𝟎 + 𝒃 = −𝟑   

𝒂نجد   (𝟐)و   (𝟏)بطرح العلاقتين   = 𝒃نجد   (𝟏)وبالتعويض في   𝟐− = 𝟏   

 



 

 ثالثاً:  

𝟏)   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙𝟐. 𝐬𝐢𝐧
𝟏
𝒙

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎
𝒙. 𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙
= 𝟎. 𝐬𝐢𝐧∞ 

 تحتاج إحاطة 

𝒙ويجب اختبار   < 𝟎 , 𝒙 > 𝟎 

 نعلم أن:  

−𝟏 ≤ 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
≤ 𝟏 (∗) 

𝒙نضرب بـ   > 𝟎 

−𝒙 ≤ 𝒙. 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
≤ 𝒙 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

−𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙 = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦(:  1حسب مبرهنة الإحاطة )
𝒙→𝟎+

𝒙. 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
= 𝟎 

 

𝒙بـ   (∗)نضرب                       < 𝟎 

−𝒙 ≥ 𝒙. 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
≥ 𝒙 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

−𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝒙 = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦(:  1حسب مبرهنة الإحاطة )
𝒙→𝟎

𝒙. 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
= 𝟎 

𝐥𝐢𝐦وبالتالي:  
𝒙→𝟎

𝒙. 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
= 𝟎 

 اشتقاقي عند الصفر.  𝒇والتابع  

 𝟐) 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙. 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
+ (−

𝟏

𝒙𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
) 𝒙𝟐 

= 𝟐𝒙. 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
− 𝐜𝐨𝐬

𝟏

𝒙
 

𝟑) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙𝟐. 𝐬𝐢𝐧
𝟏

𝒙
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

 𝒙 (
𝐬𝐢𝐧

𝟏
𝒙

𝟏
𝒙

) = +∞(𝟏) = +∞   

 رابعاً:  

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟕

𝒙 − 𝟑
𝑫𝒇  و   = ℝ\{𝟑} = ]−∞, 𝟑[ ∪ ]𝟑,+∞[ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = −∞ 𝐥𝐢𝐦    و    
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = +∞                                                         (𝟏 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑−

𝒇(𝒙) = −∞ 𝐥𝐢𝐦    و    
𝒙→𝟑+

𝒇(𝒙) = +∞  

𝒙 =  ∞±  مقارب شاقولي عند  𝟑

𝒇′(𝒙) =
(𝟐𝒙 − 𝟓)(𝒙 − 𝟑) − (𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟕)

(𝒙 − 𝟑)𝟐
=
𝟐𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟓𝒙 + 𝟏𝟓 − 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟕

(𝒙 − 𝟑)𝟐
=
𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟖

(𝒙 − 𝟑)𝟐
 

 𝒇′(𝒙) = 𝒙𝟐أي أن   𝟎 − 𝟔𝒙 + 𝟖 = 𝒙)كافئ  وي 𝟎 − 𝟒)(𝒙 − 𝟐) = 𝟎   

𝒙إما   = 𝒇(𝟐)فيكون   𝟐 = −𝟏  

𝒙أو   = 𝒇(𝟒)فيكون  𝟒 = 𝟑   

+∞  𝟒   𝟑   𝟐  −∞ 𝒙 

 + 𝟎 −   − 𝟎 +  𝒇′(𝒙) 

+∞ ↗ 𝟑 ↘ +∞ −∞ ↘ −𝟏 ↗ −∞ 𝒇(𝒙) 

𝒇(𝟐) =  حدية كبرى قيمة   𝟏−

𝒇(𝟒) =  ى قيمة حدية صغر 𝟑



 

 نجد:   لإقليدية( باستخدام القسمة ا2

 
       𝒙 − 𝟐  

 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟕   𝒙 − 𝟑 

−𝒙𝟐 ± 𝟑𝒙   

−𝟐𝒙 + 𝟕         

±𝟐𝒙 ∓ 𝟔         

 

      𝟏  

  

𝒇(𝒙)يكتب بالشكل   𝒇وبالتالي فإن     = 𝒙 − 𝟐 +
𝟏

𝒙−𝟑
  

𝒂حيث      = 𝒃و   𝟏 = 𝒄و    𝟐− = 𝟏 

 

3    )𝐥𝐢𝐦
𝒙→±

(𝒇(𝒙) − 𝒚∆) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

(𝒙 − 𝟐 +
𝟏

𝒙−𝟑
− (𝒙 − 𝟐)) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→±

𝟏

𝒙−𝟑
= 𝟎                  

∶∆وبالتالي المستقيم   𝒚 = 𝒙 −  .  ∞±في جوار    𝒇ل للخط البياني للتابع  مقارب مائ 𝟐

𝒇(𝒙): ندرس إشارة الفرق   الوضع النسبي − 𝒚∆ =
𝟏

𝒙−𝟑
 

𝑪عندما  ∶ 𝒙 >   ∆فوق المقارب   𝟑

𝑪عندما  ∶ 𝒙 <   ∆تحت المقارب   𝟑

  


