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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة

 اية متتالية وقواعد حساا.  -

 .المتتاليات المطردة، وتقارب المحدودة منها، مبرهنة فايرشتراس -

 .تتاليات المتجاورة: إثبات التجاور واستخلاص النتائجالم -

  تطبيقات على دراسة بعض المتتاليات المعرفة تدريجياً. -
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  119صفحة   تَدربْ 

  

)1 المتتالية � )n nu 1معرفة وفق  ≤
nu

n n
= نعلم أن .lim 0

n nu→∞
يحقق  0n. جد عدداً طبيعياً =

3 3] 10 ,10 [nu
− −∈ <عند كل  − 0n n.   

3حدود المتتالية موجبة فالشرط   3] 10 ,10 [nu
− −∈  يكُافئ  −

3

1 1

10n n
6أو > 310 n<  ًوأخيرا

100n 0. إذن باختيار < 100n 0nحيث   nuنضمن أنّ جميع الحدود  = n>  تقع في المجال
  المطلوب.

 

)2 المتتالية � )n nu 3وفق معرفة  ≤ 1

1n

n
u

n

+
=

−
يجعل  0nعدداً طبيعياً جد  .3وتساوي نهايتها  

2.98,3.02nu
 ∈   كل  عندn  0أكبر تماماً منn.  

  

]2.98,3.02[ھنا الشرط  
n
u 2.98يعني     ∋ 3.02

n
u< 0.02  أو > 3 0.02

n
u− < −   . ولكن>

4
3

1nu
n

− =
−

   

3nuإذن  0.02مقدار موجب، و تتحققّ المتراجحة  − 3 0.02
n
u− < −   إذا وفقط إذا كان  >

4 2

1 100n
<

−
  

200وهذا يكافئ  1n< 201أو  − n< 0اخترنا . فإذا 201n   تحقق المطلوب. ≤
)1 المتتالية � )n nu nuمعرفة وفق  ≤ n n= ّنعلم أن .lim

n nu→∞
=   0nعدداً طبيعياً جد  .∞+

610nuيجعل    .0nأكبر تماماً من  nكل  عند <
  

610الشرط  
n
u 610n   يكافئ < n 3أي   < 1210n 410nأو  < 0اخترنا فإذا . < 10000n ≥ 

  تحقق المطلوب.

)0احسب نهاية كل من المتتاليتين  � )n nx )0و ≤ )n ny 3حيث   ≤

2

n

n n
x 10و   =

(10.1)

n

n n
y =.  

3المتتالية   

2

n

n n
u nالشكل متتالية هندسية من   =

n
u q=  1.5حيث 1q =  ى إلىتسع فهي <

 تماماً من الواحد. أكبرها اسسأ لأن  ∞+

10المتتالية بالمثل 

(10.1)

n

n n
u nمتتالية هندسية من الشكل   =

n
u q=  1حيث

1.01
q فهي تسعى إلى  =

1يحقق ها سلأن  أسا 0 1q− < <. 
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1ليكن  � 1q− < )0، ولنعرّف المتتالية > )n nu 21بالعلاقة  ≤ n
nu q q q= + + + . أعط ⋯+

limواستنتج قيمة  nuصيغة أخرى تفيد في حساب  n
n

S u
→∞

=.  

  إذن. 1وحدها الأوّل  qأساسها  هذا مجموع متتالية هندسية 
11 1

1 1 1

n
n

n

q q
u q

q q q

+−
= = − ×

− − −
  

limولكن   0n

n
q

→∞
1لأنّ  = 1q− < 1، ومن ثمّ >

lim
1n

n
S u

q→∞
= =

−
  

)0نتأمّل المتتاليتين  � )n nx )0و ≤ )n ny   ن وفق: يمعرفتال ≤

0 3x = ،1

1
2

3n nx x+ = 3n     و    − ny x= +.  

.a )0أثبت أن المتتاليةَ � )n ny   هندسية. ≤

.b   .nبدلالة  nxثمny  احسب  �
.a 0nنضع � nS y y= + 0nو  ⋯+ nS x x′ = + +⋯.  
.a nSو  nSمن  احسب كلاًّ  �   .nبدلالة  ′
.b )0استنتج نهاية كل من المتتاليتين  � )n nS )0و  ≤ )n nS ≥

′.  
  نحسب � 

1 1

1
2

1 1
3 3 ( 3)

3 33nn nn ny xx x y++ = + = + = + =−  

)0فالمتتالية  )n ny 1هندسية أساسها  ≤

3
0وحدها الأوّل   0 3 6y x= + 6إذن  .=

3
n n
y ، ومن ثمّ =

6
3

3
n n
x = −.  

0nنضع  � nS y y= + 0nو  ⋯+ nS x x′ = +   ، فيكون⋯+
( )

1
1
3

0 1 1 1
3

16 6 6 1 3
6 9 1 9
13 3 3 3 3

n

n n n n
S

+

+

−  = + + + = = − = −  −
⋯  

  و
0 0 1

0

( 3) ( 3) ( 3)

3
3( 1) 3 3 3 6

3

n n n

n n n

S x x y y y

y y n S n n

′ = + + = − + − + + −

= + + − + = − − = − + −

⋯ ⋯

⋯
  

  إذن
3

lim lim 9 9
3

n nn n
S

→+∞ →+∞

  = − =   
3و     

lim lim 3 6
3

n nn n
S n

→+∞ →+∞

 ′ = − + − = −   
∞  
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)0 نتأمّل متتالية 	 )n nu 1n، معرّفة وفق العلاقة التدريجية ≤ nu au b+ = 0uو + s=.  
.a 1aنفترض أنّ  � )0نّ ، تيقّن أ= )n nu بدلالة  nuفي هذه الحالة، واحسب  متتالية حسابية ≤

n وb وs  .في هذه الحالة  
.a 1aهنا نفترض أنّ  � xالحل الوحيد للمعادلة  ℓ. ونضع ≠ ax b= +.  
.a )0نعرّف  � )n nt nبالعلاقة  ≤ nv t= − ℓ ّ0. برهن أن( )n nt   متتالية هندسية. ≤
.b   في هذه الحالة. sو aو bو nبدلالة  ntاستنتج صيغة   �
.c 1برهن أنّه في حالة  � 1a− < )0تتقارب المتتالية  > )n nu  aو b، واحسب نهايتها بدلالة ≤

  .sو
   

1nة حسابية في هذه الحالة لأنّ واضح هنا أنّ المتتالي � nu u b+ − فحدّها  .nأياً كانت قيمة  =
0uالأوّل  s=  وأساسهاb  إذنnu s bn=   . nأياً كان  +

1aلأنّ  � xللمعادلة  ≠ ax b= حل وحيد هو   +
1

b

a
=

−
ℓ.  تعريفاً لديناa b= +ℓ ℓ  ومن

1nجهة أخرى  nu au b+ =   فإذا طرحنا الأولى من الثانية وجدنا +
1 ( )n n nau a uu a+ − − = −=ℓ ℓ ℓ  

1nأو  nt at+ )فالمتتالية  = )
0n n

t
≥

nالمعرّفة بالصيغة   nt u= − ℓ  متتالية هندسية أساسهاa  وحدها
0الأوّل  0 st u= − = −ℓ ℓعي . إذن، مهما كان العدد الطبيn  كان  

( )
1

n n
n

b
t s s a

a
a

 = − = −   − 
ℓ  

1 في حالة  1a− < 0limلدينا  >
n

na
→∞

0limومن ثمّ   =
n

nt
→∞

n. ولكن = nu t= +ℓ إذن  

lim
1n

nu
b

a→∞
=

−
  

 
  232323231111        صفحة تَدربْ 

)1 المتتالية � )n nu cos(2معرفة وفق  ≤ )
n

n
u

n
=.  تحق 1ق أن 1

nu
n n

− <  وذلك أياً يكن، >

1n )1، ثم استنتج نهاية ≤ )n nu ≥.  
  سهل ومتروك للقارئ.الإحاطة. تطبيق مباشر على مبرهنة  
)1 المتتالية � )n nu 1 بالصيغةمعرفة  ≤ cosnu n n= + 2nnق أن حق ت .− u n≤ ≤ وذلك أياً ، +
1n يكن )1ثم استنتج نهاية ، ≤ )n nu ≥.  

  سهل ومتروك للقارئ.الإحاطة. تطبيق مباشر على مبرهنة  
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)1فيما يأتي احسب نهاية المتتالية  � )n nu   في حال وجودها: ≤

2 2

2 2 2

2

2

2

1 5 3 2 3

1 3 5 3 1
2 3 2 4 5 3 7

4 1 2( 1) 1

4 3 2 1 10 3

1 3 5 1

1 2 2 1
sin cos
2 1 3 1 3 1

n n n

n n n

n n n

n n n

n n
u n u u

n n n

n n n n n n
u u u

n n n n

n n n
u u u

n n n

n n n
u u u

n n n

π π

− +
= − = =

+ − −
− + + − +

= + = =
+ + + +

− − −
= = =

+ + +
   + −  = = =     + + +   
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( )2

2

2
2

2

2 1! 2 1

2 3

2 5 2
2 1 2

1 3 9 1 1
2 2

1 5

n

n n n

n n n

n n n

nn
u u n n n u

n n
n n n n n

u u u n n
n n n

n n n
u u u n

n nn

+ −−
= = + − − =

!
+

= = − = − −
+ + +

 + − +  = = = + −  +  +
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  ا<جابات: 

5 2

3 3
3

5
2

2 0

1
1

2
2

1 0
3

0 0

0 0

+

+ −

+

− +

+

∞

∞+

∞

∞

∞

∞
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2 ��
في حالة المتتالية  1

2nu n n n= + −   نكتب −
2 21

2

2 21
2

( ) 1

4 4 2
n

n n n
u

n n n n n n

+ − + −
= =

+ + + + + +
  

0limوالبسط ثابتٌ. إذن  ∞+المقام يسعى إلى 
n

nu
→∞

=.  

  


وفي حالة �� ! 2
n

n
u

n

−
=

!
2نلاحظ أنّ  

1
!nu
n

− 2إذن  = 2
0 1

!nu
n n

≤ − = ولأنّ  >

0lim
2

n n→∞
1liاستنتجنا أنّ  = ) 0m ( n

n
u

→∞
− 1limأو =

n
nu

→∞
=.  

  

    الحل
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2 ��
في حالة و  1
2 2nu n
n

  = + −   
  نلاحظ أنّ  

( ) ( )1

1 1 1 1
2 2

43 22 2
n

n nnn
+ − = ≥

+
≥

+ +
  

إذن 
4n

n
u ، ولأنّ ≤

4
lim
n

n

→∞
= limاستنتجنا أنّ  ∞+ n

n
u

→∞
= +∞.  

  

 
  128  صفحةصفحةصفحةصفحة تَدربْ تَدربْ تَدربْ تَدربْ 

)0في كل من الحالات الآتية، مثلْ هندسياً الحدود الأولى من المتتالية  � )n nu  اطردها، ثم خمنْ جهة ≤
  ونهايتها المحتملة.إذا كانت مطّردة 

0 2u = 1و  �
1

3
2n nu u+ = −.  

0 1u = 1و  �
1

2n nu u+ = −.  

0 1u = 1و  � 2n nu u+ = +.  

  تمرين بسيط ومتروك للقارئ. 
)1 المتتاليةتأمّل  � )n nu 2فة وفق معرّ ال ≤

10
5nu
n

=  ،6 ،0: يهاالأعداد الآتية راجحٌ عل أي بيّن  .−

  ؟ 5 ،4.99999
راجحان على   5و 6هنا العددان  .يكون عددٌ راجحاً على متتالية إذا كان أكبر من جميع حدودها 

1( )n nu 10000nرا جحين عليها لأنّه إذا اخترنا  4.99999و  0في حين لا يكون العددان  ≤ مثلاً  =
10000كان  4.9999999u   .4.99999و  0وهو أكبر من كلا العددين  =

  

)0 المتتاليةتأمّل  � )n nu فة وفق معرّ ال ≤
2

2

1

1
n

n n
u

n n

+ +
=

− +
.  1أثبت أن 3nu≤ العدد  ن، أياً يك≥

  .n الطبيعي
  

  في الحقيقة 
2

2

2 2

2

1 2
1 1 0

1 ( 1)1
1 2( 1)

3 3
1 ( 1)

 
1

0

n

n

n n n
u

n nn n

n n n
u

n nn n

+ +
− = − = ≥

+ −− +
+ + −

− = −
+ −− +

≥=

  

1ومنه يكون  3
n
u≤   .n، أياً كانت ≥

    الحل
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)2فيما يأتي أعطِ متتاليتين  � )n nt )2و ≤ )n ns )2، تختلفان عن ≤ )n nu وتحقّقان  ≤
n n nt u s≤ 2nأياً يكن  ≥ ≥.  

2

5 1 2

1 1
4 7 2 3

1 ( 1)( 2)
1

2
2

n n

n n

n n

n n
u u

n n

n n n
u u

n n n

u u n
n

+ +
= =

+ +
− + −

= =
− − +

= = +
+

� �

� �


 �

  

  هنا المطلوب أمثلة، ولا يوجد حلول وحيدة 

2 2 2

2 2

1 1
5 5 1

6
1 1

2 3 2 3 2

( 2) ( 1)( 2) 1

4 4 7 7

1 1
2

1 1
1

2

n n nt u s

n n n

n n n
n n

n n
n n

n n n n n

n n n n n

n n n
n n n

n n

≤ ≤

+ +
≤ ≤

+ +
+

≤ ≤
+ +
− −

≤ ≤
+ − + −

− − + +
≤ ≤

− −
≤ + ≤

≤ ≤
+

�

�

�

�

�




  

)1فيما يأتي، بيّن إذا كانت المتتالية  � )n nu   محدودة، أو محدودة من الأعلى، أو من الأدنى. ≤

2

2

2 22

2

2 2

1 1
1 sin

2

1 1

1 11
2

1 3 2
2 3
1

( 1) cos
1

n n n

n n n

n n n

n
n n n

u u u n
n n

n n
u u u

n nn

u n n u n u
n

u n u n n u n
n

= = + =
+

−
= = =

+ ++
−

= + − = − =
+

= − × = + = +
+

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � 	

�� �� �


  

  
1 محدودة لأنّ  �� si 1nn− ≤ 1nأياً كانت  ≥ ≥.  

محدودة لأنّ  ��
2

1
1 21
n

≤ + 1nأياً كانت  ≥ ≥.   

1محدودة لأنّ  ��
0

2
1

n
≤

+
1nأياً كانت  ≥ ≥.  

محدودة لأنّ  ��
2 2

1

1

1
0

n
≤≤

+
1nأياً كانت   ≥.  
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محدودة لأنّ  ��
2

0
1
1

n

n
≤

+
1nأياً كانت  ≥ ≥. 

محدودة لأنّ  ��
2

2
1

1
0

1

n

n

−

+
1nأياً كانت  ≥≥ ≥. 

2محدودة لأنّ  	�
1

2
0

3n

−
− ≤

+
1nأياً كانت  ≥ ≥.  

3محدودة من الأدنى فقط لأنّ  �� 2 2n − ≥ 1nأياً كانت  − ، ولكنها غير محدودة من ≤
limالأعلى لأنّ  ( 3 2)

n
n

→∞
− = +∞.  

  وغير محدودة من الأعلى. −1محدودة من الأدنى بالعدد  ��
��
  وغير محدودة من الأعلى. 0محدودة من الأدنى بالعدد  
  وغير محدودة من الأعلى. 0محدودة من الأدنى بالعدد  ���
 محدودة من الأدنى وغير محدودة من الأعلى.غير ���

)1لتكن المتتالية  � )n nu   : المعرّفة بالصيغة ≤

2 3 4

1 2 3 4

3 3 3 3 3
n n

n
u = + + + + +⋯  

2nn، أنّ nأثبت بالتدريج على العدد  �   .nمهما كان العدد الطبيعي  ≥
)1استنتج مما سبق عنصراً راجحاً على المتتالية  � )n nu ≥.  

 �  
)لتكن  • )E n  2الخاصةn n≥. 
02وضوحاً لأنّ  تانمحقق E(1)و E(0) تانالخاص • 12و ≤0 1≥ . 

)لنفترض صحة  • )E n  1في حالة عددn 12 . عندئذ≤ 2 2 2 1n n n n+ = × ≥ ≥ +  
)ة فالخاص 1)E n 2nمحققة أيضاً، فنكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  + n≥  أياً كانتn.   

  نجد ل 2kفي بسط كل كسر بالقوة  kبالاستفادة مما سبق نستبدل كل عدد  �

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2

3 3 3 3 3
2

:
3

1 2
2 1 2

1 3

n n

n

n

n

nn

n
u

q q q q q q

q
q

q

= + + + + +

≤ + + + + +

= + + + + + =

   −   = = − ≤    −    

⋯

⋯

⋯
  

   .2فالمتتالية محدودة من الأعلى بالعدد 
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  132  صفحةصفحةصفحةصفحة تَدربْ تَدربْ تَدربْ تَدربْ 

  

)0 لتكن � )n nt )0و ≤ )n ns 1معرفتان وفق المتتاليتان ال ≤

2 4nt
n

= −
+

1و 

1ns
n

=
+

 هماأثبت أن .

 نهايتهما المشتركة. عيّنمتجاورتان ثم  

  
1nهذا تطبيق مباشر على التعريف. يمكن مثلاً حساب إشارة الفرقين  nt t+ 1nو − ns s+ ثمُّ تعيين  −

)نهاية  )n n ns t− نجد .lim lim 0n n
n n
t s

→∞ →∞
= =.  

)0 لتكن � )n nt )0و ≤ )n ns 1معرفتان وفق المتتاليتان ال ≤
n

n
t

n

−
و =

2

1
1ns
n

=  هماأثبت أنّ  .+

 نهايتهما المشتركة. عيّنمتجاورتان ثم  

  
1nهذا تطبيق مباشر على التعريف. يمكن مثلاً حساب إشارة الفرقين  nt t+ 1nو − ns s+ ثمُّ تعيين  −

)نهاية  )n n ns t− نجد .lim lim 1n n
n n
t s

→∞ →∞
= =.  

)1 في كل من الحالات الآتية، تبينْ إن كانت المتتاليتان � )n nx )1و ≤ )n ny   متجاورتين أم لا. ≤

2 2 2

2

1 1 1 1
,

4 1 2 2
1 1 1 1 1 1

,
1 2 2 1 2 1
1 1 1 1
, 1

2 3
1 1

2 , 2

n n n

n n

n n n

n n

y x x
n n n n

y x
n n n n n n

y x x
n n

y x
nn

= + = + + +
+ +

= + + + = + + +
+ + + −

= + = + + + +

= + = −

⋯

⋯ ⋯

⋯

�

�

�

�

  

  
  هنا  �

1

1 1 1

1 2 2
1 1 1 1 1

2 3 2 2 1 2 2

n

n

x
n n n

x
n n n n n

+

= + + +
+ +

= + + + + +
+ + + +

⋯

⋯

  

  إذن

1

1 1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 1 2 1 2 2 (2 1)(2 2)n nx x
n n n n n n n

+ − = + − = − = >
+ + + + + + +

  

)1فالمتتالية  )n nx   متزايدة. ≤
  

    الحل

    الحل

    الحل
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  ونجد

1 1

1 1 1 1

4( 1) 4 (2 1)(2 2) 2 (2 2)
1 1 1 1

0
2 2 2 1 2 4 ( 1)(2 1)

n n n ny y x x
n n n n n n

n n n n n n

+ +− = − + − = −
+ + + +

 = − = − < + + + + 

  

)1فالمتتالية  )n ny   متناقصة. ≤

1وأخيراً 

4n ny x
n

− )، إذن = )lim 0n n
n

y x
→∞

− )1. فالمتتاليتان = )n nx )1و ≤ )n ny   متجاورتان. ≤

  هنا �

1

1 1 1
...

1 2 1
1 1 1 1 1

...
1 1 2 1 2 2 1

n

n

x
n n n

x
n n n n n

+

= + + +
+ −

= + + + + +
+ + − +

  

  إذن

1

1 1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 1 2 2 (2 1)n nx x
n n n n n n n

+ − = + − = − = − <
+ + +

  

)1فالمتتالية  )n nx   .متناقصة ≤
  وكذلك

1

1 1 1

1 2 2
1 1 1 1 1

2 3 2 2 1 2 2

n

n

y
n n n

y
n n n n n

+

= + + +
+ +

= + + + + +
+ + + +

⋯

⋯

  

  إذن

1

1 1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 1 2 1 2 2 (2 2)(2 1)n ny y
n n n n n n n

+ − = + − = − = >
+ + + + + + +

  

)1فالمتتالية  )n ny   .متزايدة ≤

1وأخيراً 

2n nx y
n

− )إذن  ،= )lim 0n n
n

x y
→∞

− )1. فالمتتاليتان = )n nx )1و ≤ )n ny   متجاورتان. ≤

1 هنا � 2

1

( 1)
n nx x

n
+ − =

+
)1والمتتالية   )n nx   أيضاً  ونجد متزايدة. ≤

1 1 2 2

1 1 1 1 1
0

1 ( 1)( 1) ( 1)
n n n ny y x x

n n n nn n n
+ +− = − + − = − = − <

+ ++ +
  

)1فالمتتالية  )n ny 1متناقصة. وأخيراً  ≤
n ny x

n
− )، إذن = )lim 0n n

n
y x

→∞
− . فالمتتاليتان =

1( )n nx )1و ≤ )n ny   متجاورتان. ≤
  بسيط ومتروك للقارئ.�
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 أنشطة

1 تمثيلٌ هندسي لمتتالية من النمط  ( )n nu f u=++++  

  المبدأ �

في معلمٍ  fهو الخط البياني لتابعٍ  Cفي الشكل المجاور، 
ع العدد الحقيقي  0متجانس. نوضu  على محور الفواصل، ثم

، نرمز إلى Cني على الخط البيا0uذات الفاصلة  0Aالنقطة 
1فيكون  1uبالرمز  0Aترتيب  0( )u f u=.  

ع  1نوضu  على محور الفواصل بالاستفادة من المستقيم∆ 
yدلته الذي معا x= ،1u  هي فاصلة نقطة تقاطع∆ 

1yوالمستقيم الذي معادلته  u=.  

2فيكون  2u، بالرمز 1uصلتها ، التي فاCمن الخط  1Aنرمز إلى ترتيب النقطة  1( )u f u= ع نوض .
2u  ة كما في السابق. ونتابع بهذا لتعيين القيم المتوالي ∆على محور الفواصل بالاستفادة من المستقيم

)0للمتتالية  )n nu 1المعرّفة بالعلاقة التدريجية  ≤ ( )n nu f u+ =.  

  تمرين �

)0في كل من الحالات الآتية، مثلْ الحدود الأولى للمتتالية  )n nu المشار إليها، ثم خمنْ جهة تغيرها  ≤
  ونهايتها المحتملة.

2
1 0 1 0

2
1 0 1 0

2
1 0 1 0

1, 1 2 1, 1

1
, 1 1, 0
2

1
, 1 , 1

n n n n

n n n
n

n n n n
n

u u u u u u

u u u u u
u

u u u u u u
u

+ +

+ +

+ +

= − = = − =

= = = − =
+

= = = + =

� �

� �

� �

   

  

   1متتالية ثابتة. وهي تسعى إلى  �
 2بدءاً من الدليل  −1الحدود ذات الدليل الفردي تساوي الصفر والحدود ذات الدليل الزوجي تساوي  �
1أي  3 2 1 0mu u u += = = 2و ⋯= 4 2 1mu u u= = = =   . وهي إذن غير متقاربة.⋯−
  ي أ −1الحدود ذات الدليل الزوجي تساوي الصفر والحدود ذات الدليل الفردي تساوي  �

0 2 2 0mu u u= = = 1و ⋯= 3 2 1 1mu u u += = = = −⋯.  
 وهي إذن غير متقاربة.

    الحل

 1 نشاط

0
A

1
A

2
A

x

y

O

∆

C

0
u

1
u

1
u

2
u

2
u

3
u

3
u
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نلاحظ من الشكل أنّ متتالية الحدود ذات الدليل الزوجي تتناقص، ومتتالية الحدود ذات الدليل الفردي  �
معادلة لل الموجب (لأن جميع حدود المتتالية موجبة) حلالالذي هو  ℓتتزايد، وأنّ المتتالية تتقارب من 

( )f x x= 2أي 2 1 0x x+ − 2ومنه   = 1= −ℓ. 

  

2الخلاصة: إذا وضعنا   1= −ℓ ّ2 ، فإننا نلاحظ أن 2 2n nu u+≤ ≤ℓ 2و 1 2 1n nu u− +≤ ≤ ℓ  ًأيا
limوأنّ  nكانت قيمة  2 1n

n
u

→∞
= −.  

  : هنا لا يُطلب من الطالب إثبات أي شيء، بل ملاحظة الرسم، للتنبؤ بالخواص.ملاحظة
. في الحقيقة، لو تقاربت من عدد ∞+أنّ المتتالية متزايدة تماماً وتسعى إلى نلاحظ من الشكل  �

1لوجب أن يحقق المعادلة  ℓموجب تماماً 
= +ℓ ℓ

ℓ
  وهذا تناقض. 

 

  الطالب إثبات أي شيء، بل ملاحظة الرسم، للتنبؤ بالخواص. : نؤكد هنا لا يُطلب منملاحظة
 .1هنا نلاحظ أنّ المتتالية ثابتة وتسعى من ثمّ إلى  �

1
x

x x+֏

y x=

0u 1u 2u 3u

0
u

1

1
u

2
u

3
u

ւց

1

2
x

x +
֏

y x=
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  تطبيق �

)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0المعرّفة تدريجياً بالشرطين  ≤ 2u 1و =

1

2
n

n
n

u
u

u
+ = . استعمل الطريقة +

  السابقة لتجيب عن الأسئلة الأتية :
  أتكون المتتالية  مطّردة ؟ أتكون محدودة من الأدنى ؟ أتكون متقاربة ؟ �  

  ن.برهن صحة النتائج التي توصلتَ إليها إن أمك �

 

)0نلاحظ من الشكل أنّ المتتالية  � )n nu متناقصة تماماً  ≤
، وأنها تسعى إلى العدد 2ومحدودة من الأدنى بالعدد 

2.  
)لنعرّف  � )E n  12الخاصة n nu u+< <.  
1نلاحظ أنّ  • 1.5u محققة لأنّ  E(0)إذن إنّ  =

2 1.5 2< <. 
)لنفترض أنّ  • )E n ق التابع محقّقة. ولنلاحظ أنّ مشت

]المعرّف على  2, 1بالصيغة   ∞+]
( )

2

x
f x

x
= + 

[ المفتوح موجب تماماً على المجال 2, ، فهو ∞+]
]متزايدٌ تماماً على المجال  2, ، ومن ثَمّ نستنتج ∞+]

12من المتراجحة  n nu u+< )1 أنّ  > 2) ( ) ( )n nf f u f u+<  المتراجحة وهذه تُكافئ، >

2 12 n nu u+ +< )، فالخاصة > 1)E n محققة. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ المتتالية متناقصة  +
ويحقق المساواة  2أكبر أو يساوي  ℓ. فهي إذن متقاربة من عدد 2ومحدودة من الأدنى بالعدد 

( )f=ℓ ℓ 2. وهذان الشرطان يقتضيان أن يكون=ℓ 0. أي إنّ المتتالية( )n nu متناقصة تماماً  ≤
  .2ومتقاربة من العدد 

  الطريقة البابليّة، وقد كانت معروفة للبابليين. 2: تسمى هذه الطريقة في حساب العدد ملاحظة

  حجم مجسم قطع مكافئ دوراني  
f:2في الشكل نجد الخط البياني للتابع  x x֏2يسمى قطعاً مكافئاً معادلته  ، الذيy x= وهو ،

]من المجال  xالموافق لقيم  Cمتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب كما تعلم. نهتم بالجزء  2,2]−.  
مجسم القطع في الفراغ دورةً كاملة حول محور التراتيب، نحصل على مجسم نسميه  Cعندما يدور 

  . المكافئ الدوراني

 2 نشاط

    الحل

1
2
x

x
x +֏

y x=

0u1u
2
u
ր

2, 2( )
ց
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حجم هذا المجسّم، في مثل هذه الحالات وفي غياب أية طرائق أخرى نسعى إلى  Vنهدف إلى حساب 
بمقادير معلومة ويمكننا حسابها، وفي الوقت نفسه تحصر المقدار  Vجهول، وهو هنا حصر المقدار الم

المجهول بالدقة التي نريد. لنوضّح المقصود: نحن نعرف كيف نحسب حجم أسطوانة، لنرجع الأمر إلى 
  حساب مجموع حجوم أسطوانات.

ولنفترض أننا حاولنا . 2بيعياً أكبر تماماً من عدداً ط nليكن 

1nملء المجسّم بـ  4أسطوانة ارتفاع كلّ منها  −

n
بالطبع (، 

 nتطعنا وضع المجسّم داخل ، وأننا اس)ستبقى بعض الفراغات

4أسطوانة ارتفاع كل منها 

n
  أيضاً، كما في الشكل المجاور. 

إلى مجموع حجوم الأسطوانات الخارجية،  nVلنرمز بالرمز 
  وم الأسطوانات الداخلية.إلى مجموع حج nvوبالرمز 

  برهن أنّ  �

( )
2

16
1 2 ( 1)nV n n

n

π

= + + + − )و    ⋯+ )
2

16
1 2 ( 1)nv n

n

π

= + + + −⋯  

)0برهن أنّ المتتاليتين  � )n nV )0و ≤ )n nv   أي حجم المجسم المطلوب. Vمتقاربتان، واستنتج قيمة  ≤

  
4أسطوانة ارتفاع كل منها  nمن النص نجد أنه تم وضع المجسم داخل 

h
n

ارتفاع تم تقسيم  ،=

,0]المجسم    بواسطة النقاط nإلى  جزءاً متساوياً  nإلى  [4

0 1 20 4k nx x x xx = < < < < < < =⋯ ⋯  
1xحيث  h= ،2 2x h= وهكذا ،kx kh=  ً4وأخيراnx nh= =.  
  اسطوانة خارجية: nهناك 

1xفحجمها  1xونصف قطر قاعدتها  hيساوي  1ارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليل  • hπ. 

    الحل

O 212− 1−

4

C

x

y

2
y x=

O

4
n

1

2

3

1n−

n
4



 

  16  

2xفحجمها  2xونصف قطر قاعدتها  hيساوي  2ارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليل  • hπ. 
 وهكذا... •
kxفحجمها  kxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  kارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليل  • hπ. 
nxفحجمها  nxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  nوارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليل  • hπ. 

  مجموع حجوم الاسطوانات الخارجية يساوي وهكذا نجد أنّ 
( ) 2
1 2 (1 2 )n nV h x x x h nπ π= + + + = + + +⋯ ⋯  

h/4وهي الصيغة المطلوبة لأنّ  n=وكذلك .  
1nهناك    اسطوانة داخلية: −

1xفحجمها  1xونصف قطر قاعدتها  hيساوي  1ارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليل  • hπ. 
2xفحجمها  2xونصف قطر قاعدتها  hيساوي  2ارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليل  • hπ. 
 وهكذا... •
kxفحجمها  kxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  kارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليل  • hπ. 
1nوارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليل  • 1nxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  − فحجمها  −

1nx hπ −. 
  وهكذا نجد أنّ مجموع حجوم الاسطوانات الداخلية يساوي

( ) 2
1 2 1 (1 2 ( 1))n nv h x x x h nπ π−= + + + = + + + −⋯ ⋯  

h/4وهي الصيغة المطلوبة لأنّ  n=.  
  نعرف مجموع متتالية حسابية. إذن �

( 1)
1 2 ( 1)

2

n n
n

−
+ + + − )و    ⋯= 1)

1 2
2

n n
n

+
+ + + =⋯  

1ومنه 
8n

n
V

n
π

 + =   
18nو 

n
v

n
π

 − =   
lim. ولأنّ  lim 8n n

n n
V V π

→+∞ →+∞
= و لدينا  =

n nv V≤ ≤V  أياً كانتn  استنتجنا بجعلn  ّ8تسعى إلى اللانهاية أنπ=V.  
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������ ��	
��  

)1 المتتالية  )n nu 1nu معرّفة وفق ≤
n

=
!

. ( 1) 2 1)n n n! = − × × )عندما  ⋯× 1n ≥.  

  احسب الحدود الستة الأولى منها. �

�  1تيقّن أن
0 nu

n
< )1ثم استنتج نهاية  ≥ )n nu ≥.  

 �  
1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1
1
2 6 24 120 720n

n

u
 

من الواضح أنّ جداء ضرب أعداد طبيعية جميعها أكبر من الواحد هو عدد أكبر من الواحد، إذن  �
!من الطبيعي أن يكون  ( 1) 2 1n n n n≥ − ⋅ 2nفي حالة  ⋯≤ . وهذا المتراجحة تبقى صحيحة ≤

1nأيضاً في حالة  !. إذن = ( 1) 2 1n n n n≥ − ⋅ 1nمهما كانت  ⋯≤ ، وهذا يقتضي أن يكون ≤
1 1

0
!nu
n n

< = 1nفي حالة   ≥ 1. ولأنّ ≤
lim 0
n n∞→

limاستنتجنا أنّ  = 0n
n
u

∞→
استناداً إلى  =

  مبرهنة الإحاطة مثلاً.

)1 المتتالية  )n nu 1معرفة وفق  ≤
10

n

n

n
u

 = −   
.   

  .11uحتى  1uالأولى من أعطِ قيماً تقريبية لحدودها  �
2nnu، تحقق 31uأثبت أن جميع حدودها، بدءاً من الحد  � )1. استنتج نهاية ≤ )n nu ≥.  

  
الهدف من هذا التمرين هو تنبيه الطالب إلى أنّ قيم حدود المتتالية الأولى يمكن أن تقودنا إلى 

  استنتاجات خاطئة.

�  

2 3 4 6 9 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3.1 4.1 2.2 2.6 1.0 1.0
0.9 0.64 0.34 0.13 0.

10 10 10 10 10 10
nu

n

− − − − −
  

  توحي لنا هذه القيم وكان المتتالية تسعى إلى الصفر، ولكن مهلاً.

31nفي حالة  � 31يكون  ≤
1 1 2.1 2

10 10

n
− ≥ − = 2nnu، ومن ثمّّ <   . إذن <

lim n
n
u

→∞
= limلأنّ  ∞+ 2n

n→∞
= +∞  

    الحل

2 

1 

    الحل
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)1 المتتالية  )n nu ة وفق معرف ≤
3

n

n
u

n
=

!
.   

  احسب حدودها الستة الأولى. �
.a �  أثبت أن( 1)( 2)( 3)n n n n n! ≥ − − 4n، أياً يكن − ≥.  
.b )1استنتج نهاية  � )n nu ≥.  

 �  

 3

!

1 2 3 4 5 6

9 8 25 3
1 4

2 3 24 10n

n

n
u

n
=

  

.a �  
)لنضع  • )E n  : الخاصة( 1)( 2)( 3)n n n n n! ≥ − − −. 
!4قة لأنّها تكافئ محق E(4)إنّ  • 4 3 2 1≥ × ×  وهذه صحيحة. ×
)لنفترض صحّة  • )E n  4في حالةn  عندئذ ≤

1

( 3)

1 1 1 1

( 1) ! ( 1)( 2)! ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)( 2)

( )( 1)( 2)( 3)

n

n n n n

n n nn n n

n n n

n

n
≥

+ = + × ≥ +

≥ + − −

− − −

−

+

−

+ +

−

= +

����	

   

)فالخاصة  1)E n 4nي حالة صحيحة أيضاً. فنكون قد أثبتنا صحة المتراجحة المطلوبة ف + ≥.  
.b 4nنستنتج إذن أنّه في حالة  �   يكون لدينا ≤

3 3 1
0

! ( 1)( 2)( 3) 1 2 3n

n n n n
u

n n n n n n n n
≤ = ≤ = × ×

− − − − − −
  

1ولكن 
lim 0

3n n→∞
=

−
limو  1

2n

n

n→∞
=

−
limو  1

1n

n

n→∞
=

−
تسعى إلى اللانهاية في  nإذن بجعل  

limالمتراجحة السابقة نستنتج استناداً إلى مبرهنة الإحاطة أنّ  0n
n
u

→∞
=.  

  

)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nw )1و ≤ )n nt   المعرّفة وفق: ≤
2 11

, , ,
1 1

n n
n n n n n

n

x yn
x y w x n t

n n w

−+
= = = − =

+ −
  

  
lim n
n

x
→∞

= limو ∞+ 1n
n
y

→∞
limو = 1n

n
w

→∞
= 0و − 1 1

lim
1 1 2n

n
t

→∞

−
= =

− −
.  
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)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nw )1و ≤ )n nt   المعرّفة وفق: ≤
1

, , ,
1

n
n n n n n n

n

yn
x y x n w x t

n wn
= = = − =

+
  

  
lim 0n
n

x
→∞

limو = 1n
n
y

→∞
limو = 0n

n
w

→∞
1و =

lim
n

nw→∞
= limو ∞− n

n
t

→∞
= −∞.  

)1أوجد نهاية كل من المتتاليات   )n nx )1و ≤ )n ny )1و ≤ )n nu   المعرّفة وفق: ≤
23 4

, , 3
1

n
n n n n

xn
x y u x n

n n

−
= = = −

+
  

  
lim n
n

x
→∞

= limو ∞+ 3n
n

y
→∞

limو = 3n
n

u
→∞

= −.  

)0 المتتالية  )n nu 1nuمعرفة  بالصيغة  ≤ n n= + −.   

�  0أثبت أن 1nu<   .n، أياً يكن ≥
.a 410nأثبت أنه إذا كان  � 20، كان < 10nu

−< <.  
.b 810nأثبت أنه إذا كان  � 40، كان < 10nu

−< <  .  
.c 810nuكي نحصل على  nكيف نختار  �

  ؟>−
)0ما نهاية  � )n nu   ؟≤

  
1إذن  ايدتابع الجذر التربيعي متز  � 0 1 0 1n n+ + ≥ + +   ومن ثمّّ  =

1
1 0,1

1
nu n n

n n
 = + − = ∈  + +

  

  وهي المتراجحة المطلوبة.
.a 410nإذا كان  � 4كان  < 21 10 10n n n+ + > >   ومن ثَمّ  =

1 1
0 1

1001
nu n n

n n
< = + − = <

+ +
  

.b 810nإذا كان  � 8كان  < 41 10 10n n n+ + > >   ومن ثَمّ  =
41

0 1 10
1

nu n n
n n

−< = + − = <
+ +

  

.c 1610nيكفي أن نختار  � 810nuكي نحصل على   <
−<.  

� lim 0n
n
u

∞→
2بحيث  0nالموجب تماماً يكفي أن نختار  ε، لأنّه مهما صَغُر العدد =

0n ε> 

[المتراجحة لتتحقق  , [nu ε ε∈ 0nفي حالة  − n>.  
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)1المتتاليتان    )n nx )1و  ≤ )n ny معرفتان وفق:  ≤
2

1

1
nx

n
=

+
1nyو 

n
=.  

)1راجحٌ على  1أن العدد  أثبت � )n nx ≥.  
�  أثبت أنn nx y≤ 1، أياً يكنn ≥.  
   ين أكثر إثارة للاهتمام؟أي النتيجتين السابقت �

   
1nهذا واضح لأنّه في حالة  �و � 2لدينا  ≤ 21 1n n n≤ = <   ومن ثَمّ  +

2

1

1
1

1

nn
< ≤

+
  

1nأي  nx y< 1nأياً كانت  ≥ ≥ .   
limأكثر إثارة للاهتمام لأنها تفيد في إثبات أنّ  �إنّ الخاصة  � 0n

n
u

∞→
=.  

)1المتتاليتان   )n nx )1و  ≤ )n ny  معرفتان وفق: ≤
22 5 3

2 1n

n n
x

n

+ +
=

+
5nyو  n=.  

�  أثبت أنn nx y≤ 1، أياً يكنn ≥.  

�  1أثبت أن

5n nx y≥ 1، أياً يكنn ≥.  

  
1n، في حالة نحسب � ≥:  

2 2 210 5 2 5 3 8 3 8 3 5
0

2 1 2 1 2 1 2 1n n

n n n n n
y x

n n n n

+ − − − − −
− = = ≥ = >

+ + + +
  

nإذن nx y≤ 1، أياً يكنn ≥.   
1n، في حالة نحسب � ≥:  

2 21 2 5 3 2 4 3 4 2
2 0

5 2 1 2 1 2 1n n

n n n n n n
x y

n n n

+ + − − + +
− = = > = >

+ + +
  

1إذن 

5n nx y≥ 1، أياً يكنn ≥.   

)4 المتتالية  )n nu 2 معرفة وفق ≤

1

5 6
nu

n n
=

− +
1أثبت أنها محدودة من الأعلى بالعدد  .

2
.  

  
4nنلاحظ أنّه في حالة  2لدينا  ≤ 5 6 ( 2)( 3) (4 2)(4 3) 2n n n n− + = − − ≥ − −   إذن،  =

2

1 1

25 6
nu

n n
=

− +
≤  

    الحل
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          لنتعلمّ البحث معاً لنتعلمّ البحث معاً لنتعلمّ البحث معاً لنتعلمّ البحث معاً 

 ����� ��	�
�� 
��� ���
�   

0aيحققان ن يعدد bو aليكن  b> )0لتكن و  < )n nu متتالية معرفة وفق  ≤
n n

n n n

a b
u

a b

−
=

+
. 

  تتالية.ادرس تقارب هذه الم
   نحو الحلّ   ��

)0، وإذ لدينا معرفة بنهاية المتتالية nq، نجدُ فقط حدوداً من النمط nuفي عبارة    � )n nq ، نفكر ≤
، فعلينا أن نتوقع معروفينغير  bو aلكن و  مبرهنات العمليات على النهايات. بالاستفادة من

  التعرض لصيغة عدم تعيين.
  :الآتيتينتحقق من التعرض لصيغة عدم تعيين في كل من الحالتين  .1

� 1a 1bو   < >          � 1a 1b و    < <.  
1aي حالة ف .2 1bو = )0تعيين نهاية في مبرهنات النهايات  تفيدلماذا ، > )n nu   ؟ ≤

3a مثلاً، في حالةتعرف الحالة العامة. لنختر، في قد تفيد دراسة حالة خاصة    � 2bو = =، 
3 لدينا 2

3 2

n n

n n nu
−

=
+

 ةقارنمغاية في الكبر. ل 2nو 3nكبيرة، تكون قيم  nعندما تكون قيم و  .

)0. ندرس نهاية المتتالية ∞+إلى  nمرتبتي كبرهما عندما تسعى  )n nv 2 حيث ≤
3

n

n nv =.  

lim لماذا لدينا .1 0n
n

v
→+∞

 ؟=

2.  1تحقق أن

1
n

n
n

v
u

v

−
=

+
)0. إذن ما نهاية  )n nu  ؟≤

)0المتتالية نستشف من المثال السابق أهمية  � )n nv المعرفة وفق  ≤
n

n

b
v

a

 =   
ودورها في الوصول  

     إلى النتيجة المرجوة.
)0أوجد نهاية  .1 )n nv   .bو aتبعاً لقيم  ≤
2.  1تحقق أن

1
n

n
n

v
u

v

−
=

+
 لأسئلة السابقة للوصول إلى الهدف المنشود. حصيلة افد من واست 

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
1a في حالة  1. � 1bو < limلدينا  < n

n
a

∞→
= limو ∞+ n

n
b

∞→
= ، إذن يظهر في بسط ∞+

المتتالية 
0

( )
n n
u

≥
)صيغة عدم تعيين من النمط   )( )∞ − 1a. وفي حالة  +∞+ 1bو < لدينا  >

lim n

n
a

∞→
= 0limو ∞+ n

n
b

∞→
د حساب نهاية ، إذن يظهر عن=

0
( )
n n
u

≥
∞+عدم تعيين من النمط  

+∞
.  
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1aفي حالة  2. 1bو = 0limلدينا ، > n

n
b

∞→
  ، إذن نستنتج من المساواة=

1

1

n

n n

b
u

b

−
=

−
  

limأنّ  1n
n
u

∞→
=.  

)0المتتالية  1. � )n nv 2 حيث ≤
3

n

n nv 2هي متتالية هندسية أساسها  =
1

3
q =   ، إذن>

lim 0n
n

v
∞→

= 

  نحسب 2.
2

1
1 3 23
1 2 3 2

1
3

n

n nn
n

nn n n
n

n

v
u

v

−
− −

= = =
+ +

+

  

limولمّا كان  0n
n

v
∞→

1استنتجنا مجدداً أنّ  = 0
lim 1

1 0n
n
u

∞→

−
= =

−
.  

)0المتتالية في حالة العامة  1. � )n nv  حيث ≤
n

n n

b
v

a
1أساسها هي متتالية هندسية  =

b
q
a

= < ،

0aلأنه لدينا فرضاً  b> lim، إذن < 0n
n

v
∞→

=. 

  نحسب 2.

1
1

1
1

n

n nn
n

nn n n
n

n

b

v a ba u
v b a b

a

−
− −

= = =
+ +

+

  

limولمّا كان  0n
n

v
∞→

1استنتجنا مجدداً أنّ  = 0
lim 1

1 0n
n
u

∞→

−
= =

−
.  

 ��
�� �� ������� �����  + =1 ( )n nu f u  

0نرمز إلى المربع  0 0 0A B C D  بالرمز  10الذي طول ضلعه
0S 1، وإلى المربع 1 1 1ABC D  تقع رؤوسه على أضلاع الذي
0S  1( كما يشير الشكل المرافق ) بالرمزS  حيث

0 1 1A A ، 0Sانطلاقاً من  1S. بالطريقة التي رسمنا فيها =
ونقبل إمكانية الاستمرار بهذا الرسم  1Sانطلاقاً من  2Sنرسم 

 nSعدداً غير منتهٍ من المرات. نرمز إلى طول ضلع المربع 
)0دراسة المتتالية  . نهدف إلىnℓبالرمز  )n n≥ℓ  وتعيين
  نهايتها.

12  

1A0A

1B
0B

1C 0C

1D

0D
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   نحو الحلّ   ��
)0لنتفحّص كيف يجري الإنشاء: يُرسم كل مربع انطلاقاً من سابقه. فالمتتالية    � )n n≥ℓ  هي إذن

  متتالية تدريجية. 

  
11علّل صحة المتراجحة  n n+< <ℓ ℓ ي أياً كان العدد الطبيعn؟ 

)0لماذا يمكن استنتاج أن المتتالية  )n n≥ℓ متقاربة؟ 

 21 أثبت أن 1 ( 1)n n+ + −=ℓ ℓ.  

)0 ، نهاية المتتاليةℓيبقى تحديد العدد    � )n n≥ℓ  .ذلك هي الاستعانة بالتابع إحدى الطرق العامة لf 
1المعرف بالعلاقة ( )n nf+ =ℓ ℓ.  

  المستعان به. fعينْ التابع 
 أثبت أنℓ  للمعادلة 21حل ( 1)x x= + −.  

  .ℓاية استنتج من ذلك قيمة النه
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
1في المثلث القائم  � 1n n nA B B+ طول الوتر أكبر من طول أيّ من الضلعين القائمتين وبوجه خاص  +

1يكون  1 1n n n nA B B B+ + 1أي  <+ 1n+ >ℓ ومن جهة أخرى طول أي ضلع أصغر تماماً من .
1مجموع طولي الضلعين الأخريين إذن  1 1 1n n n n n nA B A B B B+ + + +<   أي +

1 1 1n n n+ < − + =ℓ ℓ ℓ  
11فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ  n n+< <ℓ ℓ أياً كانت قيمة ،n.  

)المتتالية  )n nℓ  فلا بُدّ أن تكون متقاربة. لنرمز  1هي إذن متتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد
  .ℓإلى نهايتها بالرمز 

1المثلث القائم وأخيراً، بتطبيق مبرهنة فيثاغورث في  1n n nA B B+   ج أنّ نستنت +
2

1 1 ( 1)n n+ + −=ℓ ℓ  
)2إذا عرّفنا    � ) ( 1) 1f x x= − )0كانت المتتالية  + )n n≥ℓ  0معرّفة تدريجياً بالشرط 10=ℓ 

1والعلاقة   ( )n nf+ =ℓ ℓ ّولأن .lim n
n→∞

=ℓ ℓ  ّاستنتجنا أن ℓ  هي حلٌ للمعادلة( )x f x=.  وحل هذه

1lim. إذن ℓ=1المعادلة بسيط ويعطي  n
n→∞

=ℓ.  

    الحل
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ℓ
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  ����� �� ��
� �  ��� !"�#  

1ليكن 

( 1)nu
n n

=
+

  . وليكنnفي حالة عدد طبيعي غير معدوم  

 1 2 3
1

n

n n k
k

S u u u u u
=

= + + + + = ∑⋯  

)1المتتالية  ادرس )n nS ≥.  
   نحو الحلّ   ��
يبدو من غير الممكن الاستفادة من تطبيقات مباشرة لمبرهنات مألوفة. ولكن معرفة قيم بضعة    �

ة قد تتيح تصورَ خواصٍ لها من قبيل: جهة الاطراد، العناصر الراجحة عليها أو حدود أولى من متتالي
، أو بين هذا الحد والحد الذي nوالدليل ذاته  nالقاصرة عنها، أو إيجاد علاقة بين حدها ذي الدليل 

  بصيغة كسور مختزلة. 4Sو 3Sو 2Sو 1Sيليه. احسب 
. وتحديداً يبدو أنnS ، يظهر في عبارة n، أي nSتُظهر النتائج أن دليل   �

1n

n
S

n
=

+
.  

5nتحقّق أنّك ستحصل على النتيجة ذاتها عند  6nوعند  = = .  
أثبت صحة 
1n

n
S

n
=

+
  بالبرهان بالتدريج. 

يحقّقان  bو  aثمة حل آخر، يتمثل في تعيين عددين   �
1n

a b
u

n n
= +

+
هذين العددين ثمُّ  . جد

  .nSاستنتج عبارة 

)0عند دراسة متتاليةٍ  :ملاحظة  )n nu ف الحدود الأولى ≤ من المهم، في أكثر الحالات، تعر ،
  .nو nuهذه الحدود تتيح رؤية علاقةٍ بين منها، ومعرفة ما إن كانت 

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
�  

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 7n

n

S
  

لنثبت بالتدريج أنّ  �
1n

n
S

n
=

+
1nأياً كانت   ≥> 

)نعرّف الخاصة  • )E n  1بأنها 2 1n n

n
S u u u

n
= + + + =

+
⋯. 

1محققة وضوحاً إذ تنص على أنّ  E(1)الخاصة  •

1 1

1 2 1 1
S = =

× +
. 
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)لنفترض صحة الخاصة  • )E n  ّ1ولنلاحظ أنnS 1nuبإضافة  nSتنتج من  +  إليها إذن +
1 1

2 2

1

( 1)( 2)

2 1 ( 1) 1

( 1)( 2) ( 1)(
1

2) 2

1

1

1

n nnS u

n n

n n n n

n n n

S

n

n

n

n

n n

+ += +

= +
+ +

+ + + +
= = =

+ + +
+

+

=
+

+

+

+

 

)إذن  1)E n محققة. فنكون بذلك قد أثبتنا صحة المساواة  +
1n

n
S

n
=

+
1nأياً كانت   ≥. 

1بحيث تتحقق المساواة   bو aلنبحث عن عددين  �

( 1) 1

a b

n n n n
= +

+ +
. نلاحظ nأياً كانت  

)أنّ هذا يُكافئ  ) 1a b n a+ + 1aإذن  .nمهما كانت  = 1bو = =   . ومنه −
1 1 1

( 1) 1nu
n n n n

= = −
+ +

  

  إذن

  
1و 1لاحظ وجود العديد من الاختصارات، إذ تُختصر جميع الحدود باستثناء 

1n
−

+
مجدداً . ونحصل 

  على الصيغة المطلوبة.

  ً�%� &' ( )������� �����  

0عددين يُحقّقان  bو  aليكن  a b< )0. ولنتأمّل المتتاليتين > )n nx )0و ≤ )n ny المعرفتين وفق  ≤

0x a=  0وy b=  وعند كل عدد طبيعيn:  

1

2 n n
n

n n

x y
x

x y
+ =

+
1و        2

n n
n

x y
y +

+
=  

)0نهدف إلى دراسة المتتاليتين  )n nx )0و  ≤ )n ny   في آن معاً. ≤

1

2

3

1

1

1

4

1

1
1

1
1

1
1

1

3
1

3

1

1

1

2

2

1

n

n

n

u

u

u

u
n

n n

S
n

n

u

−

= −

= −

= −

= −
−

= −
+

= −
+

⋮ ⋮

+

14  
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   نحو الحلّ   ��
1nxلنتفحص الفرْضَ كي نرى إنْ كانت ثمة نتائج مباشرة تفيد في الحل. يمكن ملاحظة أن مقام    � + 

1nyيساوي بسط  +: فنستنتج أن ،  
1 1( ) n n n nx y x y ab+ +× = × =∗   

)تحقق من المساواة  موجبان. nyو nxيضاً أن ونلاحظ أ )∗.  
0nx«أثبت، بالتدريج، صحة الخاصة  0nyو < >«( ) :E n يعي ، أيّاً يكن العدد الطبn .  

غير  bو aقد يكون مفيداً تعرف بضعَ حدود أولى من المتتالية. ولمّا كان  لتحقيق فهم أفضل،  �
1aمعلومين، نتأمّل مثلاً الحالة الخاصة  3bو  = =.  

)0احسب حدوداً أولى من كل من  )n nx )0و  ≤ )n ny ≥.  
عْ هذه الحدود على محور الأعداد الحقيقية، ماذا تلاحظ ؟ وض  

)0ربما علينا إذن إثبات أن المتتاليتين   � )n nx )0و  ≤ )n ny متجاورتان. ولتحقيق ذلك علينا بدايةً  ≤
1nدراسة اطراد هاتين المتتاليتين. علينا إذن دراسة إشارة كل من  nx x+ 1nو  − ny y+ −.  

: أثبت  أن 

1

( )n n n
n n

n n

x y x
x x

x y
+

−
− =

+
1و    2

n n
n n

x y
y y+

−
− =.  

nو nxلاحظ أنّ إشارتي  nx y+  1معلومتان، فإشارتاn nx x+ 1nو − ny y+ تتعلقان بإشارة  −

n ny x−أنْ يكون  � استناداً إلى . يُتوقعn ny x− .ً1احسب  موجبا 1n ny x+ +−  واستنتج أن

1 1n ny x+   موجب. −+
)0استنتج اطراد كل من المتتاليتين  )n nx )0 و ≤ )n ny ≥.  

    يبقى علينا إثبات أنlim ( ) 0n n
n

y x
→+∞

− )0تتالية . ولذلك سنسعى إلى تعريف م= )n nt تحقق  ≤

0المتراجحة  nعند كل عدد طبيعي  n n ny x t< − lim، وبحيث يكون > 0n
n

t
→+∞

. يبدو إنجاز =

1ذلك صعباً انطلاقاً من العبارة  1n ny x+   نرسم مخططاً يساعدنا: فل سابقاً  أثبتناها التي −+

  
 1أثبت إذنْ أن 1 1

1
( )
2n n n n n ny x y x y x+ + +− ≤ − = −.  

0ج، أن يأثبت، مستخدماً البرهان بالتدر  0

1
( )

2
n n n
y x y x− ≤ −.  

  ذاتها. ℓأثبت أن المتتاليتين تتقاربان إلى النهاية 
)ة استفدْ من العلاق )∗   2لإثبات أن ab=ℓ  ثمab=ℓ.  

nx 1nx + ny1ny +
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  نتحقّق أولاً أنّ   �

1 1

2

2
n n n n

n n n n
n n

x y x y
x y x y

x y
+ +

+
⋅ = ⋅ = ⋅

+
  

)0إذن المتتالية  )n n nx y   .abفجميع حدودها تساوي  abثابتة وحدها الأوّل يساوي  ≤
0nx«صحة الخاصة  لنبين بالتدريج 0nyو < >«( ) :E n.  

0، لأنّ صحيحة فرضاً  E(0)إنّ   • 0x a= 0و < 0y b= >. 
)لنفترض أنّ  • )E n  صحيحة. عندئذ يكون كل منn nx y+ وn nx y  موجباً تماماً، وعندئذ يكون

12كذلك كل من 
n n

n

x y
x +

+
1و =

2 n n
n

n n

x y
y

x y
+=

+
)صة . فالخا 1)E n  صحيحة أيضاً. +

0nxوهكذا يكون  0nyو <   .nأياً كانت  <
1aنختار � 3bو  =   . ونحسب=

0 1 2 3 4

1 1.5 1.7143 1.73196 1.732050805

3 2.0 1.7500 1.73214 1.732050810
n

n

n

x

y

  

)0وكأنّ المتتاليتين  نلاحظ )n nx )0و ≤ )n ny متجاورتان. الأولى متزايدة والثانية متناقصة والمسافة بينهما  ≤
  تسعى إلى الصفر.

)0لنثبت إذن أنّ المتتاليتين  � )n nx )0و ≤ )n ny   متجاورتان. ≤
  أنّ نلاحظ أولاً 

  1 2 2
n n n n

n n n

x y x y
y y y+

+ −
− = − =  (1)  

  وأنّ 

  ( )
2

1

2 n n n n n n
n n n n n

n n n n n n

x y x y x x
x x x y x

x y x y x y
+

−
− = − = = −

+ + +
  (2)  

nفي الحالتين إشارة الفرق  ny x− هي التي تعطي للفرقين السابقين إشارتهما، لنحسب إذن  
2

1 1

2

2 ( ) 4

2 2( )

( )
0

2( )

n n n n n n n n
n n

n n n n

n n

n n

x y x y x y x y
y x

x y x y

x y

x y

+ +

+ + −
− = − =

+ +

−
= ≥

+

  

)إذن لقد أثبتنا أنّ المقادير  )n ny x−  1موجبة في حالةn 0n، وهذا محقّق أيضاً في حالة ≤ لأننا  =
0bافترضنا بداية أنّ  a− 0nكان  n. إذن مهما كانت < ny x− نستنتج  (2)و (1)وبالعودة إلى . ≤

)0أنّ المتتالية  )n nx )0متزايدة، والمتتالية  ≤ )n ny   .متناقصة ≤
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   يكن  nلقد رأينا أنه مهما تكن 
1 1n n n ny yx x + +≤ ≤≤  

  عندئذ من الواضح أنّ 

( )1 1 1

1

2n n n n n ny x x y xy+ + + − = −≤−  

)لنضع إذن  • )E n  0دلالة على الخاصة 0

2
n n n

y x
y x

−
− ≤. 

02ضوحاً لأنّ و صحيحة  E(0)الخاصة  • 1=. 
)لنفترض أنّ  • )E n  صحيحة. عندئذ 

( ) 0 0 0 0
1 1 12

1 1

2 2 2
n n nn n n

y x y x
xy yx+ + +

  − − ≤ =   

−
−≤ 

)فالخاصة  1)E n    nصحيحة أيضاً. ونكون قد أثبتنا، مهما كان العدد الطبيعي  +

0
2

n n n

b a
y x

−
≤ − ≤  

limولكن  0
2nn

b a

→∞

−
limج مما سبق أنّ إذن نستنت = ( ) 0n n

n
y x

→∞
− )0. فالمتتاليتان = )n nx ≥ 

)0و )n ny   نفسها. ℓمتجاورتان. وهما من ثَمّ تتقاربان من النهاية  ≤
nولكن رأينا أنّ  nx y ab=  مهما كانت قيمةn ، جعلنا فإذاn  ّتسعى إلى اللانهاية استنتجنا أن

2 ab=ℓ ولكن العدد ،ℓ  0موجب لأنّه يحقق 0a x y b≤ ≤= =ℓ إذن .ab=ℓ.  

�
� �� ً����ُ���      

  كل من المتتاليتين: ادرس تقارب 

� 3 2

3 1

n n

n n
x

−
=

−
      �   10 1

10 1

n

n n
y

−
=

+
.  

  
  نكتب

( )
( )

2
3

1
3

1

1

n

nx
−

=
−

)و   )

( )

1
10

1
10

1

1

n

n n
y

−
=

+
  

0limونتذكّر أنّ 
n

nq
→∞

|في حالة  = | 1q   ، لنستنتج أنّ >

1lim
n

nx
→∞

1limو  =
n

ny
→∞

=.  
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)0 المتتالية  )n nu 0معرفة وفق:  ≤
3

2
u nوعند كل  = ∈ ℕ ،2

1 2 2n n nu u u+ = − +.  

�   1أثبت، مستعملاً البرهان بالتدريج، أن 2nu≤ nأيّاً يكن  ≥ ∈ ℕ.  
.a )أن  أثبت � )( )1 2 1n n n nu u u u+ − = − nأيّاً يكن  − ∈ ℕ.  
.b )0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متناقصة. ≤
  أهي متقاربة؟ �

  
)لنضع  � )E n  1الخاصة 2nu≤ ≤.  

0صحيحة لأنّ  E(0)الخاصة  • 1.5 [1,2]u = ∈. 
)لنفترض صحة الخاصة  • )E n  1عندئذ 2nu≤ 0ومن ثَمّ  ≥ 1 1nu≤ −  إذن ≥

21 ( 1 1 2)nu≤ + ≤−   
11ولكن هذه هي تحديداً الخاصة  2nu +≤ )أي  ≥ 1)E n 1. فنكون قد أثبتنا أنّ + 2nu≤ ≤ 

  .nمهما كانت قيمة 
)2: يمكن أيضاً ملاحظة أنّ التابع ملاحظة ) 2 2f x x x= − ,1]متزايد على المجال  + ومن ثَمّ  ∞+]
1إذا كان  2nu≤ )كان  ≥ (2)(1) )nf u ff ≤ 11أي  ≥ 2nu +≤ ≤.  

  نلاحظ أنّ  �
2 2

1 2 2 3 2

( 1)( 2)
n n n n n n n

n n

u u u u u u u

u u

+ − = − + − = − +

= − −
  

1nإشارة المقدار  �اً إلى نتيجة واستناد nu u+ )0فالمتتالية  nسالبة أياً كانت  − )n nu متناقصة. وهي  ≤
  .ℓ. إذن هي متقاربة من عدد 1محدودة من الأدنى بالعدد 

. إذ نعلم أنّ ℓملاحظة: هنا تنتهي الإجابة عن السؤال المطروح. ولكن يمكننا في الحقيقة تعيين 
01 n uu≤ ، ونستنتج من المساواة ℓ∋[1,1.5]لأن المتتالية متناقصة. ومن ثَمّ  nمهما كانت  ≥

2
1 2 2n n nu u u+ = − 2تسعى إلى اللانهاية أنّ  nبجعل   + 22−= +ℓ ℓ ℓ إذن إمّا أن يكون ،

1=ℓ  2أوأن يكون=ℓ [1,1.5]نّ ولكن هذه الأخيرة مستحيلة لأ∈ℓ 1. إذن=ℓ والمتتالية تسعى ،
  إلى الواحد.

)0 المتتالية  )n nu 1nمعرفة عند كل  ≤ 1وفق  ≤ 1 1 1
1
1! 2! 3! !nu

n
= + + + + +⋯.    

1ج، أن يأثبت، مستعملاً البرهان بالتدر   �

1 1

! 2nn −≤.  

)0لمتتالية اراجحٌ على  3استنتج أن العدد   � )n nu ≥.  
�   0أثبت أن( )n nu   متقاربة.  ≤

    الحل

17  

16  



 

  30  

  
)لنضع  � )E n  1الخاصة

1 1

! 2nn 1nفي حالة  ≥− ≥.  

صحيحة لأنّ  E(1)الخاصة  •
0

1
1
21!

1
= =. 

)لنفترض صحة الخاصة  • )E n 1، عند قيمةn 1. ننتقل من ≤

!n
1إلى  

( 1)!n +
بقسمة الأوّل  

1nعلى   إذن +
(1) (2)

1 1

1 1 1 1 1

( 1)! 1 1

1 1 1

! 2 22 2n n nn n nn − −
= ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅ =

+ + +
   

)حيث استعملنا صحة  )E n  1، واستعملنا أنّ (1)فيn ) . إذن(2)في  ≤ 1)E n . صحيحة +
1فنكون قد أثبتنا أنّ 

1 1

! 2nn 1nمهما كانت قيمة  ≥− ≥.  

  
  نكتب استناداً إلى ما أثبتناه �

( )

( )

0 1 2 1

2 1

1
2

1 1
2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1
1! 2! 3! ! 2 2 2 2

1
1 1

2

1 1
1 3 3

1 2

n n

n

n

n

q

u
n

q q q

−

−

−

= + + + + + ≤ + + + + +

≤ + + + + =

−
≤ + = − <

−

+

⋯

⋯

⋯

�  

)1راجح على المتتالية  3فالعدد  )n nu ≥.  
إلى  nuها محدودة من الأعلى. ولكن ننتقل من يكفي أن نلاحظ أن المتتالية متزايدة، إذ رأينا سابقاً أنّ  �

1nu 1بإضافة الحد  +

( 1)!n +
1إلى الأوّل. إذن  

1
0

( 1)!
n nu u

n
+ − = >

+
)1، والمتتالية  )n nu ≥ 

  . 3حدودة من الأعلى بالعدد متزايدة تماماً، فهي متقاربة لأنّها م
  
  

)0متتالية  نتأمّل   )n nu   العلاقة nيحقق عند كل  ℓ<0تحقّق الشرط التي: يوجد عدد حقيقي  ≤

( )1

2
0

3n nu u+≤ − ≤ −ℓ ℓ.  

)0أثبت أن المتتالية  )n nu 0. بافتراض أنّ ℓمتقاربة إلى  ≤ 1u   يحقق  Nعيّن عدداً طبيعيّاً  =
3 310 , 10nu

− − ∈ − +  
ℓ ℓ   عند كلn N≥.  
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)لتكن  • )E n  الخاصة( )2 03

0 ( )
n

n uu ≤≤ − −ℓ ℓ. 
0nباختيار  • )في الفرض  = )1

2
3

0 n nu u+≤ − ≤ −ℓ ℓ  ّ00نستنتج مباشرة أن u≤ − ℓ ،
)المتراجحة ومن ثمّ تكون  )

0
2

030 (0 )uu − ≤≤ −ℓ ℓ  (0)محققة وضوحاً، إذنE .محققة 
)نفترض أنّ  • )E n صحيحة. عندئذ 

( ) ( ) ( )2
03

1
2

1 03
2 2
3 3

( )0 ( )
n

n

n

n u uu u
+

+ −≤ − ≤ ≤ = −−ℓ ℓℓ ℓ  
)فالخاصة  1)E n   كان nصحيحة أيضاً. إذن مهما كان العدد الطبيعي  +

( )2 03
0 ( )

n

n uu ≤≤ − −ℓ ℓ  
)لمّا كان  )2

3
lim 0

n

n ∞→
2لأنّ  =

3
0 1≤ تسعى إلى اللانهاية في المتراجحة  nاستنتجنا بجعل  >

)السابقة ومستفيدين من مبرهنة الإحاطة أنّ  )lim 0n
n

u
∞→

− =ℓ  أوlim n
n

u
∞→

= ℓ.  

0في حالة  1u 0نستنتج من كون  = 0u − ≥ℓ  ّ1أن≤ℓ ً0، ولدينا فرضا < ℓ 0. إذن 1u − ≤ℓ .
  من ناحية أخرى

20 10 10
2 4 1 1 1

3 9 2 1024 1000

         = < = <               
  

20nإذن في حالة ). 1000وهي قريبة من  2هي السعي لإظهار القوة العاشرة للعدد (الفكرة هنا  ≥ 
  يكون لدينا

20

3
0

2 2
( ) 1 10

3 3

n

u −
     − ≤ × <        

ℓ  

30ومن ثَمّ  10nu
−−≤ <ℓ  3أي 3] 10 10, [nu

− −∈ − +ℓ ℓ. 20مكن إذن أن نأخذ يN ، أو =
  أي عدد طبيعي أكبر منه.

  

)0المتتالية   )n nu 1nuمعرفة  وفق  ≤ n n= + −.  

�  1أثبت أن

1
nu

n n
=

+ +
)0أن  ثم استنتج  )n nu   متقاربة نحو الصفر. ≤

)1المتتالية  � )n nv 1nمعرفة عند كل  ≤   وفق: ≤
1 1 1

1
1 2 2 3 1

nv
n n

= + + + +
+ + − +

⋯  

.a   .nبدلالة  nvبصيغتيها الواردتين لاستنتاج عبارة بسيطة للحد  nuاستفدْ من عبارة  �
.b )1استنتج نهاية المتتالية  � )n nv ≥.  
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)ملاحظة أنّ ب � )( )1 1 1n n n n+ − + +   نستنتج مباشرة أنّ  =

1
1

1
nu n n

n n
= + − =

+ +
  

0limاستنتجنا أنّ  ∞+ولأنّ المقام يسعى إلى اللانهاية عند 
n

nu
→∞

=. 

� 

  
nvيسمح ما سبق بإثبات صحة الصيغة  بالطبع n= ويمكن أيضاً إثبات صحتها بالتدريج على ،
limنرى مباشرة أنّ  nv. انطلاقاً من هذه الصيغة للحد nالعدد  n

n
v

→∞
= +∞.  

  ق من إجابتك في كل حالة. ؟ تحقّ أتيما العبارات الصحيحة وما العبارات غير الصحيحة فيما ي 
)0إذا كانت  � )n nu )0وكانت  ℓ من عدد حقيقيمتتالية متقاربة  ≤ )n nv لها نهاية  متتالية ليس ≤

)0للمتتالية   حقيقية، عندئذ ليس )n n nu v   نهاية حقيقية. +≤
)0إذا كانت  � )n nu )0وكانت  ℓ من عدد حقيقيمتتالية متقاربة  ≤ )n nv اية متتالية ليس لها نه ≤

)0للمتتالية   حقيقية، عندئذ ليس )n n nu v   نهاية حقيقية. ≤
limإذا كان  � n n

n
u v

→+∞
⋅ = ℓ  وlim n

n
u

→+∞
= lim، كان ∞+ 0n

n
v

→+∞
=.  

  .عليها ، كان لها عنصرٌ راجحعنها صرإذا كان لمتتالية عنصرٌ قا �

  
)صحيح. لأنّ  � )n n n nv v u u= + )، فإذا افترضنا أنّه كان لدينا − )lim n

n
nu v

→∞
+ = ′ ∈ℓ ℝ 

limو
n

nu
→∞

= ∈ℓ ℝ  ّاستنتجنا أنlim n
n
v

→∞
′= − ∈ℓ ℓ ℝ .ٌوهذا خُلف  

)0خطأ. خذ مثلاً  � )n nu 1حيث  ≤
1n n

u
+

limالتي تحقق  = 0n
n
u

→∞
= = ∈ℓ ℝ 0، وخذ( )n nv ≥ 

)حيث  1)nnv = )0. ليس للمتتالية − )n nv )نهاية ومع ذلك  ≤ ) 0lim
n

n nu v
→∞

=.  

limصح، لأنّ  �
1

0
n

n u→∞
1ومن ثَمّ  =

(lim li 0m ) 0
n n

n n n
n

v v u
u→∞ →∞

  = × = × =   
ℓ.  

0

1

2

3

2

1

1 0

1

3

1

34

1

2

2

2

n

n

n

u

u

u

u

u n

u n

v n

n

n

−

−

= −

= −

= −

= −

= − −

− −

=

−

=

⋮ ⋮

+
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)0خطأ. خذ مثلاً  � )n nu nuحيث  ≤ n=0لصفر عنصر قاصر عن . ا( )n nu ، وليس لهذه المتتالية ≤
  عنصر راجح عليها.

  

)1المتتالية    )n nu 1nمعرفة عند كل  ≤ وفق  ≤
2 2 2

1 1 1

1 2
nu

n
= + + +⋯ .  

)1أثبت أن المتتالية     � )n nu   متزايدة. ≤
.a �  1أثبت، مستعملاً البرهان بالتدريج، أن

2nu
n

≤ 1nأيّاً يكن  − ≥.  

.b )1لمتتالية ماذا يمكنك أنْ تستنتج بالنسبة إلى ا � )n nu ≥.  

  
1nuإلى الحد الذي يليه  nuللانتقال من الحد  � العدد الموجب تماماً  nuنجمع إلى  +

2

1

( 1)n +
  أي 

1 2

1
0

( 1)
n nu u

n
+ − = >

+
  

)1فالمتتالية  )n nu   متزايدة. ≤

.a )لنضع  � )E n  2دلالة على الخاصة
1

nu
n

≤ 1nفي حالة  − ≥.  

1صحيحة لأنها تنص على أنّ  E(1)الخاصة  • 2

1 1
2
11

u = ≤  وهذه صحيح وضوحاً. −

)لنفترض إذن صحة الخاصة  • )E n عندئذ 

1 2 2

2

1 1

( 1)

1

( 1)
1

2
( 1

2

1 1

1 )1

1

n

A

n

n

u
n n

n

u
n

n n

+ = + ≤ +
+ +

≤ +
+

−

+
− + −

+
������������	

  

  ولكن

2

2 2

1 1 1

1( 1)
1 1 1

0
( 1)( 1) ( 1)

A
n nn

n nn n n

= + −
++

−
= − = <

++ +

  

1إذن 

1
2

1nu
n

+ ≤ −
+

). أي إنّ الخاصة  1)E n   صحيحة أيضاً.  +

.b )1نستنتج أنّ المتتالية  � )n nu   فهي متقاربة. 2متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  ≤

. يُبرهن أنّ ملاحظة
2

lim
6n

n
u

π

→∞
  أويلر. وترجع هذه النتيجة إلى =
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n ،1ليكن عند كل عدد طبيعي   

(2 1)(2 1)nu
n n

=
− +

.  

، nيحققان عند كل عدد طبيعي  bو aأوجد عددين حقيقيين  �
2 1 2 1n

a b
u

n n
= +

− +
.  

n،0ليكن، في حالة عدد طبيعي  � 1n nS u u u= + + واستنتج  nبدلالة  nS. عبرْ عن ⋯+
)0 نهاية المتتالية )n nS ≥ .  

  
� 

1 1
2 21

(2 1)(2 1) 2 1 2 1nu
n n n n

= = −
− + − +

.  

�  

  
  يسمح ما سبق بإثبات صحة الصيغة بالطبع

1 1 2 3

2 4 2 4 2n

n
S

n n

+
= − − = −

+ +
  

نرى مباشرة أنّ  nS. انطلاقاً من هذه الصيغة للحد nصحتها بالتدريج على العدد  ويمكن أيضاً إثبات
1

lim
2n

n
S

→∞
= −.  

n ،1لنضع في حالة عدد طبيعي موجب تماماً    1 1
1
2 3nu

n
= + + + +⋯.  

)1أثبت أن المتتالية  � )n nu   متزايدة. ≤
2nاكتب  � nu u−  2واستنتج أن

1

2n nu u− ≥.  

رهان بالتدريج، أن أثبت، مستعملاً الب �
2 2
n

n
u   غير المعدوم. n، أيّاً يكن العدد الطبيعي ≤

)1هل للمتتالية  � )n nu   نهاية حقيقية؟ ≤
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2
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3

1

4

n

n

n

n

u

u

u

u
n

u
n

S
n

n

−
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−
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1nuإلى الحد  nuتقل من الحد نن � 1الذي يليه بإضافة   +

1n +
  أي nuإلى  

1

1

1n nu u
n

+ = +
+

  

)1هذا يبرهن على أنّ المتتالية  )n nu   متزايدة. ≤
� 2nu  2إلى  1يساوي مجموع مقاليب الأعداد الطبيعية منn وnu  يساوي مجموع مقاليب الأعداد

2nإذن  nإلى  1الطبيعية من  nu u−  1يساوي مجموع مقاليب الأعداد الطبيعية منn   أي nإلى  +

2

1 1 1

1 2 2n nu u
n n n

− = + + +
+ +

⋯  

1حدّاً وأصغر هذه الحدود هو  nهناك 

2n
   . إذن

2

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2n nu u n
n n n n

− = + + + ≥ × =
+ +

⋯  

)لتكن  � )E n  الخاصة
2 2
n

n
u 1nفي حالة  ≤ ≥.  

12صحيحة وضوحاً لأنّها تنص على أنّ  E(1)الخاصة  •

1 1
1
2 2

u = + ≥. 

)لنفترض صحة الخاصة  • )E n1: . عندئذ 22 22 2

1 1

2 2 2
n nnn

n
u u u

n
u+ ×

+
= + − ≥ + = .

)فالخاصة  1)E n صحيحة. إذن لقد أثبتنا بالتدريج أنّ  +
2 2
n

n
u 1nأياً كانت  ≤ ≥.  

لكانت محدودة بهذه النهاية لأنها متزايدة. ولكن النتيجة  ℓلو افترضنا أنّ لهذه المتتالية نهاية حقيقية  �
)1السابقة تقول إنّ هذه المتتالية غير محدودة. فليس للمتتالية  )n nu   نهاية حقيقية. ≤

)1 المتتالية   )n nu 1nعند كل عدد طبيعي  معرفة ≤   وفق: ≤

2 2 2 21 2 3
n

n n n n
u

n n n n n
= + + + +

+ + + +
⋯  

أن  أثبت �
2 2

2 2 1
n

n n
u

n n n
≤ ≤

+ +
1n، أيّاً يكن  ≥.  

)1استنتج تقارب المتتالية  � )n nu   . ما نهايتها؟≤
  

  
حداً أصغرها  nمجموع  nu يساوي �

2

n

n n+
وأكبرها  

2 1

n

n +
  إذن 

2 2 1
n

n n
n u n
n n n

× ≤ ≤ ×
+ +
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1limمبرهنة الإحاطة، نستنتج أنّ  اعتماداً على �
n

nu
→∞

  لأنّ  =
2

2
li 1m
n

n

n n→∞
=

+
و 

2

2
l m 1

1
i
n

n

n→∞
=

+
  

)1 المتتالية   )n nu 1nعند كل عدد طبيعي  معرفة ≤   وفق: ≤

2 2 2

1 1 1

1 2
nu

n n n n
= + + +

+ + +
⋯  

أن  أثبت �
2 2 1

n

n n
u

n n n
≤ ≤

+ +
1n، أيّاً يكن  ≥.  

)1المتتالية  استنتج تقارب � )n nu   . ما نهايتها؟≤

   
حداً أصغرها  nمجموع  nuيساوي  �

2

1

n n+
وأكبرها  

2

1

1n +
  نإذ 

2 2

1 1

1
nn u n

n n n
× ≤ ≤ ×

+ +
  

  لمّا كان �

2
lim 1
n

n

n n→∞
=

+
و 

2
lim 1

1n

n

n→∞
=

+
  

1limاستنتجنا من مبرهنة الإحاطة أن 
n

nu
→∞

=.  

)1 المتتاليتين بيّن أنّ    )n nx )1و ≤ )n ny   الآتيتين متجاورتان ≤
1 1 1

2 1
1 2

nx n
n

= + + + − 1و    ⋯+ 1 1
2

1 2
ny n

n
= + + + −⋯  

   
  نحسب

1

1

2
2 1 2

1
1 1 2

2 1 2
1 1 1

1
0

1( 1 )
1 1 2

2 1 2
1

1
0

( 1)

n n

n n

n n

y x n n
n n

y y n n
n n n n

n n

n n n

x x n n
n n n n

n n

n n n

+

−

− = + − =
+ +

− = − + + = −
+ + + +

− +
= ≤

+ + +

− = − + + = −
+ +

+ −

+ +
≥=

   

)1فنستنتج أنّ  )n ny )1متناقصة، و ≤ )n nx (متزايدة و  ≤ 0lim (
n

n ny x
→∞

−   ، فالمتتاليتان متجاورتان.=
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)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤ 3u n :1وعند كل عدد طبيعي  =
2

1n
n

u
u

+ =
+

.  

�  0أثبت أنnu   .n، أياً يكن <

)0المتتالية  � )n nt 1وفق  nمعرفة عند كل عدد طبيعي  ≤

2
n

n
n

u
t

u

−
=

+
.  تتاليةالم أثبت أن 

0( )n nt   متتالية هندسية واحسب نهايتها. ≤
)0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متقاربة واحسب نهايتها. ≤

  
)لتكن  � )E n  0الخاصةnu 0nفي حالة  < ≥.  

0صحيحة وضوحاً لأن  E(0)الخاصة  • 3 0u =  فرضاً. <

)لنفترض صحة الخاصة  • )E n. 1 عندئذ 0nu + 1ومن ثَمّ  <

2
0

1n
n

u
u

+ = >
+

فالخاصة  ،

( 1)E n 0nuصحيحة. إذن لقد أثبتنا بالتدريج أنّ  + 0nأياً كانت  < ≥.  
  نحسب �

1
1

1

2
1

1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2( 1) 2
2

1

n n n n
n n

n n n

n

u u u u
t t

u u u

u

+
+

+

−
− + − − −

= = = = = −
+ + + +

+
+

  

)0فنستنتج أنّ  )n nt 1متتالية هندسية أساسها  ≤

2
q = 0وحدها الأوّل  −

3 1 2

3 2 5
t

−
= =

+
. وبوجه خاص 

limلدينا  0n
n
t

→∞
|لأنّ  = | 1q <.  

1من المساواة  �

2
n

n
n

u
t

u

−
=

+
1نستنتج أنّ   2

1
n

n
n

t
u

t

+
=

−
lim، ولأنّ  0n

n
t

→∞
استنتجنا أنّ  =

lim 1n
n
u

→∞
=.  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤ 2u n :1وعند كل عدد طبيعي  =

1

2
n

n
n

u
u

u
+ = +.  

�  0أثبت أنnu   .n، أياً يكن <
1المتتالية معرّفة بصيغة من النمط  � ( )n nu f u+ ,0[المعرّف على  f، عيّن التابع = [+∞.  

.a ومقارباته، وارسم على الشكل نفسه المستقيم  fCوارسم خطه البياني  fادرس تغيرات التابع  �
d  الذي معادلتهy x= بعد أن تحسب إحداثيتا نقطة تقاطع ،d  معfC.  
.b ]متزايد على المجال  fبيّن أنّ ما سبق يفيد في إثبات أنّ  � 2, )وأنّ  ∞+] )f x x≤  على

  هذا المجال.
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استفد من الرسم لتُنشئ الحدود الأولى من المتتالية المدروسة. أتجدها مطّردة؟ ما جهة  �
لتبرهن  �b.اطرادها؟ أهي محدودة؟ ثمُ برهن صحة توقعاتك عن طريق الاستفادة من 

12ريج أنّ : بالتد n nu u+≤   .nمهما كان العدد  ≥
)0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متقاربة واحسب نهايتها. ≤

  
  ب عدد موجب موجب، وكذلك يكون نصفه وكذلك يكون مجموعهما.تدريج بسيط: مقلو  �

1التابع موضوع الدراسة هو  �
:]0, , )[ (

2

x
f f x

x
∞+ → = +ℝ.  

 هذا تابع مستمرٌ واشتقاقي على مجموعة تعريفه.  •
وهو يحقق  •

0
lim ( )
x

f x
+→

=  .قبل محور التراتيب مقارباً شاقولياً ي فهو ∞+

limإنّ ف وكذلك • ( )
x

f x
→+∞

= 1، ونلاحظ أنّ ∞+
( )

2

x
f x

x
− الذي معادلته  ∆، إذن المستقيم =

2

x
y  ولا يتقاطع معه. ∆يقع فوق  fCإنّ  كما fللتابع  fCمستقيم مقارب للخط البياني  =

 نلاحظ أنّ  •

( )
2

2 2 2

1 1 2 2
( ) 2

2 2 2

x x
f x x

x x x

− +
′ = − = = − 

)إذن إشارة  )f x′  2تُماثل إشارةx   الآتي f، ومنه جدول تغيرات −

  
  

 وأخيراً نلاحظ أنّ  •
22 2

( ) ( 2 )
2 2

x x
f x x x

x x

− +
− = = −  

في  dمع منصف الربع الأوّل  fCإذن يتقاطع 
)النقطة  2, على  dتحت  fC، ويقع (2

] 2, ,0[وفوقه على  ∞+] 2[. 

متزايدٌ على المجال  fنستنتج من الدراسة السابقة أنّ  •
[ 2, )، وأنّ ∞+] )f x x≤ .على هذا المجال 

  

0 2

( ) 0

( ) 2

x

f x

f x

+

′ − +

+∞ +

∞

∞ց ր
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)0يوحي الرسم المجاور أنّ  � )n nu متتالية متناقصة  ≤

   .2ومحدودة من الأدنى بالعدد 
) لنضع • )E n  12الخاصة n nuu + ≤≤. 
0لما كان  • 2 2u =  استنتجنا أنّ  ≤

1 0 02 ( 2) ( )f u f u u= ≤ = ≤  
 صحيحة. E(0)إذن الخاصة 

)وإذا افترضنا أنّ  • )E n 12 :صحيحة n nuu + ≤≤ ،
 متزايداً أنّ  fاستنتجنا من كون 

1( 2) ( ) )(n nf f u f u+ ≤≤  
  أي

2 12 n nu u+ +≤≤  
)فالخاصة  1)E n   صحيحة أيضاً.  +

12نستنتج إذن أنّ  � n nuu + )0. فالمتتالية nمهما كانت قيمة  ≥≥ )n nu متناقصة ومحدودة من  ≤
  . ℓ≤2هاية الأدنى فهي متقاربة من ن

1من المساواة  ( )n nu f u+ )تسعى إلى اللانهاية أنّ  nبجعل نستنتج  = )f=ℓ ℓ إذن ،ℓ  هي فاصلة
)0. فالمتتالية ℓ=2أي  fCو dنقطة تقاطع  )n nu   .2 العدد متقاربة من ≤

  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤
1

2
u n :2بيعي وعند كل عدد ط =

1

1
2

3n n nu u u+ = − +.  

  .5uو 4uو 3uو 2uو 1u احسب �
)21وفق  ℝإلى التابع المعرف على  fنرمز بالرمز  � ) 2

3
f x x x= − +.  

.a     ونظمْ جدولاً بها. fادرس تغيرات  �
.b ,0]إلى المجال  xبت أنه إذا انتمى أث � )، انتمى [3 )f x  0]إلى المجال, 3] .  
� : استنتج من السؤال السابق أن  

.a )0عنصرٌ راجحٌ على المتتالية  3العدد  � )n nu ≥.  
.b )0المتتالية  � )n nu   متزايدة. ≤
)0استنتج أن المتتالية  � )n nu )مع ملاحظة أن نهايتها  احسبمتقاربة و  ≤ )1n nu f u+ =.  
  

29  

1
2
x

x
x +֏

y x=

0u1u
2
u
ր

2, 2( )
ց
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  .3نلاحظ من الجدول وكأن المتتالية تتزايد متقاربة من  �

0 1 2 3 4 5

0.5 0.9167 1.5532 2.3023 2.8377 2.9912n

n

u
  

  بسيطة، ونجد له جدول التغيرات الآتي fدراسة  �
0 3 6

( ) 0

( ) 0 3 0

x

f x

f x

−∞ +

′ + + −

−

∞

−

−∞ ∞ր ր ց ց

  

,0]متزايد تماماً على المجال  fنستنتج أنّ  0، فإذا كان [3 3x≤   كان  ≥
0 (0) ( ) (3) 3f x ff ≤ ≤ ==  

,0])أي  3]) [0, 3]f ⊂.  
)لنضع  � )E n  0دلالة على الخاصة 3nu≤ ≤ .  

0محققة لأنّ  E(0)الخاصة  • 0.5u  فرضاً. =
)إذا كانت  • )E n  0]محقّقة أي, 3]nu 1استنتجنا مما سبق أنّ  ∋ [0, 3( ) ]n nu f u+ ، أي إنّ =∋

( 1)E n 0محققة. فنكون قد أثبتنا أنّ  + 3nu≤  . nمهما كانت  ≥
)0ة راجح على المتتالي 3العدد ف )n nu   .قاصر عنها 0، والعدد ≤

  جهة أخرى لدينامن 
2

1

6 3 (3 )
0

3 3
n n n n n

n n

u u u u u
u u+

− − −
− = = ≥  

)0إذن المتتالية  )n nu   متزايدة.  ≤
)0المتتالية  � )n nu إلى نهايتها استنتجنا من  ℓمن الأعلى فهي متقاربة. وإذا رمزنا  متزايدة ومحدودة ≤

1المساواة  ( )n nu f u+ )أنّ  fومن استمرار التابع  = )f=ℓ ℓ 0. أي إما أن يكون=ℓ 3أو=ℓ .
)ولكنّ الحالة الأولى مستحيلة، لأنّ كون المتتالية  )n nu  متزايدة يجعل جميع حدودها أكبر من الحد الأوّل

0 0.5u . نستنتج إذن 0ن تساوي وهي من ثم لا يمكن أ 0.5، فلا بُد أن تكون النهاية كذلك أكبر من =
3lim. أي ℓ=3أنّ 

n
nu

→∞
=.  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ≤

4

3
u > 1و − 4 3n nu u+ = . نجد nد طبيعي عند كل عد +

4المجال  المعرف على fللتابع  Cالخط البياني  ،أدناهفي الشكل 
3
, − +∞    وفق

( ) 4 3f x x= yلمعادلة ا الذي d والمستقيم. + x=.  
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  ؟dوالمستقيم  Cا نقطة تقاطع الخط تما إحداثي �
�  0نفترض في هذا السؤال أن 6u =.  

.a )0المتتالية  أن أثبت  � )n nu   محدودة من الأدنى. ≤
.b )0المتتالية  اطرادادرس  � )n nu ≥.  
.c )0استنتج أن المتتالية  � )n nu   متقاربة وأوجد نهايتها. ≤
.a 0أثبت أن هذه النتيجة صحيحة أياً يكن  � 4u >.  

.b 0هل هذه النتيجة صحيحة أيضاً عندما  �

4
4

3
u− <   ؟>

  
� (4, 4).  
)لنضع  � )E n  14دلالة على الخاصة n nu u+≤ ≤.  

0من الفرض  • 6u 1و = (6) 22 [4,6]u f= = 16لأنّ  ∋ 22 36≤  E(0)خاصة . فال≥
 صحيحة.

)لنفترض صحة الخاصة  • )E n  14أي n nu u+≤  متزايداً أنّ  f. نستنتج من كون التابع ≥

1(4) ) )( (n nf uf f u+≤ 2أو  ≥ 14 n nu u+ +≤ ≤  
)فالخاصة  1)E n   صحيحة.  +

مستمرٌ  f. فهي متقاربة. ولكن لأنّ التابع 4نستنتج أنّ المتتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد 
1نستنتج من المساواة  ( )n nu f u+ )أنّ  = )f=ℓ ℓالعدد ، فℓ فاصلة نقطة تقاطع  هوfC  مع منصف

4lim. ومنه ℓ=4. إذن dالربع الأوّل 
n

nu
→∞

=.  

.a أي أنّ  E(0)هو لإثبات صحة  0uبق الذي استعملنا فيه قيمة المكان الوحيد في البرهان السا �
1 04 uu≤ ). ولكن من الشكل لدينا ≥ )f x x≤  4]على المجال, متزايدٌ على هذا  f، والتابع ∞+]

0المجال، فإذا بدأنا من  4u 0كان  < 04 (4) ( )f f u u≤= محققة.  E(0). أي كانت الخاصة ≥
)0وعندئذ تسري بقية خطوات الحل السابق دون تعديل ونستنتج أنّ المتتالية  )n nu ودة متناقصة ومحد ≤

4limمن الأدنى في هذه الحالة وتحقق 
n

nu
→∞

=.  

    الحل

x

y

O 1

1

2

4/3−

C

d
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.b )في هذه الحالة لدينا  � )f x x≥  4على المجال
3

[ , ، والتابع متزايدٌ أيضاً. نبرهن إذن أنّه في −[4

0حالة 

4
4

3
u− ≤ )0ن المتتالية تكو  > )n nu وتحقق مجدداً  4متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  ≤

4lim
n

nu
→∞

=.  


