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   186صفحة    تَدربْ 

  اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من الأعداد الآتية: �
ln 2 ln 3

1
ln16

ln 32

3 1
ln ln

3 ln 52 3 ln

B e e A e e

D e e C e e
−

−

= + = +

= + = +

� �
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7 5

1 2

B A

D C

= =

= =
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  يّناً المجموعة التي تكون معرّفة عليها:اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من العبارات الآتية، مب �
ln

ln( 1) ln

1/ ln

ln(2 )

1

ln( )

x x

x x

x x

A e e

B e
x

C e e

− −

−

= −

= +

= +

�

�

�

   

 

,0[ على � lnلدينا  ∞+] ln(2 ) ln2x xA e e= − = −.  
,1[ على � 1Bا لدين ∞+] =.  

,0[ على � 2لدينا  ∞+]
C

x
=.  

  حلّ المعادلات أو المتراجحات الآتية: �
2

2 2

2 3 7 3

2 1 2 4

5 1
1 2

1
ln(2 ) 3 ln( 2) 3 2

2

3 ( 1)( 4) 0

x
x x x

x

x x x

x

x x x x x

e
e e e

e

e e e
e

e e e e e

+ −

−

− − −

= = =
−

− ≥ − = =
+

≥ − − ≤
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� 3 1xe − 3تكافئ  = ln(1) 0x− = 3xومنه  = =.  
� 22 3 7x xe e+ 22تكافئ  = 3 7x x+ )أو  = 3)(2 1) 0x x− − 1ومنه  =

2
{3, }x ∈.  

� 5
1 2

x

x

e

e
=

−
5تكافئ  

11

xe )ومنه  = )5
11

lnx =.  

� 
1

2
2

x

x
e

e

− =
+

2تكتب   1

2x xe e
=

+
4فهي تكافئ   0xe + 0xeوهذه مستحيلة لأنّ  = أياً  <

  .xكانت قيمة 
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	 ln( 2) 3xe − 32xeهذه تكافئ  = e− 3ln(2ومنه  = )x e= +.  
� ln(2 ) 3xe− 32هذه تكافئ  ≤ x ee− 32أو  ≤ xee− 32وهذه مستحيلة لأنّ  ≤ 0e− <.  
� 2 2 4x xe e− 2تُكافئ  ≥− 2 4x x− ≤ 2أو  − 6 0x x+ − ]إذن  ≥ 3,2 ]x ∈ −.  
� ( 1)( 4) 0x xe e− − 1هذه تُكافئ  > 4xe< 0أو  > ln1 2 ln2x= < <.  

 22 1 3xe − 22تكافئ  ≤ 1 ln(3)x 1ومنه  −≤ ln(3) 1 ln(3)

2 2
, ,x

+ +   
∈ −∞ − +∞   
   

∪  


4xفق إشارة اشرح لماذا تتّ  

x
e

e
)مع إشارة  − 2)xe 4ثمُّ حل المتراجحة  .−

0x

x
e

e
− <.  

 

4لأنّ  2
(1 )( 2)x x

x x
e e

e e
− = + 2والمقدار  −

1
xe

موجبٌ تماماً. وعليه تكافئ المتراجحةُ  +
4

0x

x
e

e
− 2xeالمتراجحةَ  > ln2xأو  > <.  

 
  190تَدربْ صفحة  

  .Rلآتيتين على أثبت صحة كلٍ من المساواتين ا �
1

ln( 1) ln( 1)
1 1

x
x x

x x

e
e e x

e e

−

−
= + − + =

+ +
� �   

 

1 نلاحظ أنّ  � 1
1 1

x
x

x x

e
e

e e

− +
+ = + 1إذن  =

1

x
x

x

e
e

e−
+

=
+

الطرفان موجبان وبأخذ اللوغاريتم  

)lnنجد  1) ln( 1)x xe e x−+ − + =.  

1لقد رأينا أنّ  �
1

x
x

x

e
e

e

− +
+ 1وبأخذ مقلوب الطرفين نجد  =

1 1

x

x x

e

e e−
=

+ +
.  

  اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من الأعداد الآتية: �
5

2 ln 8

3 ln 4 2 ln 3

3 2 4
2 3 6

2 2

1 1 3
6 2 ln 3 2

ln

( ) ( )
( )

27 3 3 (32)

x
x x

x

e e
C B A e

e e
e e e

F E e e D
e e e e

I H G

π π

π π

+

+ +

−

−

= = =

−
= = × =

− ×

= × = =
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2 1 5

3 2
2 1

1

1

3 128 2

e e
x

e

C B A

F e E D e

I H G

π −

= = =

= = =

= = =

� � �
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�  التابع  أثبت أنf  المعرف علىR  2وفق 2( ) ( ) ( )x x x xf x e e e e− −= + −   تابعٌ ثابتٌ. −

 

)عين نجد بفكّ التربيع أو باستعمال متطابقة فرق مرب ) 4f x   .xأياً كانت قيمة  =

   حل المعادلات الآتية:  

2 2

2 2

6 0 5 4 0

7 6 0 4 2 0

x x x x

x x x x

e e e e

e e e e− −

− − = − + =

− + = − + =

� �

� �
  

  
)تكتب بالشكل  المعادلة � 1)( 4) 0x xe e− − ,ln1}إذن  = ln 4}x 0,2}أو ∋ ln2}x ∈.  
)تكتب بالشكل  المعادلة � 3)( 2) 0x xe e− + lnإذن أو = 3x 2، لأنّ = 0xe +  .xأياً كانت  <

2)2تكتب بالشكل  المعادلة � 1) 3 1 0x xe e− + + لأنّ مجموع مقادير  = وهذه المعادلة مستحيلة 
  موجبة لا ينعدم إلاّ إذا انعدمت جميعها.

)تكتب بالشكل  المعادلة � 1)( 6) 0x xe e− −− − ,0}إذن  = ln 6}x ∈ −.  
  حل المتراجحات الآتية:  �

2 2

ln 4

( 2) 2( 2) 4 0

3
2 3 0

2
4 5

3

x x x x x

x x x

x

x x x

e e e e e

e e e
e

e e e

−

− +

− +

− > − − ≤

− − ≥

+ ≤

� �

� �

� 	

<

>

    

  
) نجد أنّ المتراجحة تكافئ xeبضرب الطرفين بالمقدار الموجب  � 2)( 2) 0x xe e− + أو  ≥

2 0xe − 2لأنّ  ≥ 0xe + [دوماً. ومنه  < , ln2]x ∈ −∞.  
)2بإصلاح المتراجحة نجدها تكافئ  � 2) 0xe − ln2xومنه  < ≠.  

2تراجحة الم � 3x

x
e

e

+ 2تكافئ  ≤ 2 3xe + 2أو  ≤ ln2 3x + 1أي  ≤
2
ln 3 1x ≥ −.  

xX ووضع xeبضرب الطرفين بالمقدار الموجب  � e= الصيغة المُكافئة  لمتراجحةتأخذ ا
3 3 2 0X X− − 3ولكنّ  > 3 2X X− كثير حدود من الدرجة الثالثة، ونظرة سريعة تبيّن لنا أنّ  −

2Xكلاًّ من  1Xو = = )جذرٌ له فهو يقبل القسمة على  − 2)( 1)X X− وهذا يتيح لنا تحليله  +
3لنجد  23 2 ( 1) ( 2)X X X X− − = + )2. إذن المتراجحة المعطاة تكافئ − 1) ( 2) 0x xe e+ − < 

)2ولكنّ المقدار  1)xe 2موجب تماماً، إذن هي تُكافئ  + 0xe − ln2xأو  > <.  
	ln 4 2

3

xe +
lnتكافئ  < 6x > −.  

4المتراجحة  � 5x xe e−+ )تكافئ  ≥ 1)( 4) 0x xe e− − 0,2]ومنه  ≥ ln2]x ∈.  
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  194تَدربْ صفحة  

21وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع Cليكن  �
( ) exp

2
f x x

 = −   
.  

lim احسب � ( )
x

f x
→−∞

limو  ( )
x

f x
→+∞

  .Cالبياني  نتج معادلة كل مقارب للخط. است

  للتابع. حديّةونظم جدولاً بها. أشر إلى قيمة  fادرس تغيرات  �
)في النقطة التي ينعدم فيها  Cللخط  dاكتب معادلةً للمماس  � )f x′.  
)اللتين ينعدم فيهما  النقطتين اتجد إحداثي � )f x′′ 1، واكتب معادلتي المماسينd 2وd .فيهما  

  .2dو 1dو dمن  بالنسبة إلى كلC  وضع الخط البياني  ادرس 	
  .Cثم ارسم  2d و 1dو  dارسم  �

  
)لمّا كان  � )21

2
lim

x
x

→+∞
− = )و ∞− )21

2
lim

x
x

→−∞
− = limو ∞− 0u

u
e

→−∞
  ا أنّ استنتجن =

lim ( ) 0
x

f x
→+∞

limو    = ( ) 0
x

f x
→−∞

=  

0yمحور الفواصل الذي معادلته إذن    .fللتابع  Cمستقيم مقارب للخط البياني  =
21نلاحظ أنّ  �

2( ) 2
x

f x xe
−′ = f. إذن إشارة −   ، ومنه جدول التغيرات:ℝعلى  xتعاكس إشارة  ′

0

( ) 0

( ) 0 0

x

f x

f x e

−∞ +∞

′ + −

ր ց

  

0xد ة كبرى شاملة (أومحلية) عنقيمة حديّ  fإذن يبلغ  =.  
f(0)لمّا كان  � e= (0)و 0f ′ yاستنتجنا أنّ  = e=  هي معادلة المماسd  في النقطة التي

fينعدم عندها  ′.  
21هنا  �

22( ) 2(2 1)
x

f x x e
−′′ = )إذن  − ) 0f x′′ 1يكافئ  = 1

2 2
{ , }x ∈   ونلاحظ أنّ  .−

1لمّا كان   ����

2
( ) 1f 1و =

2
( ) 2f ′ = 2استنتجنا أنّ  − 2y x=  1dهي معادلة المماس  −

1في النقطة التي فاصلتها 

2
x =. 

1ولمّا كان  ����

2
( ) 1f − 1و =

2
( ) 2f −′ 2استنتجنا أنّ  = 2y x= في  2dهي معادلة المماس  +

1لنقطة التي فاصلتها ا

2
x −=. 

)لما كان  	 )f x e≤  علىℝ  ّاستنتجنا أنC  يقع دوماً تحتd.  

  الحل
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)ليكن  ���� )( ) ( ) 2 2g x f x x= − ). نلاحظ أنّ − ) ( )g x f x′′ gإذن إشارة ، =′′ معروفة. وكذلك  ′′

نلاحظ أنّ  
2

21
( ) 2 2

x

x
g x e

x e
′ = − ⋅ ⋅ limإذن  + ( ) 2

x
g x

→+∞
′ limو = ( ) 2

x
g x

→−∞
′ = 

limلأنّ  0
XX

X

e→∞
g تغيراتومنه جدول . =  الآتي ′

1 1

2 2

( )

( ) 2 2 2 0 2

x

g x

g x

−∞ − +

′′ + − +

′

∞

ր ց ր

  

gنلاحظ من الجدول أنّ  1ولا ينعدم إلاّ عند  ℝموجب على كامل  ′

2
x تابعٌ متزايدٌ على  g. إذن =

ℝ  ّ1ولأن

2
( ) 0g )استنتجنا أنّ  = ) 0g x 1على  >

2
, −∞  

)وأنّ   ) 0g x 1على  <

2
, +∞  

. إذن 
1لى ع 1dتحت  Cيقع 

2
, −∞  

1على  وفوقه 

2
, +∞  

.  
1على  2dيقع فوق  Cونبرهن بالمثل، أو بالاستفادة من كون التابع المدروس زوجياً، أنّ 

2
, −∞ −  

 
1على  وتحته

2
, − +∞  

.  
  بدقة: Cتتيح الدراسة السابقة رسم  �

  
  

� f وg  ن المعرّفان على التابعاهماR  1وفق
( ) ( )

2
x xf x e e−= 1و +

( ) ( )
2

x xg x e e−=  h. و−

gوفق  Rهو التابع المعرّف على 
h

f
)من  . احسب كلاًّ = )f x′ و( )g x′ وأثبت أن .

2

1
h

f
′ =.  

  
)بحساب بسيط نلاحظ أنّ  ) ( )f x g x′ )و = ) ( )g x f x′   وأخيراً   =

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

g x f x f x g x f x g x
f x

f x f x

′ ′− −
′ = =  

2ولكن  2( ) ( ) 1f x g x− إذن  )190صفحة  �(تدرب  xأياً كانت  =
2

1
h

f
′ =.  

x

y

d

1d 2d

1

1

O

  الحل
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   199تَدربْ صفحة  

�  من التابعين  ادرس نهاية كلf  وg عند حدود مجموعة تعريفه.  
1

( ) ( ) ln
1

x
x

x

e
g x f x x e

e

−
= = −

+
� �   

  
)التابع  � ) ln xx f x x e= ,0[معرّف على  ֏− [+∞ .  
  خارج قوسين فنكتب xeلدينا حالة عدم تعيين نزيلها بإخراج  ∞+عند  ����

ln
( ) 1 1

ln
x

x x

x

xx

x
e

e e

x
f x e

     = − = ⋅ −        
  

limالآن لدينا  0
xx

x

e→∞
lnو =

lim 0
x

x

x→∞
limو= x

x
e

→∞
= limإذن  ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= −∞.  

0عند الصفر الأمر سهل لأنّ  ����

0
lim 1x

x
e e

→
= و =

0
lim ln
x

x
→

= إذن  ∞−
0

lim ( )
x

f x
→

= −∞.  

1التابع  �
( )

1

x

x

e
x g x

e

−
=

+
  . ℝمعرّف على  ֏

limلدينا  ∞−عند  ���� 0x

x
e

→−∞
limإذن  = ( 1)

x
g x

∞→−
= −. 

limا ، لدين∞+عند  ���� x

x
e

→+∞
= 1و  ∞+

lim 1
1X

X

X→+∞

−
=

+
1إذن نستنتج أنّ 

1
lim

1

x

xx

e

e∞→

−
=

+
.  

)وفق  Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  � ) (3 ) xf x x e= −.  

  .fادرس تغيرات  �
)في النقطة التي فاصلتها تعدم  Cمماس الخط  dاكتب معادلة  � )f x′′.  
  .Cثم الخط  dارسم في معلمٍ واحد المماس  �

)التابع  �  ) (3 ) xx f x x e=   .ℝمعرّف على  ֏−
limدينا ول ���� ( )

x
f x

→+∞
= )3، أمّا في جوار اللانهاية السالبة فنكتب ∞− ) Xf x e Xe= حيث  −

3X x= lim. ولكن − ( 3)
x

x
→−∞

− = limوكذلك فإنّ  ∞− 0X

x
Xe

→−∞
إذن  =

lim ( ) 0
x

f x
→−∞

0yاصل الذي معادلته . نستنتج أن محور الفو = في  Cمستقيم مقارب للخط  =

 .∞−جوار 

)نلاحظ أنّ  ���� ) (2 ) xf x x e′ =  : f، وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات الآتي للتابع −

2

2

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x e

− +∞

′ + −

−

∞

∞ր ց

  

  الحل
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)نلاحظ أنّ  � ) (1 ) xf x x e′′ = 1x، وهو ينعدم فقط عند − (1). ولدينا = 2f e= (1)وf e′ إذن  =
1xفي النقطة  Cالذي يمس  dمعادلة المماس  )هي   = 1)y e x= +.  

 C. مع أنّه غير مطلوب في صيغة السؤال، قد يرغب المرء بدراسة الوضع النسبي للخط البياني ملاحظة
  ، فنضعdالمماس و 

( ) ( ) ( 1) 3 ( )x xh x f x e x e e x e e= − + = − − +  
في صيغة المشتق،  xxe. وخاصّة أنّ اشتقاقه يُبقي على الحد hمن غير الواضح كيف نعين إشارة 
)وهي  xيمكننا إذن أن نفكّر بإخراج أمثال  )xe e+ قوسين وبخاصة أنّ هذا المقدار موجب ولا  خارج

)فنكتب إذن  hيؤثر في تعيين إشارة  ) ( ) ( )xh x e e g x=   وقد عرّفنا +
3

( )
x

x

e e
g x x

e e

−
= −

+
  

: وهنا نحسب
2

2 2

4 ( )
( ) 1

( ) ( )

x x

x x

e e e e
g x

e e e e

⋅ −
′ = − = −

+ +
gفنستنتج أنّ   ولا ينعدم إلا  ℝسالب على  ′

1xعند  (1). ولكن ℝعلى  متناقصٌ تماماً  g. إذن التابع = 0g هذه نتيجة معروفة بالنسبة إلينا ( =
)فلا بد للفرق أن ينعدم عند  ،1يمثّل الفرق بين التابع والمماس في النقطة التي فاصلتها  hلأنّ  1x =.  

  
)إذن  ) 0g x [على  < )، و∞−]1, ) 0g x ,1[على  > . وعليه يقع ∞+]
C  فوق المماسd  على المجال] ,1[، ويقع تحته على ∞−]1, [+∞.  
  
  مبين في الشكل المجاور. الرسم�

  

  

�  عند  ةالآتي وابعمن الت جد نهاية كلa:   
1

3
3

1

2

1/

2
( ) , ( ) (2 ) , 1

1

1
( ) 2 , ( ) , 0

2
1

( ) 3, ( ) ,
1

( ) 2 1 ( ) ln( 2)

1
( ) ( ) (

, ,

,

1) 0,0,

x

x

x
x

x
x x

x x

x x

x
f x a f x x a

x

e
f x xe a f x a

x
e

f x e e a f x a
x

f x x e a f x e a

f x e a f x e a
x

+

−

−

−

∞

∞

∞ −∞ ∞ −∞

−∞ ∞ −∞

 − = = + = − =  + 

−
= = + = =

−
= − + = + = = +

−
= − + = = + = +

∞ −= = + = − =∞

� �

� �

� 	

� �

� ,+∞ 


  

x

y

1

3

2 3

C

d
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)نضع  � ) 1u x x=   ونحسب −

l
l

n
(

)
)

(1
3n f x

u

u
= −

−

−
  

 ولكن لدينا
1

lim ( ) 0
x

u x
→

و =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

−
=

−
. إذن 

1
lim ln ( ) 3
x

f x
→

= وأخيراً  −
1

3lim ( )
x

f ex
→

−=.  

3نضع  �
( )

1
u x

x
=

+
  ونحسب 

ln
ln

(1
( )

)u
f x

u

−
−

−
=  

limولدينا  ( ) 0
x

u x
→+∞

و =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u→

−
=

−
lim. إذن  ln ( ) 1

x
f x

→+∞
= 1lim ومنه− ( )

x
f ex

→+∞

−=.  

� 
0

1

2
lim ( )
x

f x
→

=.  
� 0lim ( )

x
f x

→+∞
=  

0limواضح أنّ  	 ( )
x

f x
∞→−

  فنكتب  ∞+، أمّا عند =
1 1

( )
1 1

xe
f x e

x x

−

= ⋅ −
− −

  

limلنستنتج أنّ   ( )
x

f x
→+∞

= +∞  

3lim هنا � ( )
x

f x
∞→−

  فنكتب ∞+أمّا عند  وضوحاً. =

( ) ( 1) 3x xf x e e= − +  
limلنستنتج أنّ   ( )

x
f x

→+∞
= +∞ .  

limهنا  � ( 2 2)x

x
e

→−∞
+ limو  = ( 2)x

x
e

∞→+
+ =   إذن  ∞+

lim ( ) ln(2)
x

f x
→−∞

limو    = ( )
x

f x
+∞→

= +∞.  

)نكتب  � ) (2 1)x x xf x e xe e−= ⋅ − limنّ ألنستنتج  + ( )
x

f x
∞→−

= +∞.  


 
0

im ( ) 1l
x

f x
→

limو   = ( )
x

f x
→∞

= +∞.  

� 1/( ) xf x e= .lim ( ) 1
x

f x
→+∞

limو = ( ) 1
x

f x
→−∞

و =
0

lim ( )
x

f x
+→

= و ∞+
0

lim ( ) 0
x

f x
−→

=.  

  الحل
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  203تَدربْ صفحة  

 كتابة كل من العددينبسّط   �
1

ln 33A
−

و  =
1

ln 42B =.  

   
1A e−=  وB e=.  

  حل في كل حالة المعادلة أو المتراجحة المعطاة:  �
2 1 1

2

3 4 3 4 7 3

2 1 1
5 5 4

3 32 1

x x x x x

xx
x x

x

+ −

−

= =

    +

� � �

� 	 �

>

< < >

  

   
ln 72 ln 2 2 ln 2

ln 3 ln 3 4 ln 2 ln 7 ln 3
2 ln 2
ln 3

1 0

x x x

x x x
− −

= =

< − >

� � �

� 	 �

>

< −
  

  :المعطاةات راجحوالمت تحل كلاً من المعادلافيما يأتي  �
� 14 2 3 0x x++ − 14، و= 2 3 0x x++ − ≤.  
� 12 10 2 12 0x x+ − × + 12، و= 10 2 12 0x x+ − × + ≥.  
� 13 2 3 7x x+ −+ × 13 و، = 2 3 7x x+ −+ × ≥.  

   
2xXبوضع  � 2تصبح المعادلة  = 2 3 0X X+ − )أو  = 3)( 1) 0X X+ − ، ولكنّ العدد =
2xX 1Xطاة موجبٌ إذن تكافئ المعادلة المع = 0xأو  = = .  

)أمّا المتراجحة  3)( 1) 0X X+ − 1Xفتكافئ  ≥ 2أي  ≥ 1x ,أو  ≥ ]] 0x ∈ −∞.  
2xXبوضع  � 2تصبح المعادلة  = 10 12 0X X− + 3أو  =

2
X ، إذن تكافئ المعادلة المعطاة =

ln 3
ln 2

1x = 3. أمّا المتراجحة فتصبح −
2

X lnأي  ≥ 3
ln 2

1x ≤ −.  

3xXبوضع  � 2تصبح المعادلة  =
3 7X

X
+ 1أو  =

3
{2, }X ، إذن تكافئ المعادلة المعطاة ∋

{ }ln 2
ln 3

, 1x ∈ 23. أمّا المتراجحة فتصبح − 7 2 0X X− + )لأنّ ( ≤ 3 0xX = ، ومنه <
ln 2
ln 3

] , 1[ ] , [x ∈ −∞ − +∞∪.  

2وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن  2( ) 2x xf x −=.  

  .fرس تغيرات اد �
)في النقطة التي فاصلتها تعدم  Cمماس الخط  dاكتب معادلة  � )f x′.  
  .Cثم الخط  dارسم في معلمٍ واحد المماس  �

  الحل

  الحل

  الحل
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ln)2، وله الصيغة المُكافئة ℝمعرّف على  التابع � 2)( 2 )( ) x xf x e   . ولأنّ =−

2lim ( 2 )
x

x x
→+∞

− = 2limو  ∞+ ( 2 )
x

x x
→−∞

− = +∞  

limاستنتجنا أنّ  ( )
x

f x
→+∞

= limو  ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= +∞ .  

ln)2علاوة على ذلك لدينا  2)( 2 )( ) (2 ln2)( 1) x xf x x e −′ =   ومنه  −

1
2

1

( ) 0

( )

x

f x

f x

− +∞

′ − +

+∞ +

∞

∞ց ր

  

يمة محلية صغرى النقطة التي ينعدم عندها المشتق الأوّل تمثّل ق �
1، فالمماس عندها أفقي ومعادلته fللتابع 

2
y =.  

يوحي لنا الرسم الأوّلي وكأنّ الخط البياني يقبل المستقيم  رسم.لا �
1xالذي معادلته  ننا التيقن من ذلك بملاحظة محور تناظر. ويمك =

(1 ) (1 )f h f h− =   .hأيّاً كانت قيمة   +
  

  جد التابع المشتق لكلٍ من التوابع الآتية: �
2ln( ) ( ) 3 ( )x x xf x f x f x xπ= = =� � �.  

   
2n 1l( ) (ln ) ( ) (2 ln 3) 3 ( ) (1 ln )x xf x x f x x f x x xππ −′ ′ ′= = = +� � �.  

  

  جملة المعادلتين:  Rحل في   �
3 3 9

3

(1)

3 ( )3 24

x y

x y

× =

+ =
  

   
3xaبوضع  3ybو = 2هما جذرا المعادلة  bو aنستنتج أنّ  = 4 3 9 0T T− + إذن  =

{ }( , ) ( 3,3 3),(3 3, 3)a b ∈  
}ومنه  }1 3 3 1

2 2 2 2
( , ) ( , ),( , )x y ∈.  

�   0إذا علمت أنa 0bو  < >  فهل صحيح أن ،ln lnb aa b= ؟  

   
ln)هذا صحيح لأنّ كلا المقدارين يساوي  )(ln )a be.  

  الحل

  الحل

  الحل

  الحل

x

y

O 1

1

C

d



  

13  

)وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن  � ) 2 xf x x −=   وارسم خطه البياني. fات تغير  ادرس .⋅

   
ln)، وله الصيغة المُكافئة ℝمعرّف على  التابع 2)( ) xf x x e−= limلديناو . ⋅ ( )

x
f x

→−∞
= −∞ 

limو ( ) 0
x

f x
→+∞

limلأنّ  = 0X

x
Xe−

→+∞
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب في  =

  .∞+جوار 
)علاوة على ذلك لدينا  ) (1 (ln2) )2 xf x x −′ =   ومنه  −

1
ln2

1
ln2

( ) 0

( ) 0
e

x

f x

f x

− +∞

′ + −

−

∞

∞ ր ց

  

ر بالمبدأ حيث هو يمو وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني المطلوب، 
  .مماسه هو منصف الربع الأوّل

  الرسم مبين جانباً.
)2وفق  Rالمعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   � ) 4 2x xf x += −.  

  ونظم جدولاً بها. fات ادرس تغير  �
  .Cارسم  �

   
  ، وله الصيغة المُكافئةℝمعرّف على  التابع

(2 ln2) (ln2)( ) 2 (2 4) 4x x x xf x e e= − = − ⋅.  
limلدينا ( ) 0

x
f x

→−∞
0yفمحور الفواصل الذي معادلته  = . وكذلك ∞−مستقيم مقارب في جوار  =

limلأنّ  2x

x→+∞
= limاستنتجنا أنّ ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

)علاوة على ذلك لدينا  ) 2(ln2) 2 (2 2)x xf x′ = ⋅ 1xوهو ينعدم فقط عند  − . ومنه جدول التغيرات =
  :الآتي

1

( ) 0

( ) 0 4

x

f x

f x

−

−

∞− +∞

′ − +

− +∞ց ր

  

  
يقطع محور الفواصل وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني المطلوب، وهو 

2x في النقطة التي فاصلتها =.  
  

  الحل

  الحل

x

y

O
1 2

C

x

y

O 1

4−

3−

2

C
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)وفق  Rالتابع المعرف على  fليكن  � ) (1 ) 2xf x x= −   .وارسم خطه البياني fات ادرس تغير  .×

   
)(ln2)الصيغة المُكافئة ، وله ℝمعرّف على  التابع ) (1 ) xf x x e= − lim. ولدينا ⋅ ( )

x
f x

→+∞
= −∞ 

limو ( ) 0
x

f x
→−∞

limلأنّ  = 0X

x
Xe

→−∞
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب في  =

)لى ذلك لدينا علاوة ع .∞−جوار  ) (ln2 1 (ln2) )2xf x x′ = −   ومنه  −
1

ln 2

2
ln 2

1

( ) 0

( ) 0
e

x

f x

f x

− − +∞

′ + −

−

∞

∞ր ց

  

بالنقطة ، وهو يمر جانباً  وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني المطلوب
2المستقيم الذي معادلته حيث مماسه هو  (1,0) 2y x= −.  

 
  205205205205    تَدربْ صفحة

  : حلّ المعادلات التفاضلية الآتية �
2 0 3

2 3 0 3 5

y y y y

y y y y

′ ′+ = =

′ ′+ = =

� �

� �
  

   
3 5
2 3 2 3x x x xy ke y ke y ke y ke

− −= = = =� � � �  
  في كلّ حالة عيّن حل المعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط المعطى:  �

� 2y y′ (0)يحقق الشرط  fوالحل ، = 1f =.  

� 5 0y y′ + )للحل يمر بالنقطة  Cوالخط البياني  ،= 2,1)A −.  

� 2 0y y′ + 1من الخط البياني للحل يساوي  −2وميل المماس في النقطة التي فاصلتها ، =

2
.  

   
2( 2) 5( 2) 21

( ) ( ) ( )
4

x x xf x e f x e f x e− + − += − = =� � �  

  حلّ المعادلات التفاضلية الآتية:  �
3 2 2 1

2 3 1 0 2 1

y y y y

y y y y

′ ′+ = = +

′ ′+ − = = −

� �

� �
  

   
2 /3 /2 /3 21 1

2 2
1 2x x x xy ke y ke y ke y ke− −= + = + = + = − +� � � �

  الحل

  الحل

  الحل

  الحل
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  eإحاطة العدد النيبري   

  .باستعمال متتاليات، ونهتم بسرعة تقارب هذه المتتاليات eنهتمّ في هذا النشاط بإحاطة العدد النيبري 
  eإحاطة العدد   �

[التابع المعرّف على  fليكن  [1,− )بالصيغة  ∞+ ) ln(1 )f x x x= + −.  
ln(1، واستنتج أنّ fادرس تغيرات التابع  � ) xx+ 1xفي حالة  ≥ > −.  
  .2عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي  nليكن  2

.a 1تحقّق أنّ  �

n
1، وأنّ ]0,1[عنصر من  

1 n

−

+
[عنصر من   1, 0[−.  

.b   استنتج أنّ  �بالاستفادة من نتيجة  �

���� 
1 1

ln 1
n n

  +  
≤

 
1ومن ثَمّ  

1

n

e
n

  +   
≤


. 

���� 
1

ln
1 1

n

n n

   
≤ −

+ + 
1ومن ثَمّ   1

ln 1
1n n

  + ≥  + 
، وأخيراً 

1
1

1

n

e
n

+  +   
 . إذن≤

1

( )
1 1

1 1

n n

e
n n

+     + +      
≤ ≤

  
∗  

  وفق [0,1]التابعين المعرّفين على  hو gوليكن  .عدداً طبيعياً موجباً تماماً  nليكن  3
2

1

( ) 1
1! 2! !

( ) ( )
( !)

n
x

n
x

x x x
g x e

n

x
h x g x e

n n

−

+
−

  = + + + +   

= +

⋯

  

.a 1، واستنتج أنّ [0,1]على  hو gادرس اطراد كل من التابعين  � (1) 1)(h g≥ ≥.  
.b   استنتج أنّ  �

1 1 1 1 1 1 1
1 1

1! 2! ! 1! 2! ! ( )
( )

!n n n n
e+ + + + + + + + +

⋅
≤∗∗ ≤⋯ ⋯  

  تطبيق   �

)1المتتاليتين  لنتأمّل )n nu )1و ≤ )n nv 1الآتيتين:  ≤
1

n

nu
n

 = +   
1و  1 1

1
1! 2! !nv

n
= + + + +⋯.   

3أثبت أنّ  �
0 n

n

u
e u

n n
≤ − ≤ )بالاعتماد على  ≥ )∗.  

)استنتج من  2 1أنّ  ∗∗(
0

( !)ne v
n n

≤ − ≤.  المتتاليتين أفضل لحساب تقريب للعدد  أيe؟  

 1111 نشاط 
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  هذا سؤال تقليدي، ومررنا به سابقاً، نترك تفاصيله إلى القارئ. � �
1باختيار  2

n
x ln(1في المتراجحة  = ) xx+ 1أنّ نستنتج  ≥ 1ln(1 )

n n
1أي  +≥ 1ln( 1 )( )n

n
≤+ 

)ومنه  )11
n

n
e+ 1. ثمُّ باختيار ≥

1n
x −

+
)في المتراجحة نفسها نجد  = )1

1
1

1
ln 1

n n+ +
≤ وهذا  −−

يُكافئ 
1

1
1

ln( )
n n

n

+ +
≤ )أو − ) ( )1

1
1

1
ln ln nn

nn n

+

++
=≤ )أي  − )

1
11 ln 1

n

n

+
ومن ثَمّ  ≥+

( )
1

11
n

n
e

+
) فنكون قد أثبتنا صحة. ≥+ )∗.  

  نلاحظ أولاً أنّ  3

  
)إذن  )g x′  فالتابع  [0,1]سالب على المجالg  [0,1]متناقصٌ على المجال .  

من ناحية أخرى، لأنّ 
1

( ) ( )
( !)

n
x x

h x g x e
n n

+
−=   استنتجنا أنّ  +

( )

1

1

( 1)
( ) ( )

( !) ( !)

( 1)

! ( !) ( !)

1 (1 )
( !) ( !)

n n
x x

n n n
x x x

n x n x

x n x
h x g x e e

n n n n

x x n x
e e e

n n n n n

x e x e
n x n x

n n n n

+
− −

+
− − −

− −

+
′ ′= − +

+
= − − +

= − − + + = −

  

)إذن  )h x′  فالتابع  [0,1]موجبٌ على المجالh  إذن .[0,1]متزايدٌ على المجال  
(1) (0) 1 (0) (1)g gh h≥ = ≥=  

)وتنتج المتراجحة  (1)من  ∗∗( 1 (1)h g≥   .eبضرب الطرفين بالعدد  ≤

)نستنتج من  � � )أنّ  ∗( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 11 10 1
n n n

nn n n nn n
e u u

+
≤ − ≤ + − + = + . وتنتج =

3nuالمتراجحة المطلوبة من ملاحظة أنّ  e≤ )أو أنّ  > )
6

1
5

1 3nu e≤ ≤ + <.  

لثلاثة أرقام بعد الفاصلة أي بخطأ  eفإذا أردنا حساب ؛ ولكن النتيجة مهمة، هذه مجرد عملية طرح 2
لنحصل على المطلوب. إذن  6vسب ، في حين يكفي أن نح3000uعلينا حساب  −310أصغر تماماً من 

)1المتتالية  )n nv )1أسرع تقارباً من  ≤ )n nu   .eنحو العدد  ≤
  

2 3 2

2 1 2 1

( ) 1 1
1! 2! 3! ! 1! 2! !

1 1
1! 2! ( 1)! 1! 2! ( 1)! !

!

n n
x x

n n n
x x

n
x

x x x x x x x
g x e e

n n

x x x x x x x
e e

n n n

x
e

n

− −

− −
− −

−

′     ′  = + + + + − + + + +        
      = + + + − + + + + +     − −   

= −

⋯⋯ ⋯

⋯ ⋯

  الحل



  

17  

  

            ��	
�� 
	����  
  المشار إليها.  Iعلى المجموعة  fالتابع المشتق للتابع في كلٍ من الحالات الآتية، احسب  

2

2

1/

ln

2

]0, ( ) ln , ( ) ( 2 )

1
\{0} ( ) , ( ) ( 1)

1
\{0}, ( ) , ( )

1

]0, ( ) , ( ) ln(1 )

, ( ) ln

[,

[,

( 1) , ( ) (sin cos )

x x

x x

x
x

x

x x x

x x x

I f x e x I f x x x e

I f x e I f x x x e
x

e
I f x xe I f x

e

I f x e I f x e

I f x e e I f x x x e

−

−

−

= + = = = −

= = = = − +

−
= = = =

+

= + = = = +

= = − + = =

∞

∞

+

ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ

ℝ ℝ

� �


 �

� �

� �

� �

   

   

( )

2

2

2

3
1/

2

2

2

( ) ( )
1

ln 2)(

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
( ) ( )

1

1
( 3 2)

1 ( 2)

1

(ln 1)
1

2 cos

x x

x x

x x
x

x

x
x

x

x
x

x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

f x f x

e

e x x e
x

x
e x x e

x

x e e
e

x
e

e
x x

e

e x
e

f x f x
e e

−

−

 ′ ′= =

′ ′= =

′ ′= =

′ ′= =

−
′ ′=

− −  

−
− −

=
−

+

+

+

− + +

+

+

� �


 �

� �

� �

� �

 

 C ط البياني لتابعٍ هو الخf  معرفٍ علىR وفق( ) ( ) xf x ax b e−= عددان  bو aحيث  ،+
  اعتماداً على ما تجد في الشكل: . حقيقيان

  .bو aيمة كلٍ من احسب ق �
)احسب  � )f x′ي النقطة ت، واستنتج إحداثيA للقيمة  الموافقة

  .fالكبرى للتابع 
  .∞+في جوار  Cأثبت أن محور الفواصل مقارب للخط  3
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)من الشكل نلاحظ أنّ  � 2) 0f − (0)و = 2f 1a. ومنه = 2bو = =.  
)دينا ل � ) ( 2) xf x x e−= )ومنه  + ) ( 1) xf x x e−′ = − . والتابع يبلغ قيمة حدية كبرى عند +
1x = )تساوي  − 1)f e− =.  
limلأنّ هذا واضحٌ  3 0x

x
e−

→+∞
limو = 0x

x
xe−

→+∞
lim يقتضي = ( ) 0

x
f x

→+∞
=.  

  رسم الخط البياني لكلٍ من التوابع الآتية:. ثمُّ استنتج expللتابع الأسي  Cارسم الخط البياني   
: |1 | : 1 : 2x x xh x e g x e f x e− − −֏ ֏ ֏� � �   

   

  
  

1وفق  Rالمعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cليكن    
( )

1 x
f x

e
=

+
.  

   ؟عند كلٍ من طرفي مجموعة تعريفه fما نهاية  �
  .Cوارسم  fادرس تغيرات  �

3g  هو التابع المعرف علىR  1وفق
( )

1 x
g x

e−
=

+
 أثبت أن .( ) ( )g x f x= ، ثم استنتج −

  . Cانطلاقاً من  gرسم الخط البياني للتابع 

  الحل

  الحل

  4 

  3 

x

x

x

x

y

y

y

y

O

O

O

O

1

1

1

1

expC fC

gC

hC

1

1−
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limلمّا كان  � x

x
e

→+∞
= limو ∞+ 0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( ) 0

x
f x

→+∞
limو = ( ) 1

x
f x

→−∞
=.  

0yيقبل محور الفواصل الذي معادلته  Cتج مما سبق أنّ نستن � ،  ∞+مستقيماً مقارباً في جوار  =
1yوالمستقيم الذي معادلته  وعلاوة على ذلك التابع الأسي متزايدٌ  .∞−مستقيماً مقارباً في جوار  =

1والتابع  ℝ+تماماً ويأخذ قيمه في 

1
x

x+
تابعٌ متناقصٌ تماماً  fإذن  ℝ+متناقصٌ تماماً على  ֏

  ، ومنه جدول التغيرات الآتي:ℝعلى 

( ) 1 0

x

f x

− +∞∞

ց
  

)واضحٌ أنّ  3 ) ( )g x f x= اتيب. بالنسبة إلى محور التر  fCهو نظير  gCإذن  xأياً كانت قيمة  −
   .أدناهومنه الرسم البياني المبين 

  
  

، dمائلاً  يقبل مُقارباً  Rعلى المعطى  f للتابع Cفي الحالات الآتية بيّن أنّ الخطّ البياني   
  .dعيّنه وادرس الوضع النسبي لهذا الخط بالنسبة إلى 

2( ) 2 ( ) 1 4 ( ) 1x x xf x x xe f x x e f x x e− −= + + = + + = − +� � �  

   
)2نلاحظ أنّ  � ) ( ) ( 1) xg x f x x e−= − − limيحقّق  = ( ) 0

x
g x

→+∞
الذي   d. إذن المستقيم =

1yمعادلته  x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  −
( ) 0g x   .dيقع دوماً فوق  C، استنتجنا أنّ xأياً كانت  <

)نلاحظ أنّ  2 ) ( ) ( 1) 4 xg x f x x e−= − + limيحقّق  = ( ) 0
x

g x
→+∞

الذي  d. إذن المستقيم =

1yادلته مع x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  +
( ) 0g x   .dع دوماً فوق يق C، استنتجنا أنّ xأياً كانت  <

)نلاحظ أنّ  3 ) ( ) ( 2) xg x f x x xe= − + limيحقّق  = ( ) 0
x

g x
→−∞

الذي  d. إذن المستقيم =

2yمعادلته  x=  إشارة . وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  +
( )g x  تماثل إشارةx ّاستنتجنا أن ،C  يقع فوقd  0[على, [، ويقع تحته على ∞+] , 0[−∞.  

x

y

O 1

1

fCgC

  الحل

  الحل

  5 
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)بالصيغة  Rعلى المعطى  f للتابع Cبيّن أنّ الخطّ البياني   ) ln(3 )xf x e= يقبل خطين  +
  يُطلب تعيينهما. أحدهما أفقي والآخر مائلربين مقا

   
limلمّا كان  0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(3)

x
f x

→−∞
ln(3)y، فالمستقيم الذي معادلته = =  

  .∞−في جوار  fمستقيم مقارب أفقي للخط البياني للتابع 
)lnنتوقّع أن يكون  مّ ث ومن xeصغيراً جداً أمام  3، فيكون العدد ∞+أمّا في جوار  3)xe قريباً من  +
ln( )xe x= وللتأكد من صحة توقعنا نتأمّل الفرق ،( ) ( )g x f x x=   فنلاحظ أنّ  −

( )

( ) ln( 3) ln( 3) ln( )

3
ln ln 1 3

x x x

x
x

x

g x e x e e

e
e

e

−

= + − = + −

 +  = = +   

  

limولمّا كان  0x

x
e

∞

−

→+
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(1) 0

x
g x

→ ∞+
= ، إذن المستقيم الذي معادلته =

y x= مقارب مائل للخط البياني للتابع  مستقيمf  في جوار+∞.  

2وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن  3
( )

1

x

x

e
f x

e

−
=

+
.  

2yالذي معادلته  1dلماذا المستقيمان  � 3yالذي معادلته  2dو = =   ؟Cمقاربان للخط  −
  ونظم جدولاً بها. f ادرس تغيرات �
  في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. Cللخط البياني  Tاكتب معادلة المماس  3

  .Cو Tو  2dو  1dم ارسم في معلم متجانس Tبالنسبة إلى  Cادرس وضع  

   
limنعلم أنّ  � x

x
e

→+∞
= 2و∞+ 3

lim 2
1X

X

X→+∞

−
=

+
، اعتماداً على خاصة نهاية تابع مركّب نستنتج 

limأنّ  ( ) 2
x

f x
→+∞

2yالذي معادلته  1dالمستقيم ف، = في  Cالبياني للتابع  مستقيم مقارب للخط =

limوكذلك لأنّ  .∞+جوار  0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( ) 3

x
f x

→−∞
= الذي معادلته  2d، فالمستقيم −

3y =   .∞−في جوار  Cخط البياني للتابع مستقيم مقارب لل −

نلاحظ بسهولة أنّ  �
2

5
( )

( 1)

x

x

e
f x

e
′ =

+
ومنه . ℝدٌ تماماً على يمتزا fوهو موجب دوماً، فالتابع  

  جدول التغيرات الآتي:

( ) 3 2

x

f x

− +∞

−

∞

ր
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  الحل
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1مع محور التراتيب في النقطة  Cيتقاطع  3
2

(0, 5وميل المماس عندها  ،−(
4

(0)f ′ إذن معادلة  =
1في نقطة التقاطع مع محور التراتيب هي  Tالمماس  5

2 4
y x= − +.  


)لنتأمّل الفرق   )1 5
2 4

( ) ( )g x f x x= − −   فنلاحظ أنّ  +
5 1

( )
2 21

x

x

e x
g x

e

 −  = −   + 
  

  ومنه
2

2

5 2 1 5 1
( )

2 2 4( 1) 1

x x

x x

e e
g x

e e

   −  ′  = − = −     + +   
  

gإذن  متناقص تماماً عليها. ولكن  g، والتابع ℝى سالب عل ′
(0) 0g ). إذن = ) 0g x [على  < , )و ∞−]0 ) 0g x على  >
]0, [على  Tيكون فوق المماس  Cبياني . فالخط ال∞+] , 0[−∞ 

,0[على  وتحته [+∞ .  

)وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع Cليكن   ) ( 1) xf x x e= ادرس نهايات التابع  .−
f  عند أطراف مجموعة تعريفه، وادرس تغيراتf  م جدولاً بها، ثمُّ ارسمونظC.  

   
limولدينا  ���� ( )

x
f x

→+∞
= )، أمّا في جوار اللانهاية السالبة فنكتب ∞+ ) Xf x eX e=  حيث

1X x= lim. ولكن − ( 1)
x

x
→−∞

− = limوكذلك  ∞− 0X

x
Xe

→−∞
limإذن  = ( ) 0

x
f x

→−∞
= .

0yستنتج أن محور الفواصل الذي معادلته ن  .∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط  =

)نلاحظ أنّ  ���� ) xf x xe′ ، وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات =
 : fالآتي للتابع 

0

( ) 0

( ) 0 1

x

f x

f x

− +∞

′

∞

− +

− +∞ց ր

  

  المبين جانباً. fللتابع  Cومنه الخط البياني 

)وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن   ) xf x e x= −.  
  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
yالذي معادلته  dالمستقيم بيّن أنّ  � x=   ؟ Cمقارب للخط  −
  .Cو d ارسم ثمونظم جدولاً بها،  fادرس تغيرات 3
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limلمّا كان  � 0x

x
e

→−∞
limأنّ  استنتجنا = x

x
e

∞→−
= )، وكذلك لأنّ ∞+ ) (1 )x xf x e xe−= − 

limو 0x

x
xe

∞

−

→+
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

∞→+
= +∞.  

)بوضع  � ) ( ) xg x f x x e= + limحظ أنّ نلا = ( ) 0
x

g x
→−∞

الذي معادلته  d. إذن المستقيم =

y x= ). وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  − ) 0g x أياً كانت  <
x ّاستنتجنا أن ،C  يقع دوماً فوقd.  
)نلاحظ أنّ  3 ) 1xf x e′ = 0xوهو ينعدم فقط عند  − ، وهذا =

 : fة جدول التغيرات الآتي للتابع يتيح لنا كتاب

0

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

− +∞

′ − +

+∞ +

∞

∞ց ր

  

  المبين جانباً. fللتابع  Cومنه الخط البياني 

4وفق  Rالمعرف على  f ي للتابعالبيانالخط  Cليكن  
( ) 1

1x
f x x

e
= − +

+
.  

  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
1yالذي معادلته  dأثبت أن المستقيم  � x=   .∞+في جوار   Cمقارب مائل للخط  −
dأثبت أن المستقيم  3 3yالذي معادلته  ′ x=   .∞−في جوار   Cمقارب مائل للخط  +

  .ونظم جدولاً بها f ادرس تغيرات 
  في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب. Cي للخط البيان Tاكتب معادلة المماس  �
dو  dثمُ ارسم في معلم متجانس  .Tبالنسبة إلى  Cادرس وضع  �   .Cو Tو ′

   
limلمّا كان  � 0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

∞→−
= lim، وكذلك نجد ∞− ( )

x
f x

∞→+
= +∞.  

4بوضع  �
( ) ( ) ( 1)

1x
g x f x x

e
= − − =

+
limنلاحظ أنّ   ( ) 0

x
g x

→+∞
الذي  d. إذن المستقيم =

1yمعادلته  x= ى ذلك، لأنّ . وعلاوة عل∞+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  −
( ) 0g x   .dيقع دوماً فوق  C، استنتجنا أنّ xأياً كانت  <

4بوضع  3
( ) ( ) ( 3)

1

x

x

e
h x f x x

e
= − + = −

+
limنلاحظ أنّ   ( ) 0

x
h x

∞→−
d. إذن المستقيم = ′ 

3yالذي معادلته  x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ∞−في جوار  Cمستقيم مقارب للخط البياني  +
( ) 0h x dيقع دوماً تحت  C، استنتجنا أنّ xأياً كانت  > ′.  
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نلاحظ أنّ  
2

2 2

( 1)
( ) 1 4

( 1) ( 1)

x x

x x

e e
f x

e e

−
′ = − =

+ +
0xوهو ينعدم فقط عند   دون أن يغير  ،=

 : fجدول التغيرات الآتي للتابع  وهذا يتيح لنا كتابة إشارته الموجبة.

( )

( )

x

f x

f x

− +∞

′ +

∞

−∞ +∞ր

  

(0)واضحٌ أنّ  � 1f (0)و = 0f ′ في نقطة تقاطعه مع  Cللخط البياني  T. إذن معادلة المماس =
1yمحور التراتيب هي  = .  

(0)متزايدٌ تماماً ويحقق  fالتابع  � 1f )، إذن = ) 1f x 0xفي حالة  > )و > ) 1f x في حالة  <
0x [على  Tيقع تحت  C. وهذا يبرهن أنّ < , ,0[وفوقه على  ∞−]0   ومنه الرسم المبين. ،∞+]
  
  

  
  
  

)وفق  Rف على التابع المعرّ  fليكن   ) 2 2xf x e x= − −.  
  تعريفه. عند أطراف مجموعة fجد نهاية  �
  بها. جدولاً ونظم  f ادرس تغيرات �
)أن للمعادلة  �استنتج من  3 ) 0f x   جذرين، أحدهما يساوي الصفر.  =

)الآخر للمعادلة  نرمز إلى الجذر  ) 0f x 2. أثبت أنα  بالرمز = α− << −1.  
) إشارةادرس  � )f x تبعاً لقيم x.  

   
limلمّا كان  � 0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

∞→−
= lim. وكذلك لأنّ ∞+ 0x

x
xe

∞

−

→+
= 

)استنتجنا من المساواة  ) (2 ) 2x xf x e xe−= − limأنّ  − ( )
x

f x
∞→+

= +∞.  
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)نلاحظ أنّ  � ) 2 1xf x e′ = ln2xوهو ينعدم فقط عند  − = وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات  ،−
 :fالآتي للتابع 

ln2

( ) 0

( ) 1 ln2

x

f x

f x

− − +∞

′ − +

+ + +∞ −

∞

∞ց ր

.  

,اقص تماماً على نستنتج من جدول التغيرات أنّ التابع متن 3 n2[] l∞ ويغير إشارته على هذا  −−
,ينتمي إلى  αالمجال فيوجد جذر وحيد  n2[] l∞ )للمعادلة  −− ) 0f x  f. وبالمثل نرى أنّ التابع =

ln2على متزايدٌ تماماً  [] ,− ينتمي إلى  βويغير إشارته على هذا المجال فيوجد جذر وحيد  ∞+
ln2 [] ,− )للمعادلة  ∞+ ) 0f x (0). وأخيراً لمّا كان = 0f 0βاستنتجنا أنّ  = =.  


)1 نلاحظ أنّ   1) 2 1 0f e−− = − )2و  > 2) 2 0f e−− = > ،
2إذن  1α− < < −.  
، فهو يحافظ على αو 0تابعٌ مستمرٌ ينعدم فقط عند  fتابع ال �

}\إشارة ثابتة على كل مجال من  ,0}αℝ وتحديداً لدينا ،  
0

( ) 0 0

x

f x

α− +∞

+ +∞ −

∞

+ +∞
  

  

    لنتعلمّ البحث معاً 

 ����� 
	�	�  

بالترتيب. أَيقبل هذان  lnوغاريتمي لوال expالخطان البيانيان للتابعين الأسي  LC و EC ليكن
  الخطان مماسات مشتركة ؟

   نحو الحلّ   ��

لنتأملهما. كم مماساً مشتركاً لهذين الخطين برأيك؟ حاول أن ترسم  ثم LC و ECلنرسم الخطين    �
  مماسين مشتركين أترى غيرهما ؟

)في النقطة  ECيمس  ETلنتأمّل مماساً    � , )aA a e ًومماسا ،LT  يمسLC  في النقطة( , ln )B b b ،
0b  ETالتي يجب أن يحققاها كي ينطبق المستقيمان  bو a. ثم لنبحث عن الشروط على <

  .LTو
0xاكتب بالصيغة  .1 yα β γ+ +   .LT وأخرى للمستقيم ETمعادلةً للمستقيم  =
  أثبت إذن أن العبارتين الآتيتين متكافئتان: .2

ab  �منطبقان        LTو  ETالمستقيمان  � e−=  1و

1
a a

e
a

− −
=

+
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1ق يحقّ  aيبقى علينا معرفة إن كان ثمة عدد حقيقي    �

1
a a

e
a

− −
=

+
هذه المعادلة جبرياً. . لا تُحل 

}\على  معرفال f تابعهذا يدفعنا للتفكير بدراسة ال 1}−R 1وفق  �
( )

1
x x

f x e
x

− −
= −

+
.  

  .ونظم جدولاً بها fادرس تغيرات  .1

)استنتج أن للمعادلة  .2 ) 0f x  .2aو 1a ين فقطحلّ  =

 أثبت أنّ  .3

1
( ) ( ) 0

1
xx

f x e f x
x

+
− + ⋅ =

−
,1}في حالة   1}x ∉ −  

1ثمُّ بين أنّ  2a a= −.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

   
  .هذه محاولة مطلوبة من القارئ، الهدف منها إعطاء فكرة عمّا نريد البحث عنه �
)هي  ETمعادلة  1. � )a ay e e x a= + 1)أو − ) 0a ae x y e a− + − هي  LT. ومعادلة =

1
ln ( )y b x b

b
= + 1أو −

ln 1 0x y b
b

− + − =.  

   انإذا تناسبت أمثالهما، أي إذا تحقق الشرط ETو LTعليه ينطبق المستقيمان و  2.
1ae
b

1)و = ) ln 1ae a b− = −  

lnbولكنّ المساواة الأولى تقتضي  a= )فتصبح الثانية  − 1) 1aa e a−+ = 1aولأنّ  − = ليس  −
  : إذا وفقط إذا تحقق الشرطان ينطبقان ETو LTن يالمستقيم حلاً لهذه المعادلة استنتجنا أنّ 

1

1
a a

e
a

− −
=

+
abو  e−=.  

limمن الواضح أنّ  1. � ( )
x

f x
∞→−

= limو ∞+ ( ) 1
x

f x
∞→+

= يقبل مقارباً  fفالخط البياني للتابع  −

1yالمستقيم الذي معادلته  =   . وكذلك ∞+في جوار  −

( 1)
lim ( )

x
f x

+→ −
= و ∞+

( 1)
lim ( )

x
f x

−→ −
= −∞  

1xفالمستقيم الذي معادلته  =   . وعلاوة على ذلك لديناfمستقيم مقارب شاقولي للخط البياني للتابع  −

2

2
( )

( 1)

xf x e
x

−′ = − −
+

  

fفالتابع    :سالبٌ دوماً، ومنه جدول التغيرات الآتي ′

  

1

( )

( ) 1

x

f x

f x

− − +∞

′ − −

+∞ − −

∞

∞ +∞ց ց
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[نستنتج من جدول التغيرات أنّ التابع متناقص تماماً على  2. , 1[−∞ ويغير إشارته على هذا المجال  −
[إلى  ينتمي 1aفيوجد جذر وحيد  , 1[−∞ )للمعادلة  − ) 0f x  متناقصٌ  f. وبالمثل نرى أنّ التابع =

[تماماً على  1, [− [ينتمي إلى  2aويغير إشارته على هذا المجال فيوجد جذر وحيد  ∞+ 1, [− +∞ 
)للمعادلة  ) 0f x )إذن تقبل المعادلة . = ) 0f x   .2aو 1aحلين هما  =

}نفترض أنّ  3. 1,1}x ∉   ونحسب −
1 1 1 1

( ) ( )
1 1 1 1

1 1
0

1 1

x x x x

x x

x x x x
f x e f x e e e

x x x x

x x
e e

x x

−
   + − − + −  − + ⋅ = − + ⋅ −     − − + − +   

+ +
= − + − =

− −

  

)(1وعليه نستنتج من كون  0f a )1أنّ  - وبالاستفادة من المساواة السابقة-   = ) 0f a− ولكن  =
1 1, []a− ∈ − 1لأنّ  ∞+ 1a < )جذر للمعادلة  −1aو 2a، وعلى هذا، كل من − ) 0f x في  =

[المجال  1, [− 2، ولأننا أثبتنا أنّ لهذه المعادلة جذرٌ وحيدٌ في هذا المجال استنتجنا أنّ ∞+ 1a a= −.  

  
  

  ������ ��	�  
,0[المعرّف على  Pαعدداً حقيقياً غير معدوم. نهدف إلى دراسة التابع  αليكن  بالصيغة  ∞+]

( )P x xα
α=.  
   نحو الحلّ   ��

)lnتذكّر أنّ    � ) xP x eαα )من النمط  Pαتابع فال = )u xx e֏  حيثn( l) xu x α=.   
  .Pα، واستنتج جهة اطراد u، جهة اطراد التابع αتِبعاً لإشارة عيّن،  .1
0αوبيّن أنّه في حالة  .عند طرفي مجموعة تعريفه Pαنهاية  αلإشارة  تِبعاً ادرس  .2 يمكننا  <

(0)أن نعرّف  0Pα ]فنحصل على تابع مستمرّ على  = 0,  في هذه الحالة. ∞+]
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  .Pαاشتقاقية التابع لندرس   �
,0[اشتقاقي على  Pαأثبت أنّ  .1 1Pوأنّ  ∞+] Pα αα −

′ أو كما جرت العادة أن نكتب  =
1( )x xα αα −′ =. 

0نفترض أنّ  .2 1α< (0) وأنّنا عرّفنا في هذه الحالة .> 0Pα . احسب نهاية نسبة التغير =
( ) (0)

( )
P x P

x t x
x

α α−
 عند الصفر. ماذا تستنتج ؟ ֏=

1أعد السؤال السابق في حالة نفترض أنّ  .3 α< . 

P أثبت  � P Pα β αβ=� 1. وبوجه خاص/P α  هو التقابل العكسي للتابعPα.  في حالة عدد
 nx/1، ونرمز عادة إلى nتابع الجذر من المرتبة  nP/1التابع  نسمّي n طبيعي موجب تماماً 

nبالرمز 
x ،فيكونn

x x֏  التقابل العكسي للتابعnx x֏  0[المعرّفين على المجال, [+∞.  
  .مقارنة تابع القوّة بالتابعين الأسّي واللوغاريتمي   

0αأثبت أنّه في حالة  .1 ln يكون  <
lim 0

x

x

xα→+∞
)و     = )

0
lim ln 0
x

x xα

→
=. 

0αأثبت أنّه في حالة  .2 lim يكون  <
x

x

e

xα→+∞
= )و   ∞+ )lim 0x

x
x eα

∞

−

→+
=.  

  يمة.أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سل

   
0αالتابع اللوغاريتمي متزايدٌ تماماً إذن في حالة  1. � lnxيكون  < xα֏  ّمتزايداً تماماً، ومن ثَم

:lnيكون  xP x eαα 0αحالة متزايداً تماماً. أمّا في  ֏ lnxفيكون  > xα֏  متناقصاً تماماً، ومن
:lnثَمّ يكون  xP x eαα   متناقصاً تماماً أيضاً.  ֏

0αفي حالة  2. limلدينا  > ln
x

xα
→+∞

= و ∞−
0

lim ln
x

xα
→

=   ومن ثَمّ  ∞+

lim ( ) 0
x

P xα
→+∞

و    =
0

lim ( )
x

P xα
→

= +∞  

0αفي حالة  و limلدينا  < ln
x

xα
→+∞

= و ∞+
0

lim ln
x

xα
→

=   ومن ثَمّ  ∞−

lim ( )
x

P xα
→+∞

= و    ∞+
0

im ( ) 0l
x

P xα
→

=  

(0)فإذا عرّفنا في هذه الحالة  0Pα كان  =
0

lim ( ) (0) 0
x

P x Pα α
→

= مستمراً على  Pαوصار  =

[0,   في هذه الحالة. ∞+]
:التابع  1. � ( ) lnu x u x xα=֏  0[اشتقاقي على, )إذن التابع  ∞+] )u xx e֏  أيضاً اشتقاقي

  على المجال ذاته ومشتقه
ln ln ln ln ( 1)ln

1( ) ( ) ( )x x x x xP x u x e e e e e P x
x

α α α α
α α

α
α α α− −

−
′ ′= = = = =  

  الحل
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0في حالة  2. 1α<   لدينا >
1( ) (0)

( )
P x P

t x x
x

αα α −−
= =  

1ولأنّ  0α − نستنتج أنّ  >
0

lim ( )
x

t x
→

= ، فالتابع ليس اشتقاقياً في هذه الحالة عند الصفر، ولكن ∞+

,0)لخطه البياني مماس شاقولي في النقطة  0).  
1αأمّا في حالة  3.   فلدينا <

1( ) (0)
( )

P x P
t x x

x

αα α −−
= =  

1ولأنّ  0α − نستنتج أنّ  <
0

lim ( ) 0
x

t x
→

في هذه الحالة اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  Pα، فالتابع =

)1معدوم عند الصفر. أي تبقى العلاقة  )x xα αα −′ ,0]صحيحة في هذه الحالة على  = [+∞.  
0xفي حالة  �   لدينا <

( ) ( )ln( ( )) exp ln( ) exp ln ( )xP P x e x P xβ
α β αβα αβ= = =  

)وهي تكتب بالصيغة المألوفة  )x xβ α αβ=.  

0αفي حالة   lnلدينا  < 1 lnx x

x x

α

α αα
= lim، ولكن ⋅

x
xα

→+∞
= lnو ∞+

lim 0
X

X

X→+∞
  إذن  =

ln
lim 0

x

x

xα→+∞
= .  

lnوكذلك لأنّ  
ln

t
x x

t

α

α
= 1حيث  −

t
x

استنتجنا أنّ  =
0

ln
lim ln lim 0
x t

t
x x

t

α

α→ →+∞
= − =.  

limجهة أخرى نعلم أنّ  ومن
x

x

e

x→+∞
= 0α الةح إذن في ∞+ لدينا أيضاً  <

/

lim
x

x

e

x

α

→+∞
= +∞ ،

limولأنّ  ( )
X

P Xα
→+∞

= استنتجنا أنّ  ∞+
/

lim
x

x

e

x

α
α

→+∞

   = +∞   
limوهذا يكافئ  

x

x

e

xα→+∞
= +∞ .

limأو  0
xx

x

e

α

→+∞
=.  

      إلى الأمام قدُُماً 

 
  حل كلاً من المعادلات أو المتراجحات الآتية:    

3 2 2 2 2 2

3 1 2 1 1

2

2 1 2

1
1 2

1
( 1) 4 5

1 2
4 5 0

1 2
3 2 0

x
x

x x

x x x x x

x x
x x x

x x

x x

e e
e e

e e
e e e e e e

e e
e e e

e e

e e e

−

+ −

+ + +

+

−
+ = + = −

−
− − = + ≤

− −
+ − =

+ +
− + =

�

<

5 1

6

7 3

4
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{0,1} ln2

2 ] ln2,0[

ln 3 0

{1,1 ln2}

x x

x x

x x

x

∈ = −

= ∈ −

> =

= +

�

5 1

6

7 3

4

   

  في كل حالة آتية، جد الحل المشترك لجملة المعادلتين.  

4

2
3 2

1 11 1

3 2 0 2 2 4

x y x y

x y
x y

x y e e e e
ee

e e e xy e e e
+

    + = = − = 
  
  − − =  = − + = +   

3 2 1  

   
1
2

( , ) (2, 1) ( , ) {( 1,2),{ , 4} ( , ) (ln2,1)x y x y x y= − ∈ − − =3 2 1  

1وفق  Rالمعرف على  f الخط البياني للتابع C ليكن  
( ) ( )

2
x xf x e e−= −.  

.a   .Cوارسم  fادرس تغيرات فردي،  fبيّن أنّ التابع  1
.b   .dوالمستقيم  Cالنسبي للخط  دأ، وادرس الوضعفي المب Cللخط  dاكتب معادلة المماس  1
.a )عدداً حقيقياً. أثبت أن للمعادلة  mليكن  2 )f x m=  حلاً وحيداً فيR ليكن .α  هذا

  الحل.
.b )أثبت أن المعادلة  1 )f x m=  2تكافئ 2 1 0x xe me− − = ثم استنتج أن ،

2ln( 1)m mα = + +.  

   
.a 1، لدينا ℝالتابع معرّف على كامل  1 1

2 2
( ) ( ) ( ) ( )x x x xf x e e e e f x− −− = − = − − = − ،

  فالتابع فردي. وخطه البياني متناظر بالنسبة إلى المبدأ.
limولأنّ  x

x
e

→+∞
= limو ∞+ 0x

x
e

→−∞
  استنتجنا أنّ  =

lim ( )
x

f x
→+∞

= limو ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= −∞   

1من ناحية أخرى، لدينا 
2

( ) ( )x xf x e e−′ = وهو موجبٌ تماماً  +
  متزايدٌ تماماً وله جدول التغيرات الآتي: f، فالتابع ℝعلى 

0

( )

( ) 0

x

f x

f x

− +∞

′ + +

−∞ +

∞

∞ր ր

  

  .Cني ونجد في الشكل المجاور خطه البيا
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  الحل

  الحل
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.b (0)لمّا كان  1 0f (0)و = 1f ′ y، استنتجنا أنّ معادلة المماس في المبدأ هي = x= وإذا عرّفنا ،
( ) ( )g x f x x=   استنتجنا أنّ  −

( )

( )
2

2

1
( ) ( ) 1 2

2
1 ( 1)

2 1
2 2

x x

x
x x

x x

g x f x e e

e
e e

e e

−′ ′= − = + −

−
= − − =

  

)هذا يبرهن أنّ التابع  )g x′  موجبٌ علىℝ  0ولا ينعدم إلا عندx متزايدٌ تماماً، ولأنّ  g. فالتابع =
(0) 0g )إشارة استنتجنا أنّ  = )g x  تتفق مع إشارةx فالخط البياني .C  يقع فوق المماس في المبدأ

,0[على  [وتحته على  ∞+] , 0[−∞.   
.a limكان و  ℝمتزايداً تماماً على مستمراً و  fلمّا كان  2 ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞+ ( )

x
f x

→−∞
= −∞ ،

)استنتجنا أنّ  )f =ℝ ℝ فمهما كانت قيمة ،m  منℝ  كان للمعادلة( )f x m=  في  حلℝ  وهذا
  هذا الحل. αليكن  مطردٌ تماماً. fالحل وحيدٌ لأنّ التابع 

.b )المعادلة  2 )f x m=  2تكافئx xe e m−− 2أو  = 2 1 0x xe me− −   وأخيراً  =
2 2{ 1, 1}xe m m m m∈ − + + +  

2ولكن  01m m− + ، إذن لا بدّ أن يكون xeفلا يمكن أن يكون مساوياً للمقدار الموجب تماماً  ≥
2 1xe m m= + )2lnأو  + 1)x m m= + )2ln. هذا يبرهن أنّ + 1)m mα = + +.   

 .sinhورمزه  hyperbolic sineتابع الجيب الزائدي  :يسمى هذا التابع :ملاحظة

R{0}\المعرف على  fالبياني للتابع  الخط Cليكن   )وفق  � ) ln| |xf x e x=  g. وليكن +
)وفق  �Rالتابع المعرف على  ) 1xg x x e= +.  

)واستنتج إشارة  gادرس تغيرات  � )g x

x
R{0}\على   �.  

  .Cوارسم الخط  fادرس تغيرات  �
)أن المعادلة  أثبت 3 )f x m=  تقبل حلّين مختلفين أياً يكنm�  منR.  

   
limلمّا كان  � 0x

x
xe

∞→−
limأنّ  استنتجنا = ( )

x
g x

→+∞
= limو ∞+ ( ) 1

x
g x

→−∞
. وكذلك نلاحظ أنّ =

( ) ( 1)xg x e x′ = )إذن إشارة  + )g x′   تتفق مع إشارة( 1)x    :gومنه جدول التغيرات الآتي للتابع  +

1

1

( )

( ) 1 1

x

g x

g x e−

∞− − +∞

′ − +

− +∞ց ր

  

). ينتج من ذلك أنّ إشارة ℝموجبٌ تماماً على  gإذن التابع  )g x

x
  .ℝ∗على  xتتفق مع إشارة  

  الحل
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)هنا لدينا  � ) ln( )xf x e x= 0xفي حالة  + limإذن  < ( )
x

f x
→+∞

=  ،. ومن ناحية أخرى∞+

)لدينا   ) ln( )xf x e x= + 0xفي حالة  − limإذن  > ( )
x

f x
→−∞

=   أيضاً. ∞+

أمّا عند الصفر، فلدينا 
0

lim ln| |
x

x
→

= إذن  ∞−
0

lim ( )
x

f x
→

= . فمحور التراتيب الذي معادلته ∞−

0x   .fللتابع  Cمستقيم مقارب للخط البياني  =
  نلاحظ أيضاً أنّ 

1
: 0

( )
1

: 0

x

x

e x
xf x

e x
x

 + >′ = 
 − + < −

   

)إذن  )
( )

g x
f x

x
′ ولقد درسنا سابقاً إشارة  .ℝ∗من  xأياً كانت  =

  هذا المقدار لنجد:

  
  ومنه الخط البياني المبين في الرسم المجاور.

,نستنتج من جدول التغيرات أنّ  3 0( [)]f −∞ = ℝ والتابع ،f  مستمرٌ ومتناقصٌ تماماً على
] , )فللمعادلة  m. إذن مهما كان ∞−]0 )f x m=  ٌوحيد حلa  في المجال] , . وبالمثل نستنتج ∞−]0

,0[)]من جدول التغيرات أنّ  )f +∞ = ℝ والتابع ،f  0[مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على, . إذن مهما ∞+]
)فللمعادلة  mكان  )f x m=  وحيدٌ  حلb  0[في المجال,  ℝمن  m. وعليه، مهما كان ∞+]

)فللمعادلة  )f x m=  ّن حقيقيان أحدهما موجبٌ تماماً والآخر سالبٌ تماماً.حلا  
  

)2المعرف وفق  fالخط البياني للتابع  Cليكن    ) ln( 1)x xf x e e= − +.  
  ق من كلٍ من المقولات الآتية: تحقّ  �

.a 1 f  ّف على معرR�.  
.b ) يكتب 1 )f x  2بالصيغة( ) 2 ln(1 )x xf x x e e− −= + − +.  
.c 2yالذي معادلته  dالمستقيم  1 x=  للخط مقارب مائلC.  
.d   موازياً محور الفواصل. ∆ يقبل مماساً وحيداً  Cالخط  1

  جدولاً بها.ونظّم  fادرس تغيرات  �
  منه. 0في النقطة التي فاصلتها  Cللخط البياني  Tاكتب معادلة المماس  3

  في المعلم ذاته. C، ثم ارسم Tو ∆و d من كلاًّ ارسم  

0

( )

( )

x

f x

f x

− +∞

′ − +

+∞ − − +

∞

∞ ∞ ∞ց ր
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.a 2نلاحظ أنّ  � 21 3

2 4
1 ( ) 0x x xe e e− + = − + 2فالمقدار  < 1x xe e− موجب تماماً مهما  +

  .ℝمعرّف على كامل  f، والتابع xكانت قيمة 
.b 2لأنّ  � 2 21 (1 )x x x x xe e e e e− −− + = − )2إذن  − ) 2 ln(1 )x xf x x e e− −= + − +.  
.c )2بوضع  � ) ( ) 2 ln(1 )x xg x f x x e e− −= − = − limنلاحظ أنّ  + ( ) ln(1) 0

x
g x

→+∞
= لأنّ  =

lim 0x

x
e−

→+∞
2yالذي معادلته  d. نستنتج أنّ المستقيم = x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعf 

  .∞+في جوار 

.d نجد بحساب بسيط أنّ  �
2

(2 1)
( )

1

x x

x x

e e
f x

e e

−
′ =

− +
)إذن   ) 0f x′ 1إذا وفقط إذا كان  =

2

xe أو  =

ln2x = −.  
)لمّا كان  � ) 2 ( )f x x g x= c.معرّف في  gحيث  + limاستنتجنا أنّ  � ( )

x
f x

→+∞
= . ولقد ∞+

2yالذي معادلته  dالمستقيم وجدنا أنّ  x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعf  في جوار+∞.  
limولأنّ  0x

x
e

→−∞
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(1) 0

x
f x

→−∞
= ، إذن محور الفواصل الذي معادلته =

0y    .∞−في جوار  fللخط البياني للتابع مستقيم مقارب  =
)علاوة على ما سبق، لقد رأينا أنّ  )f x′  يحافظ على إشارة ثابتة على كل من المجالين, n2[] l∞ −− 

[و ln2, [−   ، ومنه جدول التغيرات الآتي:∞+

( )3
4

ln2

( )

( ) 0 ln

x

f x

f x

− − +∞

′ − +

+

∞

∞ց ր

  

(0)هنا  3 0f (0)و = 1f ′ yهي  0في النقطة التي فاصلتها  Tإذن معادلة المماس  = x=.  

  الرسم. 
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*التابع المعرف على المجال  f ليكن  
+ℝ  وفق( ) (3 ln )xf x e x−= +.   

:ادرس تغيرات  � ( )xg x e f x′֏.  
  .fتنتج دراسة تغيرات اس �

   
1نلاحظ أنّ  �

( ) ( ) 3 lnxg x e f x x
x

′= = − −   ولدينا. +

lim ( )
x

g x
→+∞

= و ∞−
0

lim ( )
x

g x
+→

= +∞  

0xفمحور التراتيب الذي معادلته  . ومن ناحية أخرى، نلاحظ gمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

*يساوي مجموع تابعين متناقصين تماماً على  gأنّ 
+ℝ 1 هما

3x
x

− lnxو ֏+ x−֏تابع ، فالg 

*متناقصٌ تماماً على 
+ℝ ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع .g.  

  
,0[رته على المجال متناقص تماماً ويغير إشا gنلاحظ بوجه خاص أنّ التابع المستمر  ، فيوجد ∞+]

)للمعادلة  αحلّ وحيد  ) 0g x )ويكون  = ) 0g x ,0[على  < [α و( ) 0g x [على   > [,α لك وكذ .∞+
(0.4)نلاحظ أنّ  0.416 0g ≈ (0.5)و < 0.307 0g ≈ − ,0.4[إذن  > 0.5[α ، ويمكن أن نعتبر ∋

0.45α ≈.  
نلاحظ أولاً أنّ  fلدراسة  �

0
lim ( )
x

f x
→

= 0xحور التراتيب الذي معادلته فم ∞− مستقيم مقارب  =

ln. ومن ناحية أخرى fللخط البياني للتابع 
( ) 3 x

x

x x
f x e

xe

−= + limونعلم أنّ  ⋅ 0
xx

x

e→∞
= 

lnو
lim 0

x

x

x→∞
limإذن  = ( ) 0

x
f x

→+∞
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب للخط  =

  .fالبياني للتابع 
)ومن ناحية أخرى،  ) ( )xf x e g x−′ في الطلب السابق، ومنه جدول التغيرات  gقد درسنا إشارة كنا ، و =

  :fللتابع الآتي 

  
)حيث  ) 1.4f α يقطع  fللتابع  Cونلاحظ أنّ الخط البياني  .≈

)3محور الفواصل عند  , 0)e−لتابع الرسم البياني ل ه. ومنf.  
  
  

0

( )

x

g x

+∞

+∞ −∞ց
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x
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α

α

+∞

′ + −

−∞ ր ց
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R{1}\المعرف على  fادرس تغيرات التابع    1بالصيغة  �
( ) exp

1

x
f x

x

 + =   − 
وارسم خطه  

  البياني.

   
  لمّا كان ����

1
lim 1

1x

x

x∞→−

+
= −

−
1و 

lim 1
1x

x

x∞→+

+
= −

−
و

1

1
lim

1x

x

x−→

+
= +

−
و ∞

1

1
lim

1x

x

x+→

+
= −

−
∞  

  أنّ  استنتجنا
1lim ( )

x
f x e

∞

−

→−
1limو = ( )

x
f x e

∞

−

→+
و=

1
lim ( )

x
f x

−→
= و ∞+

1
lim ( ) 0

x
f x

+→
=  

1yقي الذي معادلته نستنتج أنّ المستقيم الأف e−=  مستقيم مقارب للخط البيانيC  للتابعf ّوكذلك أن .
1xالمستقيم الذي معادلته    نقطة مقاربة. (1,0)أنّ النقطة  ، وأخيراً Cمستقيم مقارب للخط البياني  =

1من ناحية أخرى التابع  ����

1

x
x

x

+

−
[متزايدٌ تماماً على كل من المجالين  ֏ ,1[و ∞−]1, وعليه  ∞+]

[لى كل من المجالين متزايداً تماماً ع fيكون التابع  ,1[و ∞−]1, ، لأنّ التابع الأسي متزايدٌ ∞+]
 . ومنه جدول التغيرات الآتي:ℝتماماً على 

  
 :الرسم ����

  
)وفق  Rالمعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cليكن   ) ln( 1)xf x e−= +.  

.a   مقاربات غير مائلة؟ C. هل يقبل الخط ∞+وعند  ∞−عند  fجد نهاية  1
.b 1  أثبت أن( ) ln( 1)xf x x e= − + +.  
.c   . ∞−، في جوار d ، وليكنيقبل مقارباً مائلاً  Cاستنتج أن الخط  1
  .Cثم  dارسم في معلمٍ واحد ثمُّ  ،ونظم جدولاً بها f ادرس تغيرات 2
. أثبت أنD و Bو Aعلى التوالي بالرموز  −1و 1و 0التي فواصلها  Cنرمز إلى نقاط  3

)يوازي المستقيم  Aفي  Cمماس  )BD.  

1 1

1

( ) 0

x

f x e e− −+∞ր ր
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limلمّا كان  � 0x

x
e

∞

−

→
limأنّ  استنتجنا = ( ) ln(1) 0

x
f x

→∞
= يقبل  fللتابع  Cفالخط البياني  =

0yمحور الفواصل الذي معادلته  limمقارباً أفقياً. وكذلك  = x

x
e

∞

−

→−
= إذن  ∞+

lim ( )
x

f x
∞→−

= 1. ولكن ∞+ (1 )x x xe e e− −+ = )إذن  + ) ln(1 )xf x x e= − + ، ومنه +

( )lim ( ) ln(1) 0
x

f x x
→−∞

+ = yالذي معادلته  d. هذا يبرهن أنّ المستقيم = x= مستقيم مقارب  −

  .∞−وار في ج fللتابع  Cللخط البياني 

1التابع  2
1x

x
x e

e

− = تابعٌ متناقصٌ تماماً، والتابع  ֏+

ومنه جدول  متناقص تماماً. fاللوغاريتمي متزايدٌ تماماً إذن التابع 
  لتغيرات الآتي:ا

( ) 0

x

f x

−∞ +∞

+∞ ց
  

,0)في النقطة   T ميل المماس 3 ln(2))A  1يساوي
2

(0)f ′ = ). وميل المستقيم − )BD يساوي  
1(1) ( 1) 1 1 1 1 1

ln ln
1 ( 1) 2 1 2 2

f f e

e e

−  − − + = = = − − − +  
  

)و Tولمّا كان للمستقيمين  )BD الميل نفسه استنتجنا توازيهما: ( )BDT �.  

 �� �! �"  

1نتأمّل التابعين  : xf x e֏ 2و : xf x e−֏ 1، وخطاهما البيانيانC 2وC  في معلمٍ متجانس
( ); ,O i j
	 )المستقيم المرسوم من يقطع . 	 , 0)A m 1 الخطين موازياً محور التراتيبC 2وC  فيM 

  . بالترتيب.Nو
  .2Cو 1Cارسم  �
معادلةً لكل من  اكتب  .بالترتيب Nو Mفي  2Cو 1Cإلى مماسي  2Tو  1Tالرمزين ب نرمز �

1T  2وT. واستنتج  1أنT  2وT ن.امتعامد  

2هما ، 2Tو 1Tنقطة تقاطع ، Pي تأثبت أن إحداثي 3
,

m m

m m m m

e e
m

e e e e

−

− −

 −  −   + + 
.  

]منتصف القطعة  Iلتكن النقطة  4 ]MN.  
.a   .I، إحداثيي النقطة m احسب، بدلالة 1
.b   .R في mعندما تتحول  Iالمحل الهندسي للنقطة  Γجد  1
.c   .2Cو 1Cفي المعلم الذي رسمت فيه الخطين  Iارسم مجموعة النقاط  1
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.a IP، مركبات الشعاعين m احسب، بدلالة 5



	

APو 



	

.  
.b )استنتج أن المستقيم  1 )IP  مماس للخطΓ طة في النقI الطول وأن ،AP .ثابت  

   
  بالنسبة إلى محور التراتيب.  1C نظير 2Cتذكّر أنّ  �
)هما  Mإحداثيّتا  � , )mm e  وإحداثيّتاN  هما( , )mm e−.  

)ي ه Mفي  1Cللخط  1Tمعادلة المماس  ���� )m my e e x m= + −.  
)هي  Nفي  2Cللخط  2Tمعادلة المماس  ���� )m my e e x m− −= − −.  

، −1وجداء ضرب هذين الميلين يساوي  −−meيساوي  2Tوميل  meيساوي  1Tميل وعلى الخصوص 
  فالمماسان متعامدان.

)إذا كانت  3 , )P x y  1هي نقطة تقاطع المستقيمينT 2وT كان  
( )

( )

m m

m m

y e e x m

y e e x m− −

 = + −
 = − −

  

  بالحل المشترك نجدو 
m m

P m m

e e
x m

e e

−

−

−
= −

+
2و    

P m m
y

e e−
=

+
  

]منتصف  Iلمّا كانت  4 ]MN  ّاستنتجنا أن  

Ix m=    و
2

m m

I

e e
y

−+
=  

)للتابع   Γالخطّ البياني  Iترسم  ℝفي  mوعليه عندما تتحوّل  )
2

x xe e
x g x

−+
=֏.  

)متناظرٌ بالنسبة إلى محور التراتيب، وكذلك فإنّ  Γزوجي، إذن  gالتابع  )g x′  0[موجب على, [+∞ 
,0]متزايدٌ تماماً على  gفالتابع    .2Cو 1Cفبسيط استناداً إلى رسم الخطين البيانيين  gأمّا رسم  . ∞+]

  نجد بحساب بسيط أنّ  5

( )

( )
2

2
, ,

( )
, ,

2( )

m m

P M p M m m m m

m m m m

P I p I m m m m

e e
AP x x y y

e e e e

e e e e
IP x x y y

e e e e

−

− −

− −

− −

 −  = − − = −   + + 
 − −  = − − = − −   + + 




	



	  

IPنحسب من 


	

)ستقيم ميل الم  )IP فنجد  
2( )

22( )

m m m m m m

m m m m

e e e e e e

e e e e

− − −

− −

− + −
⋅ =

+ −
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)فيساوي  mالتي فاصلتها  Iفي النقطة  Γللمنحني  Tأمّا ميل المماس  )
2

m me e
g m

−−
′ = ،

)نستنتج أنّ كلا المستقيمين  )IP وT  يمران بالنقطةI  ولهما الميل نفسه
2

m me e−− .فهما منطبقان  

  ومن جهة أخرى نحسب
2 2 2 2

2

2

2 2
1

( )

m m m m

m m m m m m

e e e e
AP

e e e e e e

− −

− − −

   − + + = + = =     + + + 
  

  .mيبقى ثابتاً عندما تتحوّل  APفنجد أنّ طول 

  
  
  

  0من المتتاليات  ابحث عن نهاية كل( )n nu   الآتية: ≤

2

2

2

1 12
1

1/

1
ln(2 )

(1 ) 3

1
1 ( 1)

n n
n

n n n n

n

n n n
n n n

e e
u e u u

n e

u u n e u e
n

−
−

−

− −

+
= + = =

+ +

 = + = − =  

� � �

� 	 �

  

   

2

1
lim ln(2) lim lim

3

lim lim 1 lim

n n n
n n n

n n n
n n n

u u u

u e u u e

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

= = + =

=

∞

= =

� � �

� 	 �
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 �#��$� %� &'�$� n  

)2التابع المعرف وفق  fليكن  ) ( 1) xf x x x e= + f(1)ولتكن  .− f= f(2)و  ′ f  f(3)و =′′
)و ⋯و )nf  الية للتابع و المشتقات المتf ( 1)n ≥.  
)(1)احسب  � )f x  (2)و( )f x.  

.a 2  أثبت أن( ) 2( ) ( )n x
n nf x x a x b e= + 1مع  + 2n na a+ = 1nو  + n nb b a+ = +.  

.b 2  استنتج أنna  وnb .أعداد عادية  
  . nبدلالة  nbو  naفي هذا السؤال نريد كتابة  3

.a )أثبت أن المتتالية  2 )na  حسابية. استنتج كتابةna  بدلالةn.  
.b 1ق من أن تحقّ  2 2 2 1n n nb a a a a− −= + + + )أياً يكن ( ⋯+ 1n ثم استنتج كتابة  ≤

nb  بدلالةn.  

   
  هذا حساب بسيط : �

2

(1) 2

(2) 2

( ) ( 1)

( ) ( 3 )

( ) ( 5 3)

x

x

x

f x x x e

f x x x e

f x x x e

= + −

= +

= + +

  

)الخاصة  2 )E n : هي  
)يحققان  nbو naيوجد عددان ” ) 2( ) ( )n x

n nf x x a x b e= +   .“xأياً كان  +
1صحيحة حيث  E(1)يبيّن ما سبق أنّ   3a 1و = 0b 2صحيحة حيث  E(2)، وكذلك = 5a = 
2و 3b ). وإذا افترضنا أنّ = )E n أنّ  صحيحة استنتجنا  

( )

( )

( 1) ( ) 2 2

2

2

1
2

1

2

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) (2

) ( )

(

)

(

)

n n x x
n n n n

x x
n

x

x
nn

n

n nn

n

a x

f x f x x a x b e x a x b e

x a x b e

a b

b

x a e

x

x a

e

x e+

+

+

′ ′ ′= = + + + + +

= +

++

+ + +

= +

+

+

= +

  

)فالخاصة  1)E n 1صحيحة أيضاً حيث  + 2n na a+ = 1nو + n nab b+ = وهذا يثبت صحة  .+
)الخاصة  )E n  أياً كانت قيمةn.  

)لنضع  )E nɶ  دلالة على الخاصّة”na  وnb عددان عاديان“.  
1وجدنا سابقاً أنّ  1) (( , 3, 0)a b )صحيحة. وإذا افترضنا أنّ  Eɶ(1)فالخاصة  = )E nɶ استنتجنا  ،صحيحة
1من المساواتين  2n na a+ = 1nو + n nab b+ = )أنّ  + 1)E n +ɶ  صحيحة أيضاً، فالخاصة( )E nɶ 

  .nصحيحة أياً كانت قيمة 
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1من المساواة نستنتج  3 2n na a+ − )1أنّ المتتالية  = )n na  1aوحدها  2أساسها متتالية حسابية  ≤
1 من . إذن3يساوي  2( 1)na a n− = 2نستنتج أنّ  − 1na n= +.  

1ونستنتج من المساواة  nn nb b a+ =   أنّ  nأياً كانت  +
1 1

2

4

3

3

1

2

1

2

3

n n n

b a

a

b a

b

b

a

b

b

b

b

− −

− =

− =

− =

− =

⋮

   

11وبالجمع نجد  2 1n nb a ab a −+ + +− = 1ولكن  .⋯ 0b   ومن ثَمّ  =
1 1

1 2 1

2

( 1)
2

3 2 1
( 1) 1

2

n
n

n

a a
b a a n

n
n

a

n

−
−

+
+ + + = −

+ −
= − =

=

−

⋯
  

  وهي النتيجة المطلوبة.

 �()*	+� ��,	-�  

)لتكن  � )E  2المعادلة التفاضلية 3 0y y′ + ). عيّن جميع حلول = )E.  
)لتكن  � )E 22المعادلة التفاضلية  ′ 3 1y y x′ + = +.  

.a )يُحقّق المعادلة  fن كثير حدود من الدرجة الثانية عيّ  2 )E ′.  
.b )حلاً للمعادلة  gبيّن أنّه إذا كان  2 )E gكان  ′ f−  ًللمعادلة حلا( )E ،وبرهن بالعكس ،

gأنّه إذا كان  f−  حلاً للمعادلة( )E  كانg  حلاً للمعادلة( )E ′.  
.c )لمعادلة التفاضلية استنتج جميع حلول ا 2 )E ′.  

   
3الشكل القانوني لهذه المعادلة هو  �

2
y y′ = 3هي التوابع  وحلولها −

2
x

x ke
−

kحيث  ֏ ∈ ℝ.  
2x يكون � ax bx c+ )حلاً للمعادلة  ֏+ )E   كان ℝمن  xإذا وفقط إذا، مهما كان  ′

2 2 22( ) 3( ) 1ax bx c ax bx c x′+ + + + + = +
  

3)2 وأ 1) (3 4 ) 2 3 1 0a x b a x b c− + + + + − 171. وهذا يكافئ = 4
3 9 27
, ,a b c= = − . إذن =

2كثير الحدود  171 4
3 9 27

( )x f x x x= − +֏  للمعادلة هو حل( )E ′.  
  نعلم من جهة أولى أنّ 

22 ( ) 3 ( ) 1 ( )f x f x x′ + = + ∗  
)حلاً للمعادلة  gفإذا كان  )E   كان ′

22 ( ) 3 ( ) 1 ( )g x g x x′ + = + ∗∗  
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)وبطرح المساواتين  )و ∗( )2طرفاً من طرف نجد  ∗∗( ) ( ) 3( )( ) 0g f x g f x′− + − أي إنّ الفرق  =
g f−  للمعادلة حل( )E .  

gوبالعكس، إذا كان f−  حلاً للمعادلة( )E  2كان( ) ( ) 3( )( ) 0g f x g f x′− + −   أي =
22 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 1g x g x f x f x x′ ′+ = + = +  

)حل للمعادلة  gأي إنّ  )E ′.  
)حل للمعادلة  gإذن  )E gإذا وفقط إذا كان  ′ f−  حلاًّ للمعادلة( )E  أي إذا وجدk  فيℝ  بحيث

3
2( ) ( )
x

g x f x ke
−

− )أي إنّ مجموعة حلول المعادلة  = )E   هي ′

{ }
3
22 171 4

3 9 27
:

x
x x x ke k

−
− + + ∈֏ ℝ  

)نتأمّل المعادلة التفاضلية   )E : 3 2 xy y e−′ + =.  

xxليكون التابع  aعيّن العدد  � ae−֏  ًللمعادلة التفاضلية حلا ( )E.  
بع التا. نعرّف ℝتابعاً اشتقاقياً على  g، وليكن �العدد الذي وجدناه في  aليكن  �

: ( ) xh x g x ae−−֏  أثبت أنّ التابعg  ٌللمعادلة التفاضلية حل( )E إذا وفقط إذا كان ،
h  ًللمعادلة التفاضلية حلا( )F  :3 0y y′ + =.  

)حلّ المعادلة التفاضلية  3 )F مجموعة حلول ، واستنتج( )E.  

   
xxيكون  � ae−֏  حلاً للمعادلة( )E  إذا وفقط إذا، مهما كانx  منℝ كان  

( ) 3( ) 2x x xae ae e− − −′ + =
  

1a أو   = .  
  :سبحلن �

( ) 3 ( ) ( ( ) ) 3( ( ) ) ( ) 3 ( ) 2x x xh x h x g x e g x e g x g x e− − −′ ′ ′+ = − + − = + −  
)معادلة حل لل gإذن    )E  إذا وفقط إذا كانh  حلاًّ للمعادلة( )F  :3 0y y′ + =.  

)مجموعة حلول المعادلة ولكن  3  )F  3هي{ : }xx ke k− ∈֏ ℝ إذن مجموعة حلول المعادلة .
( )E  3هي{ : }x xx e ke k− −+ ∈֏ ℝ.  

  .2عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي  n ليكن 

.a 1الآتية:  (1)ة التفاضلية حلّ المعادل �
0y y

n
′ − =.  

.b 1الآتية:  (2)المعادلة التفاضلية نتأمّل  � 1

( 1)

x
y y

n n n

+
′ − = −

+
 bو aعيّن عددين  .

)ليكون التابع  )x g x ax b=   .(2)حلاً للمعادلة  ℝالمعرّف على  ֏+
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.c� hيلزم ويكفي أن يكون  (2)ادلة حلاً للمع ℝمعرّف على  hأثبت أنّه ليكون تابع  � g−  
  . (1)حلاً للمعادلة 

.c�   .(2)استنتج من ذلك حلول المعادلة  �

.c
 (0)التي تحقق  fالحلول  ومن بينها عيّن تلك � 0f =.  

)/بالعلاقة  ℝالمعرّف على  nfنتأمّل التابع  � ) 1
1

x n
n

x
f x e

n
= + −

+
.  

.a nfإشارة ادرس  3  nfأثبت على الخصوص أنّ التابع  .nf، واستنتج جدول تغيرات التابع  ′
  موجبة تماماً يطلب تعيينها. Mيبلغ قيمة كبرى 

.b . nd. أعطِ معادلةً للمستقيم ndيقبل مُقارباً مائلاً  nfللتابع  nCخط البياني أثبت أنّ ال 3
  .2Cو 2dوارسم كلاً من 

   
.a x/هي  (1)حلول  � nx ke֏  حيثk  منℝ. 
.b )يكون  � )x g x ax b=   المساواة xإذا تحقق، مهما كانت قيمة  (2)حلاً للمعادلة  ֏+

1 1
( ) ( )

( 1)

x
ax b ax b

n n n

+
′+ − + = −

+
  

1ومنه 
1n

a
+

1bو = . فالتابع =
1

( ) 1x

n
x g x

+
=   .(2)حل للمعادلة التفاضلية  ֏+

.c   نلاحظ أنّ  �
1 1 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( )

( 1)

h g x h g x h x h x g x g x
n n n

x
h x h x

n n n

 ′ ′ ′− − − = − − −   
+

′= − +
+

  

hإذا وفقط إذا كان  (2)حلّ للمعادلة  hوهذا يبرهن أنّ  g−  ل الأخيرة ، ولكن حلو (1)حلاً للمعادلة
a.معروفة وقد وجدناها في  يحقق  ℝمن  kإذا وفقط إذا وجد عدد  (2)حلّ للمعادلة  hإذن  �

/( ) ( ) x nh x g x ke−   هي (2). أي إنّ مجموعة حلول xقيمة مهما كانت  =
{ }/1

1
1 :x n

n
x x ke k

+
+ + ∈֏ ℝ  

1kوالحل الوحيد الذي ينعدم عند الصفر هو التابع الموافق لقيمة  =   أي −
/( ) 1

1
x nx

x f x e
n

= + −
+

֏  

limنلاحظ أنّ  nfلدراسة التابع  � ( )n
x

f x
→−∞

=   ، ولأنّ ∞−

/ /( ) 1 1
1

x n x n
n

n x
f x e e

n n

−
 = + ⋅ ⋅ −   + 

  

limنستنتج من  0X

X
Xe−

→∞
lim/أنّ  = 0x nx

nx
e−

→∞
limومن ثَمّ  = ( )n

x
f x

→∞
= −∞ .  
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1/ومن جهة أخرى  1
( )

1
x n

nf x e
n n

′ = −
+

)وهو ينعدم فقط في حالة   )1
ln n

n n
x nα

+
= ومنه  =

  جدول التغيرات الآتي

( )

( ) ( )

n

n

n n n

x

f x

f x f

α

α

−∞ +∞

′ + −

−∞ −∞ր ց

  

)يبلغ قيمة كبرى  nfفالتابع  )nM f α=  علىℝ .  
نلاحظ أنّ 

1
0 1n

n+
< 0nαإذن  > ]متناقصٌ تماماً على المجال  nfولكن التابع  > [,nα إذن  ∞+

( ) (0) 0n nM f fα= >   وأخيراً نلاحظ أنّ  موجبة تماماً، كما هو مطلوب. Mفالقيمة الكبرى  =
1

ln
1 1 1

n n
M

n n n

 = +  + + + 
  

)وأخيراً بوضع  ) /

1
( ) ( ) 1 x nx

n n
h x f x e

+
= − + = lim، نرى أنّ − ( ) 0

x
h x

→−∞
فنستنتج أنّ المستقيم  =

nd  1الذي معادلته
1

x
y

n
= +

+
، والخط  ∞−في جوار  nfللتابع  nCمستقيم مقارب للخط البياني  

nC  يقع دوماً تحتnd  ّلأن( ) 0h x   .ℝعلى  >
  .2Cو 2dوفيما يأتي نجد الرسم البياني لكل من 

  

  
  

x

y

O

2d

2
C

1


